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látek za poskytnuté rady a pomoc, zejména doc. Josefu Kuběnovi a Mojmı́ru Meduňovi.
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1 Úvod ii
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1 Úvod

Při epitaxńım r̊ustu polovodičových vrstev mohou vlivem elastického napět́ı vznikat oddělené
ostr̊uvky, tzv. kvantové tečky, které maj́ı významné elektrické a optické vlastnosti. Jediná nede-
struktivńı metoda umožňuj́ıćı zkoumat odděleně tvar kvantových teček a deformačńı pole v jejich
okoĺı je rozptyl rtg zářeńı. Tato metoda umožňuje zkoumat nejen tečky na povrchu vzorku ale i
tečky na vnitřńıch rozhrańıch.

V diplomové práci jsem se věnoval numerickému zpracováńı dat naměřených metodou Grazing-
Incidence Small Angle Scattering (GISAXS). Rozptyl rtg. zářeńı při metodě GISAXS záviśı pouze
na tvaru kvantových teček a nezáviśı na deformačńım poli v krystalu. Zkoumal jsem tedy tvar,
velikost a rozmı́stěńı kvantových teček ve vzorku.

Zpracoval jsem měřeńı provedené na třech vzorćıch s multivrstvami III-V polovodič̊u (InP/GaInP,
InAs/GaAs a InAs/AlAs). Prvńı dva vzorky obsahuj́ı kvantové tečky, určil jsem jejich tvar,
středńı velikost a disperzi rozděleńı velikost́ı. Pro prvńı vzorek jsem také určil parametry po-
pisuj́ıćı rozmı́stěńı kvantových teček v multivrstvě, to je vektory periodické mř́ıžky, v ńıž jsou
kvantové tečky rozmı́stěny, a středńı odchylky poloh kvantových teček od mř́ıžových bod̊u. Ve
druhém vzorku jsou naopak kvantové tečky rozmı́stěny náhodně. Třet́ı vzorek neobsahuje kvan-
tové tečky ale kvantové dráty, pro něž jsem určil jejich tvar a periodickou mř́ıžku v ńıž jsou
uspořádány. Některé výsledky jsem srovnal s výsledky dosaženými z jiných měřeńı (obvyklá ko-
planárńı difrakce, GID, AFM) a ve všech př́ıpadech se výsledky uspokojivě shodovaly.

Zpracovávaná data byla naměřena na synchrotronu ESRF v Grenoblu ve Francii. Vlastńıch
měřeńı jsem se nezúčastnil, naměřená data jsem dostal k dispozici prostřednictv́ım prof. Holého.
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2 Vznik a význam kvantových teček

Kvantové tečky jsou jedńım z typ̊u tzv. ńızkorozměrných kvantových struktur. Podstatou jejich
využit́ı je vznik elektronových stav̊u prostorově omezených v jedno nebo v́ıcerozměrné kvantové
jámě. Základńı kvantovou strukturou je tenká vrstva, kde je elektronový plyn omezen v jednom
směru rozhrańımi tenké vrstvy a vzniká tzv. dvourozměrný elektronový plyn. V př́ıpadě ome-
zeńı ve dvou rozměrech mluv́ıme o kvantovém drátu a pokud je vlnová funkce elektronového
plynu omezena ve všech třech směrech nazývá se takový objekt kvantovou tečkou. Prostorově
omezené elektronové stavy maj́ı diskrétńı spektrum energíı, na rozd́ıl od spojitého energiového
spektra v makroskopickém krystalu. Aby se projevilo toto prostorové omezeńı, muśı být rozměry
kvantových struktur řádově 101 − 102 Å (100 − 101 nm). Tato vlastnost vede ke zvýšeńı kvantové
výtěžnosti optoelektronických prvk̊u, např. laser̊u nebo detektor̊u [15].

Kvantové tečky je možné připravit litografickými metodami nebo pomoćı heteroepitaxńıho1

r̊ustu v módu Stranski-Krastanov [12], [13], [16]. Litografické metody jsou technologicky mnohem
náročněǰśı a neńı dosud pr̊umyslově zvládnuta technologie pro rozměry menš́ı než 103 Å. Při he-
teroepitaxńım r̊ustu má nar̊ustaj́ıćı vrstva jinou mř́ıžkovou konstantu než substrát. V rostoućı
vrstvě proto vzniká elastické napět́ı, jehož vlivem může vrstva r̊ust ve třech základńıch módech
(viz obrázek 1):

mód Frank-van der Merwe

mód Stranski-Krastanov

mód Vollmer-Weber

casv

substrát

monovrstva

ostruvky
o

Obrázek 1: Různé r̊ustové módy heteroepitaxńıho r̊ustu

1. r̊ust Frank-van der Merwe – rostoućı vrstva nar̊ustá stále jako souvislá monovrstva za mo-
novrstvou beze změn.

2. r̊ust Stranski-Krastanov – nejprve naroste jedna až dvě souvislé monovrstvy a dále už ros-
tou jen oddělené ostr̊uvky, což mohou být kvantové tečky. Tento r̊ust se realizuje obvykle
u polovodičových materiál̊u, jak čistých IV skupiny, tak i III-V polovodič̊u.

1Epitaxńım r̊ustem se označuje takový r̊ust, kdy rostoućı vrstva tvoř́ı monokrystal navazuj́ıćı na substrát. Hete-

roepitaxe znamená nanášeńı vrstvy jiného materiálu než substrátu.
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3. r̊ust Vollmer-Weber – vrstva roste ve formě ostr̊uvk̊u hned od začátku.

Druh módu, který se realizuje, záviśı na podmı́nkách r̊ustu a použitých materiálech, v́ıce uvád́ı
např. [12]. V závislosti na použitých materiálech, podmı́nkách r̊ustu a tloušt’kách vrstev mohou
být samovolně vzniklé kvantové tečky rozloženy po povrchu substrátu zcela náhodně nebo jejich
polohy mohou tvořit pravidelně uspořádanou strukturu.

Depozice kvalitńıch epitaxńıch vrstev je velmi náročná. Pro epitaxńı depozici se pož́ıvaj́ı r̊uzné
metody. Nejčastěji použ́ıvané metody můžeme podle fáze látky vpouštěné do pracovńıho prostoru
rozdělit na:

1. MBE (Molecular Beam Epitaxy) prob́ıhá v prostoru vyčerpaném na velmi vysoké vakuum.
Do pracovńıho prostoru vniká deponovaný materiál př́ımo jako páry čisté látky. Tato metoda
je pomalá, náročná, ale přináš́ı nejkvalitněǰśı výsledky.

2. MO CVD (Chemical Vapour Deposition, někdy se označuje i jako VPE – Vapour Phase
Epitaxy) je nejčastěji použ́ıvaná metoda. Při této depozici jsou s nosným plynem (např.
duśık N2) do pracovńıho prostoru vháněny jednoduché organokovové sloučeniny, které na
povrchu substrátu chemicky reaguj́ı za vzniku deponované vrstvy. Tato metoda je mnohem
rychleǰśı než MBE a také levněǰśı, ale za cenu nižš́ı kvality deponovaných vrstev.

3. LPE (Liquid Phase Epitaxy) je poměrně málo použ́ıvaná metoda, kdy depozice prob́ıhá
z kapalné taveniny.

Existuje ještě velké množstv́ı jiných metod epitaxńıho r̊ustu, proto jsem uvedl jen metody, kterými
byly vyrobeny vzorky použité při této práci.
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3 Teorie

V této kapitole uvedeme vztahy pro maloúhlý rozptyl rtg. zářeńı a aplikujeme je v př́ıpadě rozptylu
na samouspořádaný kvantový tečkách. Obsah této kapitoly čerpá předevš́ım z [1].

3.1 Rozptyl rtg. zářeńı

Vyjdeme z Maxwellových rovnic a materiálových vztah̊u

rot~E = −∂
~B

∂t
, div ~B = 0

rot ~H =
∂ ~D

∂t
, div ~D = 0 (1)

~D = (1 + χ)ε0 ~E, ~B = µ0
~H,

kde ~E a ~D jsou intenzita a indukce elektrického pole, ~H , ~B intenzita a indukce magnetického
pole, ε0, µ0 permitivita a permeabilita vakua a χ je elektrická susceptibilita. V těchto rovnićıch
je zanedbán vněǰśı náboj a proud. Také relativńı permeabilita materiálu je položena rovna jedné.
Z Maxwellových rovnic (1) odvod́ıme vlnovou rovnici

△ ~E = (1 + χ)ǫ0µ0
∂2 ~E

∂t2
, (2)

a stejná rovnice plat́ı pro veličiny ~H, ~D a ~B. Řešeńı vlnové rovnice (2) ve vakuu (kde χ = 0) lze
vyjádřit součtem nezávislých řešeńı ve tvaru rovinných vln. Intenzita elektrického pole jedné vlny
v závislosti na poloze ~r a čase t je

~E = ~E0e
i( ~K~r−ωt), (3)

kde ~E0 je amplituda vlny, vlnový vektor ~K vyjadřuje směr š́ı̌reńı fáze vlny a ω je kruhová frekvence
vlny. Velikost vlnového vektoru je svázána s frekvenćı vlny vztahem K = ω

c . c = 1√
ǫ0µ0

je rychlost

světla ve vakuu. Vlnová délka λ souviśı s velikost́ı vlnového vektoru podle vztahu K = 2π
λ .

V materiálu o susceptibilitě χ jsou řešeńım rovinné vlny

~E = ~E0e
i(~k~r−ωt),

kde ~k je vlnový vektor v prostřed́ı a má velikost k = K
√

1 + χ = nK, kde n je index lomu. Člen
e−iωt už dále nebudu uvádět, protože pro daľśı výpočty neńı podstatný.

Rozptyl rtg. zářeńı lze popsat pomoćı kvantové teorie rozptylu. Nejprve přeṕı̌seme vlnovou
rovnici do symboliky bra-ket vektor̊u. Dosad́ıme-li do vlnové rovnice (2) řešeńı ve tvaru rovinných
vln źıskáme vztah

(△ +K2) ~E = −χK2 ~E.

Zavedeme operátory
L̂ = △ +K2, V̂ ~E(~r) = −K2χ(~r) ~E(~r),

a vlnovou rovnici převedeme do tvaru
L̂ ~E = V̂ ~E. (4)

V kinematické aproximaci je dopadaj́ıćı vlna (označená jako ket-vektor |Ei〉) i rozptýlená vlna
(|Ef 〉) řešeńım vlnové rovnice ve vakuu (χ = 0)

L̂|Ei〉 = 0, L̂|Ef 〉 = 0. (5)

Dopadaj́ıćı vlna má vlnový vektor ~Ki a rozptýlená ~Kf . Amplituda elektrické intenzity v bodě
o poloze ~r je

〈~r|Ei〉 = ei ~Ki~r, 〈~r|Ef 〉 = ei ~Kf~r.
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Rozptyl můžeme popisovat pomoćı diferenciálńıho účinného pr̊uřezu dσ
dΩ , což je počet foton̊u

rozptýlených do prostorového úhlu dΩ za jednotku času dělený počtem foton̊u dopadaj́ıćıho svazku
prošlých jednotkovou plochou za jednotku času. Při rozptylu na poruše s potenciálem V̂ plat́ı v ki-
nematické aproximaci vztah pro diferenciálńı účinný pr̊uřez

dσ

dΩ
=

1

16π2
|〈Ef |V̂ |Ei〉|2 (6)

Tento vztah můžeme vyjádřit v souřadnicové reprezentaci

dσ

dΩ
=

K4

16π2

∣

∣

∣

∣

∫

d3~re−i ~Kf~rχ(~r)ei ~Ki~r

∣

∣

∣

∣

2

Zavedeme rozptylový vektor ~Q = ~Kf − ~Ki a dosazeńım źıskáme vztah

dσ

dΩ
=

K4

16π2

∣

∣

∣

∣

∫

d3~re−i ~Q~rχ(~r)

∣

∣

∣

∣

2

(7)

Tedy plat́ı, že diferenciálńı účinný pr̊uřez je úměrný čtverci velikosti trojrozměrné Fourierovy trans-
formace elektrické susceptibility. Ještě lze zavést pro Fourierovu transformaci označeńı indexem
FT

χFT ( ~Q) =

∫

d3~rχ(~r)e−i ~Q~r,

a tedy po přepsáńı vztahu (7)
dσ

dΩ
=

K4

16π2

∣

∣

∣χFT ( ~Q)
∣

∣

∣

2

. (8)

Měřenou veličinou je ovšem intezita zářeńı I

I(~r) = | ~E(~r)|2.

Budeme uvažovat nikoliv intenzitu v mı́stě v prostoru, ale uvažujme intenzitu zářeńı rozptýleného
do směru s rozptylovým vektorem ~Q

I( ~Q) =
I0
r2

〈

dσ

dΩ

〉

=
K4I0

16π2r2
〈|χFT ( ~Q)|2〉, (9)

kde I0 je intenzita dopadaj́ıćıho zářeńı v mı́stě vzorku a r vzdálenost vzorku (rozptylového centra)

od detektoru. Středováńı se provád́ı přes celý objem vzorku. Konstantu K4I0
16π2r2 budu dále označovat

A.
Intenzita rozptýleného zářeńı v reciprokém prostoru je také př́ımo úměrná středńı hodnotě

čtverce velikosti trojrozměrné Fourierovy transformace elektrické susceptibility.

3.2 Maloúhlý rozptyl na samouspořádaných kvantových tečkách

Nyńı uvedu aplikaci vztah̊u pro intenzitu rozptýleného zářeńı na př́ıpad rozptylu na kvantových
tečkách (viz [2], [3]).

Pro malé úhly rozptylu, tedy malé hodnoty rozptylového vektoru ~Q intenzita rozptýleného
zářeńı odpov́ıdá pouze takovým složkám Fourierovy transformace, jejichž perioda v př́ımém pro-
storu je větš́ı než perioda atomové mř́ıžky.

Pokud použ́ıváme rtg. zářeńı o vlnové délce kolem 1,5 Å, pak je velikost vlnového vektoru
K = 4,2 Å−1. Velikost rozptylového vektoru je Q = 2K sin θ, když dopadaj́ıćı a rozptýlený pa-
prsek sv́ıraj́ı úhel 2θ (viz obrázek 2). Perioda mř́ıžky je pro polovodiče typicky okolo 5 Å, které
odpov́ıdá perioda reciproké mř́ıžky 1,25 Å−1. Při měřeńı maloúhlého rozptylu o úhlovém rozsahu
do 3◦ dosahuje rozptylový vektor maximálńı velikostiQmax = 0,2 Å−1. Maximálńı rozsah takového
maloúhlého měřeńı je dostatečně vzdálen od prvńıho difrakčńıho maxima atomové mř́ıžky. Potom
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vzorek

detektor

i f
K K

Q2θ

Obrázek 2: Schéma uspořádáńı měřeńı

lze susceptibilitu homogenńıho krystalu považovat za konstantu a nezabývat se atomovou struk-
turou vzorku. Vliv maj́ı pouze změny susceptibility na větš́ı vzdálenosti v prostoru než je velikost
atomu.

Lze předpokládat jednoduchý model, kdy kvantové tečky jsou rozmı́stěny v substátu o suscep-
tibilitě χsub. Uvnitř kvantových teček je susceptibilita χdot = χsub +∆χ. Každou kvantovou tečku
lze popsat tvarovou funkćı tečky Fj(~r), která nabývá hodnoty 0 vně kvantové tečky a hodnoty 1
uvnitř. Susceptibilita vzorku se soustavou kvantových teček je

χ(~r) = χsub + ∆χ

N
∑

j=1

Fj(~r), (10)

kde Fj je tvarová funkce j-té kvantové tečky a N počet kvantových teček na ozářené části
vzorku. Nejprve budeme pro jednoduchost předpokládat, že jsou všechny kvantové tečky stejné.
Potom můžeme zavést pouze jednu tvarovou funkci F (~r), která je tvarovou funkćı tečky umı́stěné
v počátku souřadnicové soustavy. Počátek souřadnicové soustavy může být v libovolném refe-
renčńım bodě kvantové tečky. Obvykle jsem použ́ıval za referenčńı bod střed podstavy kvantové
tečky. Susceptibilitu soustavy stejných kvantových teček je možné napsat ve tvaru

χ(~r) = χsub + ∆χ

N
∑

j=1

F (~r − ~Rj), (11)

kde ~Rj je poloha středu podstavy kvantové tečky.
Dosazeńım z (11) do vztahu (9) se źıská vztah pro intenzitu rozptýleného zářeńı v kinematické

aproximaci

I( ~Q) = A

〈

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

d3~r



χsub + ∆χ

N
∑

j=1

F (~r − ~Rj)



 e−i ~Q~r

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
〉

,

I( ~Q) = A

〈

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(2π)3χsubδ( ~Q) + ∆χ

∫

d3~r

N
∑

j=1

F (~r)e−i ~Q~re−i ~Q~Rj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
〉

.

Prvńı část výrazu s δ funkćı je nerozptýlený paprsek, který neměř́ıme, protože pokračuje dovnitř
vzorku, a nebudeme se o tento člen proto již dále v̊ubec zaj́ımat. Fourierovu transformaci tvarové
funkce si označ́ıme jako FFT

FFT ( ~Q) =

∫

d3~rF (~r)e−i ~Q~r

I( ~Q) = A

〈

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∆χFFT ( ~Q)

N
∑

j=1

e−i ~Q ~Rj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
〉

(12)
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Středováńı se v tomto př́ıpadě netýká tvarové funkce a je možné ji vytknout před středńı hodnotu.
Čtverec absolutńı velikosti lze napsat jako součin veličiny a jej́ı komplexně sdružené hodnoty

I( ~Q) = A |∆χ|2
∣

∣

∣FFT ( ~Q)
∣

∣

∣

2
〈

N
∑

j=1

e−i ~Q ~Rj

N
∑

k=1

ei ~Q ~Rk

〉

.

I( ~Q) = A|∆χ|2
∣

∣

∣FFT ( ~Q)
∣

∣

∣

2
〈

N
∑

j=1

N
∑

k=1

e−i ~Q(~Rj−~Rk)

〉

(13)

Je možné si zavést ještě označeńı

G( ~Q) =

〈

N
∑

j=1

N
∑

k=1

e−i ~Q(~Rj−~Rk)

〉

. (14)

Funkce G( ~Q) vyjadřuje závislost na rozložeńı kvantových teček. Vztah (13) nakonec můžeme
napsat jako

I( ~Q) = A|∆χ|2
∣

∣

∣FFT ( ~Q)
∣

∣

∣

2

G( ~Q) (15)

Kvantové tečky jsou rozloženy pouze na rozhrańıch jednotlivých vrstev r̊uzných materiál̊u, tedy
v rovinách rovnoběžných s povrchem. Vždy budeme použ́ıvat takovou soustavu souřadnic, ve které
je osa z kolmá k povrchu. Potom polohový vektor teček ~Rj v jedné vrstvě má vždy stejnou složku
v ose z Rjz . Předpokládejme, že polohy teček umı́stěných v r̊uzných vrstvách jsou nezávislé, a
tedy výsledná intenzita rozptýleného zářeńı je součtem intenzit rozptýlených na r̊uzných vrstvách
teček (v př́ıpadě závislosti poloh se sč́ıtá intenzitu elektrického pole). Potom celková intenzita
rozptýleného zářeńı je

I( ~Q) = A|∆χ|2
n
∑

j=1

∣

∣FFT
∣

∣

2
Gj( ~Q), (16)

kde j je v tomto př́ıpadě index vrstvy kvantových teček a n počet těchto vrstev.
V daľśı části následuje odvozeńı funkceG( ~Q) ze skutečného rozložeńı teček. Vyjdeme z předpokladu,

že rozložeńı kvantových teček má strukturu podobnou alespoň přibližně dvourozměrné mř́ıžce (viz
obrázek 3). V tomto př́ıpadě může být poloha každé kvantové tečky popsána dvěma indexy, např

L
L L L

M
M

M
M

M M

M

1
2 3 4

01

02
12

11

31
41

42

[0,0]

[0,1]

[0,2] [1,2]

[1,1]

[1,0] [2,0] [3,0]

[3,1][2,1]

[2,2] [3,2]

[4,0]

[4,1]

[4,2]

R31

Obrázek 3: Náčrt rozložeńı kvantových teček a definice vektor̊u vzájemné polohy

j,m. Vektor vzájemné polohy sousedńıch teček s indexy (j − 1), 0 a j, 0 je označen ~Lj. Vektor

vzájemné polohy teček s indexy j, (m − 1) a j,m označujeme jako ~Mjm. Polohový vektor tečky
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popsané indexy j,m je potom ~Rjm = ~L1 + ~L2 + . . .+ ~Lj + ~Mj1 + ~Mj2 + . . .+ ~Mjm (viz obrázek
3). Funkci G lze napsat jako

G( ~Q) =

〈

N1
∑

j=1

N2
∑

m=1

N1
∑

k=1

N2
∑

l=1

e−i ~Q(~Rjm−~Rkl)

〉

,

kde N1 a N2 jsou počty kvantových teček ve směrech vektor̊u ~Lj a ~Mjm. Pro celkový počet teček

plat́ı N = N1N2. Do předchoźıho vztahu lze dosadit za polohový vektor ~Rjm

G( ~Q) =

〈

N1
∑

j=1

N2
∑

m=1

N1
∑

k=1

N2
∑

l=1

e−i ~Q(~L1+...+~Lj+ ~Mj1+...+ ~Mjm−~L1−...−~Lk− ~Mk1−...− ~Mkl)

〉

V tomto výrazu je možné přehodit pořad́ı sumaćı

G( ~Q) =

〈

N1
∑

j=1

N1
∑

k=1

e−i ~Q(~L1+...+~Lj−~L1−...−~Lk)
N2
∑

m=1

N2
∑

l=1

e−i ~Q( ~Mj1+...+ ~Mjm− ~Mk1−...− ~Mkl)

〉

Dále jsme předpokládali, že se ovlivňuj́ı pouze polohy nejbĺıže sousedńıch teček – takzvaný Short-
Range Ordering (SRO) model. To znamená, že každý z vektor̊u ~Lj a ~Mjm je nezávislý na ostatńıch.
Pravděpodobnost nalezeńı sousedńıch teček v určité poloze záviśı na vektoru vzájemné polohy.
V prvńım směru jde o vektor ~Lj, pravděpodobnost nalezeńı sousedńıch teček ve vzájemné poloze

dané vektorem ~Lj je PL(~Lj). V druhém směru je pravděpodobnost nalezeńı sousedńıch teček ve

vzájemné poloze dané vektorem ~Mjm PM ( ~Mjm). Ve výrazu pro funkci G je možné oddělit sč́ıtáńı
přes j = k, j > k a j < k

G( ~Q) =

〈

N1
∑

j=1

N2
∑

m=1

N2
∑

l=1

e−i ~Q( ~Mj1+...+ ~Mjm− ~Mj1−...− ~Mjl)

〉

+

+

〈

N1
∑

j=2

j−1
∑

k=1

e−i ~Q(~Lk+1+...+~Lj)
N2
∑

m=1

N2
∑

l=1

e−i ~Q( ~Mj1+...+ ~Mjm− ~Mk1−...− ~Mkl)

〉

+ (17)

+

〈

N1
∑

k=2

k−1
∑

j=1

ei ~Q(~Lj+1+...+~Lk)
N2
∑

m=1

N2
∑

l=1

e−i ~Q( ~Mj1+...+ ~Mjm− ~Mk1−...− ~Mkl)

〉

Členy v tomto vztahu (17) si označ́ıme jako C1, C2 a C3. Nejprve uprav́ıme člen C1, kdy je opět
možné rozdělit sč́ıtáńı přes m = l, m > l a m < l

C1 =

N1
∑

j=1

N2
∑

m=1

1 +

〈

N1
∑

j=1

N2
∑

m=2

m−1
∑

l=1

e−i ~Q( ~Mj,l+1+...+ ~Mjm)

〉

+

+

〈

N1
∑

j=1

N2
∑

l=2

l−1
∑

m=1

ei ~Q( ~Mj,m+1+...+ ~Mjl)

〉

Středńı hodnotu můžeme vsunout dovnitř sumace

C1 = N1N2 +

N1
∑

j=1

N2
∑

m=2

m−1
∑

l=1

〈

e−i ~Q( ~Mj,l+1+...+ ~Mjm)
〉

+

+

N1
∑

j=1

N2
∑

l=2

l−1
∑

m=1

〈

ei ~Q( ~Mj,m+1+...+ ~Mjl)
〉
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Dva posledńı členy v tomto vztahu jsou komplexně sdružené a jejich součet je roven dvojnásobku
jejich reálné části

C1 = N1N2 + 2ℜ





N1
∑

j=1

N2
∑

m=2

m−1
∑

l=1

〈

e−i ~Q( ~Mj,l+1+...+ ~Mjm)
〉



 .

Protože jsou vektory ~M nezávislé, lze středńı hodnotu exponenciálńı funkce poč́ıtat jako součin
středńıch hodnot

C1 = N1N2 + 2ℜ





N1
∑

j=1

N2
∑

m=2

m−1
∑

l=1

〈

e−i ~Q ~Mj,l+1

〉

. . .
〈

e−i ~Q ~Mjm

〉





Středńı hodnota všech výraz̊u typu
〈

e−i ~Q ~Mj,l

〉

je stejná a rovna
〈

e−i ~Q ~M
〉

=
∫

d2 ~MPM ( ~M)e−i ~Q ~M =

PFT
M ( ~Q), což je charakteristická funkce rozděleńı pravděpodobnosti vektor̊u ~M . Potom je možné

výraz dále upravit jako

C1 = N1N2 + 2ℜ
[

N1

N2
∑

m=2

m−1
∑

l=1

(

PFT
M ( ~Q)

)m−l
]

.

Ted’ jde už jenom o sč́ıtáńı geometrických řad

C1 = N1N2 + 2N1ℜ







N2
∑

m=2

(

PFT
M ( ~Q)

)m (

PFT
M ( ~Q)

)−1

(

PFT
M ( ~Q)

)−(m−1)

− 1
(

PFT
M ( ~Q)

)−1

− 1







C1 = N1N2 + 2N1ℜ
[

1

1 − PFT
M ( ~Q)

N2
∑

m=2

(

PFT
M ( ~Q) −

(

PFT
M ( ~Q)

)m)
]

C1 = N1N2 + 2N1ℜ







(N2 − 1)PFT
M ( ~Q)

1 − PFT
M ( ~Q)

−
(

PFT
M ( ~Q)

)2

(

PFT
M ( ~Q)

)N2−1

− 1
(

1 − PFT
M ( ~Q)

)(

PFT
M ( ~Q) − 1

)







Protože je počet kvantových teček na ozářené části vzorku obrovský, lze udělat limitu proN2 → ∞,
aniž by t́ım byl ovlivněn výsledek

C1 = N1N2

(

1 + 2ℜ
[

PFT
M ( ~Q)

1 − PFT
M ( ~Q)

])

Podobným zp̊usobem lze upravit dva členy označené C2 a C3. Můžeme z nich vytknout část
závislou na vektorech ~M a zbylé části závisej́ıćı na vektorech ~L jsou komplexně sdružené, proto je
jejich součet opět dvojnásobkem jejich reálné části

C2 + C3 = 2ℜ





〈

N1
∑

j=2

j−1
∑

k=1

e−i ~Q(~Lk+1+...+~Lj)

〉





〈

N2
∑

m=1

N2
∑

l=1

e−i ~Q( ~Mj1+...+ ~Mjm− ~Mk1−...− ~Mkl)

〉

Opět je možné středńı hodnotu stáhnout dovnitř sumaćı

C2 + C3 = 2ℜ





N1
∑

j=2

j−1
∑

k=1

〈

e−i ~Q(~Lk+1+...+~Lj)
〉





N2
∑

m=1

N2
∑

l=1

〈

e−i ~Q( ~Mj1+...+ ~Mjm− ~Mk1−...− ~Mkl)
〉
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a opět napsat středńı hodnotu exponenciálńı funkce jako součin středńıch hodnot charakteris-
tických funkćı, protože jsou navzájem nezávislé všechny vektory ~Lj a ~Mjm. Charakteristickou

funkci rozděleńı vektor̊u ~L označ́ıme PFT
L ( ~Q) =

〈

e−i ~Q~L
〉

a po dosazeńı

C2 + C3 = 2ℜ





N1
∑

j=2

j−1
∑

k=1

(

PFT
L ( ~Q)

)j−k





N2
∑

m=1

N2
∑

l=1

(

PFT
M ( ~Q)

)m−l

Tento výraz se již spočte podle obdobného postupu jako člen C1

C2 + C3 = N12ℜ
[

PFT
L ( ~Q)

1 − PFT
L ( ~Q)

]

N2

(

1 + 2ℜ
[

PFT
M ( ~Q)

1 − PFT
M ( ~Q)

])

Nakonec se dosad́ı zpět do výrazu (17)

G( ~Q) = C1 + C2 + C3 = N

(

1 + 2ℜ
[

PFT
L ( ~Q)

1 − PFT
L ( ~Q)

])(

1 + 2ℜ
[

PFT
M ( ~Q)

1 − PFT
M ( ~Q)

])

(18)

Výraz (18) lze ještě upravit zavedeńım Fourierovy transformace korelačńı funkce pFT ( ~Q) =
∫

d2~rp(~r)e−i ~Q~r, jej́ıž význam bude objasněn později

G( ~Q) = N
(

1 + pFT ( ~Q)
)

, (19)

pFT ( ~Q) =

(

1 + 2ℜ
[

PFT
L ( ~Q)

1 − PFT
L ( ~Q)

])(

1 + 2ℜ
[

PFT
M ( ~Q)

1 − PFT
M ( ~Q)

])

− 1.

Vztah (19) lze odvodit ze vztahu (14) i jiným postupem bez předpokladu o rozložeńı teček
v přibližně dvojrozměrné mř́ıžce. Tento postup rovněž pomůže objasnit význam korelačńı funkce
p(~r). Vyjdeme opět ze vztahu (14)

G( ~Q) =

〈

N
∑

j=1

N
∑

k=1

e−i ~Q(~Rj−~Rk)

〉

Při epitaxńım r̊ustu krystalová struktura kvantových teček navazuje na okolńı substrát. Proto lze
předpokládat, že polohové vektory mohou být pouze vektory krystalové mř́ıžky povrchu substrátu.
Je možné přej́ıt proto od sč́ıtáńı přes kvantové tečky ke sč́ıtáńı přes krystalovou mř́ıžku.

G( ~Q) =

〈

M
∑

m=1

M
∑

n=1

cmcne
−i ~Q(~rm−~rn)

〉

, (20)

kde M je počet mř́ıžových bod̊u na ozářené ploše povrchu vzorku, m,n indexy mř́ıžových bod̊u,
~rm, ~rn jejich polohové vektory a koeficienty cm, cn vyjadřuj́ı pravděpodobnost nalezeńı kvantové
tečky v př́ıslušném mř́ıžovém bodě. Koeficient cm je roven 1, pokud se kvantová tečka nacháźı
v mř́ıžovém bodě m a 0, pokud se v něm nenacháźı. Pro tyto koeficienty plat́ı vztah cm = c2m,
který bude ještě použit. Lze opět provést již několikrát použitou úpravu spoč́ıvaj́ıćı ve vsunut́ı
středńı hodnoty dovnitř sumace

G( ~Q) =
M
∑

m=1

M
∑

n=1

〈cmcn〉e−i ~Q(~rm−~rn) (21)

Středńı hodnota se pro m = n spočte jako
〈

c2m
〉

= 〈cm〉 = c, přičemž c je hustota kvantových
teček na mř́ıžový bod povrchu. Pro m,n r̊uzné se vycháźı z přepokladu, že vzorek je statisticky
homogenńı, a tedy středńı hodnota 〈cmcn〉 záviśı pouze na vzájemné poloze mř́ıžových bod̊u m a
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n. Je proto možné si zavést korelačńı funkci w(~rm − ~rn) = 〈cmcn〉. Funkce w(~rm − ~rn) vyjadřuje
pravděpodobnost nalezeńı kvantových teček v bodech2 ~rm i ~rn současně. Kvantové tečky nemohou
být od sebe vzdáleny méně, než je velikost jedné tečky, a proto funkce w(~r) nabývá hodnoty 0
pro |~r| menš́ı než velikost teček. Naopak pokud jsou kvantové tečky dostatečně vzdálené, takže
vzájemně neovlivňuj́ı své polohy, plat́ı w(~rm − ~rn) = 〈cmcn〉 = 〈cm〉〈cn〉 = c2, protože v tomto
př́ıpadě jsou koeficienty cm a cn vzájemně nezávislé. Odděĺıme sč́ıtáńı přes stejné kvantové tečky

G( ~Q) = Mc+

M
∑

m=1

M
∑

n=1,n6=m

w(~rm − ~rn)e−i ~Q(~rm−~rn) (22)

Součin Mc je hustota kvantových teček násobená počtem mř́ıžových bod̊u a je tedy rovna počtu
kvantových teček N . Definujeme ještě hodnotu korelačńı funkce w(~0) = 0 a potom můžeme sč́ıtat
opět přes všechny mř́ıžové body

G( ~Q) = N +

M
∑

m=1

M
∑

n=1

w(~rm − ~rn)e−i ~Q(~rm−~rn)

Protože se sč́ıtá přes pravidelnou mř́ıžku, tak lze snadno přej́ıt od sumace k integraci

G( ~Q) = N +
1

a4

∫

S

d2~r

∫

S

d2~r′w(~r − ~r′)e−i ~Q(~r−~r′), (23)

kde a je mř́ıžkový parametr a S plocha vzorku. Lze provést substituci ~r = ~r − ~r′

G( ~Q) = N +
1

a4

∫

S

d2~r

∫

S

d2~r′w(~r)e−i ~Q~r (24)

G( ~Q) = N +
S

a4

∫

d2~rw(~r)e−i ~Q~r (25)

Z porovnáńı se vztahem (19) vyplývá, že Fourierova transformace funkce w(~r) se rovná funkci

pFT ( ~Q) až na multiplikativńı konstantu S
Na4 . Obě funkce w(~r − ~r′) i p(~r − ~r′) jsou př́ımo úměrné

pravděpodobnosti nalezeńı kvantových teček současně v bodech ~r a ~r′.
Celková intenzita rozptýleného zářeńı se źıská dosazeńım z (19) do (15)

I( ~Q) = AN |∆χ|2
∣

∣

∣FFT ( ~Q)
∣

∣

∣

2 (

1 + pFT ( ~Q)
)

(26)

Pro estetické zjednodušeńı lze všechny konstanty sloučit do nové konstanty B = AN |∆χ|2

I( ~Q) = B
∣

∣

∣FFT ( ~Q)
∣

∣

∣

2 (

1 + pFT ( ~Q)
)

(27)

Ještě je možné oddělit části závislé na tvaru kvantové tečky (tvarová funkce F ) od části závislé
na rozložeńı kvantových teček (korelačńı funkce p). Provede se zpětná dvourozměrná Fourierova
transformace intenzity rozptýleného zářeńı ze vztahu (27)

IFT (x, y,Qz) =
B

4π2

∫

dQx

∫

dQy

∣

∣

∣FFT ( ~Q)
∣

∣

∣

2 (

1 + pFT ( ~Q)
)

ei(Qxx+Qyy) (28)

Tento výraz lze rozdělit na dvě části

IFT (x, y,Qz) =
B

4π2

∫

dQx

∫

dQy

∣

∣

∣FFT ( ~Q)
∣

∣

∣

2

e−i(Qxx+Qyy)+

2Přesně řečeno ne př́ımo v bodech ale v okoĺı těchto bod̊u na ploše jedné primitivńı buňky krystalové mř́ıžky

povrchu substrátu. Jedna primitivńı buňka má plochu a
2, když a označuje velikost mř́ıžového vektoru.
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+
B

4π2

∫

dQx

∫

dQy

∣

∣

∣FFT ( ~Q)
∣

∣

∣

2
∫

dx′
∫

dy′p(~r′)e−i(Qxx′+Qyy′)ei(Qxx+Qyy). (29)

Tvarová funkce kvantové tečky je v př́ımém prostoru ohraničena velikost́ı kvantové tečky v bĺızkém
okoĺı bodu ~0. Naopak korelačńı funkce v této oblasti nabývá hodnoty 0 a je lokalizována v ob-
lasti vzdálené od počátku souřadnicové soustavy. V reciprokém prostoru je situace opačná, ovšem
zpětnou Fourierovou transformaćı se situace znovu obrát́ı. Prvńı část vztahu (29) záviśı pouze na
tvarové funkci je lokalizována v centrálńı oblasti, t.j. v okoĺı bodu x, y = 0 vymezeném zhruba veli-
kost́ı kvantové tečky. Druhá část vztahu (29) je trochu složitěǰśı. Fourierova transformace korelačńı
funkce je lokalizována v centrálńı oblasti reciprokého prostoru (tedy v okoĺı bodu Qx = Qy = 0,
kde je Fourierova transformace tvarové funkce tečky přibližně konstantńı a rovna FFT (0, 0, Qz),
a je tedy možné psát

IFT (x, y,Qz) =
B

4π2

∫

dQx

∫

dQy

∣

∣

∣FFT ( ~Q)
∣

∣

∣

2

ei(Qxx+Qyy) +B
∣

∣FFT (0, 0, Qz)
∣

∣

2
p(~r) (30)

Celá Fourierova transformace intensity rozptýleného zářeńı je dána součtem dvou člen̊u. Prvńı
má vliv pouze v centrálńı oblasti (okoĺı bodu x = y = 0) a záviśı pouze na tvaru teček. Kdežto
druhý člen úměrný korelačńı funkci poloh teček ovlivňuje pouze oblast vzdáleněǰśı od středu,
protože v centrálńı části je korelačńı funkce rovna nule.

V úvodu této kapitoly jsme předpokládali stejnou velikost a tvar všech kvantových teček.
Uváž́ıme tedy, jak se změńı předchoźı výpočty vlivem r̊uzných velikost́ı kvantových teček. Suscep-
tibilita soustavy r̊uzných kvantových teček je dána vztahem

χ(~r) = χsub + ∆χ

N
∑

j=1

Fj(~r − ~Rj), (31)

kde tvarová funkce Fj(~r) je r̊uzná pro r̊uzné kvantové tečky. Rozptýlená intenzita je v kinematické
aproximaci podle vztahu (9)

I( ~Q) = A|∆χ|2
〈

N
∑

j=1

N
∑

k=1

FFT
j ( ~Q)FFT∗

k ( ~Q)e−i ~Q(~Rj−~Rk)

〉

Nejprve lze oddělit sč́ıtáńı přes stejné kvantové tečky (pro j = k)

I( ~Q) =
B

N

〈

N
∑

j=1

|FFT
j ( ~Q)|2 +

N
∑

j=1

N
∑

k=1,k 6=j

FFT
j ( ~Q)FFT∗

k ( ~Q)e−i ~Q(~Rj−~Rk)

〉

Lze středovat zvlášt’ každý člen v součtu

I( ~Q) =
B

N



N〈|FFT ( ~Q)|2〉 +
N
∑

j=1

N
∑

k=1,k 6=j

〈

FFT
j ( ~Q)FFT∗

k ( ~Q)e−i ~Q(~Rj−~Rk)
〉





Dále je možné předpokládat, že velikosti teček nijak nesouviśı s jejich polohami, tedy že funkce
FFT

j ( ~Q), FFT∗
k ( ~Q) a vektor vzájemné polohy (~Rj − ~Rk) jsou nezávislé. Proto můžeme středovat

každý člen v součinu zvlášt’

I( ~Q) =
B

N



N〈|FFT ( ~Q)|2〉 + 〈FFT ( ~Q)〉〈FFT∗( ~Q)〉
N
∑

j=1

N
∑

k=1,k 6=j

〈

e−i ~Q(~Rj−~Rk)
〉





Posledńı vztah lze ještě upravit pomoćı funkce pFT

I( ~Q) = B
(

〈|FFT ( ~Q)|2〉 + |〈FFT ( ~Q)〉|2pFT ( ~Q)
)

(32)
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Na tento výraz lze opět aplikovat zpětnou Fourierovu transformaci

I(x, y,Qz) = B

∫

dQxdQy〈|FFT ( ~Q)|2〉ei(Qxx+Qyy)+

+B|〈FFT (0, 0, Qz)〉|2p(x, y,Qz). (33)

Pro intenzitu, která po zpětné Fourierově transformaci odpov́ıdá centrálńı části, se středuje ab-
solutńı hodnota Fourierovy transformace tvarové funkce kvantových teček – středuje se intenzita.
Naproti tomu intenzita, která odpov́ıdá po zpětné Fourierově transformaci vzdáleněǰśı části, je
poč́ıtána jako čtverec absolutńı hodnoty středované Fourierovy transformace tvarové funkce –
středuje se amplituda.

3.3 Aproximace DWBA

Přesněǰśı výsledky než kinematická aproximace dává Distorted-Wave Born Aproximation (DWBA)
(viz [1], [2]). V této aproximaci se rozptylový potenciál rozděĺı na dvě části, z nichž pro jednu je
známé přesné řešeńı vlnové rovnice

V̂ = V̂A + V̂B (34)

Dopadaj́ıćı vlna ze zdroje |Ei〉 a rozptýlená vlna dopadaj́ıćı do detektoru |Ef 〉 jsou řešeńım

vakouvé rovnice. Řeašeńımi pro potenciál V̂A jsou vlny |i〉 a |f〉

L̂|i〉 = V̂A|i〉, L̂|f〉 = V̂A|f〉.

Vlna |i〉 je vlna vyvolaná dopadaj́ıćı vlnou |Ei〉 na potenciálu V̂A a |f〉 vlna vyvolaná rozptýlenou
vlnou |Ef 〉. Pro rozptylový účinný pr̊uřez plat́ı vztah

dσ

dω
=

1

16π2

∣

∣

∣
〈f |V̂A|Ei〉 + 〈f |V̂B |i〉

∣

∣

∣

2

(35)

Jako poruchový potenciál V̂A je možné použ́ıt polonekonečný substrát s povrchem v rovině z = 0

V̂A
~E(~r) = −K2χsubH(−z) ~E(~r), (36)

kde χsub je suceptibilita substrátu a H Heavisideova distribuce (rovna 1 pro z < 0 a 0 pro z ≥ 0).
Tento př́ıpad je řešen jako dopad vlny na rozhrańı v rovině z = 0 a plat́ı stejné vztahy jako

v klasické optice [9]. Narozd́ıl od klasické optiky viditelného zářeńı se pro rtg. zářeńı úhel dopadu
a odrazu se obvykle měř́ı od povrchu vzorku. Dopadaj́ıćı vlna má vlnový vektor

~Ki = (Kix,Kiy,Kiz), Kiz = K sinαi,

kde αi je úhel, který sv́ırá s povrchem vzorku. Odražená vlna vystupuje také pod úhlem αi a má
vlnový vektor

~KiR = (Kix,Kiy,−Kiz).

Uvnitř vzorku postupuje lomená vlna s vlnovým vektorem

~k = (Kix,Kiy, kiz), kiz = sinβi,

úhel βi sv́ırá paprsek lomené vlny s povrchem. Pro úhel βi plat́ı zákon lomu

cosαi = n cosβi,

kde n =
√

1 + χsub je index lomu. Amplituda elektrické intenzity odražené vlny je rovna amplitudě
dopadaj́ıćı vlny násobené Fresnelovým koeficientem odrazivosti ri. Amplitudu lomené vlny se od
dopadaj́ıćı vlny lǐśı koeficientem propustnosti ti. Tyto koeficienty jsou r̊uzné pro r̊uzné polarizace.
Pro s-polarizované světlo (vektor elektrické intenzity je v rovině rovnoběžné s povrchem) plat́ı

ri =
Kiz − kiz

Kiz + kiz
, ti =

2Kiz

Kiz + kiz

14



Všechny materiály maj́ı pro rtg. zářeńı index lomu velmi málo odlǐsný od 1. Odchylka je obvykle
řádu 10−5 až 10−7 a vždy záporná. Absorbci v materiálu vyjadřuje imaginárńı část indexu lomu,
která je obvykle řádově menš́ı než reálná část. Rovněž vlnový vektor lomené vlny ~ki je komplexńı.
Jeho imaginárńı část vyjadřuje pokles intenzity absorpćı. Pro takovéto hodnoty indexu lomu je
reflexńı koeficient velmi malý, transmisńı velmi bĺızký 1 a vlnový vektor lomené vlny ~ki je přibližně
roven vlnovému vektoru dopadaj́ıćı vlny ~Ki. Tedy lomená vlna se pouze nepatrně lǐśı od dopadaj́ıćı
vlny a odražená vlna je o mnoho řád̊u slabš́ı než dopadaj́ıćı vlna. Vyj́ımku tvoř́ı pouze malé úhly
dopadu – řádově do 5◦. Př́ıklad závislosti odrazivosti Ri = |ri|2 je v obrázku 4. Kdybychom do
stejného grafu vynesli odrazivost pro p-polarizované světlo (vektor elektrické intenzity je v rovině
kolmé k povrchu), nebylo by možné je od sebe rozeznat. Chyba, které se dopoušt́ım, pokud uvažuji
pouze s Fresnelovými koeficienty pro s-polarizaci je zanedbatelná.

0,0 0,5 1,0 1,5
�(��

�(��

����

���

�

ÒKHO�GRSDGX�αL�>R@

�

�

2G
UD]

LYR
VW�5

 _U
_�

Obrázek 4: Závislost odrazivosti na úhlu dopadu pro vlnovou délku λ=1,54 Å na povrchu GaAs.
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Obrázek 5: Schéma vln vystupuj́ıćıch v aproximaci DWBA

Vlnu |i〉 lze napsat jako

〈~r|i〉 =

{

ei ~Ki~r + rie
i ~KiR z > 0

tie
i~ki~r z ≤ 0

(37)

Vlna |i〉 je součtem vlastńı dopadaj́ıćı vlny ei ~Ki~r a odražené vlny rie
i ~KiR v oblasti nad povrchem

a lomené vlny tie
i~ki~r pod povrchem, uvnitř vzorku (viz obrázek 5).
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S vlnou |f〉 je situace poněkud složitěǰśı. Z vlnového vektoru rozptýlené vlny ~Kf definujeme vek-

tory ”odražené” ~KfR a ”lomené” vlny ~kf a reflexńı a transmisńı Fresnelovy koeficienty stejně jako
v př́ıpadě dopadaj́ıćı vlny (viz obrázek 5). Rozd́ıl v tomto př́ıpadě je ovšem v časové následnosti.
”Odražená” vlna neńı následnou, ale předcháźı výsledné rozptýlené vlně, takže ”odražená” vlna
směřuje k povrchu a odraźı se do směru rozptýlené vlny. Také ”lomená” vlna směřuje k povrchu
a láme se do do směru rozptýlené vlny. Vlnu |f〉 lze napsat jako

〈~r|f〉 =

{

ei ~Kf~r + r∗f e
i ~KfR z > 0

t∗fe
i~k∗

f~r z ≤ 0
(38)

Výraz pro |f〉 je zapsán podobným zp̊usobem jako výraz (37) pro vlnu |i〉. Protože maj́ı ale
jednotlivé členy v |f〉 opačnou časovou následnost, muśı se provést časová inverze, která se projev́ı

komplexńım sdružeńım. Stejný výraz jako (37) bychom dosáhli dosazeńım vlnových vektor̊u − ~Kf ,

− ~KfR a −~kf (obr. 5). Když potom provedeme komplexńı sdružeńı źıskáme vztah (38).

Prvńı část vztahu (35) je pouze rozptylem na potenciálu V̂A, tedy zrcadlovým odrazem do-

padaj́ıćıho zářeńı do směru ~KiR. Zracadlovému odrazu jsme se při měřeńı vyhýbali, a proto dále
bude uvažován pouze druhý člen, který dává difuzńı rozptyl do obecného směru

Idif ( ~Q) =
A

K2

〈

∣

∣

∣〈f |V̂B|i〉
∣

∣

∣

2
〉

(39)

Skutečná susceptibilita je χ(~r). Uvnitř vzorku (z < 0) dává potenciál V̂A susceptibilitu χsub.
Pro poruchový potenciál V̂B plat́ı

V̂B
~E(~r) = −K2(χ(~r) − χsub) ~E

Pro rozptyl uvnitř vzorku se použij́ı amplitudy vln ze vztah̊u (37) a (38) a převede se vztah (39)
do souřadnicové reprezentace

〈f |V̂B |i〉 = titf

∫

d3~r(χ(~r) − χsub)e
−i(~kf−~ki)~r

Můžeme zavést rozptylový vektor opravený o lom ~q = ~kf − ~ki

〈f |V̂B|i〉 = titf

∫

d3~r(χ(~r) − χsub)e
−i~q~r (40)

V tomto př́ıpadě je intenzita rozptýleného zářeńı úměrná trojrozměrné Fourierově transformaci
elektrické susceptibility stejně jako v kinematické aproximaci, ale rozptylový vektor je opravený
o lom.

Pro defekty, které se nacházej́ı nad povrchem vzorku (z > 0), je poruchový potenciál

V̂B
~E(~r) = −K2χ(~r) ~E(~r)

Pro tento př́ıpad se použij́ı z výraz̊u (37) a (38) části pro z > 0

〈f |V̂B|i〉 = −K2

∫

d3~r
(

e−i ~Kf~r + rfe
−i ~KfR~r

)

χ(~r)
(

ei ~Ki~r + rie
i ~KiR~r

)

Tento vztah lze rozdělit na čtyři části

〈f |V̂B |i〉 = −K2

(∫

d3~rχ(~r)e−i( ~Kf− ~Ki)~r + ri

∫

d3~rχ(~r)e−i( ~Kf− ~KiR)~r+

+rf

∫

d3~rχ(~r)e−i( ~KfR− ~Ki)~r + rirf

∫

d3~rχ(~r)e−i( ~KfR− ~KiR)~r

)

(41)

V tomto př́ıpadě lze rozptyl vyjádřit součtem čtyř člen̊u (viz obrázek 6), z nichž prvńı vyjadřuje
př́ımý rozptyl zářeńı (obr. 6-1), druhý vyjadřuje př́ıpad paprsku, který se nejprve odraźı od povrchu
a potom rozptýĺı (6-2), třet́ı paprsek, který se nejprve rozptýĺı a poté odraźı (6-3) a čtvrtý člen
vyjadřuje paprsek, který se odraźı, rozptýĺı a znovu odraźı (6-4).

Aproximace DWBA dává výsledky shodné s kinematickou aproximaćı pro velké úhly dopadu
(nad 5◦), kdy lomená vlna se jen velmi málo lǐśı od dopadaj́ıćı a téměř žádné zářeńı se neodráž́ı.

16
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3 4

Obrázek 6: Schéma čtyř proces̊u při rozptylu na povrchu

3.4 Aplikace aproximace DWBA na kvantové tečky

Dále budou aplikovány obecné vztahy aproximace DWBA na kvantové tečky.
Nejprve pro kvantové tečky na povrchu vzorku. Intenzita rozptýleného zářeńı v reciprokém

prostoru se spočte ze vztah̊u (40) a (41). Susceptibilita soustavy kvantových teček na povrchu je

χ(~r) = χdot

N
∑

j=1

F (~r − ~Rj)

Intenzita zářeńı rozptýleného na povrchových tečkách je podle (41)

I( ~Q) = A|χdot|2
〈

∣

∣

∣

∣

∣

∣

FFT ( ~Kf − ~Ki)

N
∑

j=1

e−i( ~Kf− ~Ki)~Rj + riF
FT ( ~Kf − ~KiR)

N
∑

j=1

e−i( ~Kf− ~KiR)~Rj +

+rfF
FT ( ~KfR − ~Ki)

N
∑

j=1

e−i( ~KfR− ~Ki)~Rj + rirfF
FT ( ~KfR − ~KiR)

N
∑

j=1

e−i( ~KfR− ~KiR)~Rj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
〉

(42)

Polohové vektory teček na povrchu lež́ı v rovině z = 0, tedy všechny vektory ~Rj maj́ı složku do osy

z rovnou 0. Dvojice vlnových vektor̊u ~Ki a ~KiR, se lǐśı pouze znaménkem složky v ose z. Stejně

tak i dvojice vektor̊u ~Kf a ~KfR. Člen G( ~Q) =

〈

∣

∣

∣

∑N
j=1 e

−i( ~Kf− ~Ki)~Rj

∣

∣

∣

2
〉

lze tedy vytknout

I( ~Q) = A|χdot|2G( ~Q)
∣

∣

∣FFT ( ~Kf − ~Ki) + riF
FT ( ~Kf − ~KiR)+

+rfF
FT ( ~KfR − ~Ki) + rirfF

FT ( ~KfR − ~KiR)
∣

∣

∣

2

, (43)

S t́ımto výrazem lze opět provést zpětnou Fourierovu transformaci podle stejného postupu jako
v kapitole 3.2. Pouze Fourierovu transformaci tvarové funkce nahrad́ıme součtem čtyř člen̊u

IFT (x, y,Qz) =
AN |χdot|2

4π2

∫

dQx

∫

dQy

∣

∣

∣FFT ( ~Kf − ~Ki) + riF
FT ( ~Kf − ~KiR)+

+rfF
FT ( ~KfR − ~Ki) + rirfF

FT ( ~KfR − ~KiR)
∣

∣

∣

2

ei(Qxx+Qyy)+

+AN |χdot|2
∣

∣FFT (0, 0,Kfz −Kiz) + riF
FT (0, 0,Kfz −KiRz)+

+rfF
FT (0, 0,KfRz −Kiz) + rirfF

FT (0, 0,KfRz −KiRz)
∣

∣

2
p(~r) (44)
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Výraz má opět dvě části, které maj́ı stejný význam a lokalizaci v prostoru jako ve výrazu (33).
Pro kvantové tečky uvnitř vzorku lze použ́ıt susceptibilitu ze vztahu (10), která se dosad́ı do

vztahu (40)

I( ~Q) = A|∆χ|2
〈

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

d3~rtitf

N
∑

j=1

F (~r − ~Rj)e
−i~q~r

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
〉

, (45)

což lze upravit jako

I( ~Q) = A|∆χtitf |2
〈

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

j=1

e−i~q ~Rj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
〉

∣

∣FFT (~q)
∣

∣

2
(46)

Část závislou na polohách teček označ́ım opět jako funkci G(~q). Tuto funkci můžeme upravit
pomoćı následuj́ıćı úvahy. Tečky jsou umı́stěné na rozhrańı jednotlivých vrstev, tedy v rovinách
rovnoběžných s povrchem. Poč́ıtá-li se intenzita rozptýlená pouze na tečkách na rozhrańı daném
rovinou z = −c, pak lze funkci G(~q) přepsat

G(~q) =

〈

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

j=1

e−i~q ~Rj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
〉

=

〈

∣

∣

∣

∣

∣

∣

eiqzc
N
∑

j=1

e−i(qxRjx+qyRjy)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
〉

(47)

Člen |eiqzc|2 lze vytknout a dále upravit

|eiqzc|2 = |eiℜ(qz)ce−ℑ(qz)c|2 = e−2ℑ(qz)c

Tento člen tedy vyjadřuje absorbci rtg. zářeńı směrem dovnitř vzorku. Lze jej také přepsat pomoćı
hloubky vniku l = 1

2ℑ(qz) , což je hloubka, z ńıž je rozptýlená intenzita e-krát menš́ı než při stejném

procesu těsně pod povrchem.
|eiqzc|2 = e−c/l

Př́ıklad závislosti hloubky vniku na úhlu dopadu je v obrázku 7. Zbylou část funkce G( ~Q), lze
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Obrázek 7: Závislost hloubky vniku v GaAs na úhlu dopadu a výstupu (zde jsou si pro jednoduchost
rovné) pro vlnovou délku λ=1,54 Å.

vyjádřit pomoćı korelačńı funkce

G(~q) = Ne−c/l(1 + pFT (~q))
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Intenzita rozptýlená uvnitř vzorku na rozhrańı v hloubce c je

I( ~Q) = AN |∆χtitf |2e−c/l(1 + pFT (~q))
∣

∣FFT (~q)
∣

∣

2
. (48)

Nyńı lze opět provést zpětnou dvojrozměrnou Fourierovu transformaci podle stejného postupu
jako v kapitole 3.2

IFT (x, y,Qz) =
B|titf |2e−c/l

4π2

(∫

dQx

∫

dQy

∣

∣FFT (~q)
∣

∣

2
ei(Qxx+Qyy)+

∣

∣FFT (0, 0, qz)
∣

∣

2
p(~r)

)

, (49)

kde je opět člen odpov́ıdaj́ıćı tvarové funkci lokalizován v centrálńı oblasti a člen úměrný korelačńı
funkci ve větš́ı vzdálenosti od počátku.

Celková rozptýlená intenzita v aproximaci DWBA je součtem intenzity rozptýlené na povrchu
vzorku a od r̊uzných rozhrańı uvnitř vzorku, tedy součtem intenzit vypočtených ze vztah̊u (43) a
(48)

I( ~Q) = AN |χdot|2
∣

∣FFT (Qx, Qy,Kfz −Kiz) + riF
FT (Qx, Qy,Kfz +Kiz)+

+rfF
FT (Qx, Qy,−Kfz −Kiz) + rirfF

FT (Qx, Qy,−Kfz +Kiz)
∣

∣

2
(1 + pFT ( ~Q))+

+AN |∆χ|2|titf |2|FFT (~q)|2(1 + pFT ( ~Q))
∑

j

e−zj/l, (50)

kde zj je hloubka j-tého rozhrańı obsahuj́ıćıho kvantové tečky. Po provedeńı zpětné dvourozměrné
Fourierovy transformace výrazu (50) je výsledkem je součet výraz̊u (44) a (49), ve kterém lze opět
oddělit části odpov́ıdaj́ıćı tvaru a rozložeńı kvantových teček.

4 Experiment

Měřeńı byla prováděna na sychrotronu ESRF v Grenoblu ve Francii na zdroji beamline ID10B
(označuje se také jako TROIKA II) při vlnové délce 1,54 Å. Zdroj vyzařuje na širokém rozsahu
vlnových délek od tvrdého rtg. zářeńı až po radiové vlny, pomoćı krystalových monochromátor̊u je
možné nastavit vlnovou délku. Synchrotronové zářeńı má malou divergenci, velkou intenzitu a vel-
kou koherenčńı délku v celém rozsahu vlnových délek. Na beamline ID10B je zdrojem undulátor,
který vyzařuje s divergenćı 28× 17µrad2 (což je 5.8”×3,5” v horizontálńım × vertikálńım směru).
Ve vzdálenosti 27m od zdroje je štěrbina, pak následuje monochromátor,který je tvořen dvojićı
diamantových krystal̊u v orientaci (111). Nakonec ve vzdálenosti 42m od zdroje je umı́stěn osmik-
ruhový goniometr. Ve vzdálenosti 3m od goniometru jsou umı́stěny detektory. Na této beamline je
možné měřit zářeńı v rozsahu energie 8 až 13 keV (vlnová délka 0,95–1,55 Å−1). Energiová disperze
je ∆E

E = 6.10−5, stejnou relativńı disperzi má i vlnová délka. Pr̊uřez svazku v mı́stě vzorku je menš́ı
než 1×0,5mm2 (horizontálně×vertikálně), intenzita v mı́stě vzorku je 1011 foton̊u/s. Bližš́ı údaje
o tomto sychrotronu uvád́ı [14].

Měřilo se v upořádáńı GISAXS (Grazing-Incidence Small Angle X-ray Scattering) – viz obr. 8.
Zářeńı dopadá na vzorek pod úhlem dopadu αi a měř́ı se intenzita zářeńı vystupuj́ıćıho pod jiným
úhlem αf , abychom se vyhnuli př́ılǐs intenzivńımu zrcadlově odraženému zářeńı. Podle obrázku 8

maj́ı vlnové vektory složky: ~Ki = K(cosαi, 0,− sinαi), ~Kf = K(cosαf cosβ, cosαf sinβ, sinαf ).
Velikost vlnových vektor̊u je stejná a rovna K = 2π

λ , kde λ je vlnová délka. Rozptylový vektor

je pak ~Q = ~Kf − ~Ki = K(cosαf cosβ − cosαi, cosαf sinβ, sinαf + sinαi). Intenzita se měř́ı
polohovým detektorem, takže v jednom scanu se proměř́ı najednou intenzita v závislosti na úhlu
β pro konstantńıQz. Jeden scan odpov́ıdá v reciprokém prostoru úsečce rovnoběžné s osou y o délce
dané rozsahem úhlu β, tedy pro konstantńı Qx a Qz (ve skutečnosti je to oblouček v rovině QxQy,
ale pro tuto úvahu je úsečka názorněǰśı). Se vzorkem se postupně otáč́ı kolem osy z. V souřadné
soustavě spojené se vzorkem (obrázek 8 by značil prvńı scan) každý daľśı scan odpov́ıdá opět stejně
dlouhé úsečce v rovině pro stejné Qz, ale otočené kolem osy z. V obrázku 9 je znázorněn prvńı
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Obrázek 8: Schéma uspořádáńı měřeńı GISAXS

scan (označen 1), kdy souřadná soustava odpov́ıdá obrázku 8, a scan (označen 2), při kterém se
se vzorkem otočilo kolem osy z o úhel ψ. Postupným otáčeńım se naměř́ı intenzita v celé rovině
konstantńıho Qz v rozsahu daném rozsahem úhlu β, tedy tzv. mapa v reciprokém prostoru.

Q

Q
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x

y

ψ

Obrázek 9: Jednotlivé scany v rovině QxQy

V uspořádáńı GISAXS dopadaj́ıćı i měřený vystupuj́ıćı svazek sv́ırá velmi malý úhel s povr-
chem, v oblasti totálńıho odrazu nebo jej́ım okoĺı. Hloubka vniku zářeńı se v této oblasti rychle
měńı, takže můžeme ve velkém rozsahu měnit tloušt’ku povrchové části vzorku z ńıž pocháźı
rozptýlené zářeńı. Také úhel β je velmi malý (maximálně do 3◦). Pro větš́ı úhly β jde o metodu
Grazing Incidence Difraction (GID), kdy se měř́ı v okoĺı difrakčńıch maxim atomové mř́ıžky.

Metoda GISAXS je nekoplanárńı, proto je možné měřit s takovými rozptylovými vektory,
které jsou v obvyklém koplanárńım uspořádáńı nedosažitelné. V koplanárńı geometrii je rovina
daná vlnovými vektory ~Ki, ~Kf a ~Q kolmá k povrchu (v obr. 8 úhel β = 0). Koplanárńı uspořádáńı
omezuje dosažitelnou oblast reciprokého prostoru třemi p̊ulkružnicemi (viz obr. 10): prvńı omezeńı
dává podmı́nka, že velikost rozptylového vektoru nemůže být větš́ı než dvojnásobek vlnového
vektoru Q ≤ 2K – tato podmı́nka plat́ı pro jakékoli uspořádáńı a dává omezeńı kružnićı se
středem v počátku a poloměrem 2K. Daľśı omezeńı plynou z podmı́nek, že dopadaj́ıćı vlna i
rozptýlená muśı být nad vzorkem (neměř́ıme skrz vzorek) Kiz ≤ 0 a Kfz ≥ 0. Tyto podmı́nky
pro koplanárńı uspořádáńı dávaj́ı omezeńı rozptylového vektoru v reciprokém prostoru dvěmi
kružnicemi. Je-li dopadaj́ıćı paprsek rovnoběžný s povrchem vzorku, je rozptylový vektor roven
~Q = K(cosαf − 1, 0, sinαf ), což je kružnice se středem (-K,0,0) a poloměrem K. Jestliže je
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Obrázek 10: Dosažitelná oblast v koplanárńım uspořádáńı

rovnoběžný s povrchem vystupuj́ıćı paprsek, pak je je rozptylový vektor ~Q = K(1−cosαi, 0, sinαi),
což dává kružnici se středem v (K.0,0) a poloměrem K.

V nekoplanárńım uspořádáńı plat́ı stejné podmı́nky, ale protože měřeńı neńı omezeno jen na
rovinu Qy = 0, tak jsou p̊ulkruhy nahrazeny polokoulemi (viz obr. 11). Oblast měřená při GISAXS

GISAXS

Q

Q

Q

x

y

z

Obrázek 11: Dosažitelná oblast v nekoplanárńım uspořádáńı

se nacháźı právě podél osy Qy, takže se vyhne omezuj́ıćım polokouĺım. Nekoplanárně je možné

měřit pro takové hodnoty složky rozptylového vektoru rovnoběžné s rozhrańım (
√

Q2
x +Q2

y), které

jsou při daných hodnotách Qz v koplanárńım uspořádáńı nedosažitelné.

5 Vzorek s multivrstvou InP/GaInP

5.1 Popis vzorku

Tento vzorek byl vyroben metodou epitaxe z kapalné fáze (LPE) na Paul-Drude Institut v Berĺıně.
Tento vzorek je tvořen trojnásobně opakovanou dvojvrstvou GaInP a InP (viz obrázek 12) Ve

vrstvách GaInP je obsah galia a india v poměru 52 % a 48 %. Celá multivrstva je nanesena na
substrátu GaAs v orientaci povrchu (001), na kterém je ještě nanesena 1000 Å tlustá podkladová
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Obrázek 12: Schéma vzorku InP/GaInP

vrstva GaInP. Multivrstva je tvořena třemi dvojvrstvami. Každá dvojvrstva je tvořena vždy 150 Å
tlustou vrstvou GaInP a 26 Å tlustou vrstvou InP. Kvantové tečky tvoř́ı vrstvy InP. Ve vzorku
jsou tedy tečky umı́stěny na povrchu a ve dvou rovinách pod povrchem v hloubkách z1 = 175 Å a
z2 = 350 Å.

5.2 Měřeńı GISAXS

Zpracovával jsem měřeńı GISAXS, která naměřili R. Kőhler a M. Schmidbauer na synchrotronu
ESFR v Grenoblu na beamline ID10B. Parametry tohoto zař́ızeńı jsou uvedeny v kapitole 4. Bylo
použito zářeńı o vlnové délce 1,5498 Å pro dva r̊uzné úhly dopadu a výstupu:

1. úhel dopadu αi = 0.25◦, úhel výstupu αf = 0.5◦, Qz = 0.051 Å−1, hloubka vniku l=21Å

2. úhel dopadu αi = 0.57◦, úhel výstupu αf = 0.57◦, Qz = 0.081 Å−1, hloubka vniku l=514 Å.

Naměřené mapy intenzity v reciprokém prostoru jsou v obrázćıch 13 a 14. Osa Qx má orientaci
s Millerovým indexem [1-10], osa Qy [110] a osa Qz [001]. V naměřených mapách je vždy uprostřed
pro Qx = Qy = 0 maximum odpov́ıdaj́ıćı spekulárńımu odrazu dopadaj́ıćıho zářeńı na povrchu,
jeho rozš́ı̌reńı zp̊usobuje rozptyl na drsných rozhrańıch. V horńı části je kĺın, který je zp̊usoben
chyběj́ıćımi daty v této oblasti, nejde o rozptyl zářeńı zp̊usobený vlastnostmi vzorku. Dále jsou
v naměřených mapách reciprokého prostoru 4 vedleǰśı maxima ve směrech, které sv́ıraj́ı s osou
Qx úhly 45◦ a 135◦, čemuž odpov́ıdaj́ı krystalografické směry s Millerovými indexy [100] a [010].
Vzdálenost těchto maxim od středu Qx = Qy = 0 je stejná pro obě hodnoty Qz, čińı přibližně
Q = 0,015 Å−1. Tato vzdálenost odpov́ıdá vzdálenosti v př́ımém prostoru asi 400 Å.

Protože polohy těchto maxim nezáviśı na Qz, přisuzujeme jejich vznik rozděleńı poloh kvan-
tových teček. Odpov́ıdaj́ı totiž poměrně velkým rozměr̊um v př́ımém prostoru a Fourierova trans-
formace tvarové funkce teček záviśı na všech třech souřadnićıch Qx, Qy a Qz. Funkce G( ~Q) vy-
jadřuj́ıćı vliv rozděleńı poloh kvantových teček nezáviśı na Qz, pokud se navzájem neovlivňuj́ı
polohy kvantových teček rozložených v r̊uzných vrstvách rovnoběžných s povrchem.

5.3 Zpracováńı měřeńı

Nejprve jsem provedl zpětnou dvojrozměrnou Fourierovu transformaci naměřených map (viz obrázek
15) k odděleńı části závislé tvaru teček od části závislé na jejich rozložeńı.
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Obrázek 13: Rozložeńı intenzity v reciprokém prostoru na vzorku InP/GaInP pro Qz = 0.053 Å−1.
Intenzita je vynesena v logaritmické škále, rozd́ıl mezi sousedńımi vrstevnicemi je 1,5.
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Obrázek 14: Rozložeńı intenzity v reciprokém prostoru na vzorku InP/GaInP pro Qz = 0.081 Å−1

Intenzita je vynesena v logaritmické škále, rozd́ıl mezi sousedńımi vrstevnicemi je 1,24.
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Obrázek 15: Vzorek InP/GaInP: Fourierova transformace intenzity proQz = 0.053 Å−1. Fourierova
transformace druhého měřeńı vypadá velmi podobně.

Osy x a y odpov́ıdaj́ı krystalografickým směr̊um s Millerovými indexy [1−10] a [110]. V źıskané
mapě v př́ımém prostoru je opět ve středu maximum, které je zp̊usobeno tvarovou funkćı kvan-
tových teček F (~r) (viz vztah (30)). Toto maximum má osovou symetrii vzhledem k osám x a y,
ve směru osy x je protažené. Dále jsou v mapě v př́ımém prostoru opět 4 vedleǰśı maxima ve
směrech sv́ıraj́ıćıch s osou x úhly 45◦ a 135◦ (opět odpov́ıdaj́ı směr̊um [100] a [010]). Tato ma-
xima jsou zp̊usobena maximy korelačńı funkce p(~r) (vztah (30)). Sousedńı kvantové tečky se tedy
nalézaj́ı přibližně v krystalografických směrech [100] a [010]. Mezi vedleǰśımi maximy a centrálńım
maximem jsou minima, která nemaj́ı jednoduchou př́ımou souvislost s některým parametrem.

Nejprve jsem se zabýval tvarovou funkćı kvantových teček. Centrálńı maximum je symetrické
vzhledem k osám x a y, z čehož vyplývá, že tvarová funkce má stejnou symetrii vzhledem k osám
x a y. Vrstevnice tohoto maxima maj́ı přibližně tvar elips protažených ve směru osy x. Protože na
centrálńım maximu neńı patrná žádná jiná vnitřńı struktura, předpokládali jsme tečky ve tvaru
poloviny elipsoidu s hlavńımi poloosami a, b, c ve směrech os x, y, z (viz obrázek 16).

y

x

z

a b

c

Obrázek 16: Schéma modelu poloelipsoidické tečky
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Intenzita záviśı na Fourierově transformaci tvarové funkce teček F (~r). Tvarovou funkci polo-
elipsoidické tečky popisuj́ı tři parametry – poloosy elipsoidu.

FFT ( ~Q) =

∫

d3~rF (~r)e−i ~Q~r,

Pro p̊ulelipsoid je výhodné zavést válcové souřednice

x = ar cosφ, y = br sinφ, z = ct

Tvarová funkce je rovna 1 v těchto meźıch proměnných r, φ, t

0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ φ < 2π, 0 ≤ z ≤
√

1 − r2

Fourierova transformace tvarové funkce ve válcových souřadnićıch je

FFT ( ~Q) = abc

∫ 1

0

drr

∫ 2π

0

dφe−i
√

(Qxa)2+(Qyb)2r cos φ

∫

√
1−r2

0

dte−iQzct,

kde lze ještě analyticky zintegrovat přes t a φ

FFT (Qx, Qy, Qz) = 2πabc

∫ 1

0

drrJ0(r
√

(Qxa)2 + (Qyb)2)
e−iQzc

√
1−r2 − 1

−iQzc
, (51)

kde J0 je Besselova funkce prvńıho druhu. Tento integrál již nelze analyticky vypoč́ıst, proto jsem
jej poč́ıtal numericky.

Rozptyl na kvantových tečkách v aproximaci DWBA je dán vztahem (50)

I0( ~Q) = AN |χdot|2
∣

∣FFT (Qx, Qy,Kfz −Kiz) + riF
FT (Qx, Qy,Kfz +Kiz)+

+rfF
FT (Qx, Qy,−Kfz −Kiz) + rirfF

FT (Qx, Qy,−Kfz +Kiz)
∣

∣

2
(1 + pFT ( ~Q))+

+AN |∆χ|2|titf |2|FFT (~q)|2(1 + pFT (~q))
2
∑

j=1

e−zj/l, (52)

kde z1 =175 Å a z2 =350 Å jsou hloubky vrstev InP uvnitř vzorku od povrchu. Po provedeńı
zpětné dvourozměrné Fourierovy transformace funkce I0( ~Q) źıskáme součet výraz̊u (44) a (49).
Centrálńı část závislou jen na tvaru kvantových teček źıskáme Fourierovou transformaćı vztahu
(52) při dosazeńı za pFT ( ~Q) = 0. Protože FFT nezáviśı př́ımo na obou souřadnićıch Qx, Qy, ale

pouze na
√

(Qxa)2 + (Qyb)2 (označ́ım ještě q‖ =
√

(Qxa)2 + (Qyb)2), lze situaci opět zjednodušit
použit́ım válcových souřadnic

Qx =
q‖
a

cosφ,Qy =
q‖
b

sinφ

IFT
0 (x, y,Qz) =

1

4π2

∫

dQx dQyI0(q‖, Qz)e
i(Qxx+Qyy) =

=
1

4π2ab

∫ ∞

0

dq‖q‖I0(q‖, Qz)

∫ 2π

0

dφeiq‖r cos φ =

=
1

2πab

∫ ∞

0

dq‖q‖I0(q‖, Qz)J0(rq‖) (53)

Tento integrál jsem také poč́ıtal numericky.
Nakonec jsem ještě prováděl středováńı přes r̊uzné velikosti teček. Podle vztahu (33) se pro

výpočet centrálńı časti v př́ımém prostoru středuje intenzita zářeńı. Za předpokladu, že všechny
tečky jsou si podobné, tedy že poměry jednotlivých poloos teček jsou stejné pro všechny tečky, lze
zavést pouze jeden parametr t vyjadřuj́ıćı velikost tečky. Původńı parametry a, b, c jsou středńımi
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hodnotami velikost́ı jednotlivých poloos. Skutečné poloosy tečky, kterou popisuj́ı parametry a, b, c, t
jsou askut = at, bskut = bt, cskut = ct. Parametr t má středńı hodnotu 1 a nabývá pouze kladných
hodnot. Předpokládal jsem rozděleńı χ2 parametru t

φν(x) =
1

Γ(ν/2)2ν/2
xν/2−1e−x/2

Takto zavedené rozděleńı má středńı hodnotu ν a směrodatnou odchylku σ =
√

2ν. Rozdělovaćı
funkci proto lze přeškálovat dosazeńım za parametr x = tν

fν(t) =
ν

Γ(ν/2)2ν/2
(tν)ν/2−1e−tν/2

Toto rozděleńı fν(t) má požadovanou středńı hodnotu 1 a směrodatnou odchylku σ =
√

2/ν.
Středováńı přes r̊uzné velikosti teček lze provést až po zpětné Fourierově transformaci inten-

zity, nebot’ jde jen o přesunut́ı pořad́ı integrál̊u. Fourierova transformace intenzity rozptýlené na
kvantových tečkách s velikost́ı danou parametrem t je IFT

0 (x, y,Qz, t), která se źıská ze vztah̊u
(51), (52) a (53) nahrazeńım parametr̊u a, b, c parametry at, bt, ct. Výsledná Fourierova transfor-
mace rozptýlené intenzity od všech velikost́ı teček je středńı hodnotou intenzity IFT

0 (x, y,Qz, t)
přes parametr t

IFT (x, y,Qz) =

∫ ∞

0

dtIFT
1 (x, y,Qz, t)fν(t). (54)

Tento integrál jsem opět poč́ıtal numericky. Výsledná Fourierova transformace intenzity záviśı na
středńıch velikostech poloos a, b, c a směrodatné odchylce rozděleńı velikost́ı kvantových teček σ,
celkem tedy čtyřech parametrech.

Centrálńı část Fourierovy transformace obou map jsem fitoval závislost́ı danou vztahem (54)
pomoćı Marquart-Lavenbergovy metody (viz např. [8]). Porovnáńı fitované závislosti a naměřené je
v obrázćıch 17 a 18. V obrázćıch jsou vykresleny izolinie Fourierovy transformace naměřené mapy
v centrálńı části a nafitovaná funkce poodle vztahu (54). Vypočtená závislost dobře odpov́ıdá
výsledk̊um měřeńı. Z fitu jsem źıskal tyto hodnoty středńıch parametr̊u velikost́ı teček: a =
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Obrázek 17: Vzorek InP/GaInP: porovnáńı Fourierovy transformace naměřené mapy intenzity a
jej́ı simulace pro Qz = 0, 053 Å−1. Vrstevnice jsou vyneseny v lineárńı škále.

(84±3) Å, b = (68±3) Å, c = (10±20) Å a hodnotu směrodatné odchylky rozděleńı velikost́ı teček
σ = (0.10±0.08). Výsledné středńı rozměry teček a, b jsou určeny poměrně přesně, maj́ı chybu 4 %
a 5 %. Středńı výška teček c je zat́ıžena velkou chybou, lepš́ıho výsledku by bylo možné dosáhnout,
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Obrázek 18: Vzorek InP/GaInP: porovnáńı Fourierovy transformace naměřené mapy intenzity a
jej́ı simulace pro Qz = 0, 081 Å−1. Vrstevnice jsou vyneseny v lineárńı škále.

měřeńım pro v́ıce hodnot Qz. Výška tečky nemůže být záporná a také muśı být větš́ı než jedna
monovrstva, proto parametr c může nabývat hodnot z intervalu 3 až 30 Å, tedy c = (16 ± 13) Å.
Ale zřejmě je výška kvantových teček mnohem menš́ı než š́ı̌rka a délka.

V prvńı naměřené mapě se d́ıky hloubce vniku projevuj́ı téměř výhradně tečky na povrchu
vzorku (asi 90 % celkové intenzity), v druhé mapě se projevuje i vliv teček uvnitř vzorku (asi 35 %
celkové rozptýlené intenzity). Simulace stejně dobře odpov́ıdá pro obě měřeńı, z čehož lze usoudit,
že rozměry teček uvnitř vzorku a na povrchu se téměř nelǐśı.

Pro zjǐstěńı rozložeńı poloh teček jsem simuloval př́ımo mapu rozptýlené intenzity v reciprokém
prostoru pomoćı korelačńı funkce poloh teček – viz obrázky 19 a 20. Parametry tvarové funkce jsou
již určeny, a jej́ı Fourierova transformace je dána vztahem (51). Intenzita v reciprokém prostoru je
dána vztahem (52), pro započteńı r̊uzných velikost́ı kvantových teček je podle vztahu (33) nutno
spoč́ıst středńı hodnotu Fourierovy transformace tvarové funkce a také středńı hodnotu čtverce
jej́ı velikosti, což je při známých parametrech tvarové funkce už poměrně jednoduché. Zbývá tedy
ještě korelačńı funkce p. Maxima korelačńı funkce lež́ı v krystalografických směrech [100] a [010],
které s osou x sv́ıraj́ı úhly 45◦ a 135◦. Již je výše uvedeno, že vzdálenosti všech čtyř maxim od
středu jsou stejné, a tedy kvantové tečky tvoř́ı zhruba čtvercovou mř́ıžku. Pro účely této simulace
jsem otočil mapu intenzity o 45◦, aby maxima korelačńı funkce ležela v osách x a y.

Korelačńı funkce poloh je dána vztahem (19). Středńı hodnoty vektor̊u 〈~L〉 a 〈 ~M〉 lež́ı ve

směrech maxim, tedy [100] a [010]. Středńı hodnotu vektoru 〈~L〉 jsem předpokládal ve směru osy

x a jej́ı velikost D, tedy 〈~L〉 = [D, 0, 0]. Rozděleńı PL(~L) jsem předpokládal ve tvaru součinu
nezávislých rozděleńı ve směrech x, y

PL(~L) = P1(Lx)P2(Ly).

Stejně jsem předpokládal středńı hodnotu 〈 ~M〉 = [0, D, 0], protože vzdálenost maxim od počátku
v naměřené mapě i v jej́ı Fourierově transformaci je ve směrech [100] i [010] je stejná. Podobně i

rozděleńı vektor̊u ~M jsem předpokládal ve tvaru

PM ( ~M) = P3(Mx)P4(My).

Korelačńı funkce záviśı na charakteristických funkćıch obou rozděleńı PL(~L), PFT
M ( ~M). Charakte-
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ristická funkce rozděleńı PL(~L) se spočte jako

PFT
L ( ~Q) =

∫

dLxP1(Lx)e−iQxLx

∫

dLyP2(Ly)e−iQyLy = PFT
1 (Qx)PFT

2 (Qy)

jde o součin charakteristických funkćı rozděleńı P1(Lx) a P2(Ly). Rozděleńı P1 jsem předpokládal
opět ve tvaru rozděleńı χ2, protože složky Lx mohou nabývat jen kladných hodnot. Rozdělovaćı
funkci χ2 lze přeškálovat tak, aby mělo středńı hodnotu D

P1(Lx) =
ν

DΓ(ν
2 )2ν/2

(

Lxν

D

)
ν
2
−1

e−
Lν
2D

Rozděleńı P1 má směrodatnou odchylku σ‖ = D
√

2
ν . Charakteristická funkce rozděleńı P1 je

PFT
1 (Qx) =

1

(1 + 2iQxD/ν)ν/2
.

Pro rozděleńı P2(Ly) jsem předpokládal Gaussovo rozděleńı se směrodatnou odchylku σ⊥ a středńı
hodnotou 0

P2(Ly) =
1

σ⊥
√

2π
e
−

L2
y

2σ2
⊥

Rozděleńı P2 má charakteristickou funkci

PFT
2 (Qy) = e−

Q2
yσ2

⊥
2 .

Charakteristická funkce rozděleńı PL(~L) je

PFT
L ( ~Q) =

e−
Q2

yσ2
⊥

2

(1 + 2iQxD/ν)ν/2

V př́ıpadě vektoru ~M jsem naopak předpokládal P3 jako normalńı rozděleńı a P4 jako rozděleńı
χ2. Směrodatné odchylky a středńı hodnoty těchto rozděleńı jsem předpokládal stejné jako u rozděleńı
P2, P1 (tedy P3(x) = P2(x) a P4(x) = P1(x)). Charakteristická funkce rozděleńı PM potom je

PFT
M ( ~Q) =

e−
Q2

xσ2
⊥

2

(1 + 2iQyD/ν)ν/2
.

Celkem vstupuj́ı do této simulace tři parametry: D,σ‖ a σ⊥. Výsledná středńı vzdálenost

teček je D = (400 ± 20) Å. Směrodatné odchylky v obou směrech vyšly stejné a rovny σ‖ =

(120± 30) Å, σ⊥ = (120± 40) Å. Výsledná simulace je v obrázku 19, kde jsou izolinie v naměřené
mapě intenzity v reciprokém prostoru a simulace této mapy. Simulace v obrázku poměrně dobře
odpov́ıdá měřeńı. Okrajové části maxim odpov́ıdaj́ı méně, protože předpoklad nezávislosti složek
vektor̊u vzájemné polohy (např. pro vektor ~L rozděleńı rozdělovaćı funkce na dvě nezávislé složky

PL(~L) = P1(Lx)P2(Ly)) je poměrně hrubou aproximaćı. Řez naměřenou mapou ve směru [010] a
jeho simulace je v obrázku 20. Simulace dobře odpov́ıdá v oblasti maxim, ale ve větš́ı vzdálenosti
naměřená křivka vykazuje větš́ı pokles. Tento rozd́ıl je zp̊usoben t́ım, že skutečné rozděleńı P1(Lx)
(a také P4(My)) klesá pro malou vzdálenost rychleji než rozděleńı χ2. Pravděpodobnost nalezeńı
kvantové tečky ve vzdálenosti menš́ı než velikost jednotlivých teček je nulová, ale rozděleńı χ2 dává
nenulovou pravděpodobnost. Po provedeńı Fourierovy transformace se tento jev projev́ı rychleǰśım
poklesem měřené intenzity s rostoućı vzdálenost́ı od počátku v reciprokém prostoru.

Pro tyto kvantové tečky jsem źıskal parametry tvaru kvantových teček, směrodatnou odchylku
rozděleńı jejich velikost́ı, středńı vzdálenost teček a směrodatné odchylky od středńıch vektor̊u
jejich vzájemné polohy. Dobře byly určeny horizontálńı rozměry teček, jejich výška je určena s
velikou chybou, protože měřeńı neńı na výšku teček citlivé. Vzájemná poloha teček je určena také
dosti přesně. Prvńı měřeńı (pro Qz = 0.053 Å−1) zachytilo téměř výhradně tečky na povrchu
vzorku, druhé měřeńı (pro Qz = 0.081 Å−1) zachytilo částečně i tečky uvnitř vzorku. Můžeme
tedy usuzovat, že tečky uvnitř vzorku maj́ı parametry bĺızké tečkám na povrchu.
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Obrázek 19: Vzorek InP/GaInP: intenzita rozptýleného zářeńı v reciprokém prostoru a jej́ı simulace
pomoćı korelačńı funkce poloh teček pro Qz = 0.053 Å−1. Ve středu je v naměřených datech
maximum dané spekulárńı odrazem zářeńı. Vrstevnice jsou vyneseny v lineárńım měř́ıtku.
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Obrázek 20: Vzorek InP/GaInP: řez mapou v reciprokém prostoru ve směru [010] a jeho simulace
pomoćı korelačńı funkce poloh teček pro Qz = 0.053 Å−1
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6 Vzorek s multivrstvou InAs/GaAs

6.1 Popis vzorku

Vzorek byl vyroben metodou Metal-Organic chemical vapour deposition (MOCVD) na Fyzikálńım
ústavu (FzÚ AVČR) v Praze.

GaAs substrát

GaAs 130 Å

InAs 4,5 Å 

GaAs 250 Å

7

Obrázek 21: Scháma vzorku s multivrstvou InAs/GaAs

Substrátem je GaAs s povrchem v krystalografické rovině (001). Na substrátu je nanesena
multivrstva se sedmkrát opakovanou periodou – viz obrázek 21. Každou periodu tvoř́ı 130 Å tlustá
vrstvou GaAs a 4,5 Å tlustá vrstva InAs. Multivrstva je pokryta kryćı vrstvou GaAs o tloušt’ce
250 Å. Vrstva InAs tvoř́ı kvantové tečky, které jsou tedy v sedmi vrstvách uvnitř vzorku, a rovněž
na povrchu vznikly kvantové objekty.

6.2 Měřeńı AFM

Dostal jsem k dispozici výsledky z měřeńı povrchu metodou AFM (Atomic Force Microscopy –
mikroskop atomové śıly), která provedl M. Meduňa na univerzitě v Linzi.

Př́ıklad źıskaného profilu povrchu vzorku je v obrázku 22. Z obrázku 22 je zřejmé, že na
povrchu jsou kvantové tečky ve tvaru pyramid dvoj́ı velikosti. Směr, ve kterém jsou pyramidy
protaženy, má Millerovy indexy [1-10]. Změřil jsem rozměry asi 50 pyramid a źıskal jsem středńı
hodnoty rozměr̊u. Pro velké pyramidy: délka ve směru [1-10] l = (4840 ± 750) Å, š́ı̌rka ve směru
[110] d = (2130 ± 540) Å, a výška ve směru [001] v = (940 ± 340) Å. Pro malé pyramidy: délka
l = (1440 ± 220) Å, š́ı̌rka d = (590 ± 90) Å, a výška v = (67 ± 21) Å. Malé pyramidy jsou tedy
ve vodorovných rozměrech asi 4× menš́ı, výšku však maj́ı menš́ı 14 ×. Z výsledk̊u měřeńı AFM
rovněž vyplývá (obr. 22), že pyramidy nejsou na povrchu vzorku žádným zp̊usobem uspořádány,
ale jsou rozloženy v́ıceméně náhodně.

6.3 Měřeńı GISAXS

Měřeńı GISAXS provedli M. Meduňa a Z. Bochńıček na ESRF v Grenoblu na beamline ID10B.
Parametry tohoto zdroje jsou uvedeny v kapitole 4. Při měřeńı bylo použito zářeńı o vlnové délce
1.549 Å pro osm r̊uzných úhl̊u dopadu a výstupu:
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Obrázek 22: Povrch vzorku GaAs/InAs podle AFM

pořad́ı úhel dopadu úhel výstupu hloubka
měřeńı αi αf Qz vniku

◦ ◦ Å−1 Å
1 0.89 0.11 0.07078 24,2
2 0.95 0.35 0.09203 661
3 1.05 0.55 0.11326 1510
4 1.16 0.74 0.13449 2028
5 1.28 0.92 0.15573 2466
6 0.70 0.30 0.07078 83,2
7 0.93 0.67 0.11326 1711
8 1.19 1.01 0.15573 2530

Dvě naměřené mapy jsou v obrázćıch 23 a 24. Souřadná osa Qx má krystalografický směr [1-10],
osaQy [110] a osa Qz má směr [001]. V naměřených mapách je ve středu centrálńı maximum, které
odpov́ıdá spekulárně odraženému zářeńı, minimum v jeho okoĺı je zp̊usoben trnem st́ıńıćım toto
odražené zářeńı. Většinu rozptýlené intenzity tvoř́ı difuzńı rozptyl na drsných rozhrańıch, který
tvoř́ı silné pozad́ı, v němž zaniká pro větš́ı Qz veškerá struktura. Proto také nejsou zobrazeny
mapy pro větš́ıQz. V mapě intenzity v reciprokém prostoru pro Qz = 0,0708 Å−1 jsou jasně patrná
vedleǰśı maxima, která jsou ve směrech sv́ıraj́ıćıch s osouQy úhel ±(20±1)◦. S rostoućımQz se tato
maxima ztrácej́ı v difuzńım rozptylu na drsných rozhrańıch. V řezech vedených přes tato maxima
jsou zachytitelná ještě pro Qz = 0.1134 Å−1. Tato maxima se vzdaluj́ı od středu Qx = Qy = 0
př́ımo úměrně rostoućımu Qz, jsou tedy umı́stěna v př́ımkách vycházej́ıćıch z počátku Qx = Qy =
Qz = 0 a sv́ıraj́ıćıch s osou Qz úhel (24, 8 ± 0, 5)◦. Tyto př́ımky odpov́ıdaj́ı krystalografickým
směr̊um s indexy [125] nebo [126]. Protože tato maxima výrazně záviśı na Qz, jsou dána tvarem
teček. Pro tečky ve tvaru pyramid jsou maxima tvarové funkce ve směrech kolmých na stěny
pyramidy. Je nepravděpodobné, že by stěny pyramidy měly krystalografické indexy právě [125],
a proto se domńıvám, že stěny pyramid nejsou dány nějakou určitou krystalografickopu rovinou.
V naměřené mapě je ještě protažená struktura ve směru osy Qx, jej́ıž p̊uvod nebyl uspokojivě
vysvětlen.

6.4 Zpracováńı měřeńı GISAXS

V tomto př́ıpadě jsem fitoval př́ımo mapu v reciprokém prostoru. Pro náhodně rozložené tečky
je korelačńı funkce poloh teček p(~r) konstantńı a úměrná pouze hustotě jejich rozložeńı. Intenzita
v reciprokém prostoru je dána v aproximaci DWBA vztahem (50), která pro p(~r) = konst. záviśı
pouze na tvarové funkci teček. Tečky jsem předpokládal ve tvaru jehlanu (obrázek 25) s podstavou
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Obrázek 23: Vzorek GaAs/InAs – mapa intenzity v reciprokém prostoru pro Qz = 0,0708 Å−1.
Intenzita je vynesena v logaritmické škále, rozd́ıl mezi sousedńımi vrstevnicemi je 1,5.
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Obrázek 24: Vzorek GaAs/InAs – mapa intenzity v reciprokém prostoru pro Qz = 0,0920 Å−1.
Intenzita je vynesena v logaritmické škále, rozd́ıl mezi sousedńımi vrstevnicemi je 1,7.
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kosočtverce s úhlopř́ıčkami délky 2a, 2b ve směrech os x, y a výškou c ve směru osy z. Polohy maxim
v naměřených mapách určuj́ı orientaci stěn pyramid a vzájemné poměry parametr̊u a, b a c. Potom
zbývá jediný volný parametr, a to je velikost pyramidy.

x

y

z

a

b

c

Obrázek 25: Schéma pyramidy

Fourierova transformace tvarové funkce jehlanu se spočte jako

FFT ( ~Q) =

∫

d3~rF (~r)e−i ~Q~r

FFT ( ~Q) =

∫ c

0

dze−iQzz

[

∫ 0

a(z/c−1)

dxe−iQxx

∫ b(1−z/c+x/a)

b(z/c−x/a−1)

e−iQyy+

+

∫ a(1−z/c)

0

dxe−iQxx

∫ b(1−z/c−x/a)

b(z/c+x/a−1)

dY e−iQyy

]

Vztah se trochu zjednoduš́ı použit́ım substituce X = x
a , Y = y

b , Z = z
c a qx = Qxa, qy = Qyb, qz =

Qzc

FFT ( ~Q) = abc

∫ 1

0

dZe−iqzZ

[

∫ 0

Z−1

dXe−iqxX

∫ 1−Z+X

Z−X−1

e−iqyY +

+

∫ 1−Z

0

dXe−iqxX

∫ 1−Z−X

Z+X−1

dY e−iqyY

]

.

Po provedeńı integraćı je Fourierova transformace tvarové funkce rovna

FFT ( ~Q) = 4abc

[

iqze
iqz

(q2z − q2x)(q2z − q2y)
+

−iqz cos qy + qy sin qy
(q2z − q2y)(q2y − q2x)

+
iqz cos qx − qx sin qy
(q2z − q2x)(q2y − q2x)

]

(55)

Tato Fourierova transformace tvarové funkce nabývá maxim v bodech ±qx = ±qy = qz, což
jsou opravdu směry kolmé na stěny pyramid. Ze srovnáńı s naměřenými polohami maxim vycháźı
podmı́nky pro poměry parametr̊u a, b, c

b

a
= 0.364± 0.020,

c

b
= 0.345 ± 0.008.

Rozptýlenou intenzitu v reciprokém prostoru jsem fitoval vztahem (50), do nějž jsem dosadil za
tvarovou funkci z (55). Korelačńı funkci jsem položil rovnu konstantě. Rozptylem na kvantových
tečkách jsou dána prakticky pouze laterálńı maxima, většinu ostatńı intenzity zp̊usobuje rozptyl
na drsných rozhrańıch.
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Obrázek 26: Vzorek GaAs/InAs – řez naměřenou mapou intenzity v reciprokém prostoru a jeko
simulace pro Qz = 0,0708 Å−1
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Obrázek 27: Vzorek GaAs/InAs – řez naměřenou mapou intenzity v reciprokém prostoru a jeho
simulace pro Qz = 0,0920 Å−1
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Výsledné srovnáńı fitované závislosti s měřeńım je v obrázćıch 26 a 27, kde jsou řezy naměřenou
a simulovanou mapou intenzity v reciprokém prostoru přes laterálńı maxima. Z tohoto fitu vyšly
hodnoty parametr̊u a = (585± 80) Å, b = (220± 30) Å, c = (76± 10) Å. Pro srovnáńı s AFM ještě
uvedu délku l = 2a = (1170 ± 160) Å, š́ı̌rku d = 2b = (440 ± 60) Å a výšku v = c = (76 ± 10) Å
(viz obrázek 25). Tyto výsledky se dobře odpov́ıdaj́ı menš́ım kvantovým tečkám na povrchu.

Středováńı přes velikosti pyramid jsem neprováděl, protože daľśı parametr už patrně výsledek
př́ılǐs nezlepš́ı. Zanedbal jsem také rozptyl na velkých pyramidách, protože podle měřeńı AFM maj́ı
jinou orientaci stěn než malé pyramidy, takže maxima Fourierovy traansformace tvarové funkce
jsou v jiném směru a také je velkých pyramid asi 6× menš́ı počet. Proto je v oblasti naměřených
maxim rozptýlená intenzita na velkých pyramidách mnohem slabš́ı než na malých pyramidách.

Na tomto vzorku jsem určil tvar pyramidových kvantových teček a jejich středńı rozměry. Obě
měřeńı, kde je patrný rozptyl na kvantových tečkách a byla použita pro zpracováńı, maj́ı poměrně
malou hloubku vniku rtg. zářeńı. Měřeńı pro Qz = 0.0708 Å−1 zaznamenalo převážně pouze ob-
jekty na povrchu (hloubka vniku 24,2 Å), měřeńı pro Qz = 0.0920 Å−1 je v́ıce ovlivněno rozptylem
na tečkách uvnitř vzorku, ale tento rozptyl čińı jen asi 15% celkové intenzity rozptýleného zářeńı.
Tyto rozměry dobře odpov́ıdaj́ı menš́ım objekt̊um na povrchu z měřeńı na AFM. Disperzi velikost́ı
jsem neurčil, protože většina naměřených dat je zp̊usobena rozptylem na drsných rozhrańıch, a
rozptylem na kvantových tečkách je dán pouze malý počet naměřených hodnot. Rozděleńı poloh
kvantových teček je na tomto vzorku náhodné.
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7 Krátkoperiodická multivrstva InAs/AlAs

Posledńı zpracované měřeńı se týkalo vzorku s mnohokrát opakovanou krátkoperiodickou mul-
tivrstvou InAs/AlAs, který neobsahuje kvantové tečky ale soustavu kvantových drát̊u. Vlivem
elastického napět́ı v heteroepitaxńı multivrstvě docháźı k periodické modulaci tvaru jednotlivých
rozhrańı vrstev. Protože jsou vrstvy velmi tenké (1 až 2 monovrstvy), měńı se vlivem modulace
tvaru rozhrańı lokálńı tloušt’ka vrstev ve velkém rozsahu vzhledem k jejich středńı tloušt’ce.

Na tomto vzorku k jevu, kdy větš́ı lokálńı tloušt’ku vrstvy jednoho materiálu kompenzuje
menš́ı lokálńı tloušt’ka vrstvy druhého materiálu tak, že součet obou lokálńıch tloušt’ek je přibližně
konstantńı (obr. 35A). Tento jev se oznčuje jako laterálńı modulace složeńı (Lateral Composi-
tion Modulation – LCM), protože ve směru rovnoběžném s povrchem se periodicky měńı lokálńı
tloušt’ky jednotlivých vrstev a t́ım i lokálńı chemické složeńı multivrstvy. V obrázku 28 je zobra-
zen př́ıčný řez v TEM (Transmisńı Elektronová mikroskopie) na podobném vzorku, kde jsou jasně
viditelné oblasti jednotlivých převládaj́ıćıch materiál̊u. V měřeném vzorku (povrch (001)) byla

WHP������[����[����MSHJ�

Obrázek 28: Vzorek podobný zpracovávanému vzorku InAs/AlAs, př́ıčný řez v TEM, převzato
z práce [19]

laterálńı periodická modulace zaznamenána ve směru [100], ve směru kolmém [010] jsou lokálńı
tloušt’ky téměř konstantńı, takže multivrstva tvoř́ı soustavu periodicky uspořádaných kvantových
drát̊u (oblasti větš́ı lokálńı tloušt’ky) protažených ve směru [010]. Takovouto laterálńı modulaci
potvrzuj́ı výsledky z měřeńı klasické koplanárńı difrakce, GID a TEM – viz [6,10 a 19].

Vznik takovéto periodické struktury je vysvětlen v článku [5] pomoćı kinetické teorie r̊ustu.

7.1 Popis vzorku

Vzorky byly vyrobeny metodou Molecular Beam Epitaxy (MBE) na University of Houston, Texas,
USA. Schéma vzorku je na obrázku 29. Na substrátu InP s povrchem v rovině (001) je nanesena
vrstva AlInAs, s koncentraćı hlińıku a india, která odpov́ıdá středńı koncentraci těchto prvk̊u
v multivrstvě. Tato podkladová vrstva má tloušt’ku 1000 Å. Vlastńı multivrstvu tvoř́ı stokrát
opakovaná dvojvrstva AlAs a InAs. Vrstva InAs má středńı tloušt’ku 5,65 Å a vrstva AlAs 4,38 Å.
Perioda multivrstvy je D = 10,03 Å.

7.2 Měřeńı GISAXS

Zpracovával jsem výsledky měřeńı, které provedli J. Li a J. Stangl opět na ESRF v Grenoblu na
beamline ID10B. Parametry zař́ızeńı jsou uvedeny v kapitole 4. Celkem byla na vzorku provedena
tři měřeńı pro r̊uzná Qz při vlnové délce λ = 1.5448 Å:
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 substrát InP

AlAs 4,38 Å

100

InAs 5,65 Å

AlInAs 1000 Å

Obrázek 29: Schéma vzorku s multivrstvou InAa/AlAs
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Obrázek 30: Mapa naměřené intenzity na vzorku InAs/AlAs pro Qz = 0,6496 Å−1. Intenzita je
vynesena v logaritmické škále, rozd́ıl mezi sousedńımi vrstevnicemi je 1,58.
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Obrázek 31: Mapa naměřené intenzity na vzorku InAs/AlAs pro Qz = 0,3349 Å−1. Intenzita je
vynesena v logaritmické škále, rozd́ıl mezi sousedńımi vrstevnicemi je 1,51.

pořad́ı úhel dopadu úhel výstupu hloubka
měřeńı αi αf Qz vniku

◦ ◦ Å−1 Å
1 0.27 0.13 0.02839 17.8
2 2.36 2.36 0.33497 3178
3 4.68 4.48 0.64956 6197

Naměřené mapy intenzity jsou v obrázćıch 30 a 31. Ve středu map (pro Qx = Qy = 0) je
maximum odpov́ıdaj́ıćı spekulárńımu odrazu. V mapě pro Qz = 0.6496 Å−1 jsou dvě maxima
prvńıho řádu (bĺıže středu) a dvě maxima druhého řádu ve směru [100] (obrázek 30). V mapě
pro Qz = 0.3349 Å−1 jsou ve směru [100] zřetelná pouze dvě maxima prvńıho řádu a jedno ma-
ximum druhého řádu je na horńım okraji obrázku 31. Ve třet́ı mapě pro Qz = 0.0284 Å−1 jsou
zřetelná pouze dvě maxima prvńıho řádu, tato mapa neńı zobrazena. Maxima prvńıho řádu ve
všech mapách maj́ı stejnou vzdálenost od počátku, maxima druhého řádu dvojnásobnou. Polohy
maxim odpov́ıdaj́ı periodě L = (280±10) Å ve směru [100]. Stejnou periodu vykazuj́ı měřeńı GID,
koplanárńı difrakce a také AFM povrchu (viz [10]). V naměřených mapách neńı žádná jiná zřetelná
struktura.

7.3 Zpracováńı

Abych źıskal intezity jednotlivých maxim, provedl jsem řezy naměřenými mapami přes maxima
(obrázky 32 a 33). Jednotlivá maxima jsem označil indexy. Indexem 0 je označeno spekulárńı
maximum ve středu mapy, které je dáno zrcadlovým odrazem a rozptylem na drsnostech a záviśı
také na jiných parametrech než jen tvarech jednotlivých rozhrańı. Pro určeńı periodické struktury
multivrstvy jej nelze použ́ıt. Indexy -1 a 1 jsou označena maxima prvńıho řádu (nejbĺıže středu
mapy) a indexy -2 a 2 označuj́ı druhá maxima v pořad́ı od středu mapy. Záporné indexy -1
a -2 označuj́ı maxima v oblasti záporné hodnoty Qx a kladné hodnoty Qy, kladné indexy 1 a
2 v opačné oblasti. Vzniklými řezy jsem proložil součet Lorentzových profil̊u, každý Lorentz̊uv
profil odpov́ıdá jednomu maximu. V tabulce jsou vypsány poměry intenzit některých maxim.
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Obrázek 32: Vzorek InAs/AlAs – proložeńı Lorentzových profil̊u řezem přes maxima pro Qz =
0,6496 Å−1
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Obrázek 33: Vzorek InAs/AlAs – proložeńı Lorentzových profil̊u řezem přes maxima pro Qz =
0,3349 Å−1
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Uvád́ım pouze poměry intenzit maxim pro stejné Qz, protože intenzity maxim pro r̊uzná Qz se
lǐśı o multiplikativńı konstantu, jej́ıž přesnou hodnotu neznáme. Intenzitami maxim jsou označeny
plochy pod př́ıslušnými Lorentzovými peaky.

Qz I−2/I−1 I1/I−1 I2/I−2

Å−1

0.028 – 0.95 ± 0.08 –
0.335 0.40 ± 0.07 0.31 ± 0.07 –
0.649 0.31 ± 0.05 0.05 ± 0.03 0.43 ± 0.13

Z tabulky je zřejmé, že maxima stejného řádu ale r̊uzného znaménka nemaj́ı stejnou intenzitu.
Rozptyl jsem simuloval pomoćı teorie DWBA. Pro rozptyl na poruchách uvnitř vzorku byl

odvozen vztah (40)

I( ~Q) = A|titf |2
〈

|∆χFT (~q)|2
〉

, (56)

kde ∆χ(~r) je odchylka elektrické susceptibility v bodě ~r od středńı susceptibility ve vzorku. Pro
zjednodušeńı výpočtu jsem zvolil souřadnou soustavu odlǐsnou od soustavy v obrázćıch 30 a 31.
Souřadná osa z bude beze změny nadále označovat směr kolmý na povrch – [001], osa x bude
označovat směr [100], to je směr maxim a osa y bude označovat smě [010], t.j. směr kolmý na směr
maxim. Tuto souřadná soustava budu použ́ıvat až do konce kapitoly. Od p̊uvodńı soustavy se lǐśı
otočeńım kolem osy z.

Předpokládal jsem, že susceptibilita nezáviśı na poloze ve směru osy y. Potom by se snadno
provedla integrace přes y při Fourierově transformaci susceptibility

∆χFT (~q) =

∫

d3~r∆χ(x, z)e−i~q~r = 2πδ(qy)

∫

dxdy∆χ(x, z)e−i(qxx+qzz)

Ve skutečnosti nejsou maxima ve směru osy y nekonečně úzká, aby odpov́ıdala δ-funkci, ale maj́ı
konečnou š́ı̌rku, kterou zp̊usobuje omezená délka kvantových drát̊u. Mı́sto δ-funkce ve skutečnosti
vystupuje jiná funkce f(qy), která má maximum pro qy = 0. Protože jsem se zabýval pouze řezy,
kde je qy = 0, je tato funkce v celém řezu konstantou a dále jsem se j́ı nezabýval.

V ostatńıch směrech má multivrstva dvoj́ı peridicitu: ve směru osy z (směr r̊ustu) má periodu
D = 10, 03 Å, nav́ıc je susceptibilita periodická ještě ve směru osy x s již uvedenou periodou
L = 280 Å. Strukturu multivrstvy lze proto v rovině xz popsat pomoćı dvourozměrné periodické
mř́ıžky (obr. 34). Jednotkové vektory mř́ıžky jsou ~a1 = (L, 0, 0) a ~a2 = (0, 0, D). V každém
mř́ıžovém bodě je umı́stěm segment o délce L v ose x a výšce D v ose z. Horńı hranici segmentu
tvoř́ı horńı rozhrańı vrstvy InAs a dolńı hranici dolńı rozhrańı vrstvy AlAs, což jsou zároveň
hranice sousedńıch segment̊u. Bočńı hranice tvoř́ı roviny kolmé na osu x. Takto zvolené segmenty
pokrývaj́ı celou rovinu xz bez překryv̊u.

Funkci ∆χ(x, z) lze popsat jako součet př́ıspěvk̊u od jednotlivých segment̊u

∆χ(x, z) =
∑

n1,n2

F (x− xn1
, z − zn2

),

kde n1, n2 jsou indexy označuj́ıćı jednotlivé segmenty v periodické mř́ıžce a funkce F (x, z) je
odchylka elektrické susceptibility v segmentu umı́stěném v počátku souřadné soustavy, mimo tento
segment nabývá hodnoty 0. Souřadnice xn1

, zn2
vyjadřuj́ı polohu segmentu označeného těmito

indexy xn1
= n1L a zn2

= n2D.
Obdobně jako v kapitole 3.2 se Fourierova transformace susceptibility rozpadne na součin dvou

funkćı
|∆χFT (qx, qz)|2 = |FFT (qx, qz)|2G(qx, qz), (57)

kde funkce G(qx, qz) je čtvercem absolutńı hotnoty součtu přes počet segment̊u

G(qx, qz) =

∣

∣

∣

∣

∣

∑

n1,n2

e−i(n1qxx+n2qzz)

∣

∣

∣

∣

∣

2

.
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Obrázek 34: Dvojrozměrná mř́ıžka složená z jednotlivých segment̊u

Pro nekonečnou dokonalou (ideálńı) mř́ıžku by funkce G(~q) byla rovna součtu nekonečně úzkých
δ funkćı umı́stěných v uzlech reciproké mř́ıžky. Reciproká mř́ıžka má jednotkové vektory ~a∗1 =
(2π/L, 0, 0),~a∗2 = (0, 0, 2π/D). Intenzity všech maxim v ideálńı funkci G jsou stejné

G(qx, qz) =

∞
∑

m1,m2=−∞
δ(qx −m1

2π

L
)δ(qz −m2

2π

D
)

Protože mř́ıžka v př́ımém prostoru neńı konečná ani dokonalá, jsou maxima rozš́ı̌rená. Tato
rozš́ı̌reńı jsou aproximována lorentzovskými profily (obr. 32 a 33). Integrálńı intenzity (tedy plochy
pod Lorentzovými křivkami) maxim funkce G(~q) jsou konstantńı i v př́ıpadě nedokonalé mř́ıžky.
Nedokonalá mř́ıžka zp̊usob́ı pouze rozš́ı̌reńı maxim, ale nikoliv sńıžeńı jejich intenzity. Proto jsem
předpokládal, že v integrálńı intenzitě každého maxima se funkce G(qx, qz) projev́ı jako multipli-
kativńı člen, který nezáviśı na qx, ale může být závislý na qz.

Intenzity maxim v jednotlivých uzlech reciproké mř́ıžky jsou modulovány Fourierovou trans-
formaćı susceptibility jednoho segmentu |FFT (qx, qz)|2

FFT (qx, qz) =

∫

dx

∫

dzF (x, z)e−i(qxx+qzz). (58)

Pro výpočet funkce FFT (qx, qy) budu použ́ıvat toto označeńı: index A označuje vrstvu InAs a
index B vrstvu AlAs, tedy χA je susceptibilita vrstvy InAs, tA jej́ı středńı tloušt’ka, χB suscepti-
bilita AlAs a tB středńı tloušt’ka vrstvy AlAs. Celková perioda multivrstvy je D = tA + tB. Pro
popis tvaru rozhrańı jsem použ́ıval funkce Un(x) vyjadřuj́ıćı odchylku polohy skutečného rozhrańı
od středńıho rozhrańı (viz obr. 35A). Funkce U1(x) je odchylka souřadnice z horńıho rozhrańı
vrstvy InAs (AlAs nad rozhrańım, InAs pod rozhrańım – horńı hranice segmentu) od středńı
polohy tohoto rozhrańı v závislosti na souřadnici x. Funkce U2(x) je odchylkou skutečné polohy
spodńıho rozhrańı vrstvy InAs (InAs je nad rozhrańım, AlAs pod – uvnitř segmentu) od středńı
rozhrańı a U3(x) popisuje dolńı rozhrańı AlAs (AlAs nad rozhrańım, InAs pod, jde spodńı hra-
nici segmentu). Protože je periodická struktura multivrstvy, jsou také funkce U1(x), U2(x), U3(x)
periodické s periodou L. Zvolil jsem si počátek souřadné soustavy tak, že středńı poloha horńıho
rozhrańı segmentu byla z = 0, potom je skutečná poloha prvńıho (horńıho) rozhrańı v segmentu
U1(x), poloha druhého rozhrańı je U2(x) − tA a poloha spodńıho rozhrańı segmentu je U3(x) −D
(obr.35A). Uvnitř každé z vrstev (mezi prvńım a druhým a druhým a třet́ım rozhrańım) je suscep-
tibilita konstantńı, takže Fourierovu transfomaci FFT lze napsat jako

FFT (~q) =

∫ L

0

dxe−iqxx

[

∫ U2(x)−tA

U1(x)

dzχAe
−iqzz +

∫ U3(x)−D

U2(x)−tA

dzχBe
−iqzz

]

41



FFT (~q) =
i

qz

∫ L

0

dxe−iqxx
[

χAe
−iqz(U2(x)−tA) − χAe

−iqzU1(x)+

χBe
−iqz(U3(x)−D) − χBe

−iqz(U2(x)−tA)
]

Ještě jsme zavedli substituce X = 2πx/L, qx = n2π/L, takže v uzlu reciproké mř́ıžky (maximum
funkce G(~q)) nabývá n hodnoty indexu př́ıslušného maxima

FFT (~q) =
iL

2πqz

∫ 2π

0

dXe−inX
[

(χA − χB)eiqztAe−iqzU2(X)−

−χAe
−iqzU1(X) + χBe

iqzDe−iqzU3(X)
]

(59)

Pro daľśı výpočet již muśıme uvažovat s konkrátńımi tvary funkćı Un(X). Předpokládal jsem
postupně r̊uzné modely, které jsou po řadě oč́ıslovány.

7.3.1 Modely 1A a 1B

Předpokládal jsem, že všechna rozhrańı maj́ı stejný tvar, pouze jsou proti sobě posunutá. Podle
p̊uvodńıch představ (viz obrázek 35A,B) jsou funkce U1(X) a U2(X) posunuté proti sobě o polovinu
periody - U2(X) = U1(X−π). Funkce U1(X) a U3(X) nejsou vzájemně posunuté v̊ubec – U3(X) =
U1(X) (obrázek 35A – označuji jako model 1A), nebo měly být vzájemně posunuté o polovinu
periody U3(X) = U1(X − π) = U2(X) (obr. 35B – model 1B). V modelu 1B nemá dvojrozměrná
mř́ıžka v př́ımém prostoru ve směru osy z periodu D ale dvojnásobnou 2D. V modelech 1A a 1B
jsou funkce Un(X) prosté sinusovky, jde o prvńı členy Fourierových řad, do kterých lze funkce
U1, U2, U3 rozvést. V těchto modelech má ale struktura multivrstvy rovinu symetrie kolmou na
osu x. Druhá mocnina velikosti Fourierovy transformace funkce s touto symetríı je symetrická
v̊uči záměně x → −x. Potom intenzity maxim nezáviśı na znaménku indexu (I1 = I−1, . . . ), ale
pro naměřené hodnoty to neplat́ı (viz tabulka na straně xl). Modely 1A i 1B tedy neodpov́ıdaj́ı
výsledk̊um měřeńı.

Model 1B neodpov́ıdá ještě z jiného d̊uvodu. K popisu multivrstvy je možné zavést funkci
relativńı koncentrace AlAs b(X) v závislosti na poloze v ose x

b(X) =
tB + U2(X) − U3(X)

tA + tB
,

což je vlastně poměr lokálńı tloušt’ky vrstvy AlAs ku tloušt’ce periody multivrstvy. V modelu 1B je
tato funkce konstantńı, avšak z měřeńı GID a koplanárńı difrakce (podle [10]) vyplývá, že funkce
b(X) konstantńı neńı. To je závažný argument proti modelu 1B a model̊um z něj vycházej́ıćım, se
kterými jsem přesto pracoval.

7.3.2 Model 2

Protože modely 1A ani 1B nemohou odpov́ıdat skutečnosti, vytvořili jsme model 2, který je zo-
becněńım model̊u 1A a 1B. Funkce U1, U2, U3 jsou stále prostými sinusovkami, které jsou ale
navzájem obecně posunuté (viz obrázek 36).

U1(X) = P sin(X), U2(X) = P sin(X − α), U3(X) = P sin(X − β), (60)

kde amplituda P je společná všem rozhrańım, α a β jsou fázové posuny druhého a třet́ıho roz-
hrańı oproti prvńımu. Pro obecnou hodnotu β se změńı dvojrozměrná mř́ıžka podle obrázku 37.
Vzniká tak nepravoúhlá mř́ıžka s mř́ıžovými vektory ~a1 = (L, 0, 0) a ~a2 = ( β

2πL, 0, D). Ale podle
měřeńı koplanárńı difrakce tvoř́ı maxima reciproké mř́ıžky pravoúhlou mř́ıž. Do pravoúhlé mř́ıžky
přecháźı pouze pro β = 0 (obdoba modelu 1A) nebo β = π (obdoba modelu 1B). Z tohoto d̊uvod̊u
jsou tedy možné hodnoty parametru β pouze 0 a π. Intenzita rozptýleného zářeńı se spočte podle
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Obrázek 35: Původńı představa struktury multivrstvy při aproximaci jednotlivých rozhrańı prostou
sinusovkou. Plné čáry jsou skutečná rozhrańı, čárkovaně jsou vyznačena středńı rozhrańı vrstev
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Obrázek 36: Schéma modelu 2
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Obrázek 37: Obecná dvojrozměrná mř́ıžka složená z jednotlivých segment̊u v modelu 2

vztahu (56), kam se dosad́ı za Fourierovu transformaci susceptibility ze vztah̊u (57) a (59). Inten-
zity maxim jsou dány hodnotou funkce FFT (~q) v bodě reciproké mř́ıžky. Tato funkce se spočte
dosazeńım z (60) do (59)

FFT (~q) =
iL

2πqz

∫ 2π

0

dXe−inX
[

(χA − χB)eiqztAe−iqzP sin(X−α)−

−χAe
−iqzP sin(X) + χBe

iqzDe−iqzP sin(X−β)
]

FFT (~q) =
iL

2πqz

[

(χA − χB)eiqztA

∫ 2π

0

dXe−i(nX+qzP sin(X−α))−

−χA

∫ 2π

0

dXe−i(nX+qzP sin(X)) + χBe
iqzD

∫ 2π

0

dXe−i(nX+qzP sin(X−β))

]

FFT (~q) =
iL

2πqz

[

(χA − χB)eiqztAe−inα − χA + χBe
iqzDe−inβ

]

∫ 2π

0

dXe−i(nX+qzP sin(X))

FFT (~q) =
iL

qz

[

(χA − χB)eiqztAe−inα − χA + χBe
iqzDe−inβ

]

Jn(qzP ), (61)

kde Jn je Besselova funkce n-tého řádu. Poměry intenzit stejného řádu (např́ıklad I1/I−1 nebo
I2/I−2) jsou dány pouze hodnotami parametr̊u α a β, protože pro celá n plat́ı Jn(x) = J−n(x).
Poměry intenzit maxim r̊uzného řádu určuje nav́ıc ještě parametr P . V obrázku 38 jsou vyne-
seny v závislosti na parametrech α a β pásy odpov́ıdaj́ıćı naměřeným poměr̊um intenzit maxim
I1/I−1 a I2/I−2 pro Qz = 0.6496 Å−1. V obrázku jsou pro oba poměry pásy vyjadřuj́ıćı ob-
lasti naměřených hodnot poměr̊u intenzit. Uvnitř se hodnota poměru intenzit maxim v rámci
chyby shoduje s naměřenými hodnotami (viz tabulka na straně xl). Pro každý poměr vyhovuj́ı
naměřeným hodnotám intenzit hodnoty parametr̊u α a β uvnitř pásu. Má-li jedna dvojice pa-
rametr̊u odpov́ıdat oběma naměřeným hodnotám poměru intenzit, muśı bod daný touto dvojićı
parametr̊u ležet v pr̊uniku obou pás̊u. V obrázku 38 se pásy př́ıslušej́ıćı naměřeným poměr̊um
nikde neprot́ınaj́ı, a proto nevyhovuje naměřeným hodnotám žádná dvojice parametr̊u α, β. Také
model 2 neodpov́ıdá skutečné struktuře.
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Obrázek 38: Pásy pro naměřené hodnot poměr̊u intenzit v závislosti na parametrech posunut́ı
v modelu 2

7.3.3 Model 3A a 3B

V modelech 3A,B jsme funkce Un(X) vyjádřili pomoćı daľśıho členu Fourierovy řady, do ńıž lze
periodické funkce Un(X) rozvést. Vyšli jsme z p̊uvodńıch model̊u 1A a 1B a přidáńım druhého
členu jsme vytvořili modely 3A a 3B.

Model 3A je zobecněńım modelu 1A

U1(X) = A1 sin(X) +A2 sin(2X), U2(X) = −A1 sin(X) +A2 sin(2X)

U3(X) = A1 sin(X) +A2 sin(2X) (62)

Mohli bychom použ́ıt tvar U1(X) = A1 sin(X) + A2 cos(2X), ale takovýto tvar má stále rovinu
symetrie kolmou k ose x, a proto nemůže fungovat ze stejných d̊uvod̊u jako model 1A. Také je
možné použ́ıt tvar s oběma členy druhého řádu U1(X) = A1 sin(X)+A2 sin(2X)+A3 cos(2X), ale
vzhledem k počtu naměřených hodnot poměr̊u intenzit jsou tři parametry př́ılǐs mnoho. Ze stejného
d̊uvodu (počet parametr̊u) jsem neuvažoval možnost posunut́ı funkce U2(X) oproti U1(X) o jinou
hodnotu než o π.

Potom se Fourierova transformace funkce F spočte dosazeńım (62) do (59)

FFT (~q) =
iL

2πqz

∫ 2π

0

dXe−inX
[

e−iqz(−tA−A1 sin(X)+A2 sin(2X))(χA − χB)+

+e−iqz(−D+A1 sin(X)+A2 sin(2X))χB − e−iqz(A1 sin(X)+A2 sin(2X))χA

]

FFT (~q) =
iL

2πqz

∫ 2π

0

dX
[

eiqztAe−inX−iqz(−A1 sin(X)+A2 sin(2X))(χA − χB)+

+eiqzDe−inX−iqz(A1 sin(X)+A2 sin(2X))χB − e−inX−iqz(A1 sin(X)+A2 sin(2X))χA

]

FFT (~q) =
iL

2πqz

∫ 2π

0

dX
[

e−inX−iqz(−A1 sin(X)+A2 sin(2X))eiqztA(χA − χB)+

+e−inX−iqz(A1 sin(X)+A2 sin(2X))(eiqzDχB − χA)
]

(63)
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Obrázek 39: Pásy pro naměřené hodnoty poměr̊u intenzit v modelu 3A. V oblastech, kde se
prot́ınaj́ı dva r̊uzné pásy jsem zvolil jiné barvy – v mı́stě protnut́ı červeného a zeleného pásu je
použita žlutá barva, červený a modrý dávaj́ı fialovou a modrý a zelený dávaj́ı dohromady azurovou
modř.

Tento integrál jsem už poč́ıtal numericky. Pásy odpov́ıdaj́ıćı naměřeným poměr̊um intenzit v závislosti
na parametrech A1 a A2 jsou vyneseny v obrázku 39. V tomto př́ıpadě jsou vyneseny pásy od-
pov́ıdaj́ıćı všem třem nezávislým poměr̊um intenzit pro Qz = 0.6496 Å−1. Také v obrázku 39 se
všechny tři pásy neprot́ınaj́ı v jediném bodě, a proto nevyhovuje měřeńı žádná dvojice hodnot pa-
rametr̊u v rozumných meźıch A1, A2 (amplitudy rozhrańı nemohou být větš́ı než tloušt’ky vrstev).
Model 3A tedy neodpov́ıdá skutečnosti.

Model 3B je odvozen z modelu 1B stejným zp̊usobem jako model 3A z 1A

U1(X) = A1 sin(X) +A2 sin(2X), U2(X) = −A1 sin(X) +A2 sin(2X)

U3(X) = −A1 sin(X) +A2 sin(2X) −D (64)

Fourierova transformace susceptibility jednoho segmentu se spočte dosazeńım z (64) do (59)

FFT (~q) =
iL

2πqz

∫ 2π

0

dX
[

−χAe
−inX−iqz(A1 sin(X)+A2 sin(2X))+

+e−inX−iqz(−A1 sin(X)+A2 sin(2X))
(

eiqztAχA − χBe
iqztA + eiqzDχB

)

]

(65)

Také tento integrál jsem poč́ıtal numericky. Pásy odpov́ıdaj́ıćı naměřeným poměr̊um intenzit ma-
xim pro Qz = 0.6496 Å−1 jsou vyneseny v obrázku 40. V obrázku jsou dvě oblasti, kde se prot́ınaj́ı
všechny pásy. V prvńı oblasti pro hodnoty parametr̊u A1 = (1.6 ± 0.2) Å a A2 = (4.6 ± 0.1) Å,
ale zde je hodnota parametru A2 př́ılǐs velká, aby tento model byl přijatelný. V druhé oblasti,
kde parametry vyhovuj́ı naměřeným intezitám, maj́ı aplitudy hodnoty A1 = (3.8 ± 0.3) Å a
A2 = (−1.4± 0.4) Å. Profil vrstev pro tyto hodnoty parametr̊u je v obrázku 41. Ani tyto hodnoty
parametr̊u neodpov́ıdaj́ı skutečnosti z několika d̊uvod̊u. Amplitudy rozhrańı A1, A2 jsou př́ılǐs
velké, takže tloušt’ka vrstvy InAs je mı́sty až záporná, což je zjevně chybný výsledek. Daľśım
d̊uvodem je, že relativńı koncentrace AlAs b(x) je konstantńı, což neodpov́ıdá výsledk̊um z jiných
měřeńı (viz [10]).
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Obrázek 40: Pásy odpov́ıdaj́ıćı naměřeným hodnotám poměr̊u intenzit v modelu 3B. V mı́stech
protnut́ı pás̊u jsou zvoleny stejné barevné kombinace jako v obrázku 39, nav́ıc černá označuje
pr̊unik všech pás̊u.
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Obrázek 41: Profil vrstev pro výsledné hodnoty v modelu 3B
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7.3.4 Model 4 – schodkový

Dále bychom mohli přidávat daľśı členy Fourierovy řady do funkćı Un(X), ale vedlo by to jen
k neúměrnému r̊ustu počtu parametr̊u. Harmonické funkce popisuj́ıćı rozhrańı jsou také jen poměrně
hrubou aproximaćı skutečnosti, pokud se jejich amplitudy pohybuj́ı řádově ve velikostech atomů.
Proto jsme nakonec použili model 4, kdy rozhrańı jsou dána monoatomárńımi schodky. Mono-
atomárńı schodky na povrchu krystalu vznikaj́ı, když povrch sv́ırá malý úhel s ńızkoindexovou
krystalovou rovinou – v našem př́ıpadě (001). Úhel mezi nejbližš́ı ńızkoindexovou rovinou a po-
vrchem se nazývá miscut, který je na tomto vzorku γ = 1, 8◦. Směr miscutu, to je směr kolmý
na hrany monoatomárńıch schodk̊u, je na tomto vzorku stejný jako směr periodické modulace
[100]. Středńı výška schodku v AlAs a InAs je rovna středńı vzdálenosti rovin (001) v = 2.9 Å. Na
periodu L při miscutu γ připadaj́ı právě tři monoatomárńı schodky o výšce v. Délky jednotlivých
schodk̊u jsem označil po řadě L1, L2, L3 a plat́ı L = L1 +L2 +L3. Nezávislé jsou pouze délky dvou
schodk̊u, třet́ı se dopoč́ıtá L3 = L−L1−L2. Kratš́ı stěny schodk̊u jsou prakticky kolmé k povrchu
a jejich pr̊umět do směru osy x (řádově 10−1 Å) jsme zanedbali. Model 4 vycháźı z modelu 1A,
kde jsou rozhrańı dána lineárně rostoućı funkćı, která v mı́stě kratš́ı strany skokem sńıž́ı hodnotu
o v (obr. 43)

U1(x) =







tan(γ)x 0 ≤ x < L1

tan(γ)x− v L1 ≤ x < L2

tan(γ)x− 2v L2 ≤ x < L

U2(x) = U1

(

x− L

2

)

, U3(x) = U1(x) (66)

Intenzita se opět spočte ze vztahu (56) dosazeńı z (59). Vztah (59) je možné napsat jako součet
tř́ı integrál̊u

FFT (~q) =
i

qz

[

(χA − χB)eiqztA

∫ L

0

dxe−i(qxx+qzU2(x)) −

−χA

∫ L

0

dxe−i(qxx+qzU1(x)) + χB

∫ L

0

dxeiqzDe−i(qxx+qzU3(x))

]

Každý z těchto integrál̊u se spočte obdobným zp̊usobem, uvád́ım proto jen výpočet druhého in-
tegrálu I

I =

∫ L

0

dxe−iqxxe−iqzU1(x) =

∫ L1

0

dxe−i(qx+tan(γ)qz)x+

+eiqzv

∫ L1+L2

L1

dxe−i(qx+tan(γ)qz)x + e2iqzv

∫ L

L1+L2

dxe−i(qx+tan(γ)qz)x

Pro zjednodušeńı ještě označ́ıme r = qx + qz tan(γ)

I1 =
i

r

[

e−irL1 − 1 + eiqzve−irL1
(

e−irL2 − 1
)

+ e2iqzv
(

e−irL − e−ir(L1+L2)
)]

(67)

Do obrázku 42 jsem vynesl pásy odpov́ıdaj́ıćı naměřeným hodnotám poměr̊u intenzit v závislosti
na parametrech – délkách schodk̊u. V tomto př́ıpadě jsem vynesl poměry jak pro Qz = 0.6496 Å−1

tak i pro Qz = 0.3349 Å−1. V obrázku 42 se prot́ınaj́ı všechny čtyři pásy odpov́ıdaj́ıćı naměřeným
poměr̊um dokonce ve třech oblastech. Schodkový model odpov́ıdá experimentu pro délky schodk̊u:
L1 = L2 = (132 ± 6) Å a L3 = (16 ± 6) Å nebo L2 = L3 = (132 ± 6) Å a L1 = (16 ± 6) Å nebo
L1 = L3 = (132±6) Å a L2 = (16±6) Å. Tyto tři oblasti jsou zřejmě ekvivalentńı záměně počátku
č́ıslováńı schodk̊u. Pás odpov́ıdaj́ıćı naměřenému poměru intenzit I1/I−1 pro Qz = 0.028 Å−1 neńı
vynesen, protože by pokrýval téměř celý obrázek včetně mı́st překryv̊u vynesených pás̊u. Určené
hodnoty parametr̊u odpov́ıdaj́ı tedy měřeńım pro všechny tři hodnoty Qz. Profil multivrstvy pro
výsledné délky schodk̊u je v obrázku 43.
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Obrázek 42: Pásy pro naměřené hodnoty poměr̊u intenzit ve schodkovém modelu. Jsou zvoleny
stejné barevné kombinace jako v obr. 39, v mı́stech protnut́ı se šedým pásem jsou zvoleny tmavé
barvy, černá označuje oblast protnut́ı všech čtyř pás̊u. Uhlopř́ıčka z levého horńıho do pravého
dolńıho rohu omezuje délky schodk̊u podmı́nkou L1 +L2 +L3 = L. Oblast nad uhlopř́ıčkou nemá
fyzikálńı význam.

0 50 100 150 200 250 300

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

VP�U������

VP
�U��

���
�

$O$V

,Q$V

z 
[Å

]

x [Å]

Obrázek 43: Profil multivrstvy pro výsledné parametry ve schodkovém modelu
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Výsledné parametry schodkového modelu jsem srovnal s výsledky z GID a koplanárńı difrakce
pomoćı funkce relativńı koncentrace AlAs b(x). Tuto funkci lze rozvést do Fourierovy řady

b(x) = b0 + b1 sin

(

2πx

L

)

+ b2 sin

(

4πx

L

)

+ b3 cos

(

4πx

L

)

+ . . .

Prvńı člen Fourierovy řady funkce b1 má z výsledných parametr̊u schodkového modelu hodnotu
b1 = 0.177±0.009. Z koplanárńı difrakce vycháźı parametr b1 = 0.15±0.01, a z GID b1 = 0.16±0.01
(viz [10]). Schodkový model dobře odpov́ıdá naměřeným hodnotám i výsledk̊um z jiných metod
měřeńı. Nav́ıc jsme z měřeńı GISAXS źıskali pravděpodobný tvar jednotlivých rozhrańı.

8 Závěr

Zpracoval jsem data naměřená metodou GISAXS na třech r̊uzných vzorćıch.
V př́ıpadě vzorku s multivrstvou InP/GaInP se podařilo určit parametry tvaru, velikosti a

rozložeńı kvantových teček. Naměřeným dat̊um dobře odpov́ıdá model tečky ve tvaru poloviny elip-
soidu s hlavńımi osami ve směrech [1-10], [110] a ve směru r̊ustu [001]. Źıskal jsem středńı velikosti
poloos, ve směru [1-10] a = (84±3) Å, ve směru [110] b = (68±3) Å a ve směru [001] c = (10±20) Å.
Také jsem určil rozptyl velikost́ı kvantových teček, směrodatná odchylka rozděleńı velikost́ı teček
je σ = (10± 8)%. Na tomto vzorku jsou kvantové tečky samovolně uspořádány, nejbližš́ı sousedńı
kvantové tečky se nacházej́ı ve směrech [100] a [010] ve středńı vzdálenosti (400 ± 20) Å. Také
jsem určil směrodatné odchylky od středńıho vektoru vzájemné polohy sousedńıch kvantových
teček - ve směru středńıho vektoru vzájemné polohy sousedńı tečky σ‖(120 ± 30) Å a ve směru

kolmém σ⊥(120 ± 40) Å. Výška kvantových teček je určena s velkou chybou, k dosažeńı lepš́ıho
výsledku by bylo třeba provést v́ıce měřeńı pro r̊uzná Qz. Tyto výsledky jsem neměl možnost
srovnat s výsledky z jiných metod měřeńı. Tvary a rozmı́stěńı kvantových teček by se daly srovnat
předevš́ım s měřeńım AFM pro tečky na povrchu. K ověřeńı tvaru a velikost́ı teček uvnitř vzorku
lze provést měřeńı transmisńı elektronové mikroskopie (TEM). Pro zjǐstěńı kvality optoelektro-
nických aplikaćı kvantových teček je třeba provést př́ımo optická měřeńı vzorku, např́ıklad reflexńı
spektrum v závislosti na vlnové délce pro určeńı energie optického přechodu mezi diskrétńımi stavy
v kvantové tečce. Optické vlastnosti kvantových teček nezáviśı pouze na tvaru kvantových teček
ale také na deformačńım poli v jejich okoĺı, které ovlivňuje pásovou strukturu v polovodiči. De-
formačńı pole v okoĺı kvantových teček lze také určit také pomoćı klasické koplanárńı difrakce
nebo GID. Pro specifikaci vlastnost́ı vzorku poskytuje GISAXS měřeńı d̊uležité informace o tva-
rech a velikostech kvantových teček, jak na povrchu, tak i uvnitř vzorku a jejich rozmı́stěńı, ale
nepodává informace o deformačńım poli, které silně ovlivňuje optické vlastnosti vzorku. K úplné
specifikaci kvantových teček v multivrstvě je tedy nutné metodu GISAXS zkombinovat ještě s
jinými metodami, z metod rtg. rozptylu jde např. o GID.

Pro vzorek s multivrstvou InAs/GaAs naměřená data odpov́ıdaj́ı tečkám ve tvaru pyramid
s délkou ve směru [1-10] (1170±160) Å, š́ı̌rkou ve směru [110] (440±60) Åa výškou ve směru r̊ustu
[001] (76 ± 10) Å. Kvantové tečky v tomto vzorku jsou rozloženy náhodně na povrchu substrátu.
Kv̊uli malému počtu použitelných naměřených hodnot jsem neźıskal hodnotu disperze velikost́ı
kvantových teček, protože převážná většina naměřených je dána předevš́ım rozptylem na drsných
rozhrańım. Bohužel rozptyl na kvantových tečkách je patrný pouze pro malé hodnoty Qz, a tedy
i pro malé hloubky vniku, takže výsledky se v tomto př́ıpadě převážně týkaj́ı pouze teček na
povrchu. Pro tento vzorek jsem výsledky GISAXS srovnal s měřeńım na AFM. Podle AFM jsou
na povrchu pyramidy dvoj́ı velikosti. Větš́ı pyramidy maj́ı středńı délku ve směru [1-10] l =
(4840 ± 750) Å, středńı š́ı̌rku ve směru [110] d = (2130 ± 540) Å a středńı výšku ve směru [001]
v = (940 ± 340) Å. Takto obrovské pyramidy si vzhledem ke své velikosti označit za kvantové
tečky nelze. Malé pyramidy maj́ı středńı délku l = (1440± 220) Å, středńı š́ı̌rku d = (590 ± 90) Å
a středńı výšku v = (67 ± 21) Å. Tyto malé pyramidy už můžeme označit za kvantové tečky.
Výsledky z měřeńı GISAXS dobře odpov́ıdaj́ı rozměr̊um těchto malých pyramid na povrchu vzorku.
Kv̊uli malé hloubce vniku použitelných měřeńı nepodává GISAXS dostatečnou informaci o tečkách
uvnitř vzorku. Pro zjǐstěńı tvar̊u odděleně oddeformačńıho pole kvantových teček uvnitř vzorku je
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možné provést měřeńı TEM. Na tomto vzorku byla provedena sada optických měřeńı pod vedeńım
prof. Humĺıčka (např. [17] a [18]). Neznám dosud všechny podrobné výsledky těchto měřeńı, proto
uvád́ım pouze, že kvantové tečky v tomto vzorku vyzařuj́ı na optickém přechodu a tento vzorek
má vlastnsti pro využit́ı v polovodičovém laseru. Pomoćı optických měřeńı lze źıskat parametry
kvantových teček uvnitř vzorku, ale optické vlastnosti jsou silně ovlivněny také deformačńım polem
v okoĺı kvantových teček. Optická měřeńı nedovoluj́ı samostatně zkoumat tvary teček a deformačńı
pole. Samostatnou informaci o deformačńım poli je možné źıskat z některých metod měřeńı rtg.
difrakce (klasická koplanárńı difrakce, GID). Na tomto vzorku se podařilo určit pouze tvar a
středńı velikost kvantových teček na povrchu, pro kvantové tečky uvnitř vzorku nepodává metoda
GISAXS spolehlivé informace. Výsledky z metody GISAXS na tomto vzorku dobře odpov́ıdaj́ı
dosažitelným výsledk̊um z měřeńı na AFM.

Pro vzorek s krátkoperiodickou multivrstvou InAs/AlAs jsem z měřeńı GISAXS metodou určil
tvary rozhrańı jednotlivých vrstev, které jsou dány monoatomárńımi schodky. Podél směru [100]
se periodicky opakuj́ı trojice schodk̊u – vždy dva dlouhé L1,2 = (132 ± 6) Å a jeden krátký L3 =
(16 ± 6) Å, celková délka periodicky se opakuj́ıćı trojice schodk̊u je L = (280 ± 10) Å. Výška
každého monoatomárńıho schodku je v = 2,93 Å a sousedńı rozhrańı jsou oproti sobě posunuty
o polovinui periody 140 Å. Tvary rozhrańı vrstev určuj́ı tvary a rozložeńı soustavy kvantových
drát̊u. Použitý model je pouze poměrně hrubým přibĺıžeńım skutečnosi, protože susceptibilita
se na rozhrańıch vrstev neměńı skokem ale pozvolněji. Přechodová oblast, kde se suscptibilita
měńı, má š́ı̌rku srovnatelnou zhruba s rozměry atomů. V tomto př́ıpadě, kdy tloušt’ka vrstev se
pohybuje v rozmeźı jedné až dvou monovrstev může tento efekt hrát velkou roli. Tvar jednotlivých
rozhrańı při těchto rozměrech může být ovlivněn deformačńım polem v multivrstvě. Tento model
tvořený monoatomárńımi schodky dobře odpov́ıdá výsledk̊um źıskaným z jiných metod měřeńı rtg
difrakce (klasická koplanárńı difrakce a GID) a také měřeńı AFM. Bylo by zaj́ımavé také srovnat
výsledky s měřeńım TEM. Měřeńı koplanárńı rtg. difrakce a GID dávaj́ı také deformačńı pole v
multivrstvě. Pomoćı metod rtg. rozptylu byl źıskán jak tvar kvantových drát̊u, tak i deformačńı
pole v multivrstvě. Tyto výsledky by bylo možné srovnat s výsledky optických měřeńı.

Ve všech vzorćıch se mi podařily určit tvary rozhrańı mezi r̊uznými materiály, což mohou
být hranice kvantových teček či kvantových drát̊u. Použitá metoda měřeńı (GISAXS) podává
informace pouze o tvarech a velikostech objekt̊u jiného materiálu, je citlivá na změny chemického
složeńı. Metoda GISAXS umožňuje narozd́ıl od jiných metod nedestruktivńı zkoumáńı chemického
složeńı odděleně od deformačńıho pole v krystalu, na něž neńı citlivá. Pro zkoumáńı deformačńıho
pole je vhodné použ́ıt klasickou rtg. difrakci nebo GID. Pro optické vlastnosti je d̊uležité jak
chemické složeńı tak i deformačńı pole a nelze je zkoumat odděleně. Tvar povrchu lze zkoumat
pomoćı AFM, ale tato metoda je omezena pouze na povrch vzorku.
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1. V. Holý, U. Pietsch, T. Baumbach, High-Resolution X-Ray Scattering from Thin Films and

Multilayers, Springer Verlag, Berlin Heidelberg 1999, 256 str.

2. J. Stangl, V. Holý, T. Roch, A. Daniel, G. Bauer, J. Zhu, K. Brunner, G. Abstreiter, Phys.

Rev. B 62, 7229 (2000).
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