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Predslov

Znalost matematiky, a to nielen tej vyssej, je nevyhnutnym predpokladom pre tispesné
stadium fyziky. Pocetni praktikum je predmet koncipovany ako rychlokurz zakladov vys-
Sej matematiky, orientovany predovSetkym na prakticka stranku veci. Cielom predmetu
je jednak poskytnutf Studentom aspori hruby orientacny vyklad vybranych partii vyssej
matematiky, ale predovSetkym nevyhnutna vypoctovi prax.

Téato zbierka vznikla z prikladov rieSenych na cvic¢eniach, doplnend o dalie priklady
k precvi¢ovaniu. Dodatky v zbierke obsahuji zakladné vzorce a vztahy, ktoré povazujeme
v zmysle vykladu za tabulkové a postacujice na rieSenie tloh v zbierke. Textové casti
dodatkov nemaji za ciel rigoréznu presnost, si vedené v duchu nevyhnutného minima
potrebného na aspon hrubé pochopenie zakladnych elementov danej témy.

Vezmime si priklad profesionélnych hokejistov. Ak chct uspief proti stiperovi, je pre
nich samozrejmé, ze musia kazdodenne precvicovat svoju hrac¢sku techniku, hernt taktiku
a telesni kondiciu. To isté plati aj pre Studentov, ktori chct tspesne zvladnut pisomky.
Vseobecna predstava studentov, ze to zvladnu i bez cvicenia v ratani prikladov a bez ne-
ustaleho udrziavania svojho mozgu v stave ¢innom, je naprosto mimo zdravy rozum a
nezaklada sa na skutocnej realite. Zbierka mé preto slizit Studentom ako pomocny Stu-
dijny materidl. Najdu v nej zakladné tilohy k precvic¢eniu jednotlivych vypoctovych metod.
Nendajdu vsak v nej riesenia ani vysledky, tie si k dispozicii len k nahliadnutiu u autora
zbierky. Chceme tym Studentov pripravit na realitu rieSenia skuto¢nych fyzikalnych tloh.
Vysledok nie je vopred znamy.

Dakujem prof. RNDr. Michalovi Lencovi, Ph.D. a Mgr. Lenke Czudkovej, Ph.D. za,
cenné diskusie.
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Kapitola 1

Derivacie funkcii jednej premennej

Vypocitajte prvé derivacie a vyrazy upravte na jednoduchsi tvar:
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Pomocou inverznych funkcii najdite derivaciu funkcie y = /.
Pomocou inverznych funkcii najdite derivaciu funkcie y = arcsin x.
Pomocou inverznych funkcii najdite derivaciu funkcie y = arccos x.
Pomocou inverznych funkcii najdite derivaciu funkcie y = arctg x.
Pomocou inverznych funkcii najdite derivaciu funkcie y = log, z.

Teleso meni svoju polohu podla vztahu z(t) = 5t — 6t2. Najdite zavislost rychlosti a
zrychlenia na case.



34.

35.

36.

Néajdite silu, akéd musi pdsobit na teleso, aby sa pohybovalo po elipse konstantnou
uhlovou rychlostou w.

Meranim sme zistili dizku strany §tvorca 2 = 3 cm. Hodnota je zataZend neistotou
Az = 0,05 cm. Urcte neistotu, ktorej sa dopustime, pri vypocte obsahu plochy
Stvorca.

Urcte, ako musime merat odpor rezistora R, metédou Wheatstonovho mostika, aby
relativna neistota bola minimalna (vid obréazok).




Kapitola 2

Integraly funkcii jednej premennej

Zintegrujte a vyrazy upravte na jednoduchsi tvar:
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2.1. Integraly racionalnych funkcii 6

99.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

57. / —W 58. / 3y/arcte r

224+ 1

Hustota vody narasta s hibkou p(h) = py + ah, a > 0. Do akej hibky H sa ponori
kocka o hrane a s hustotou pg?

1
Rychlost hmotného bodu je danéd vztahom v = 3t — a2 Urcte drahu, ktora prejde

hmotny bod v ¢asovom intervale t €< 2s,5s >.

Vypocitajte moment zotrvacnosti homogénnej valcovej rary s vnutornym polomerom
R; a vonkajsim polomerom Rs, vzhladom na os rury.

Okamzit4 rychlost telesa v ¢asovom intervale < 0, ¢y > je dana funkciou v(t) = at?—t.
Vypoditajte jeho priemernt rychlost.

Castica sa pohybuje po priamke tak, Ze v(z) = a(z? + ). Za aky ¢as dojde z bodu
0 do bodu z,.

Teleso sa pohybuje so zrychlenim a(t) = 5t — 6t*. N4jdite zavislost rychlosti a drahy
na case.

Rychlost pohybu hmotného bodu je v = t exp(—155). Urcte drahu, ktort teleso prejde
od casu 0 do zastavenia.

2.1 Integraly racionalnych funkcii

Zintegrujte a vyrazy upravte na jednoduchsi tvar:

—_
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/ 202 + x4+ 4
3+ 2 +4r+4

11x + 16
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/ Sx — 14
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3 — a2 —4dx+4
/ 32 +2r+1
(x +1)2(22 4+ 1)

dx



Kapitola 3

Vektorovy a maticovy pocet

10.

. Majme vektory @ = (0,2,4), b = (1,3,5)
b — @)

. Majme vektory @ = (1,2,3), b = (

¢ = (6,1,3). Vypocitajte ||, [b], |,
ax (bx@),(@xb)xc, (@+b)-(¢ —b), (@-b)*+ (¢x a)
@x (bxa),(@xb)xé (@+0b)- (¢
Uréte obsah rovnobeznika, ktorého vrcholy tvoria body A[0,0,0], B[1,2,3],C a D[3,2,1].

Dopocitajte stradnice bodu C.

Body A[2,1,0], B[2,2,3], C[0,1++/40,0] tvoria vrcholy trojuholnika. Pomocou vekto-
rového sucinu najdite jeho obsah.

Body A[3,2,1], B[0,4,2], C[1,1,-2] tvoria vrcholy trojuholnika. Pomocou vektorového
stucinu najdite jeho obsah.

Body A[4,1,0], B[4,-2,-3], C[1,-5,-3] tvoria vrcholy trojuholnika. Urcte velkosti vni-
tornych uhlov trojuholnika a spocitajte jeho obsah pomocou vektorového sucinu.

Body A[2,-4,9], B[-1,-4,5], C[6,-4,6] tvoria vrcholy trojuholnika. Spocitajte jeho obsah
pomocou vektorového sucinu a uréte velkost uhla a.

Kolko vektorov rozmeru 1x2 je potrebnych, aby tvorili bazu priestoru R?. Kolko
roznych baz ma tento priestor? Skuste zdévodnit?

St dané matice A = ( 3.5 T ), B=| -3 4 |. Vypocitajte A-B, B-A.
-2 9 4
5 7
12 -1 200
St dané matice A = , B = 4 —3 |. Vypocitajte A-B, B-A.
31 4 9 1



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

1 -1 1 0 1 2 1 2 3

St dané matice A = 0 5 2 |,B = -2 9 3], C = 1 49
1 -4 0 10 6 0O 1 2 4

2

Vypocitajte matice A — BT —3C, (3AT+B)-C,A-B,B-A,C-A—-A-C, C?.B,
C-B-C, CT. A B adeterminanty |A|, |B| a |C|.

2 2 11 1
5 6 3 4 5
Vypocitajte determinant matice 7T 5 35 7
13 10 3 8 13
7 2 11 6
23 0 4
o . . 121 1
Vypocitajte determinant matice 341 1
1 2 2 -1
2 0 -3 3
o . . 1 4 3 -1
Vypocitajte determinant matice 1 -4 8 0
0o 3 -1 2
-1 1 2 4
Vypocditajte hodnost matice 0o 1 -1 2
2 -1 0 3
1 2 1
Vypoditajte hodnost matice | 0 5 —1
2 -1 3
. (-2 1 (21 -1 o . a1
Pre matice A = ( 3 _9 ) aB = ( 3 9 _5 ) vypocitajte maticu C = A7 -B.

Ako skusku spravnosti vypocitajte maticu A - C mali by ste dostat maticu A.

-2 11
-3 0 5

0 2 3 1
Ako skusku spravnosti vypocitajte maticu

Pre matice A = , B =

2 0 11
32 9 |
1 1 2
A~! a maticu D=A"1.B.

Majme matice A =



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

2 1 3 2 1
Majme matice A= | 1 -2 0 |, B = 2 2 |. Vypocitajte inverzni maticu
3 0 3 -2 0
A~! a maticu D= A"!.B.
3 5 -9 1 2
Je dand matica A = 1 1 -2 |JamaticaB= 1| —1 0 |]. Vypocitajte
-2 -3 6 -2 -3
inverzni maticu A~! a maticu D = A~! - B.
1 0 1
Vypocitajte inverzni maticu k matici | 2 —1
2 1 3
1 0 -2
Vypocitajte inverzni maticu k matici | —2 1 3
0 1 -2
-1 2 3
Vypocitajte inverzni maticu k matici 2 01
1 1 2
512 0 11
Majme matice A = 0 21 ],B= . Vypocitajte inverzni ma-
-1 0 2
-1 3 3
ticu A~! a maticu D=B- AL
0 3 1
Vypocitajte inverzni maticu k matici | 1 0 0
310
1 0 1 22
Vypocitajte maticu D = (A - B)™!, kde A = ,B=|11].
0 -1 0
10
0 11 10
Vypocitajte maticu D = (A - B)™!, kde A = B=| -1 2 |.
-1 00
2 -1
-1 10 1 2 3
Vypocitajte maticu C = (A7'+E)-B, kde A = 1 01 |,B={(33 3],
1 11 4 5 6
E je jednotkova matica.
-5 0 2
Vypoditajte maticu B = A2 — A~ + E, kde A = 0 1 0 |,E jejednotkova
4 0 —1

matica.
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31.

32.

33.

34.

Najdite maticu prechodu medzi standardnou ortonormélnou bazou urcujicou kar-
tézsku sturadnicovi ststavu a bazou urcujicou sféricka stiradnicovi ststavu.

Néjdite maticu prechodu medzi standardnou ortonormélnou bazou urcujicou kar-
tézsku suradnicovi sustavu a bazou urcujicou cylindrickt siradnicova stustavu.

Najdite maticu G Galileovej transformécie casopriestoru. Galileova transforméacia
,Casopriestoru“ je dand priradenim (t,z,y,2)T — (¢ 2',y,2)7, kde t = t/, 2’ =
x—ugt, Yy =y—uyt az =z—u,.t, pricom vektor v = (v,, vy, v,) interpretujeme ako
rychlost. Vynéasobenim matic dokazte vztah G, - G, = G,y a vysvetlite preco sa
tento vztah nazyva klasickym pravidlom skladania rychlosti.

N&jdite maticu prechodu (tzv. maticu rotacie) pri oto¢eni dvojrozmernej kartézkej
suradnicovej sustavy o uhol a.



Kapitola 4

Obycajné diferencialne
1. radu

Najdite vseobecné riesenie diferencidlnych rovnic:

/

yy z

+ =0
V1i+y?2 V1422

2. y'tgx —y = a, kde a je konstanta

1.

3. 2(1+e")yy =e"

4. y'cos’ v = (1 + cos®z)y/1 — y2

5. 1—y*—2zyy’ =0

6. (22 —1)y* — ey =0

7.y = 33t
8. y—y*+ay =0

Najdite partikularne riesenie diferencialnych rovnic:

9. 2%(y* +5)dx + (2° + 5)y*dy = 0, y(0) = 1
x
1+y 1+z

10. Yy =0,y(0)=1

11. ¢'sinxsiny = cosxw cosy, y(r/4) =0

12. tgyder —zlnaxdy =0, z(7/2) =e

13. 2(1 +€%)yy' =€, y(0) =0

14. y' cos®*z = (1 +cos’ z)y/1 — 42, y(0) = 1

11

rovnice
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Najdite vseobecné riesenie diferencialnych rovnic:

15. 3 = cos(x — y)
16. y' = sin(z — y)

17. Y =27 +y — 3

18. (z+1y)% =4

Najdite vseobecné riesenie diferencidlnych rovnic:

19. y':y<1+lny>
x x
,_ ([@+y)y
21. y' = L 4 tg?
x x
2xy
22y = Y
4 3x2 — y?

23. v —axy+ (2* +xy)y’ =0
24. (z—y)y —y=0

25. (x—y)y =x+y

26. xy (27 +5) = 2y + 3

27. 2 +y* —2zyy’ =0

28. v —ay+ 2%y =0

29. xy’ =y + x cos’ Yy
T

30. x—ycosg%—my'cosg =0
x T

Najdite vseobecné riesenie diferencidlnych rovnic:

31 ,_ 2x+3y—1
T Tt 3y -5
29 y,:2x+y—1
' 4o + 2y +5
33. v

:a:+2y_
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34 y,:_x——w

' T+y—2
3r — 4y

35. ¢y = ————

J 4o+ 7y —1
20 —y+1

36. Y = ————
S Y
a7 y,:x—l—y—i-B
' r—y—1

Najdite vseobecné riesenie diferencidlnych rovnic metédou variacie konstant:
38. (1+2%)y — 2zy = (1 +2°)?

39. o + 22y = ze ®

1—2x
40 y,+ :C2 y:l

41. i +ycosx = cosx

49 o — 4z L 1
SN L R

43. iy — 6y = Aze®™
44. xy +axy =e7"
45. xy +y =sinw
46. zy' +y = xsinx
Najdite vseobecné riesenie diferencialnych rovnic substitiiciou y = u - v:
47. y' cosx + ysinx = a, kde a je konstanta
48. (14 2*)y — 2y = a, kde a je konstanta
49. y —y—2>=0
50. v — ytgx = cotgx
51. y/sinz —y = 3 sin 2z — sinx

Rieste tlohy

52. Rychlost tecenia vody v rieke u narasté linedrne z nuly na okrajoch po rychlost ug
v strede rieky. Naprie¢ riekou sa pohybuje lod konstantnou rychlostou v. Najdite
trajektoriu lode.



14

93.

o4.

95.

Jeden z prvych modelov volného padu bol zaloZeny na predpoklade, Ze rychlost padu
telesa je priamo imerna prejdenej drahe v = ks. Ukazte, ze tento model je teoreticky
rozporny.

Néjdite vzletovii hmotnost jednostupriovej rakety, ktord méa vyniest do vesmiru teleso
s hmotnostou My = 500 kg, pri¢om po vyhoreni paliva mé dosiahnut kone¢ni rychlost
v; = 8 km/s. Rychlost unikania plynu z motorov vzhladom na raketu je u' = 2 km/s.
Pri rieSeni zanedbajte atmosféru Zeme a predpokladajte, Ze hmotnost konstrukcie
rakety predstavuje 10% hmotnosti paliva.

Chceme sa korculovaf, avSak miestne jazero eSte nie je zamrznuté. Situdcia sa zlepsi,
ked teplota prizemnej vrstvy atmosféry klesne na —5°C a povrchova vrstva vody v
jazere schladne na 0°C. Ako dlho bude trvat kym sa na jazere vytvori vrstva Tadu
bezpe¢na na korculovanie (povedzme, tak 10 cm), za predpokladu, Ze teplota vzduchu
sa menit nebude.



Kapitola 5

Obycajné diferencialne rovnice
2. radu

Najdite vseobecné riesenie diferencidlnych rovnic:
Ly =7/ +12y=0
2. y"+5y =0
3. 4y — 8y +5y=0
4. 4y" — 20y + 25y =0
5. 9" —y —6y=0
6. v' —4y +13y =0
Najdite partikularne riesenie diferencialnej rovnice:
7.y =2y +5y=0,y(5) =0,y(3) =1
8.y +9=0y(3)=-1y(F)=V3
9. 4y" — 8y +5y =0, y(r) = —ez, y/(7) =0
10. 3" + 4y + 29y =0, y(0) =0, ' (0) = 15
11. v — 49y’ + 13y =0, y(0) =0, ' (0) =6

Néjdite vseobecné riesenie diferencialnych rovnic:

T

12. y”—2y'+y:%

13. ' =Ty +12y =5

15
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3z
4. o' =3y + 2y = ———
Yy Y+ 2y [pper
1
15. ' +y=—
ST

16. v — 2y =2 -z

1
Ty = o

18. v/ +4 —6y =122° +2x + 1
19. v/ + 4y + 4y =e *Inzx
20. v +4y +4y=e*
Najdite vSeobecné riesenie diferencialnych rovnic, ak poznate jedno partikularne riesenie:
21. y" — éy’+ %y =0,y =a?
x x
22. 2%y — 22y + 2y =0, y; = 22
23. 2%y —xy +y=0,y =2
Rieste ulohu:

24. Na startujuce lietadlo za¢ne posobit sila motorov, ktorej velkost rastie exponencidlne
s ¢asom ako Fpe®. Najdite polohu lietadla z(t), ked naii posobi odporova sila vzdu-
chu, ktorej velkost je priamo iimerna rychlosti. Stratu hmotnosti lietadla spalovanim
paliva neuvazujte.



Kapitola 6

Krivkové integraly 1. a 2. druhu

Rieste ulohy:

1.

10.

. Vypoditajte hmotnost jedného zavitu valcovej skrutkovice s hustotou

. Vypocitajte hmotnost jedného zavitu valcovej skrutkovice s hustotou

©2
Dokéazte vztah [ = / \/ f2(e) + f2(go) dyp, kde [ je dlzka homogénnej krivky vyjad-

$1
renej v polarnych stradniciach r = f(¢p).

. Vypocitajte krivkovy integréal 1. druhu /sin 2zds, C': f(r) =cosx, x €< 0,5 >.

C

. Vypocitajte krivkovy integral /(x2 + 4?)ds, kde C je krivka z = a(cost + tsint),

C
y = a(sint — tcost), t €< 0,27 >.

. Vypogéitajte hmotnost asteroidy 22/® + y*?3 = ¢*? s hustotou (z*/® + y*/?). [Navod:

krivku parametrizujte x = acos®t, y = asin®#].

. Vypocitajte hmotnost lemniskaty (z* + 3*)? = a?(2? — 3*), a > 0 s hustotou |y|.

[Navod: prejdite k polarnym suradniciam.|
2

2+ 2

. Vypoditajte hmotnost jedného zévitu kuZelovej skrutkovice s hustotou

p=2/i i 2.

22 4+ y? + 22

. Vypocitajte hmotnost tsecky s hustotou p = x 4+ y medzi bodmi A[0,0], B[1,2].

Vypoéitajte hmotnost krivky s hustotou p = 22, ktora je dani predpisom y = Inz,
re<l 2>,

17
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Vypocitajte hmotnost nehomogénnej krivky s hustotou z2, ktova vznikne prienikom
ploch 22 + 12 +22=1,2— 2= 0.

Vypoditajte hmotnost nehomogénnej krivky s hustotou x+y, ktora vznikne prienikom
ploch 22 + y? + 22 = a®, x = y v 1. oktante.

2 2
Vypocditajte hmotnost obliku elipsy % + Y — 1 v 1. kvadrante. Hustota krivky je

4
zy.

Urcte stradnice taziska 7' jedného obliku cykloidy x = a(t — sint), y = a(1l — cost),
te<0,m >, ak p(z,y) = 1.

Urcte stradnice taziska T homogénneho [t.j. p(z,y, z) = 1] obliku krivky z = e’ cost,
y=elsint, z =€, —co <t <0.

Uréte hmotnost krivky danej predpisom: 22 + y* = 4 s hustotou v4 — 22,

Drat mé tvar kruznice 22 +y? = a®. Vypoditajte jeho moment zotrvacnosti vzhladom
k jeho priemeru, ak je jeho hustota p = |x| + |y|.

Vypocditajte krivkovy integral druhého druhu / (2a — y)dz + zdy, kde krivka C je
prvy oblik cykloidy x = a(t — sint),y = a(1l —Ccos t),t €< 0,21 >.

Vypocitajte krivkovy integral druhého druhu / (x4 1)dy +ydz, kde krivka C' je ¢ast
kruznice v 1. kvadrante. ¢

Vypocditajte krivkovy integral druhého druhu / xdx 4+ ydy + (xz — y)dz, kde krivka
C je dand parametricky © = t2, y = 2t, z = 4tg, te<0,1>.

o Y —Z
Vypocitajte ,
ypoditaj j{(x2+y2 Y

c
orientovana od bodu [0,2] k bodu [0,-2].

) - d3, kde C' je lava polovica kruznice x2 + y* = 4,

Vypocitajte krivkovy integral druhého druhu 7{ (x+y)dz— (x—y)dy, kde C je kladne

c
orientovana elipsa.

dz 4+ dy
2| + 1yl
Stvorca s vrcholmi A = [1,0], B=1[0,1], C =[-1,0] a D = [0, —1].

Vypocitajte krivkovy integral druhého druhu 7{ kde krivka K je obvod
K
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Je dany trojuholnik s vrcholmi A[-1,0], B[0,2], C[2,0]. Obvod K trojuholniku ABC

je integracnou cestou integralu ¢ [2zdx — (x + 2y)dy].

K

Vypoditajte krivkovy integral druhého druhu f (2 —y)dx + (1 + z)dy, kde krivka C

C
je obvod trojuholnika s vrcholmi A = [0,0], B =[1,1], C =0, 2].

Pomocou krivkového integralu druhého druhu najdite obsah S plochy ohranicenej
lemniskatou (22 + 3?)? = 2a*(x* — y?). [Navod: zvolte parametrizaciu y = x tgt.]

Vypocitajte pracu, ktori vykona sila F= (y, 2, x) po uzavretej krivke, ktord je dana

prienikom ploch z = zy a 22 + 3% = 1.

Vypoditajte pracu, ktort vykon4 sila F = (y, x) po krivke xy = 1 a od bodu [3,1/3]
T
do bodu [1/2,2].

Vypoditajte pracu, ktortt vykona sila F = (r—y,r+y) podrdhey = 22, x €< 0,2 >.

Vypocitajte pracu, ktort vykona sila F= (y, —x, z) po obvode trojuholnika, ktorého
vrcholy st priese¢nikmi roviny 3x + 2y + 62 = 6 so stiradnicovymi osami.

Vypocditajte pracu, ktora vykona sila F = (yz,xy,yz) po obvode trojuholnika, kto-
rého vrcholy st priese¢nikmi roviny 2z + 3y + 42 = 12 so stradnicovymi osami.

Vypocitajte pracu, ktora by vykonalo tiazové pole pri jazde tobogdnom s presne
troma otackami, ak by tiazové pole vyzeralo F, = —mg(0,0, z). (Tobogan si mozno
predstavit ako valcovt skrutkovicu.)

Urcte moment zotrvacnosti jedného zavitu homogénnej valcovej skrutkovice x = a cost,

y = asint, z = —t vzhladom k stiradnicovym rovinidm yz a zy.
T



Kapitola 7

Skalarne a vektorové funkcie
viacerych premennych. Kmenova
funkcia. Diferencialne operatory.

10.

Dokazte, ze zo stavovej rovnice idealneho plynu pV = nRT, kde p je tlak, V objem, T’
termodynamické teplota, n latkové mnozstvo, R molova plynova konstanta; vyplyva:

op OV OT

oV oT op

1 (z=b)2
e 42t _ kde a, b st konstanty, vyhovuje rovnici vedenia
Qa\/ﬁ ) ) Y7 y J

Ukazte, ze funkcia u =

tepla u_a282u
P 5 =% Gz

1
Ukézte, ze funkcia u = —, kde r = y/(z —a)?+ (y — b)2 + (2 — ¢)?, kde a, b, c st
r

konstanty, vyhovuje Laplaceovej rovnici Au = 0 pre r # 0.

. Vypocditajte derivaciu funkcie L ¥ bode [4,-1] v smere 4 = (-2, 3).

Y

. Vypocitajte derivaciu funkcie cos(zy) + In 2% v bode [, 1, 1] v smere @ = (1,1, 1).

. Vypocitajte derivaciu funkcie 22 — y* v bode [1,1] v smere @ = (1, —1).

Vypoditajte derivaciu funkcie z + 2y v bode [2,1] v smere @ = (1, 2).
Vypocitajte derivaciu funkcie x + y* + 2* v bode [0,1,2] v smere @ = (1,0, 1).
Vypoéitajte derivaciu funkcie 23 — y* + 2zy v bode [2,3] v smere @ = (-3, 2).

2

N4jdite hodnotu derivécie funkcie 22 — xy — y? v smere najvicsieho rastu v bode

1,-3].

20
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Najdite kmenovu funkciu, ktora ma totalny diferencial v tvare:
11. (2zy — 22 — 1)dz + (2% + 2y + 1)dy
12. sin?yda + (zsin 2y — 2y)dy

13. (1 + z cos2y)dx — 2% sin 2ydy
1 1

14. (n_Qx — y)dy — —dx
Y

15. (ln(a:—y)+ ’ )dx— ’ dy
r—y r—vy

16. (3z% + 2y)dx + (22 — 3)dy
17. (62°y? 4 32%)dx + (3z*y + cosy)dy

2x 2y

18. —— 1 o
x2—|—y2x x? + 12

dy

1 2z
19. de + (—? + e¥)dy

3a? 3y
dx + dy
2/ a3 4¢3 2/ a3 493

Rieste ulohy:

20.

21. Ukézte, ze potencialovost vektorového pola je spojend s vetou o existencii kmerovej
funkcie.

22. Dokazte platnost operatorovej identity V - (V x /Y) = 0.

23. Dokézte platnost operatorovej identity V x VU = 0.

24. Dokézte platnost operatorovej identity V x (V x A) = V(V - A) — AA.
25. Ukéite, 7ze plati vektorové identita rot(fA) = gradf x A + frotA.

26. Rozhodnite o platnosti tvrdenia grad(fg) = fgradg.

27. Spocitajte div(rotﬁ), F = (zyz, y(x® — 22), 2y + 22 + y2).

28. Spoditajte div(rotF), F = (x2y, 42, 2%x).

29. Spocitajte gradf, f(z,y, z) = 2zyz + 2%y + y*2 + 2%

30. Najdite potencidl vektorového pola A = (2zy, 2). Je tento potencidl uréeny jedno-
znacne?
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Najdite potencial vektorového pola A= (3x,4y). Je tento potencial urcéeny jedno-
znacne?

Najdite potencial vektorového pola A = (y2, 22). Je tento potenciél uréeny jedno-
znacne?

Spoéitajte divF, rotF, V2F, F = (Sm(my), Sm(yz), Sm(m)).
z x Y

N4jdite gradient funkcie F' = y*sin |7].
Najdite gradient funkcie F' = yz In|r].
2

7]

Néjdite gradient funkcie F' = <

71

Najdite gradient funkcie F' =

1
Najdite vektorové pole dané potencialom U = —4—€, kde
TET
r=\/r?+y?+ 22
2
Najdite vektorové pole dané potencialom U = - kde k je konstanta,

r= /2% +y? 4 22

Néjdite vietky body, v ktorych sa velkost gradientu funkcie z = (2* + ?)

3 ,
2 rovna 2.

Teplota roviny je T'(x,y) = e *~2. V bode [0,0] je ¢astica, ktord sa pohybuje rych-
lostou 2 ms™! na vychod a 3 ms™! na juh. Ak4 je okamzité rychlost zmeny jej teploty
v bode [0,0]?

Tlak 8 molov idealneho plynu klesa rychostou 0,4 a jeho teplota klesa rychlostou 0,5.
Ako rychlo sa meni objem, ak poc¢iatoéné hodnoty st V = 1000 m® a p = 3 Pa?

Néjdite uhol, ktory v bode [1,0,0] zvieraju grafy funkcii In /2% 4+ y? a €™ — 1.

Néjdite drahu castice pohybujticej sa v rovine s rozloZenim potencialu V(z,y) =
50 — z* — 4y?, ak vieme, Ze prechddza bodom [1,-2].

Teplota gule je T(z,y,2) = —2% — 2y? — 22. Teplomiln4 ¢astica sa pohybuje z bodu
[1,1,1] v smere najvécsieho rastu teploty. Najdite drahu castice.



Kapitola 8

Kombinatorika

1. O telefénnom c¢isle ndhodnej zndmosti sme si zapamétali, Ze je devitmiestne, zacina
dvojc¢islim 23, neobsahuje ziadne dve rovnaké ¢islice a je delitelné ¢islom 25. Urcte
kolko telefénnych ¢isel prichadza do tvahy.

2. Uréte, kolkymi sposobmi sa na Sestmiestnu lavicu moéze usadit Sest chlapcov, ak
a) dvaja checu sediet vedla seba, b) dvaja chct sediet vedla seba a treti chce sediet
na kraji.

3. V sklade je 10 vyrobkov, medzi ktorymi si 3 vadné. Kolkymi sposobmi z nich méZeme
vybrat kolekciu 5 vyrobkov tak, aby a) vSetky boli dobré b) bol préave jeden vadny
¢) bol nanajvys jeden vadny d) bol aspori jeden vadny.

4. 'V kupé zelezni¢ného vozna sa oproti sebe dve lavice po piatich miestach. Z desia-
tich cestujucich $tyria chet sedief v smere jazdy, traja proti smeru a zvysku je to
lahostajné. Urcéte kolkymi spdsobmi sa mozu usadif.

5. Na maturitnom vecierku je 15 chlapcov a 12 dievcat. Urcte, kolkymi sposobmi z nich
je mozné vybrat 4 taneéné pary.

6. Zo skupiny 10 kozmonautov je treba vybrat Stvorclennii posddku. Je vSak nevhodné,
aby urcity dvaja kozmonauti leteli spolu. Kolko réznych vyberov posadky je mozné
vytvorit.

7. Urc¢te, kolkymi sposobmi je mozné na Sachovnici 8 x 8 postavit 5 réznych figirok tak,
aby dve staly na ¢iernych a tri na bielych polickach.

8. Osem hosti sa ma ubytovat v troch izbach, pricom dve izby su trojlozkové a jedna
dvojlézkové. Kolkymi sposobmi je mozné hosti ubytovat.

9. Kufrik mé heslovy zamok, ktory sa otvori, ked na kazdom z piatich kott¢ov nastavime
spravnu ¢islicu. Na kazdom kotéi je desat ¢islic. Uréte maximélny pocet pokusov,
ktoré je nutné uskutocnit, ak chceme kufrik otvorit a zabudli sme heslo.

23
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Kolko znakov, ktoré su zlozené z jedného az Styroch signalov, moze obsahovat Mor-
seova abeceda? (Signalom rozumieme ,bodku® alebo ,¢iarku“.)

Kolko roznych poznavacich znaciek pre automobily je mozné pouzit, ak je k dispozicii
21 pismen a 10 ¢islic, pricom znacka sa skladd z troch pismen na zaciatku a dalej
Styroch cislic.

Urcte pocet vsetkych desatcifernych prirodzenych ¢isel, ktorych ciferny stcet je rovny
trom.

Urcte pocet kvadrov, ktorych velkosti hran st prirodzené ¢isla rovné nanajvys desia-
tim. Kolko je v tomto pocte kociek?

V Zelezni¢nom depe je 20 osobnych, 7 16zkovych a 5 postovych voziiov. Kolko roznych
stuprav s piatimi voziiami je mozné zostavit, ak na poradi voziov v stiprave nezalezi.

Klenotnik vybera do prstena tri drahokamy. K dispozicii ma 3 rubiny, 2 smaragdy
a 5 safirov. Kolkymi sposobmi mézZe tento vyber uskutoc¢nit, ak kamene rovnakého
druhu povazujeme za nerozliSitelné.

Hokejovy zépas skoncil vysledkom 8:6 po tretindch (2:1, 2:3, 4:2). Kolko rdzznych
priebehov mohol zapas mat? Pod priebehom rozumieme sled gélov domécich a hosti.

Kolko je vSetkych trojcifernych prirodzenych ¢isel?

Z 35 ziakov ma ist 25 na vylet a 10 na hokej? Kolkymi spdsobmi sa mozu Zziaci rozdelit
do skupin?

Na MHD sa kedysi pouzivali listky s deviatimi Stvorc¢ekmi oznacenymi ¢islami 1 az 9.
Po nasttpeni si cestujuci listok oznacil v oznacovaci, ktory predierkoval tri alebo Styri
¢islice na listku. Kolko je roznych sposobov predierkovania listka?

Na tanecnej zabave je 10 chlapcov a 6 dievcéat. Kolkymi spdsobmi je mozné z nich
vybrat dva tanecné pary?

Kolkymi sposobmi sa moze 8 chlapcov a 4 dievéaté rozdelit na dve Sestélenné volej-
balové druzstvé, ak méa byt v kazdom druzstve aspon jedno dievéa?

Kolkymi spdsobmi je mozné na Sachovnici 8 x 8 vybrat dve réznofarebné policka tak,
aby nelezali v tom istom rade ani v tom istom stlpci.

Desat Iudi sa ma ubytovat v troch izbach. Jedna je Stvorpostelova a dve trojpostelové.
Kolkymi roznymi sposobmi je mozné hosti ubytovat?

V predajni maja tri druhy kavy po 100 g. Kolkymi spésobmi je mozné kupit 500 g
kavy?



Kapitola 9
Dvojné a trojné integraly

Rieste:

1. // (2%y + 2y?)dzdy, kde Q je pravouholnik: €< 2,5 >, y €< 1,3 >.
Q

[\)

. // (52% —2z7y)dxdy, kde Q je trojuholnik s vrcholmi A = [0,0], B = [2,0], C = [0, 1].
Q

w

. // zrydzdy, kde Q je trojuholnik s vrcholmi A = [0,0], B =[1,1] a C' = [2,0].

IN

// T dS kde S je plochax +y <1, >0,y >0, 2=0.
x+

[

dxd p
. / / Ty2, kde R je Stvorec so stredom v pociatku a so stranou (dlzky a = 2)
RL™TY
rovnobeznou s osou

// _drdy e < 01> x<04>
(1+z+2y)3

=)

~

// ry® sin(2? + y) dody, kde Q =< 0,/7 > x < 0,5 >
Q

oo

. // 22ye™ dzdy, kde Q =< 0,1 > x < 0,2 >
Q

Ne)

: // (2% + y*)dady, kde Q je oblast ohrani¢ena krivkou |z| + |y| = 1.
Q
10. / / (z + y)dzdy, kde  je uzavreta oblast ohrani¢end krivkami y = 22 a y = z.
Q

11. / / (22 + 3y + 1)dxdy, kde Q je uzavretd oblast ohrani¢end parabolou y? = 2z a
Q
tetivou AB, kde A = [2, 2], B = [8,4].

25
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12.

13.

14.

15.

16.

=2

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

// z?ydzdy, kde Q je oblast ohrani¢end krivkami y =2 — 2z +1lay =z + 1.

In(
/ / e y dady, kde oblast Q je ohranicena krivkami 1 < 2% + 2 < e, y > 0.
Q

1—a2—192 ) )
ﬁdxdy,kdeﬂzx +y* <1, 2>0

/ sin /22 + y2 dady, kde Q: 72 < 2% 4 y? < 472

2
/ / \/ 1— — %) dzdy, kde Q je uzavretd oblast ohranic¢ené elipsou b?z? +

a*y? = a® aosamle,O

/ / e_”"z_y2dxdy, kde Q je stvrtkruh s polomerom r = a v 1.kvadrante.

Q

Pomocou vysledku predoslého prikladu vypocitajte nevlastny integral: / e dx.
0

/// (x + y)zdrdydz, kde © je je osmina gule z2 + y? + 22 < 1 z prvého oktantu.
Q

dzdyd

/ / / Ty : kde V je stvorsten ohranic¢eny rovinami: x = 0, y =0, z = 0,
v(@+y+z+1)3

r+y+z=1

/ / / 2*sin® y dedydz, kde oblast  je ohrani¢end plochami z = 0, x = 7, y = 0,
0
y=3,2=0,z=uw.

/// zdxdydz, kde oblast Q je ohranicend plochami x = 2, y =0, 2 =0, y = 2z,
Q

Z:l'z.

/// xyzdrdydz, kde Q:y =22, 2 =y?%, 2 =0, 2 = 2y
Q

Vypocitajte obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej rovnicami: y? = 4x +4, y = 2 — .

Vypoéitajte hmotnost rovinnej dosticky danej nerovnicami: 22 + 4% < r2%, x +y > 0,
r > 0 s hustoutou p = z2y.

Vypoéitajte stradnice taZiska homogénnej dosky ohrani¢enej parabolou y? = 2z a
priamkou x = a, a > 0
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

Vypoditajte moment zotrvacnosti tenkej homogénnej dosky v tvare obdlznika o stra-
nach a a b a hmotnosti m vzhladom k osi prechadzajtcej jej kratSou stranou.

Vypoditajte moment zotrvacnosti kruhovej dosky s polomerom R vzhladom na jej
TubovoInt dotycnicu ¢, ak plo$na hustota dosky je v kazdom bode rovna vzdialenosti
tohoto bodu od dotycnice t.

1
N4jdite moment zotrvaénosti homogénnej dosky {(z,y) € R*: 22 +¢y* <1 & |y| < 5}

vzhladom k osi z.

Vypoditajte moment zotrvacnosti dosky ohranicenej krivkami y = 4 — 22, y = 0
vzhladom k osi x, ak plo$na hustota v kazdom bode je rovna vzdialenosti tohto bodu
od osy y.

1
Vypocitajte moment zotrvacnosti dosky ohranicenej krivkou 4(z + 1)* + ¢* = 7

vzhladom k osi y.

2 2 2
Vypocitajte objem homogénneho trojosého elipsoidu — + ?;—2 +—5 =L

a c
Vypoéitajte objem homogénneho telesa ohrani¢eného nerovnicami: z2 + 4%+ 22 > a2,
2y 2B P —22<0,2>0,0<a<b.

Vypocditajte moment zotrvac¢nosti homogénneho ihlanu vzhladom k osi O,, ihlan je
ohraniceny rovinami: x =0,y =0, z=0,x+y+ 2 = 1.

Najdite stradnice taZiska nehomogénnej gule 2% + y? + 22 < 2az, a > 0 s hustotou
k
x,y,2) = ——————>, k> 0.
@Y%) = F
Néjdite tazisko gule s polomerom r, ktorej hustota v bode (z, y, z) je rovna 2. mocnine
vzdialenosti tohto bodu od pevne daného bodu P leziaceho na povrchu gule.

N4jdite stradnice taziska homogénneho kuzela s podstavou o polomere R a vyskou H.

Vypocitajte kinetickii (rota¢nil) energiu homogénnej gule: x2 + y? + 2% < a?, ktoré
sa otaca okolo osi O, konstantnou uhlovou rychlostou w.

Bez pouzitia Gaussovej vety najdite gravitaény potenciadl homogénnej gule s polome-
rom R v bode P, ktory je od stredu gule vzdialeny a > 0.

Vypoditajte a) hustotu v strede Zeme, b) strednt hustotu Zeme. Predpokladajte, ze
Zem ma tvar gule s polomerom R = 6,4 - 10°m a Ze hustota p je linedrnou funkciou
vzdialenosti od stredu Zeme, na povrchu je hustota pp = 2,7 - 103kg-m—3, celkova
hmotnost Zeme je m = 5,975 - 10** kg.



Kapitola 10

Plosné integraly 1. a 2. druhu

Rieste:

1.

N

Rl

o

10.

//xyzdS, kde S je ¢ast roviny = + vy + z = 1 z 1. oktantu.
S
1
———dJS, kde S je plocha dana =1,2>0,y>0,2=0.
//(1+x+y)2 , kde 5 je plocha dana xz +y + 2 , 20,y >0,z
/ / 2*y*dS, kde S je horna polovica gulovej plochy.
S

//(:B2 + 4*)dS, kde S je plocha dané rovnicami 22 + y? = 22, z > 0 a ohranicena
s
plochou 2% + 9% < 1.

// r72dS, kde r = \/a2? 4+ y2 + 22, S je ¢ast rotacnej valcovej plochy 22 + y? = R?

medzi rovinami z =0, z =

zdS, kde S je Cast $pirdlovej plochy x = ucosv, y = usinv, z = v, u €< 0,a >,
s
ve<0,2r >.

//(:lry + yz + x2)dS, kde S je cast plochy z = /22 + y? ohranicenej plochou
S
2 +y* = 2.

N4jdite obsah ¢asti plochy z = y/22 + 42, ktort z nej vytne parabolicky valec 22 =
2.

Najdite obsah ¢asti plochy z = /22 + 92, ktora lezi vnutri valca x? + y? = 2z.

Najdite obsah plochy S: 2> + 22 =a*> A2 >0 A |y| < x,a > 0.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

N4ajdite obsah S tseku zakrivenej plochy, zvanej Vivianovo okno, ktora je castou
gulovej plochy 2% + y* + 22 = 4a® nad rovinou z = 0, vytatou valcovou plochou
2% 4+ y? = 2ax, pre a > 0. Ide o tzv. florentinsky alebo Vivianov problém z r. 1692.

Najdite obsah casti povrchu Zeme leziacej medzi 30. a 60. poludnikom a medzi 45. a
60. rovnobezkou. Predpokladajte, Zze Zem je gula s polomerom R.

1
Vypoditajte hmotnost parabolickej plochy 5(1’2 + y2), z €< 0,1 > s hustotou p = z.

Vypocitajte hmotnost gulovej plochy 2% + y? + 22 = R?, 2 > 0 ohrani¢enej plochou
2

R
w24yt = ik plosnou hustotou o(z,y,2) =z +y + 2.

Uréte hmotnost plochy z = xy nad kruhom z? + y? < R?, ak jej plosna hustota je
o(,y,2) = |2|y/1+ 22 + .

Néjdite stradnice taziska homogénnej plochy r +y+2=1,2 >0,y >0, 2 > 0.

N3jdite stradnice taziska povrchu polgule 22 +y?+22 = R2, z > 0 s plo$nou hustotou
o(z,y,2) = k(x* +y*), k> 0.

Vypocitajte polohu taziska plochy gulovej polsféry, ktorej hustota v danom bode sa
¢iselne rovna vzdialenosti od osi z.

Vypocitajte moment zotrvacnosti plasta homogénneho rota¢ného kuzela 2% +y? = 22,
0 < z <1 vzhladom k osiam suradnicovej sustavy.

Vypoditajte tok vektora F = (z, —1, 2%) ¢asfou valcovej plochy 22 + y? = 16 ohrani-
cenej rovinou x +y + z = 4.

Vypocitajte tok vektora F = (0,2,0) povrchom hornej polgule o polomere R so
stredom v pociatku stradnicovej sustavy.

Vypocitajte tok vektora F = (22, z,22) vonkajSou stranou rota¢ného paraboloidu
y = 2% + 2% v 1. oktante, ohranicenti ¢astou roviny y = 1.

Vypocitajte tok vektora F = (22, 9%, z?) vonkajSou stranou uzavretej plochy S vy-

jadrenej rovnicami z = y/22 + 92, z = 1.
Vypocitajte tok vektora F= (x,y,2z) dastou plochy z = 22 + y? < 1.

Uréte tok vektora F = (x,y,z) ¢astou plochy x +y+2=2,2>0,y >0, 2 > 0.

/ / rzdxdy + yrdydz + zydzdx, kde S je vonkajsSia strana ihlanu ohrani¢eného
s
plochami z +y+2=1,2=0,y=0, 2 =0.
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27. / / yz drdy+ zx dydz+xy dzdz, kde S je vonkajsia strana uzavretej plochy tvorene;j
S
plochami o rovniciach 2?> + 4> = R?, x =0,y =0,2=0, z = h.

28. Uréte hydrostaticka silu, ktorad posobi na stenu nadoby tvaru rotacného kuzela 22 =
2?2 + 9% 0 < z < 1, ak je nddoba naplnené kvapalinou o hustote p.

29. Vypocitajte hydrostaticku silu, ktora pésobi na stenu naddoby tvaru rotacného para-
boloidu z = 2?2 + y* < 1, ak je nadoba naplnend kvapalinou o hustote p.
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Kapitola 11

Integralne vety

Rieste:
1. Majme funkcie P(z,y) = —y a Q(z,y) = x. Zistite, ¢o za vzorec dostaneme z Gree-
novej vety.
2. Pomocou vysledku predoslej tilohy vypocitajte obsah elipsy.
3. Spoditajte pracu vektorového pola F = (v%, (z + y)?) po obvode trojuholnika s vr-
cholmi v bodoch [4,0], [0,4], [4,4].
4. Spocitajte pracu vektorového pola F = (y, (x —y)?) po uzavretej krivke 2% 4 3 = 1.
5. Spotitajte pracu vektorového pola F 2y 2 tej krivk
. Spocitajte pracu vektorového pola F' = — o uzavretej krivke
poditajte p p i 2iap) P ]
2,
R
;Y
v e , ’ R 1 1 : 2 2
6. Spocitajte pracu vektorového pola F' = | ——, 2z | po krivke 2° — 4z + y~ = —3.
x
2x 3 3 2x 4 3 2 2
7. @ (26 siny — 3y°)dx + (e** cosy + 3% )dy, C: 42° + 9y* = 36.
c
i 4
8. }{(cosxlny + 2e*"y*)dx + (w + 2%y + §x3)dy, C: 42 +y? = 4.
c Y
9. Spoditajte pracu vektorového pola F = (€*(1 —cosy), —€"(1 —siny) po krivke, ktora
je hranicou oblasti {(z,y) € R2:0<z<7n&0<y< T}
10. Spoditajte pracu vektorového pola F = (v + y?, 2% + \/y) po uzavretej krivke C:
y=sinzx, r €< 0,7 >.
11. Spocitajte pracu vektorového pola F = (e® + 22y, e¥ — 2y?) po uzavretej krivke C:

z? 4+ y* = 16.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Spocitajte pracu vektorového pola F = (2%, x + 2y,0) po obvode trojuholnika s
vrcholmi v bodoch [1,0], [0,3], [0,0].

Spocitajte pracu vektorového pola F = (y, z,x) po obvode trojuholnika s vrcholmi v
bodoch [a,0,0], [0,a,0], [0,0,a].

Spoditajte pracu vektorového pola F = (2243, 1, z) po krivke 22 + 3% = 12, z = 0.

}{ydquzdy—i—xdz po krivke, ktora je prienikom ploch 2% +y?+2% = a?, x+y+2z = 0.

Spocitajte pracu vektorového pola F = (y%, —a2, 22) po krivke, ktoré je prienikom
paraboloidu 1 — y = 22 + 22 a stradnicovych rovin.
Pomocou Stokesovej vety vypocitajte integrél j{[(y —z2)dz+ (z—z)dy + (x —y) dz],

k
kde k je krivka dand rovnicami x* + y? = a?, hx + az = ah, a > 0, h > 0, kladne
orientovanej vzhladom ku kladnej (hornej) strane roviny hx + az = ah.

Vypocitajte obsah plochy ohranic¢enej sluckou Descartesovho listu s rovnicou
23 + 3® = 3axy. (Pomoc: na urdenie parametrickych rovnic danej krivky dosadte do
danej rovnice y = tx.)

Nech orientované krivka C' a orientovana plocha S spliiaji podmienky Stokesovej
vety. Ukazte, ze / ferad g = / / grad f x grad g, kde f, g st spojito diferencovatelné
c s

funkcie.

Spoéitajte tok vektorového pola F = (xy?,yz, ¥22) uzavretou plochou S: 2%+ = 4,
z=12z=3.

Spocitajte tok vektorového pola F = (zz, vy, yz) uzavretou plochou S: 2% 4 y* = 9,
0<2z<8.

Spocitajte tok vektorového pola F = (zz, vy, yz) uzavretou plochou S: 2° +y* = R?,
r>0,y>0,h>22>0.

Spoditajte tok vektorového pola F' = (z + 3% + 23,23 4+ y + 22,22 + y® + 2) povrchom
kocky o hrane 1.

Spocitajte tok vektorového pola F = (y, z, 2?) uzavretou plochou S: 2% +y?+ 22 = 4,
z>0.

S

Spoditajte tok vektorového pola F = (7,2y,3z — %) povrchom elipsoidu so stredom
v pociatku stradnicového systému a osami totoznymi s osami stiradnicovymi osami.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

Spocitajte tok vektorového pola F= (2%, 9%, %) uzavretou plochou S: z = /22 + 32,
z2=0,2z=1.

Spocitajte tok vektorového pola rotF uzavretou plochou S: z = /22 + 92,0 < z < 1,
F = (yz2?, xy?z, 2y2?).

Spocitajte tok vektorového pola F = (23, z,y) uzavretou plochou S: z = z2 + 42,
0<2z<4.

Pomocou Gaussovej-Ostrogradského vety vypocitajte objem telesa, ktorého hranicou
je torus (anuloid) z = (b+ acost) cosp, y = (b+ acos)sinp, z = asin
(0 <a<b).

Pomocou Gaussovej-Ostrogradského vety vypocitajte objem priestoru pod klastornou
klenbou so stvorcovym pddorysom o strane jedna. Klastorna klenbu tvori prienik
dvoch rota¢nych valcov s rovnakymi polomermi, ktorych osy st na seba kolmé.

Uréte kapacitu gulového kondenzatora. [Navod: Na vypocet E pouzite Gaussovu-
Ostrogradského vetu, potom urcte potencial medzi elektrédami a nakoniec pouzite
vztah pre kapacitu C' = %]

Zistite aka hodnota napiitia vo vysokonapitovych vedeniach je eSte bezpecna.

Pri jadrovom &tiepeni U23® sa nuklid méze rozpadnif na dve mensie sféry kazda
obsahujtca 46 proténov. Akého radu bude elektrickostaticka sila, ktord bude branit
ich spétnej repulzii?

ke

4
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¥
¥
Y
¥

y=x



Kapitola 12

Totalny diferencial. Taylorov rozvoj

Rieste:

1. Najdite totalny diferencial 1., 2. a 3. radu funkcie In(x +y?) a vy¢islite pre bod [1, 1].

3
. Néjdite totalny diferencial 1., 2. a 3. rddu funkcie T a vy¢islite pre bod [1,1].
Y

[\

3. Pomocou Taylorovho rozvoja dokazte Eulerov vzorec e = cosx + i sin .

4. Rozvinte funkciu f(z,y) = 22? — zy — y* — 62 — 3y + 5 do Taylorovho radu okoli

bodu [1,-2] s presnostou do 2. radu.

5. Rozvinte funkciu f(z,y) = L do Taylorovho radu v bode [1,1] s presnostou do 3. radu.
Y

6. Rozvinte funkciu f(z,y) = 2°siny do Taylorovho radu okoli bodu [-1,0] s presnostou

do 3. radu.

7. Rozvinte funkciu f(x,vy, 2) = 23 + y3 + 23 — 3zyz do Taylorovho radu v bode [1,1,1].

8. Najdite Taylorov rozvoj funkcie
oSy
malé.

za predpokladu, ze absolitne hodnoty x, y st

9. Najdite Taylorov rozvoj funkcie cos(z + y + z) — cos x cos y cos z za predpokladu, ze

absolutne hodnoty x, y, z s malé.
10. Rozvinte funkciu f(x,y) = \/1 — 22 — y? do Maclaurinovho radu.
1,032

11. Vypocitajte priblizna hodnotu ¢isla rozvojom do Taylorovho radu s

v/ 0,98y/1,053

presnostou do 2. radu.

12. Vypocitajte priblizni hodnotu ¢isla v/ 1,022 + 1,973 rozvojom do Taylorovho radu.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Vypoéitajte priblizni hodnotu ¢isla /e rozvojom do Taylorovho radu s presnostou
do 5. radu.

Vypocitajte priblizni hodnotu ¢isla sin 29°tg46° rozvojom do Taylorovho radu s pres-
nostou do 2. radu.

N4jdite prirastok funkcie f(x,y) = 2%y + zy* — 22y, ktory sa ziska prechodom z bodu
[1,-1] do bodu [1+h,-1+k] s presnostou do 3. radu.

COS T

dx

Vypocitajte integral /

sin x

dz

Vypocitajte integral /

e$
Vypocitajte /—dx
x

Ukézte, Ze relativisticky vztah pre kinetickti energiu Ey = mc® — moc?, kde

m=—0__ prejde pri malych rychlostiach na klasicky vzorec Fy = §m002.
-5
o . 2hc? 1 : . s
Ukazte, ze Planckov zédkon By(T') = N5 I prejde pre velké vinové dlzky na
e kT —

Rayleighov-Jeansov zakon B, (T') =




Kapitola 13

Fourierove rady

Néjdite Fourierov rad nasledujicich funkecii:

0, te<0,1);
1 f<t)_{ 1, te<1,2)

0, te<0,2);
2. 1(®) _{ 2, te<2,4)

|1, te<0,1);
3 f<t)_{ 2—t, te<l1,2)

U, te<0,L);

4. Zariadenie vysiela signal f(t) = ¢ 0, te< %, %); Néajdite Fourierov obraz sig-

nalu. Ktoré frekvencie s objavia vo frekven¢nom spektre?

Tt 1e€<0,7);

> f<t):{0, te< I, m)
6. 1—t,1t€<0,2)
T.t4+mte< —m,m)

8. t,te<0,1)

9. 12,1t €<0,1)

10. |t], t e< —m, )

11. ", x €< 0,2m)
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Vzorce z goniometrie

sinxz = cos(90° — z)
tgx = cotg (90° — x)

sin?z +cos?z =1

L+ tg's = cos? x

sin(x + y) = sinz cosy £ cosxsiny
tgxr +tgy
1Ftgatgy

2

sin(z + y) sin(z — y) = cos’y — cos’ z

tg(z ty) =

sin(2x) = 2sinx cos x

1— 2
qin? p — L c0s(22)

2
sinx+siny:2sinx;ycosx;y
Tty r—Y

cosx + cosy = 2 cos 5 cos 5

1
sinzsiny = §[cos(x —y) — cos(x + y)]

1
sinx cosw = §[sin(:lt +y) + sin(z — y)]

39

cosx = sin(90° — z)
cotgx = tg (90° — x)
tgrcotgr =1

1

sin? x

1 + cotg’r =

cos(r £ y) = cosxcosy Fsinzsiny

t t 1
cotg (2 + y) = cotg x cotgy F

cotgy + cotgx
cos(z + y) cos(z — y) = cos’y — sin’z
cos(2z) = cos® x — sin’ x

1 2
cos? 7 — + cos(2x)

2
. . rty . Ty
sinx — siny = 2 cos sin
2 2
. Tty . x—y
cosxT — cosy = —2sin 5 sin 5

1
COS T COSY = §[COS($ — y) + cos(x + y)]

1
cosxsiny = §[sin(x +y) —sin(x — y)]



Derivacie

Pravidla pre derivovanie

[f () £ g())] = f(z) £ g'(x)

[f(@)-g(@)]" = f'(z)-9(z) + f(2) - g'(w)

g(z)

Derivacie vybranych funkcii

=0
(ex)l:ex
1
Inz) = -
() =

(sinz) = cosx

tgz) =
(tg ) cos? x

7l -

(secx) =secx -tgx

1
: /
arcsinz) =
( V=
1
tgx) =
(arctg x) e
1
(arcsecz)’ =
r-Va?—1

(sinhz)" = coshx

1

cosh?x

(tghx) =

40

(a”) =a”-lna

1
1 ' =
(log, 2) = ——
(cosz) = —sinz
1
(cotgz) = ——
sin” x
(cosec ) = —cosecx - cotg x
(arccosz) = — !
V1—a?
(arccotg z) = — !
O
1
(arccosecz)’ = —

x-Va?—1
(cosh ) = sinhx

1

sinh?z

(cotghz) = —



Integraly
Pravidla pre integrovanie

Jur@) £ g@ds = [ fapte = [ g e s@iae=c [ fa)ds

Integrac¢né metody

/f(‘P(t))dx = F(p(t)) ... substittcia
/f(:c) g (x)dr = f(x) - g(z) - /g(x) - f'(z)dx ... per partes

Integraly vybranych funkcii

/dx::c

PT‘

-dzx =k

n+1
dz = In|z|

SHEE

adz =

e’dz = e
ln a

cotg x dx = In | sin z|

sinxdz = —cosx /cosxdx—sm:v

&
/
/
[
/
5
IFs

dx
ope =tgx 5— = —cotgw
cos sin® x
m = arcsinx /1+$2 = arctgx
x—l dx
——— =z + Va2 +1
21 x—l—l /\/x2+1 | |
/ sinh zx dx = coshz / coshzdz = sinh z
dx dx
= tgh = —cotghx
/ cosh? z gL / sinh? &

41



Vybrané substitacie

T =asint
r=atght
T =atgt

x = asinht

a

xr =
cost

x = acosht

tgx =1
tg T =t
g2—
xXr
tgh— =1t
&9

dx = acostdt
dt
do = ——o
cosh” ¢
du adt
cos?t
dx = acoshtdt
du asintdt
cos? t
dx = asinhtdt
dt
de = ——
1+1¢2
2dt
de = ——
1+ 2
2dt
dx
1—¢2

T
tgt = ——
g /a2 — 72
sinht = *
2 — 12
int x
sint = ———
Vva? + 22
Vva?+ z?
cosht = ——
a
2 — a2
sint =
T
) Va2 —a?
sinht = ——
a
. 9 t2
sin“z = ——
1+ ¢2
) 2t
sinx =
14 ¢2
2t
sinhxz =
)

42

2 _ 12
cost =
a
cosht = a4
2 — 12
; a
cost = ———
Va2 + x2
T
teht = ——
& Va2 + x2
2 2
tgt =
a
x? —a?
tght =
T
s 1
cos* ¥ =
1+1¢2
1—¢?
coST = ——
1+ ¢2
1+ ¢2
coshx = *
42



Maticovy pocet

a1 a19 A1
. a91 99 Ao, , .. . o
e Matica A = ] ] ] ] v skratenom zapise A = (a;;). m je pocet
Am1 Am2 ... Amn

riadkov, n je pocet stipcov matice. Hovorime, Ze matica A je rozmeru m x n.
e Jednotkovd matica E je matica, pre ktora plati: a;; = 1 pre i = j a a;; = 0 pre @ # j.

e Hiavnou diagondlou matice A typu n x n nazyvame vsetky prvky a;;, i = j. Vedlajsou
diagondlou matice A nazyvame vsetky prvky a;;, j =n —1i+ 1.

e Transponovanou maticou k matici A typu m X n nazyvame maticu AT rozmeru
n x m, ktortt dostaneme z matice A zdmenou (transpoziciou) riadkov a stipcov. T.j.
plati a},; = ag;.

e Ak AT = A, tak matica A je symetrickd. Ak AT = — A, tak matica A je antisymet-
rickd.
o Trojuholnikovd matica A je matica, ktorej vSetky prvky pod hlavnou diagonalou st

rovné nule, t.j. a;; = 0 pre ¢ > j.

e Sucet matic je definovany medzi dvoma maticami A, B rozmeru m x n. Plati
S:A+B<:>Sij :Gij—i‘bij.

e Sucin matice A rozmeru m X n a skalaru a. Plati B = cA < b;; = aa;;.

e Sucin matic je definovany medzi dvoma maticami A rozmeru m x p a B rozmeru
p

pxn.PlatiC=A-B & ¢; = Z a;jbjx. Vysledkom je matica C rozmeru m x n. Pre
j=1
maticovy stcin neplati komutativny zékon, t.j. A-B # B-A. Plati (A-B)T = BT-AT.

e Determinant matice A. Je definovany iba pre Stvorcové matice typu n xn. Pre maticu

. a1 a2
rozmeru 2 X 2 plati det A = |A| = Gor on | = Q11022 — Q12021
21 Q22

e Determinant trojuholnikovej matice A je det A = H ;-

i=j

e Laplaceov rozvoj. Determinant matice A je det A = Zaij(—l)”j|Aij|, kde A;; je
J
matica radu (n —1) x (n—1), ktora vznikne z matice A vyskrtnutim jej i-teho riadka
a j-teho stlpca.

e Reguldrna matica A je matica, pre ktorta plati, ze det A # 0.
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Inverznd matica k matici A je matica A~!, pre ktort plati, Ze A - A~ = E.

Nasledujtuce tvrdenia st ekvivalentné: (i) matica A je regularna, (ii) k matici A
existuje inverzna matica, (iii) vSetky riadky a stipce matice A st linearne nezavislé.

Pod pojmom elementdrne riadkové operdcie (skr. ERO) rozumieme tieto operacie na
matici: (i) vymenu dvoch riadkov, (ii) vynésobenie riadka matice nenulovym skaldrom
k, (iil) pripo¢itanie nenulového skaldrneho ndsobku niektorého riadku matice k jej
inému riadku.

Vplyv ERO na determinant matice. (i) determinant matice sa zmeni na opac¢ny, (ii)
determinant matice sa zmeni na k-nésobok, (iii) determinant matice sa nezmeni.

Elementerne stlpcové operacie (skr. ESO). Analogicky k ERO.

Ak maticu upravime pomocou ERO na trojuholnikovy tvar a ziadny z riadkov nie
je nulovy, potom s riadky matice linearne nezdvislé. V opacnom pripade su riadky
matice linedrne zdauvislé.

Hodnost stvorcovej matice h(A) je pocet nezavislych riadkov /slpcov.

Vypocet inverznej matice. (A|E) AL (E|JA™).
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Vektorovy pocet

e Majme vektory @ a @' so zlozkami 4 = (uy, ug, u3), ¥ = (v1, ve, v3). Uhol, ktory vektory
zvieraju oznacme «. Jednotkové vektory kartézskej stiradnicovej stustavy oznacme
i, j, k. Potom definujeme:

i) velkost vektora |u| =

ii) skaldrny sicin @ - ¥ = Z wv; = |U]]V] cos

7

i ok
iii) vektorovy stéin 4 X U= | u; us wus
v V2 U3

e Vlastnosti vektorového sucinu:

i) |d x U] = |u||v|sin«
i) dxv=—-Ux1u
iii) 4 x (¥ x W) = (4 - W0 — (d-0)w
iv) @ x (U x W)+ 0 x (W x u) 4+ x (¢ x 0) =0 ... Jacobiho identita
e Majme vektory &y, 2o, ..., T, a skalary aq, as, ..., a,. Vektor ¥ = Z a;T; nazyvame
i
linearnou kombindciou vektorov I, ..., T, s koeficientami aq, ..., a,.

e Majme vektory 1, o, ..., T,. Ak existuje aspon jedno a; # 0 také, ze plati Z a;x; = 0,

7
potom hovorime, ze vektory 7, ..., @, s linedrne zdvislé. V opacnom pripade hovo-
rime, ze vektory st linedrne nezavisle.
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Baza. Prechod medzi bazami

e Postupnost vektorov iy, U, ..., U, z vektorového priestoru V nazyvame bdzou vekto-
rového priestoru V' ak: (i) je linedrne nezévisla, (ii) pridanim Iubovolného dalsieho
vektoru vznikne postupnost vektorov linearne zavisla.

e Nech vektory 7, s, ..., U, tvoria bazu vektorového priestoru V. Potom kazdy vektor
Z € V moZno jednoznacne vyjadrit v tvare linedrnej kombinécie:
T = Clﬁl + CQ'L_[:Q =+ ...+ Cnﬁn.

e Vektor ¢ = (cy, g, ..., ¢,,) z predoslej vety budeme nazyvat suradnice vektora ¥ vzhla-
dom na bazu o = (U, U, ..., Uy). Oznalenie ¢ = (Z),.

e Nech o = (i, Uy, ..., Uy,), B = (U1, Va,...,U,) st dve bazy toho istého vektorového
priestoru V. Maticou prechodu z bazy 3 do bazy a nazyvame maticu P, g pre ktora
plati, Ze (¥)o = Pa s - (¥)s, pre kazdé ¥ € V alebo ekvivalentne o - P, 3 = .

e Majme dva stradnicové systémy (z1, xa, ..., Z,) a (£1, &2, ..., ), priCom medzi strad-
nicami platia transformacné vztahy z; = fi(&1, &2, ..., &) Jacobiho maticou nazveme
maticu:

3:151 8:101 8.1'1

8.1’2 83;2 81'2

8_& a_& e a_fn

Oty Oty Oty
06 06 T O,
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Kucharske recepty k diferencialnym rovniciam

a(y)y’ . DR 1. radu so separovanymi premennymi

RieSenie: / / q(y)dy = ¢

p1(2)p2(y) + q1(2)q2(y)y’ =0 ... DR 1. rddu so separovatelngmi premennymi
2

RieSenie: / g 18 de + / . (y>dy —c

y' = flax + by +¢)

z—ar—c , 2 —a

RiesSenie: substitucia z = ax+by+c =y = — =y = . Dosadenim do

povodnej DR ¢’ = f(x) dostaneme DR so separovatelnymi premennymi 2’ = b-f(z)+a

v = <g> ... homogénne DR 1. rddu
x

RieSenie: substitiicia 2 = 2 = y = zrx =y = 2’z + z. Dosadenim do povodnej DR
x

f(z) ==

T

dostaneme DR so separovatelnymi premennymi 2’ =

;M byt
asx + bay + co

a; by

RieSenie: Zostavime determinant w b
2 b

1) Ak je determinant nulovy, tak citatel a menovatel su linearne zavislé a jeden z
nich mézeme zvolif za substiticiu, napr. z = a1z + byy. Dosadenim do pévodnej DR
dostaneme DR so separovatelnymi premennymi.

2) Ak je nenulovy, treba najst rieSenie ststavy rovnic a;x + by +c¢; = 0 a asx +
bay + co = 0, t.j. najst také zq a yo, ktoré ststave vyhovuji. Zavedieme substitticiu
r=u+zy, y=1v-+1yadosadim do pévodnej DR dostaneme homogénnu DR.

y' +p(x)y = q(x) ... linedrne DR 1. rdadu
RieSenie metddou variacie konsStant:

1) najdeme rieSime homogénnej DR ' + p(z)y = 0, dostaneme tzv. homogénne
rieSenie y = Cel p@)dz

2) konstantu C' nahradime funkciou C'(z) a homogénne rieSenie zderivujeme
Y = C'(a)el M9 4 Capla)el P
3) dosadime do povodnej DR s pravou stranou a dostaneme

C'(2)el PO 1 C(a)p(a)el PO = C(a)p()e! P 4+ g(2) =
v) = [ a(r)e) P 4 ¢

4) C(z) dosadime do homogénneho riesenia y = C(z)e/ P4 4 K a dostaneme ko-
neény Vysledok Y= </q(x)efp(x)dx + K> efp(m)dx
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o y™ tay Y 4. pa, 1yt +a,y =0... linedrne DR n-tého rddu s konstantnymi
koeficientami bez pravej strany

Riesenie:

1) zostavime charakteristickt rovnicu k" +a,; k" ' +- - -+a,_1k+a, = 0 a ndjdeme jej

korene. Tie mozu byt redlne alebo komplexné. Nech kq, ko, . . ., k,,, s navzajom rozne
realne korene, pricom k; je ti-nasobny, ko je to-nasobny, ..., k,, je t,,-nasobny. Nech
l; st pary navzajom roznych komplexnych koretiov ay £ i3, ae £1fs, ..., a, £1if3,,
pricom oy %+ i3 je si-nasobny, ay £ ifs je se-ndsobny, ... oy, + i3, ako s,-ndsobny

koren, pricom f3; # 0. Plati, ze t1 +to+ -+ kp +2(s1 + 52+ -+ 5,) =n

2) fundamentalnym systémom rieSeni LDR n-tého rddu je potom systém funkcii e*

xek® glehr o ghleha, gkar g okar xzek” ot ek , ekm®. xek’"z
x2ekm‘” - aztm_lekmm’, e cos Bix, re“T cos 61.11:, ., 8 eMT cos Bia, 1T sin ﬁlx,
xe®sin B, ..., e Tsin S, ..l , €277 cos fBpx, 1€ cos BT, . ..,

¥ Le® cos Bz, €*® sin Bz, 1T sin Bz, ..., T e sin B,z

Pre charakteristické korene LDR 2. rddu s konst. koef. moéZzu nastat len tieto pripady:

1) k1, ko st redlne a navzajom rozne. RieSenim je y = c;eM% + cyet?

2) k; je dvojnasobny realny koreii. RieSenim je y = c,e*'* + cowe®'®

3) ki, ko st komplexne zdruzeny koren, t.j. ky = a + if5, ks = a — i/3. RieSenim je
y = 1% cos Bx + c2e** sin fx

ao(2)y™ + a1 (2)y" ™t + ag(2)y" 2 + an_1(2)yt + an(x)y = g(z) ... linedrne DR n-tého
radu s pravou stranou:

Riesenie metodou variacie konstant:

1) ndjdeme fundamentalny systém homogénnej DR ag(x)y"™ +ay(z)y™* +as(x)y" 2+
an—l(x)yl + (ln(CU)y = 07 oznacme ho Y1, 92, -y Yn

2) zostavime Wronskian

yi(x)  ya(w) Yn ()

vi(@)  ylz) o y(e)

Wy, vz, 9) = | vi(@)  yaz) ... yn(z)
i) v @) . ()

3) zostavime determinanty W;(z), ktoré vzniknu z predoslého Wronskiénu nahradenim
i-teho stlpca wronskianu stipcom, ktorého prvky st 0,0, ...,0, g(x

Wx

4) vysledné riesenie povodnej DR mé potom tvar Y = Z
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Krivkové integraly 1. a 2. druhu

X)

Krivkovy integral prvého druhu / fds m
c

Krivkovy integral druhého druhu / f-ds X b

Geometrie Riemannova integralu Geometrie kiivkového integralu

c

e Nech krivka C' je danad parametricky: x = ¢(t), y = ¥(t), z = x(t), t €< t1,t53 >,
potom

i) ds = \/gﬁ?(t) +2(t) + x2(t) dt = /@2 4+ 92 + 22 dt

il) d§'= (¢(t), ¥(t), x(t))dt = (&9, 2)dt

e Nech rovinna krivka C' je vyjadrend v polarnych stradniciach v tvare r = f(p).
Potom ds = \/72(¢) + 12(p) dep

e Obsah S rovinnej oblasti A, ktora je vnutornou oblastou jednoduchej uzavretej po
Castiach hladkej krivky kladne orientovanej vzhladom k danej ststave suradnic, je

1
S = 5 f(a:dy — ydz).
c
e Dlzka krivky C je | = /ds.
c

e Hmotnost krivky C' je m = / Ads, kde X je dlzkova hustota krivky C.
c

e Prica A vykonand po krivke C' vo vektorovom poli f| (P) je A= / f (P)dr.
c
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e Nech C je rovinna krivka, potom pre stradnice faziska plati: T {

m’ m
. 7 > v .
Staticky moment vzhladom k Moment zotrvacnosti vzhladom k
stradnicovym osiam: sturadnicovym osiam:

b b

L] Sa: :/yA(Iay)dS o ]Z' :/y2/\(x7y)ds

a a

b b

S, = /x)\(x,y)ds o [, = /xQ)\(x,y)ds

a a

. . z . 7 . ) v ’ z S.TZ S{E
e Nech C je priestorova krivka, potom pre stradnice taziska plati: T [—y, , —y} .
m’  m  m
Staticky moment vzhladom k Moment zotrvacnosti vzhladom k
stradnicovym rovinam: sturadnicovym osiam:
¢ SIZ/ = /Z)\(Q?,y,Z)dS o [, = /(y2 + Z2)/\(£L’,y, Z)ds
C C
o Sy = /yA(:c,y, z)ds ° I, = /(w2 + 2\, y, 2)ds
c c
d Syz = /IA(I‘,y, Z)dS d IZ = /(IQ + y2)/\($7yaz)d8
c c
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Krivky a plochy

e KruZnica so stredom S[m,n| a polomerom r: (z —m)? + (y —n)? = r*

e Parabola s osou rovnobeznou s O, a vrcholom V[m,n|: (y —n)? = 2p(z —m), pre p > 0
je parabola otvorena doprava, ohnisko F[m + Z,n]

e Parabola s osou rovnobeznou s O, a vrcholom V]m,n|: (z —m)? = 2p(y — n), pre p > 0
je parabola otvorend nahor, ohnisko F[m,n + 2]

N2 N2
e Elipsa s hlavnou osou rovnobeznou s O, a stredom S[m,n]: (@ a2m) + e b2n)

@-m?  (y—n?
a? b2

=1

=1

e Hyperbola s realnou osou rovnobeznou s O, a stredom S[m,n|:
o Semikubickd parabola (Neilova parabola): y = az?/?

e Prosta cykloida: z = a(t —sint), y = a(1 — cost)

o Skratené (predlZend) cykloida (podla d): = = a(t — dsint), y = a(1 — d cost)
e Cassiniho krivka: (22 +y?)% — 2e2(22 — y?) = a* — ¢t

e Bernoulliho lemniskata: (22 + y?)? = 2a%(2? — 3?)

e Descartov list: 22 + ¢ — 3azy = 0

. NN a2 4 a\?
¢ Dioklova kisoida: (x - 5) +y° - (5) =0
e Strofoida: (a — x)y? = (a + x)x?

e Gulova plocha so stredom [m,n,p| a polomerom r: (z —m)? + (y — n)? + (z — p)? = r?

2 2 2 .
e Stredova rovnica trojosého elipsoidu: 2—2 + ‘Z—z + i—z = 1, ak su dlzky dvoch poloos
rovnaké, ide o rotacny elipsoid
e Stredova rovnica jednodielneho hyperboloidu: A 1
j yperboloidu: = + 55 — = =
, . .. . .’Ez y2 2'2
e Stredova rovnica dvojdielneho hyperboloidu: ate 2= -1
, . . . , . 56'2 y2
e Stredovéa rovnica eliptického paraboloidu: — + Z 22=0
a
2 2
e Stredova rovnica hyperbolického paraboloidu: % - zz —22=0
, . s . N T
e Vrcholova rovnica kuzelovej plochy: St 2" 0
2 2
e Stredova rovnica eliptickej valcovej plochy kolmej k rovine zy: % + 2—2 =1
a
2 2
e Stredova rovnica hyperbolickej valcovej plochy kolmej k rovine wy: n% - Z—Q =1
a

e Vrcholova rovnica parabolickej valcovej plochy kolmej k rovine zy: y* = 2pz
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Obr. 248. KruZnice
v obecné poloze

Obr. 288. Hyperbola v normalni poloze

0) m X

1
en] L] | | sl [ el |
Pt s T R T T

Obr. 333. Semikubick4 parabola
[Neilova parabola] y* = 2x2

Parabola

o oxa X

Obr. 334. Prosta cykloida

Obr. 352, Descartesiiv list

Obr. 336. ProdlouZena cykloida

Obr. 353. Dioklova kisoida

92

Obr. 345. Bernoulliova
lemniskata (a* = ¢?)

Obr. 354. Strofoida



YA .
e o
0 2
) %< 2e? a’ce?
g?>2e? ' a?> e?
Obr. 343. Cassiniova kfivka Obr. 344. Cassiniova kfivka (a? < €?)

Obr. 342. Cassiniova kiivka (a? > 2e?) (e < a® <0ef)

Obr. 312. KuZelova plocha Obr. 308. chnodi]nj' h}'PeTbOIO'Id Obr. 309. Dvojdilny hyperboloid

Obr. 310. Elipticky paraboloid Obr. 311. Hyperbolicky paraboloid Obr. 307. Trojosy elipsoid

Obr. 313. Kolma elipticka Obr. 314. Kolma Obr. 315. Kolma parabolicka
villcova plocha hyperbolicka valcova plocha  valcova plocha
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Skalarne funkcie viacerych premennych

Derivdcia v smere. Nech f (&) je skalarna funkcia viacerych premennych a @ je vektor.
a—Ja) nazyvame derivaciou funkcie f v smere vektora @ v bode a.

U
af
ou

a « je uhol medzi Vf a u.

(a) =1y - Vf(a) =|Vf(a)|cosa, kde @y je jednotkovy vektor v smere vektora

n

Vyraz Z f@, 8;, 2 n) dz; nazyvame totdlnym diferencidlom funkcie f (1, xa, ..., T,)
i=1 !

n-premennych.

Nech P(z,y)dz+ Q(x,y)dy je totdlnym diferencidlom nejakej funkcie F'(x,y). Potom
tato funkciu nazyvame kmenovou funkciou.

P(r,y) 0Q(z,y)

0
Ak plati, ze oy or

, potom kmernova funkcia existuje.

Vypocet kmertiovej funkcie. F(z,y) = /P(m,y)da: = U(z,y) + K(y). Vysledkom je

primitivna funkcia U(z,y) a integra¢na konstanta K (y), ktord mdze byt v principe

funkeiou y. K (y) = / (Q(m,y) . %“;y)) dy.

Vypocet kmenovej funkcie. /P(m7 y)dr = U(x,y) + K(y), /Q(w,y)dy =U(z,y) +
L(z). Potom F(z,y) = U(z,y) + K(y) + L(z) + C.
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Diferencialne operatory

e Nech U(x,y, z) je skalarna funkcia a ﬁ(m, Yy, z) je vektorova funkcia, V je nabla ope-
rator a A je Laplaceov operdtor, potom:

i) VU = gradU
i) V- F=divF
iii) V x F = rotF
iv) A=V .V

e Ak je rotacia vektorového pola nulova, hovorime, Ze toto pole je nevirové. Ak je
rotacia vektorového pola nenulova, hovorime o poli virovom.

e Ak je divergencia vektorového pola nulova, nazyvame ho bezzriedlové alebo bezzdro-
jové. Ak je divergencia vektorového pola nenulové, nazyvame ho Zriedlové alebo zdro-
JOVE.

e Ak je rotacia vektorového pola nulova, dé sa toto pole zapisat ako gradient istej
skalarnej funkcie, tzv. potencialu. Takéto pole sa nazyva potencidlové alebo konzer-
vativne.

o 0 0
e Nabla operator v kartézskych suradniciach V = | —, —, —
ox’ Jy 0z

e V kartézskych sturadniciach (z,y, z) plati:

. ou oU oU
l) gradU— (%,a—y,a>
i) divF = OF; | OF | OF

Ox Jy * 0z

i) rotF — or, OF, OF, OF, OF, OF,
~\9y 0z’ 0z Oz’ Or Oy
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e V cylindrickych saradniciach (p, ¢, 2):

oU 10U oU

) gradl = (3/) oy’ 32)
10F, OF.

divF = F)+_-2¢
i) div pap(p p) + Soe T o

. (10F, OF, OF, OF. 1,0pF, OF
tF =2 z [ P z - v 14
1) ro (p dp 0z 0z  Op ’p( dp 090)
10, 0. 18 O

W A=) T pag T e

e Vo sférickych stradniciach (r, 9, ¢):

. oU 10U 1 oU
) gradl = (E’F%’rsinﬁ%)

1o, 10 1 OF,
) divF = o (PR) + g pp i tR) + o

i) 1 (P 1 5’smi9F@ B 0Fy 1 1 OF, B orF, 1 orFy B OF,
= \rsing oV O )7 r \sind dp or ) r\_ or oV

, 10 0 1 o (. 0 1 02

) A= (r2 or ( 8r> "2 sind 0 (811“95) T2 sin2198_g02)

e Operatorové identity. Nech U(z,y,z) je skalarna funkcia a A(z,y,z) je vektorova
funkcia, potom:

i) V- (VxA)=0
i) VxVU =0
i) Vx (VxA)=V(V-A) —AA
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Kombinatorika
o Kombinacné dislo ") = n E<n nkéeN
' O\R) T R = ‘

e Vlastnosti kombinacnych ¢isiel, Vn, k € N:

0 ()= )= () =1 ()

1 n 0 0
n n

ii) Vk < =

pwsn ()=,

n n n—+1

iii) Vk <n, <k:) + (k‘+1) = <k:—|—1>
e Binomickd veta. Va,b € R, Vn € N:

(a+b)" = (g) a"b® + (7;) a™ ot 4 (Z) a" i 4+ (n i 1) a'o"t 4 (2) a’b"

e Pascalov trojuholnik slazi na vycislenie kombina¢nych c¢isiel. Hodnotu prislusného
kombinac¢ného ¢isla dostaneme ako stcet dvoch najblizsich ¢isiel z riadku nad nim.

n=0 ) 1

- () -
e L2
n=3 4(0)4(1)4(2)4(3)4 L3 31
n=4 5(0)5(1)5(2 5(3)5(4>5 1 46 41
n=>5 (o)(1)(2)<3)(4)(5) L5 10 10 5 1

o Variacie k-tej triedy z n prvkov bez opakovania: si usporiadané k-tice vytvorené

z n prvkov, pricom ziadny prvok v k-tici sa neopakuje, t.j. z n prvkov sa vybera
n!
k prvkov, zalezi na ich poradi a prvky sa neopakuju. Vj(n) = W
n—k)!

o Variacie k-tej triedy z n prvkov s opakovanim: st usporiadané k-tice vytvorené z
n prvkov, pricom prvky sa v k-tici mézu Iubovolne opakovat, t.j. z n prvkov sa
vyberé k prvkov, zalezi na ich poradi a prvky sa opakuja. V) (n) = n*.

e Specidlnym pripadom variacii, kedy n = k, sa tzv. permutdcie, t.j. z n prvkov sa
vybera n prvkov, nezalezi na ich poradi a prvky sa mozu resp. nemdzu opakovat.

n!
) _ o . .
P(n) =n!resp. Py ny.np = —nllngl...nk!’ kde Xi:nZ = n, t.j. vybera sa z k druhov

prvkov.
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e Kombindcie k-tej triedy z n prvkov bez opakovania: st Tubovolné k-prvkové podmno-
ziny n-prvkovej mnoziny, t.j. z n prvkov sa vyberd k prvkov, nezalezi na ich poradi
n n!

a prvky sa neopakujt. Cy(n) = L)~ (n — k)K"

e Kombindcie k-tej triedy z n prvkov s opakovanim: su lubovolné k-prvkové skupiny
z n prvkov, t.j. z n prvkov sa vybera k prvkov, nezalezi na ich poradi a prvky sa

opakuja. Cy(n) = (n i : B 1).
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Dvojné a trojné integraly

e Nech M je neprazdna, meratelnd mnozina, f(z,y) spojitd a ohrani¢ena na mno-
zine M. Potom je f(x,y) na mnozine M integrovatelna.

. //M(clf1—|—62f2—|—~~~—|—cnfn)dxdy:cl //M frdxdy+co //M f2d:cdy+~~~+cn/andxdy
./ [ sy = / /A fag)dsdy + /B f(z, y)dudy

e Fubiniho veta: Nech ¢1(z) a ¢a(x) st spojité funkcie na intervale [a,b], a < b a
pre Vz € (a,b) je ¢1(z) < <p2( ). Nech A je mnozina vSetkych (a,b) takych, ze
a<x<b(xr) <y<psr). Nech f(z,y) je spojitd funkcia na mnozine A. Potom

gozx
//fxydxdy—/dx/ f(z,y)dy
1 (

e Fubiniho veta: Nech ¢1(x) a @o(x) st spojité funkcie na intervale [a,b], a < b a pre
Vz € (a,b) je p1(x) < po(z). Nech A je mnozina vSetkych (a,b) takych, 7e a <z <
b, p1(x) <y < pa(x). Nech ¢1(x) a ¢o(x) st spojité funkcie na A také, ze ¢i(x) <
¢2( ) pre V|[x,y| vnutri mnoziny A. Nech V je mnozina vSetkych [x,y, z| takych, Ze
[z,y] € A, ¢1(z) < z < ¢o(x). Nech f :c Y, 2 Je spojita funkcia na mnozine V. Potom

p2(z P2(z y)
// f(z,y, z)dedydz —/ dx/ dy/ f(z,y,2)dz
#1(z,y)

e Veta o transformdcii siradnic: Nech vnitro regularnej oblasti 2* sa zobrazi pomo-
cou rovnic x = ¢(u,v),y = ¥(u,v) vzajomne jednoznacne na oblast {2, pricom
zobrazenie hranicnej krivky oblasti Q* nemusi byt prosté. Nech funkcia f(z,y) je
spojitd a orhranicend na uzavretej oblasti Q2 a funkcie p(u,v), ¥ (u,v) maja spojité
parcidlne derivacie 1. rddu na oblasti D, v ktorej lezi oblast Q* aj so svojou hranic-
nou krivkou. Nech vSade vnutri oblasti 2* je Jakobidn zobrazenia nenulovy. Potom

//Q f(z,y)dady = //Q fo(u,v), (u,v))|J (¢, ) |dudv

° / / dxdy - obsah regularnej rovinnej oblasti
Q

° / |f(z,y)|dzdy - hmotnost oblasti s hustotou z = f(z,y) resp. objem valca
Q

kolmého na podstavu 2 a zrezaného plochou z = f(z,y)

° / / / dxdydz - objem regularnej priestorovej oblasti
Q

. // p(x,y)dzdy, /// p(x,y, z)dzdydz - hmotnost oblasti €2, p je hustota
Q Q
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° /{/// dTm = /f/// Md{dndg - potencial telesa 2 o hustote p v bode [z, y, 2],
Q Q

Kk je gravitacnd konStanta a r = \/(§ —x)24+(n—y)?+((—2)?

Statické momenty a momenty zotrvac¢nosti rovinnej oblasti

e S, = // yp(x,y)dedy o [, = // y*p(x, y)dady
Q Q

* S, = // zp(x,y)dedy o [, = // 2?p(x, y)dady
Q Q

o 5.~ [[ et sy o L= [ @+l )ady

Statické momenty a momenty zotrvacnosti valca kolmého na podstavu ) a
zrezaného plochou z = f(z,y)

+ 5= 5 [ Pl uota)ay
o 5= [[ ar.teg)asay o L= [[ @+ ) p)ota)dady

v 5. | / yf (2, y)p(e, y)drdy

Statické momenty a momenty zotrvacnosti priestorovej oblasti

o Sy = ///Q zp(z,y, z)dzdydz o [, = ///Q(:zf + 22)p(x,y,z)dxdydz

¢S, = ///Q zp(z,y, z)dedydz o [, = ///Q(x2 + 2%)p(z, y, z)dzdydz

R — /// yp(x,y, z)dedydz o [ = /// (2% + vy p(z,y, 2)dedydz
Q Q

Sturadnice taziska:

oT:{i,&} oT:{
m m

m’  m’ m
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Plosné integraly 1. a 2. druhu

Nech plocha S je implicitne vyjadrena funkciou f(z,vy, z). Vektor normély k ploche

. _(of of of
ma tvar dS = (8x’8y’8z>'

Nech S je jednoducha hladkd plocha dana rovnicami x = fi(u,v), y = fa(u,v),

i v (00 9 0fY (D4 0 O
z = f3(u,v). Ozna¢me vektory r, = ( 90 o0 9u ) =\ B0 Do . Potom
dS = (r, x r,)dudv a dS = |r, X r,|dudv.

Zvolme trividlnu parametrizaciu plochy, t.j. © = u, y = v. Potom z = f(u,v)

ar, = (1,0, (9f , r, = (0, 1,a—f . Normalovy vektor k ploche je r, X r, =
" Ou ov

af of |\ . — _ AN AN
( 0 By’ 1), jeho velkost A = |r, X r,| = \/1 + <8u) + 5, ) 2 jeho sme-
10f

510t 1
Aau’ COS D = ’U, COS 7y = .

rové kosiny r, X r, st cosa = —

Nech funkcia f(x,y, z) je spojitd na tseku plochy S, potom // f(z,y,2)dS nazy-
s

vame plosnym integralom 1. druhu.

Nech je dand vektorovéa funkcia F(f1, f2, f3) definovand na meratelnej orientovane;
jednoduchej po castiach hladkej ploche S. Potom F - dS nazyvame plosngm in-

S
tegralom 2. druhu.

Ak P, @, R st spojité v z, y, z na hladkom tseku plochy S a cosa, cos 3, cosy s
smerové kosiny kladne orientovaného normalového vektora plochy S v bode [z, v, 2],

potom //(Pcosa + Qcos B+ Rcosvy)dS = //(Rdxdy+ Pdydz + Qdzdz).
S S
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Integralne vety

e Greenova veta (uddva sivis medzi krivkovgm a dvojngm integrdalom): Nech funkcie
P(z,y), Q(z,y) su spojito diferencovatelné na oblasti A, v ktorej lezi uzavreté ob-
last €2 i so svojou hrani¢nou krivkou C, ktoréa je jednoducha uzavretda po castiach
hladka a kladne orientovana. Potom

f P(z, y)dx+Qxydy—// ((%ny apg;’y))dxdy

e Gaussova-Ostrogradského veta (uddva sivis medzi trojnym a plosnym integrd-
lom): Nech vektorova funkcia F = [P(z,y,2),Q(x,y, z), R(z,y, 2)] je spojito dife-
rencovatelnd na trojrozmernej oblasti GG, v ktorej sa nachadza uzavreta oblast V/
ohranic¢ena jednoduchou uzavretou po castiach hladkou a kladne orientovanou plo-
chou S. Potom

OP(z,y,z) 0Q(x,y,z) OR(z,y,z) B
///v ( P + dy + 9 ) dzdydz =

= // P(z,y,2)dydz + Q(x,y, 2)dzdx + R(z,y, z)dzdy
s

alebo vo vektorovom tvare

/divﬁ-dvzfﬁ-dg.
Vv S

e Stokesova veta (uddva stuvis medzi krivkovgm a plosngm integralom): Nech vek-
torové funkcia F = [P(z,y,2),Q(x,y, z), R(z,y, 2)] je spojito diferencovatelna na
trojrozmernej oblasti G, v ktorej sa nachadza orientovana neuzavreta plocha S ohra-
nicend jednoduchou konec¢nou po castiach hladkou krivkou C' kladne orientovanou
vzhladom k ploche S. Potom

f P(z,y,z)dz + Q(z,y, z)dy + R(z,y, 2)dz =
C
OR  0Q OP OR 0Q 0P
//C——7)®®+Gﬁ—a)®M+Gﬁ—@)“®

alebo vo vektorovom tvare
fﬁdﬁ:/mﬁdﬁ
c s
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Totalny diferencial. Taylorov rozvoj

e Majme funkciu n premennych f(xq,zs, ..., z,). Totdlnym diferencidlom k-teho radu
funkcie f nazyvame funkciu:

d*f = > v sl da dak’ . dakn
ok kilkol. kn! 021 02h2 . Oxkn Loz

e Taylorovym rozvojom funkcie f(x1,2s,...,2,) do radu k v bode 2° = (29,29, ..., 29)

oy T
nazyvame funkciu:

kde © = (21,2, ...,2,), AV f(2°) je I-ty totalny diferencidl funkcie f v bode (z°),
pricom prislusné diferencialy sa aproximuju takto da?(2°) = (z; — 2?)

i

e Horny odhad chyby Taylorovho rozvoja do radu & :

|chyba| < d*** f(2?),

01J

7

prislusné diferencily sa aproximujt takto da?(2°) = |z; — x

Tayloriv rozvoj funkee ¥ =In(z+1)

3 4 M
LA DY R
3 4 n=1 n

|
7 T
A= ==
e |
ke v

n=9

2
ln(x+1):x—%+
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Taylorfiv rozvoj funkce * = sin x
7 -
2 s _ ;! (71’1“.}(257 1
=1 @n-1)!

sing=x- " T T L
3 st7 "

El
I

y=
Taylortw rozvoj funkee = 1- %

©
%=1+r+12+13+14+15+_“= 5
_x =

-

e

Tayloriiv rozvej funkee

=¢osx

4,0 <0 2n-2
cosx=1-2_ 4% X . o ¢ gyl X
L 2Zn-2)!
= —
n=1 n=3
n=2 n=a
n=>5
Taylord rozva funlsce 7 = 0 ¥
'a, 24 26 0 2n-3
cofxm1-L 2 Bt T 6,2 & ; (*1)“1_2 -2
2 * 6 8 n=1 @n-2)!
n=1 n=4
/ 3
n=2 n=5
n=3
n==6
y=—
Tayloriv rozvej funkce © 1+
@
ppmtored et z(-1)t"
1+x )
n=1 n=3
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Priklad. Najdite pribliznti hodnotu &sla 1,0250,9920.
Funkciu f(z,y) = (1 +z)3(1 + y)?° rozvinieme v bode [0,0] a vy¢islime pre bod [0,02;-0,01].

dtf dtf d* f(0,0)
d© (1+2)5(1+y)*° 1
of 5(1 4 2)4(1 +y)2° 5
ox
or 20(1 4+ z)3(1 + y)1* 20
Oy
2
s 20(1 4 z)3(1 + y)?° 20
Ox2
% f o2f
= 100(1 41 19 100
Oxdy  Oyox (1+2)*(1+y)
62f 5 18
— 380(1 +z)5(1 + ) 380
Oy?
3
of 60(1 + z)2(1 + y)2° 60
Ox3
3f 3f 3 f
= = 400(1 31 19 400
0z20y  Oydx?  OxOydx (1+2)°(1+y)
Bf 33 f 3 f
= = 1900(1 41 18 11900
OzxOy2  Oy20x  Oydxdy (1+2)"(1+y)
3
o7 6840(1 + x)°(1 +y)'7 | 6840
Oy3

Potom pre totalne diferencialy 1., 2. a 3. rddu dostavame:

1! 1!
dlf = —5(1 +2)*(1 +v)?°de + —20(1 + 2)°(1 + ) '°dy

10! 01!
2! 2! 2!
d2f = 21—0|20(1 +2)3(1 +y)°da? + ﬁ100(1 + ) (1 + ) Pdady + ﬁ380(1 + )% (1 +y)18dy?
3i 3 3 3!
Bf = mﬁO(l—l-x)Q(1+y)20dx3+ﬁ400(1+x)3(1+y)19dx2dy+ﬁ1900(1+x)4(1+y)18dxdy2+56840(1—5—35)5(l+y)17dy3

d'£(0,0) = 5dz + 20dy
d?£(0,0) = 20dx? 4 200dxdy + 380dy?
d3£(0,0) = 60dz> + 1200dz?dy + 5700dzdy? + 6840dy>
Pre Taylorov rozvoj do 1., 2. a 3. rddu v bode (0, 0) dostévame:
Tie,20) = 5100 = 0)°(y = 0)° + 1 (5 — 0)1(y = 0)° +20(z — 0)°(y — )"
Ty (z,x0) = Ti(z, z0) + %(20(96 —0)2(y — 0)° 4+ 200(z — 0)* (y — 0)* + 380(z — 0)°(y — 0)?)
T3(z, z0) = To(x, o) + %(Go(r —0)3(y — 0)° +1200(z — 0)2(y — 0)! + 5700(x — 0)*(y — 0)2 + 6840(z — 0)°(y — 0)?)
T1(xz,x0) = 1+ 5z + 20y
To(z,20) = Ty (z, z0) + %(20502 + 2002y + 380y2)
T3(z,x0) = To(x, o) + %(60353 + 120022y + 5700zy? + 6840y°)
a vydcisleny pre = (0,02; —0,01)
Ti(x,x0) = 14 5.0,02 4 20.(—0,01) = 0,9
Ty (z,20) = 0,9 + %(20.0,022 +200.0, 02.(—0, 01) + 380(—0,01)?) = 0,903
Ts(z,20) = 0,903 + é(G0.0, 023 + 1200.0, 022.(—0, 01) + 5700.0,02.(—0,01)2 + 6840(—0, 01)3) = 0,90324
Pre odhad chyby Taylorovho rozvoja do 2. radu dostaneme:
|chyba| < %(60.0, 023 + 1200.0,022.(—0, 01) + 5700.0, 02.(—0, 01)2 4 6840(—0, 01)) = 0, 00024
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Fourierove rady

e Periodickt funkciu f(z) s periédou Ty moézeme vyjadrit v tvare Fourierovho radu:

+ Z ay cos(kwor) + by sin(kwox)],
k=1

)
2

T
kde wy = T Pre Fourierove koeficienty plati:
0

w=n [ s (1

ap = 7%0 f(z) cos(kwoz)dx (2)
2 2 -

b = T f(z) sin(kwoz)dz (3)

e Ak f je parna funkcia na < — 0 TO >, potom b, = 0 pre Vk.
e Ak f je neparna funkcia na < —E 20 >, potom a; = 0 pre Vk.

e Komplexny tvar Fourierovho radu vyzera takto:

E Cr ezkwox = ¢o + E /‘ zkwox + C_ke_lkw()x),

k=—o00

1 [ :
kde ¢, = T/ f‘('z.)efzkwoxdx.
0J0
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Fourierova fada funkce J(*) = *

pro—x <x <z, [(x+2x)= f(x)|

) @ )
=2. ¥ (_1}'7"'1_% =i{
J =1 [ Jx) .

'sinx sin 3-x sinSx
1

n=2

A fﬁ*:i‘

Fourierova fada funkce /(x) =1

pro0=x <, f(x+x)=—[f(x)

] 4 @ sin(2n-1)x
Z, 2y @n-1)

A

VTV T Y
A g

Sk L

’“ AV W AW

n=5 n=2

ol I |
" VoL L L

]
Fourierova fada funkee J(*) = *

pro—m £x <, f{x+2x)= f(x)

f(x):ﬁ_4[c025x_coij+coszfix+...J:ﬁ_4.°E° cos;x
3 1 2 3 3 k=1a
A, k/\ .
n=1 n=3
n=2 n=4




