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Uvod — Disperzni modely

Uvod — Disperzni modely

Disperzni modely popisuji spektralni zavislost linearni dielektrické odezvy
kvazineutralniho hmotného prostredi. Dielektricka odezva je obecny pojem vyjadfujici
odezvu hmotného prostredi (nabitych ¢astic) na vnéjSi proménné elektromagnetické
pole. Dielektrickd odezva zavisi na chemickych i strukturalnich vlastnostech materialu.
Muze byt reprezentovana rznymi veli¢inami:

] susceptibilita: X(w) nebo X(I) (nejpfirozenéji popisuje reakci nabitych Eastic na vnéjsi harmonické pole, pulz
— x (1) je Greenova funkce, vztah mezi polarizaci P a elektrickym polem E)
dielektricka funkce: é(w) =1+ )A((w) (vystupuje v MR jako relativni permitivita)
komplexni index lomu: fl(/\) = n()\) + lk(/\) = é(A) (vystupuje v rovinné viné, feseni VR)
opticka vodivost: 6(w) = —ieowx (w) (vhodna pro vodivé materily)
ztratova funkce (loss function): L(w) = =< (571 (w)) (popisuje brzdéni el. nabité gastice)
funkce sily pfechodu (transition strength function): F(E) = Ee;i(E) (sumacni pravidio)

funkce pravdépodobnosti pfechodu (transition probability function, vétsinou
oznagovana jako joint density of states JDOS): J(E) = E*&i(E)

Kromé frekvence w (energii fotonu E; vinové délce \) dielektricka odezva zavisi i na
jinych fyzikalnich veli¢inach jako jsou teplota T, tlak p, intenzita vnéjSich poli E.« nebo
H.y, atd.
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ztratova funkce (loss function): L(w) = =< (571 (w)) (popisuje brzdéni el. nabité gastice)
funkce sily pfechodu (transition strength function): F(E) = Ee;i(E) (sumacni pravidio)

funkce pravdépodobnosti pfechodu (transition probability function, vétsinou
oznagovana jako joint density of states JDOS): J(E) = E*&i(E)

Ve skuteCnosti dielektricka odezva muze zaviset i na vinovém vektoru k (prostorova
disperze) a navic v anizotropnim prostredi je dielektrickd odezva popsana tenzorem a
ne skalarem a proto ¢ast zmifovanych funkci jsou tenzory.
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Uvod — Disperzni modely

Disperzni modely popisuji spektralni zavislost linearni dielektrické odezvy
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] susceptibilita: X(w) nebo X(I) (nejpfirozenéji popisuje reakci nabitych Eastic na vnéjsi harmonické pole, pulz
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funkce sily pfechodu (transition strength function): F(E) = Ee;i(E) (sumacni pravidio)
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Vsechny zminéné spektralni funkce (kromé x(r)) mizeme definovat jako komplexni
funkce, napf. L(w) = —ié~"(w), i kdyz pro Uplny popis staéi jen jedna komponenta.
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Uvod — Disperzni modely

Dielektrickd odezva popsana disperznimi modely musi splfiovat tfi zakladni podminky.

Pro jednoduchost se zabyvejme dielektrickou odezvou izotropniho prostfedi bez
prostorové disperze (optické aktivity).
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Uvod — Disperzni modely

Uvod — Disperzni modely

Dielektrickd odezva popsana disperznimi modely musi splfiovat tfi zakladni podminky.
@ Casové reverzni symetrie (time-reversal symmetry):
X(w) = X" (-w)
© Kramers—Kronigovy relace:

L[ xi(€ 2 [ &x
w)=of  Eac nebo ) =2f 2
(o) = LT x84, 9:(0) (o) = 2T e 4, o:(0)
Xl(w) B _71' — oo E—w e+ €ow nebo Xl(w) oo 0 & —w? de+ €ow

© Sumaéni pravidla (f-sum rule):

[on@aw=3 [T aw= 720
0 0

2 €0
Konstanta wp, se nazyvana plazmova frekvence.
2 &N,
wp =
€QMle

Tato konstanta je Umérnd hustoté elektroni Ne.. Pouze v fidkém plazmatu tato frekvence ma
specificky vyznam hranice, kdy plazma je opticky prihledné.
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

TradiCné se vyjde z Maxwellovy teorie a predpoklada se homogenni prostredi bez
znalosti ¢asticové podstaty hmoty. Prostredi je nutné definovat kvazineutralni s
nabitymi ¢asticemi homogenné rozprostienymi v prostoru s vnitfni strukturou mnohem
mensi neZ se prostorové méni elektromagnetické pole « < A. Casto v uéebnicich
uvidime néco podobného

Makroskopické Maxwellovy rovnice

rotE:—a—B rotH = 8£ divD =0 divB =0
ot ot

Materialové (konstitutivni) rovnice
D=¢cE B=pupH
@ E, D elektricka intenzita a indukce
@ H, B magneticka intenzita a indukce

@ &, p relativni permitivita a permeabilita
Jaké matematické objekty to jsou?
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

TradiCné se vyjde z Maxwellovy teorie a predpoklada se homogenni prostredi bez
znalosti ¢asticové podstaty hmoty. Prostredi je nutné definovat kvazineutralni s
nabitymi ¢asticemi homogenné rozprostienymi v prostoru s vnitfni strukturou mnohem
mensi neZ se prostorové méni elektromagnetické pole « < A. Casto v uéebnicich
uvidime néco podobného

Makroskopické Maxwellovy rovnice
rotE = —8—3 rotH = 8—D divD =0 divB =0
ot ot

Materialové (konstitutivni) rovnice

D =¢ecE B=pupH

@ E, D elektricka intenzita a indukce
@ H, B magneticka intenzita a indukce
@ ¢, p relativni permitivita a permeabilita
Jaké matematické objekty to jsou? Je nutné v tom udélat poradek.
Pro statické pole:
D:€0€rE B:,LL();LrH
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

Abychom MatR mohli napsat v tomto tvaru, musime pfedpokladat reSeni MaxR v
superpozici rovinnych harmonickych vin:

E(t,r) =% {///_0; /000 E(w, k) expli(kr — wt)] dwd3k}

Potom MatR je mozné psat pro komplexni komponenty pole nasledovné

D(w,k) = céE(w,k)  B(w,k) = po 1 H(w, k)
Coz ale nejde v pfipadé absorbujiciho prostfedi, protoze v tomto pfipadé feSeni MaxR
jsou tlumené rovinné harmonickeé viny.

@ Tlumené viny jsou ale charakterizované frekvenci w a komplexnim vektorem k.

@ Popis pomoci netlumenych harmonickych vin je mozny pouze v pfipadé prostredi
nevykazujici disipaci nebo pro vakuum.

@ Potom je mozné misto popisu MaxR v pfimém Casoprostoru (¢, r) prejit k popisu v
reciprokém prostoru pomoci (w, k).
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Dielektricka odezva

Maxwellovy rovnice ve vakuu

E
rotE = —88—1: rotB = uoegaa—t divE =0 divB =0

VInova rovnice
1
AE - S—= =0 = = e
C C

Lze zavést Fourierovu transformaci

//// r) exp[—i(k r — wi)] d*r dt
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

Maxwellovy rovnice ve vakuu

B E
rotE = —a— rotB = uoega— divE =0

ot ot

VInova rovnice
1 &°E

1
AE - -— =0 — = Moo
c

c? or
Lze zavést Fourierovu transformaci

divB =0

//// r)exp|—i(k r — wi)] &’r dt

a psat MaxR a VInovou rovnici v reciprokém prostoru nasledovné

k xE=wB k xB=-2E
C

€

k x(k xE)+ = E=0

(,2
v smérovy vektor
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

Mikroskopické Maxwellovy rovnice

rotE:fa—B rotB = o eoa—E +j divE = L divB =0
ot ot €0

@ p(t,r) hustota naboje

@ j(t,r) hustota elektrického proudu
Rovnice kontinuity

divj + % =0
Rigordzni feSeni je velmi komplikované a zahrnuje v8echny efekty interakce svétla
(elektromagnetického pole) s nabitymi ¢asticemi v hmotném prostredi.
Makroskopické Maxwellovy rovnice zapsané pomoci pomocnych poli
rotE = —8—B rotH = 8—D divD =0 divB =0
ot ot
@ Jelikoz EM pole je aditivni, feSeni mizeme rozdeélit na jednotlivé efekty a zavést
jisté omezujici predpoklady.
@ Omezime se na tzv. Linearni dielektrickou odezvu.
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

Linearni dielektricka odezva se da zavést tak, Ze pfedpokladame feseni MaxR v
superpozici tlumenych harmonickych vin.

Makroskopické Maxwellovy rovnice v analyticky roz§ifeném reciprokém prostoru

kxE=wB kxH=-wb kD=0 kB=0

se zapsat do vinové rovnice

kdyZ vztah mezi plivodnimi poli E, B a pomocnymi poli D, H je linearni.
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Dielektricka odezva

Linearni dielektricka odezva se da zavést tak, Ze pfedpokladame feseni MaxR v
superpozici tlumenych harmonickych vin.

Makroskopické Maxwellovy rovnice v analyticky roz§ifeném reciprokém prostoru

kxE=wB kxH=-wb kD=0 kB=0

se zapsat do vinové rovnice

kdyZ vztah mezi plivodnimi poli E, B a pomocnymi poli D, H je linearni.

Tradi¢né se tyto linearni vztahy MatR definuji nasledovné:

D(w, k) = e é E(w, k)

B(w,k) = po L H(w, k)

@ Pro optické frekvence je mozné magnetizaci zanedbat i = 1.
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

MatR vyjadfuji jednoduse linearni vztahy mezi poli pouze pro spektralni komponenty
harmonickych funkci (analyticky rozsitené Fourierovské obrazy):

D=«E+P=ecqE+ecxE=céE 1+x=¢&

Lze ukazat, ze v pfimém prostoru tento vztah je vyjadien pomoci integralni rovnice

P(t,r) = 60////:: x(t —7,r — p) E(1, p) & pdr

a ze vztah mezi realnou susceptibilitou x a komplexni susceptibilitou x je Fourierova

transformace
(w, ki) //// (t,r) exp|—i(kor — wi)] dr dt
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

MatR vyjadfuji jednoduse linearni vztahy mezi poli pouze pro spektralni komponenty
harmonickych funkci (analyticky rozsitené Fourierovské obrazy):

lA):goE—‘,—P«NJEQE-i-Eo)A(E:EoéE 1+)A(:A

Lze ukazat, Ze v pfimém prostoru tento vztah je vyjadien pomoci integralni rovnice

P(t,r) = 60////::; x(t —7,r — p) E(t, p) & pdr

a ze vztah mezi realnou susceptibilitou x a komplexni susceptibilitou x je Fourierova

transformace
w, k) = //// r) exp[—i(kor — wt)] d’r dt

Na ¢em tedy zavisi komplexni susceptibilita x?
Zde je vidét rozpor.

@ Fourierova transformace nam dava predpis jak transformovat realnou
susceptibilitu x do reciprokych soufadnic, kde vystupuje pouze reélny vinovy
vektor k;.

@ Reseni MaxR zavisi na komplexnim vinovém vektoru k.
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

Je nutné si uvédomit, Ze obecny linearni vztah dielektrické odezvy se da napsat

nasledovné
P(1,r) = e ////x(n 7.r,p)E(r,p)drd’p

a ne jak je definovana linearni dielektricka odezva

P(t,r) = 60////:: x(t —7,r — p) E(t, p) & pdr

Linearni dielektricka odezva (LDR) je do zna¢né miry naSe volba a jak se ukazuje,
jsou v zasadé dvé mozné definice jak z praktického hlediska ji definovat.
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Dielektricka odezva

Je nutné si uvédomit, Ze obecny linearni vztah dielektrické odezvy se da napsat

P(t,r) = e //// x(t,7,r,p)E(r, p)drd’p

a ne jak je definovana linearni dielektricka odezva

P(t,r) = EO////—Z x(t —7,r — p) E(1, p) & pdr

Linearni dielektricka odezva (LDR) je do znacné miry nase volba a jak se ukazuije,
jsou v zdsadé dvé mozné definice jak z praktického hlediska ji definovat.

nasledovné

@ LDR bez prostorové disperze

@ LDR s prostorovou disperzi

kde v je smérovy vektor
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Lokalni dielektricka odezva

Lokalni dielektricka odezva

Prvni ptipad odpovida lokalni dielektrické odezvé.

P(1,r) =€ ////x(t, 7,r,p)E(r, p)drd’p
Tti pfedpoklady:

@ Lokalnost — zrusime integraci pfes okolni body p: x (¢, 7,7, p) = x (¢, 7)d(r — p)
©Q Kauzalita—x(t,7) =0prot <7
@ Uniformni plynuti ¢asu — (z,7) — (r — 1)
tj. tedy polarizace P zavisi pouze na historii pole E v bodé r. V jistém bodé r mizeme
psat pro ¢asovy rozvoj a Fourierovské obrazy:

P(r) = eo/x(t —71)E(T)dr <— P(w) = eox(w) E(w)

x(w) = /x(t — 1) exp [iw(t —7)] dt

Funkce x(¢) je Greenova funkce.
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Lokalni dielektricka odezva

Lokalni dielektricka odezva

P(1), E(t), x(t — 7) — redlné funkce (tenzory)
(w),E(w) X (w) —komplexni funkce (tenzory)

] ] ]
E(t)=5(t) =

P®=x()

LI B |

0 10 20 30 40 50
Cas, twg

Xe(w)
Xi(w)

|

0 05 1 15 2
frekvence, w/wq
E(t) ~ 6(1) P(t) ~ sin(wot) exp(—t/10) O(¢) X(w) ~ 2; Towo = 10
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Casové reverzni symetrie

Casové reverzni symetrie

Protoze x(¢) je realna funkce, pro Fourierovsky obraz plati:

x(w) = /x(r —Texpliw(t—7)]dt = x(w)=x"(—w) resp. &w)=¢"(—w)

T T T T
i E(t)=8(t) —— 7]
[ ’ P()=X(t) ]
[ L L L L L ]
0 10 20 30 40 50
Cas, twg
o Xe(w) -
5 E(w)=T+x(w) ——
=" S Xi(W)=€i(w) ——— |
o \ -
il il il il il il il
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

frekvence, w/wg

Proc¢ se tomu ale tak fika?
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace
Analytické rozsireni:
w—ow=E+iC — x(@) :/x(t—T)exp [i€(r— 7)] exp [—C(t — 7)] dr

@ V pfipadé nevodivych materidlt plati, ze x(¢) je analyticka funkce, omezena pro
¢>0.

@ V pripadé vodivych materiall toto neplati a je nutno postupovat trochu odlisné.
Vysledné KK relace jsou ponékud odli$né.

@ Tedy vysledky zde prezentované budou platit pouze pro materidly s vazanymi
naboji (dielektrika).
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

Analytické rozsireni:

o h=Etil = k@)= / X(t = 7) exp [i€(t — 7)) exp [~C(r — )] dr

Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:
7{7?‘(‘*’) do 2][ X8 4 _irg(w) =0
W —w I

W) = of X
xilw) = Hf~ Xl

12/16
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace
Analytické rozsireni:

o h=Etil = k@)= / X(t = 7) exp [i€(t — 7)) exp [~C(r — )] dr

Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:

7{%“’ 2]{2 g‘%d& —irx(w) =0

xw) = f X
e(w) =1+ - ﬂdf

) o €—w

ei(w) = _1][_00 Mdg

s E—w
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace
Analytické rozsireni:

W =¢+il — x (@) = /x(t— ) exp [i§(r — 7)] exp [=((r — 7)] dt

Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:

7{%“’ 2]{2 g‘%d& —irx(w) =0

1 &i(§)
o & —w

ProtoZe zaroven plati, Ze &; je tenzor z lichych funkci mizeme KK integraly prevést
pouze na integraci pres kladné hodnoty:

¢ &)
e(w) =1+ ][ f ) M
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace
Analytickeé rozSiteni:

w—w=E+iC = x(@) :/x(t—T)exp [i€(r— 7)] exp [—C(t — 7)] dr
Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:
%%d@ :][:: g‘_%df —imx(w) =0

xw) = f X

i

e(w) =14 L = 4

) o €—w

ProtoZe zaroven plati, Ze &; je tenzor z lichych funkci mizeme KK integraly prevést
pouze na integraci pres kladné hodnoty:
1 [7 &(§) 1 [ &(§)

TW=1 TR e

d¢
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace
Analytickeé rozSiteni:

w—w=E+iC = x(@) :/x(t—T)exp [i€(r— 7)] exp [—C(t — 7)] dr
Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:
%%d@ :][:: g‘_%df —imx(w) =0

xw) = f X

i

_ L[> &)
e(w) =1+ — - 57wd§
ProtoZe zaroven plati, Ze &; je tenzor z lichych funkci mizeme KK integraly prevést
pouze na integraci pres kladné hodnoty:

2 [* gei(§)

Er(w)zl'i‘;o 2w

d¢
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

x(t) ~ sin(wor) exp(—t/70) (1) retardovana Greenova funkce

N 1 [ X " o x
x(w) = .7][ &dg KK reprezentuji normalni béh ¢asu
imt)_€&—w

L L L L L
B E(t)=8(t) = "]
C , P(H=X(t) ]
: — D — _-
[ 1 1 1 1 1 ]

-40 -20 0 20 40

Cas, twg
[ r r r r r r — ]
L €(w) .
RN "
L L L L L L L

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

frekvence, w/wq
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

x(t) ~ — sin(wot) exp(t/70) O(—1) advancovana Greenova funkce

x(w) = ?—;][_Z ?—%dé otogeni gasu = x(w) = x" (—w)

L L L L
E(t)=8(t) = "]
‘ P(H=X(t) ]
1 1 1 1 ]

-40 -20 0 20 40

Cas, twg
[ r r r r r r — ]
L €(w) .
S —\
L L L L L L L

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

frekvence, w/wq
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

Kdyby odezva byla popséana advanceovanou Greenovou funkci, ale béh ¢asu
byl pfirozeny (integrujeme v horni poloroving) dostaneme téz fyzikalné
ptipustné feseni (emise), které je stejné pravdépodobné jako absorpéni
procesy. Kdyby ale absorpéni procesy byly stejné pravdépodobné jako emisni
procesy —> neexistovala by dielektricka odezva!

] ] ] ]
E(t)=5(t) = "]
Pt)=x(t) 4
L L L L ]

40 20 0 20 40

Cas, twg
- €r(w) -
1 1 1 1 1 1 1

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

frekvence, w/wq
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Sumacni pravidlo

Sumacni pravidlo

Teorém superkonvergence:

g(y) = 2 (X)xzdx kdyZ f(x) klesé& rychleji nez 1/x
o Y-

tak pro velké y plati, ze g(y) — 1/y*:

) =% [ rearo ()

Kdyz f(x) — &ei(€) a g(y) — &(w) — 1 tak Kramers—Kronigovy relace a teorém
superkonvergence vedou:

/ wei(w)dw = konst. tenzor

0

Abychom zjistili velikost této konstanty, tak musime pouzit pohybové rovnice pro
naboje zplsobujici polarizaci prosttedi. Z klasické fyziky nebo pomoci dip6lové
aproximace z kvantové mechaniky mdzeme dostat:

/ wei(w)dw = zwgl
0 2
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Sumacni pravidlo

Shrnuti tfi zakladnich podminek

o Casové reverzni symetrie — tato zakladni podminka je univerzaini.

@ Tady prezentované Kramers—Kronigovy relace a sumaéni pravidlo nezahrnuiji
vodivé materidly a zanedbavaji prostorovou disperzi. Kramers—Kronigovy relace a
sumacni pravidlo zahrnujici vodivost a prostorovou disperzi (optickou aktivitu) jsou

@ Kramers—Kronigovy relace ve spektralni oblasti, kterd nas zajima plati s
dostate¢nou presnosti. Pro vinové délky svétla A ~ a je otdzka jestli ma smysl
definovat dielektrickou funkci.

@ Mnohem vétsi problémy nastanou pfi ovéfovani platnosti sumacénich pravidel,
protoZe plati pouze jako celek, tedy je nutné integrovat i do rentgenové oblasti
spektra.

@ Pres vSechny problémy s platnosti podminek v rentgenové oblasti, v nasich
disperznich modelech predpokladame platnost vSech tfech zakladnich podminek
pro dielektrickou odezvu.
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