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Uvod — Disperzni modely

Uvod — Disperzni modely

@ V homogennim hmotném prostfedi se podobné jako ve vakuu $ifi rovinné
harmonické viny. Na rozdil od vakua, tyto viny jsou tlumené, protoZze amplituda
podél sméru Sifeni viny kleséa diky rozptylovym (absopcnim) ztratam:

E(t,r) = Ey S‘E(ﬁy exp[iicl,r — iwot])

E(t,r) — vektorové pole elekirické intenzity
Ey — amplituda viny

p,, — polarizagni vektor

k., — vinovy vektor

wy — frekvence

@ V prostredi se mohou Sifit homogenni viny

k=2Ln+iby = Law
C C
¢i nehomogenni viny

k= L(w +ikr) = kyy + ks
C

@ n, k — optické konstanty
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Uvod — Disperzni modely

Uvod — Disperzni modely

@ Optické konstanty lze zjistit na zakladé feSeni tzv. makroskopickych
Maxwellovych (vinovych) rovnic.

@ Optické kostanty zavisi na wy, v, k, v = 1,2 a jsou dany v optickém oboru tzv.
dielektrickou odezvou hmotného prostiedi. V nejjednodusim pfipadé zavisi
pouze na frekvenci a proto se nékdy pouziva pojem optické funkce 7i(w).

@ Disperzni modely popisuji spektralni zavislost linearni dielektrické odezvy
kvazineutralniho hmotného prostfedi.

@ Dielektricka odezva je obecny pojem vyjadfujici odezvu hmotného prostiedi
(nabitych ¢astic) na vnéjsi proménné elektromagnetické pole. Dielektricka odezva
zavisi na chemickych i strukturalnich vlastnostech materialu.
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Uvod — Disperzni modely

Uvod — Disperzni modely

Muze byt reprezentovana raznymi veli¢inami:

o susceptibilita: )A((w) nebo X(t) (nejptirozenéji popisuje reakci nabitych ¢astic na vnéjsi harmonické pole, pulz
— x(t) je Greenova funkce, vztah mezi polarizaci P a elektrickym polem E)
dielektricka funkce: é(w) =1+ )A((w) (vystupuje v MR jako relativni permitivita)
komplexni index lomu: fl()\) = n(>\) + ik()\) = é(k) (vystupuje v rovinné viné, feseni VR)
opticka vodivost: 5’(0.)) = —iEOM)Z(w) (vhodna pro vodivé materialy)

|

ztratova funkce (loss function): L(w) = =S (67" (w)) (popisuje brzdéni el. nabité gastice)
funkce sily pfechodu (transition strength function): F(E) = Eei(E) (sumagni pravidio)

®© 6 6 6 ¢ o

funkce pravdépodobnosti pfechodu (transition probability function, vétsinou
oznagovana jako joint density of states JDOS): J(E) = E*«i(E)

Kromé frekvence w (energii fotonu E; vinové délce \) dielektricka odezva zavisi i na
jinych fyzikalnich veli¢inach jako jsou teplota T, tlak p, intenzita vnéjsich poli E.y nebo
H., atd.

Ve skute&nosti dielektricka odezva mlize zaviset i na vinovém vektoru k,, (prostorova
disperze) a v anizotropnim prostfedi na vektoru polarizace p,,, proto vétsina
zminovanych funkci jsou tenzory.
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Uvod — Disperzni modely

Funkce dielektricka odezvy nemohou byt zcela libovolné. Dielektricka odezva popsana
disperznimi modely musi splfiovat tfi zakladni podminky.

Pro nevodivé izotropni prostiedi bez prostorové disperze (optické aktivity) Ize
psat tyto podminky nasledovné:
@ Casové reverzni symetrie (time-reversal symmetry):
X(w) = X" (-w)
© Kramers—Kronigovy relace (Hilbertova transformace):

§ Cauchyho vlastni hodnota
© Sumacni pravidla (f-sum rule):

/ wxi(w) dw = Swl = 220 / xr(w) dw = _ral0)
0 2 2 € 0

- . . 2
Konstanta w, se nazyvana plazmova frekvence: wg n SN
Tato konstanta je pfiblizné imérna hustoté elektrond M.
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Uvod — Disperzni modely

Uvod — Disperzni modely

Ve vodivych prostredich nebo v prostredich s anizotropii ¢i prostorovou disperzi je
nutné tyto podminky pséat obecnéji

@ Casové reverzni symetrie (time-reversal symmetry):

~x

X, k) =x"(~w,~k)  nebo  x(w,k)=X"(~w, k)
© Kramers—Kronigovy relace:

Xr(w7kr) = l][oo M d§> )Zi(w,kr) = _l][oo Xr(§7kr) d§ + Ur(07kr)

T) oo E—w T) oo E—w €ow

© Sumagéni pravidla:

/0 " Rwke) — K, k) dew = 0
a(0)

€0
O (O, kr)
€0

1

/ w[ki(kar)—'_Xi(w,_kr)} dw:m,ugl =T
0
/ X, (W, k) + %, (w, —k:) dw = —7
0
/ w[)zr(w7kf) - )ACr(C% _kr)] dv =0
0
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Linearni dielektricka odezva

Linearni dielektricka odezva

Z&kladem teorie linearni dielektrické odezvy jsou takzvané makroskopické
Maxwellovy rovnice. V ¢asoprostorovych soufadnicich se daji tyto rovnice napsat
nasledovné:
rotE = —a—B rotH = 8£ divD =0 divB =0
ot ot
Tyto rovnice v ramci elektrostatiky (pole se méni s ¢asem velmi pomalu) Ize doplnit
materialovymi (konstitutivnimi) rovnicemi ve tvaru:

D=¢c E B = o H

Casto v uéebnicich tyto nesouvisejici rovnice jsou mylné povazovany za zéaklad teorie
disperze, kdy se druha MMR doplni o vnitini proudy a ohmdv zakon (viz. napfiklad
Soubusta—Cernoch, Optické vlastnosti pevnych latek, Olomouc 2017).

oD
o
Tim se odvodi takzvané telegrafni rovnice

rotH = +J j=oE

E+%E-LrE—o0
€ €

které s teorii disperze maji pramalo spoleéného, ackoliv jsou to vinové rovnice, které v
teorii linearni odezvy hrajici klicovou roli.
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Linearni dielektricka odezva

Linearni dielektricka odezva

Maxwellovy rovnice ve vakuu
OB OE . .
rotE = ~ar rotB = NOQ)E divE =0 divB =0
VInova rovnice X
1 O°E 1
AE-Gon =0 a=mea
Lze zavést Fourierovu transformaci

//// r)exp|—i(k r — wi)] &’r dt

a psat MaxR a VInovou rovnici v reciprokém prostoru nasledovné

~ ~ ~ W ~ ~ ~

k X E = wB kxB=——=E k-E=0 k-B=0

v smérovy vektor
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Linearni dielektricka odezva

Linearni dielektricka odezva

Mikroskopické Maxwellovy rovnice

E
rotE = 2B rotB = o (2 4 dvE=L  divB=0
ot ot €0

@ p(1,r) hustota naboje
@ j(t,r) hustota elektrického proudu
Rovnice kontinuity

.. Op
d = =0
1vj + ot

Rigorézni feSeni je velmi komplikované a zahrnuje vSechny efekty interakce svétla
(elektromagnetického pole) s nabitymi ¢asticemi v hmotném prostredi.
Makroskopické Maxwellovy rovnice zapsané pomoci pomocnych poli D a H

D
rotE = —a—B rotH = a— divD =0 divB =0
ot ot
D=cE+P a B=yp (H+M)
@ P vektorové pole polarizace
@ M vektorové pole magnetizace
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Linearni dielektricka odezva

Linearni dielektricka odezva

@ Jelikoz EM pole je aditivni, feSeni odezvy mizeme rozdélit na jednotlivé efekty a
zavést jisté omezujici predpoklady pro pomocna pole.

@ P¥i stfedovani poli se omezime na tzv. Linearni dielektrickou odezvu.
Kvazineutralita 3SMR + 1KR

(p) =divP =0

Predpokladame, Ze kladné naboje se zrychluji ve sméru pole a zaporné proti sméru
pole, ale nikde se neshromazd'uji kladné &i zaporné néboje.
Pro optické frekvence zanedbame magnetizaci 2MR + 1KR + 2KR

. op _op
i) = T + rotM = B

Navic zavedeme linearni vztah mezi poli P a E nasledovné:

P(t,r) = eo////_o;x(tfﬂrfp) E(r,p) &’p dr
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Linearni dielektricka odezva

Linearni dielektricka odezva

Fourierovou transformaci Ize MMR a VR prevést do reciprokych souradnic
(t,r) = (w, k) podobné jako v pfipadé rovnic ve vakuu:

kkxE=wB kxH=-wD k-D=0 k- -B=0

~ wz ~
kr><kr><E+—2éE:0
C

Linearni dielektricka odezva je pak definovana jednoduse:

P(w, k) = eo X(w, k) E(w, ki)

r)—//// (1, 7) exp[—i(kar — wi)] d’r dt

@ FT Ize provést pouze na koneéném prostoru pokud je feSenim tlumena
harmonicka vina.

@ Za urgitych omezujicich predpokladti Ize provést analytické rozsiteni k. — k.

Ovsem v tomto pfipadé nalézt pouzitelny disperzni model je velmi slozité
(nemozné) a proto je nutné modely definovat neanalyticky.
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Lokalni linearni dielektricka odezva

Lokalni linearni dielektricka odezva

TéZkosti s integraci pres prostorové soufadnice Ize obejit, kdyz si definujeme lokalni

linearni dielektrickou odezvu.
P(1,r) = e ////x(n 7.r,p)E(r,p)drd’p
Tti pfedpoklady:

@ Lokalnost — zrusime integraci pfes okolni body p: x (¢, 7,7, p) = x (¢, 7)d(r — p)

Q Kauzalita— x(t,7) =0pror <
@ Uniformni plynuti ¢asu — (¢, 7) — (1 — 1)
tj. tedy polarizace P zavisi pouze na historii pole E v bodé r. V jistém bodé r mizeme
psat pro ¢asovy rozvoj a Fourierovské obrazy:

P(1) = e / X(—DEF)dr 4% Pw) = cox(w) Ew)

x(w) = /X(t — 7)exp [iw(r — 7)] dt

Funkce x(¢) je Greenova funkce.
15/25
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Lokalni linearni dielektricka odezva

Lokalni linearni dielektricka odezva

P(1), E(t), x(t — 7) — redlné funkce (tenzory)
(w),E(w) X (w) —komplexni funkce (tenzory)

] ] ]
- Et)=5(t) —— ]
[ P®=X() ]
B 1 1 1 1 1 ]
0 10 20 30 40 50
Cas, twg

T T T
N Xr(w) ]
L Xi(w) 4
[ . \/ . .
0 05 1 15 2

frekvence, w/wq
. R 1
E(t) ~ 6(1) P(t) ~ sin(wot) exp(—t/10) O(¢) X(w) ~ — 5 Towo = 10
wh — w? —iw/7
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Casové reverzni symetrie

Casové reverzni symetrie

Protoze x(¢) je realna funkce, pro Fourierovsky obraz plati:

x(w) = /x(r —Texpliw(t—7)]dt = x(w)=x"(—w) resp. &w)=¢"(—w)

T T T T
: E(t)=58(t) = :
B ' P(H=X(1) ]
[ L L L L L ]
0 10 20 30 40 50
Cas, twg
o Xe(w) -
L €(w)=1+X(w) —— ]
e Xi(W)=€i(w) ——— |
- \ -
il il il il il il il
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

frekvence, w/wg

Proc¢ se tomu ale tak fika?
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

Analytické rozsireni:

woo=£+iC = x(@)= / x(t = 1) explig(t = )] exp [=((r — )] dr
@ V pfipadé nevodivych materialt plati, ze x (@) je analyticka funkce, omezena pro
¢ >0, protoze x(r) =0prot < 0.

@ V pripadé vodivych materiall toto neplati a je nutno postupovat trochu odlisné.
Vysledné KK relace jsou ponékud odli$né.

@ Tedy vysledky zde prezentované budou platit pouze pro materidly s vazanymi
naboji (dielektrika).
@ Pro ¢ > 0jeifunkce X% analyticka s vyjimkou bodu & = w + 0.
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:

7{%“ 2]{2 g‘%dé —imx(w) =0

st = f X
xi(w) = Hf Xl
= x(8)

xi(w) = *; € —wdf

KdyZz vyuzijeme ¢asoveé reverzni symetrie, tak mGzeme integraci pres cely obor &
prevést na integraci pouze pres kladné frekvence.

Xl=2f ot emu TR, e

Tato forma je zajimavd, protoZe se integruje funkce £x;(€), ktera reprezentuje silu
prechod( Umérnou hustoté nabitych ¢astic v systému, pres kladny rozsah s fyzikalnim
vyznamem odpovidajici excitacni energii.
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

i

xw) = f X

X (1) ~ sin(wot) exp(—t/70) ©

(1) retardovana Greenova funkce

KK reprezentuji normalni béh ¢asu

E(t):lé(t) —_—

C , P()=X(1) ]
: — D = _-
" 1 1 1 1 1 ]
-40 -20 0 20 40
Cas, twg
B ) 4
o /\ €j(w) -
I —
— >
L L L L L L L
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

frekvence, w/wq
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

x(t) ~ — sin(wot) exp(t/70) O(—1)

advancovana Greenova funkce

o -
ooy 1 x(£) ey PN
x(w) =— S2sde ototeni tasu = x(w) = X" (—w)
iT)_ o €&—w
T T T T T
B E(t)=8(t) = ]
C ‘ P{H=x() ]
1 1 1 1 1 ]
40 -20 0 20 40
Cas, twg
T T T T T T T
L €(w) -
- /\ &i(w) -
I I
| \./ ~ ]
L L L L L L L
2 1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.5 2
frekvence, w/wq
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Sumacni pravidlo

Sumacni pravidlo

Pro odvozeni sumacnich pravidel je dllezity teorém superkonvergence:

= 10

P2 kdyz f(x) klesa rychleji nez 1/x

g(y) =
tak pro velké y plati, ze g(y) — 1/y*:

) =% [ rearo ()

Kdyz f(x) — &xi(€) a g(y) — x«(w) tak Kramers—Kronigovy relace a teorém
superkonvergence vedou:

/ wx;(w)dw = konst. tenzor

0

Abychom zjistili velikost této konstanty, tak musime pouzit pohybové rovnice pro
naboje zplsobujici polarizaci prosttedi. Z klasické fyziky nebo pomoci dip6lové
aproximace z kvantové mechaniky mdzeme dostat:

/ wx;(w)dw = Ecugl
0 2
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Sumacni pravidlo

Shrnuti tfi zakladnich podminek

o Casové reverzni symetrie — tato zakladni podminka je &isté matematicka a
univerzalni (neni ji mozné zadnym zplsobem fyzikalné spochybnit).

@ Tady prezentované Kramers—Kronigovy relace nezahrnuji vodivé materidly a
zanedbavaji prostorovou disperzi. Kramers—Kronigovy relace zahrnujici vodivost a

@ Kramers—Kronigovy relace jsou zalozené na kauzalité a bez popreni kauzality
neni mozné je zpochybnit. asto se nezpravné zpochybnuiji, napfiklad v pfipadé
prostorové disperze.

@ Mnohem vétsi problémy nastanou pfi ovéfovani platnosti sumaénich pravidel,
které kromé matematického zakladu vychazi z pohybovych rovnic, protoze plati
pouze jako celek, tedy je nutné integrovat i do rentgenové oblasti spektra do

vy$Sich energii. U téz8ich atomu je nutné provést relativistické korekce.

@ Pres v8echny problémy s platnosti sumacnich pravidel v rentgenové oblasti, v
nasich disperznich modelech pfedpokladame platnost v§ech tfrech zakladnich
podminek pro dielektrickou odezvu. Nazyvame je fundamentalnimi.
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