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Reseni vinové rovnice

Reseni vinové rovnice

Vinovou rovnici R
k xp 'k ><E)+%éﬁ‘:0
Ize maticové psat nasledovné (homogenni linearni rovnice)
[(xk)* + kGE]E = W(w,k)E =0

kde . .
0 k —k

sk=|-k 0 ke

ky —ke 0

Vyraz (xk)? je symetrick4 matice invariantni vigi libovolné rotaci, ktera jde napsat té
pomoci rozdilu vnéjSiho a skalarniho soucinu vektoru sama se sebou

kB bk |- @12+

-2 kky ok
= kk -k kk
kok kky k- K
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Matice vinové rovnice
k()exx — k — k2 koc‘:n + ]Acxicy k()én + kxkz
W(w,k) = | Kén+hkhk — Kéy—k—k koe)& + kyk,
K3E.. + koky ke + iy ke, — K2 — K
Homogenni systém linearnich rovnic ma netrivialni fe$eni pro vinové vektory k.,

takové, ze plati A A
det(W(w,k,)) =0
Pro kazdy smér dany smérovymi vektory v a « existuji dva vinové vektory (mody
§ifeni) A
k, =k +iki vk v=1,2

V ptipadé, ze k, je ryze reainé =
Wwk,) =W wk,) =  &whk,) =& (wk.,)

Kazdému modu Sifeni potom mizeme definovat jednotkovy polarizacni vektor
vyhovujici rovnici

~ A~ Ak
W(k.)p, =0  p,p, =1
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Reseni vinové rovnice

Intenzita pokud se $ifi v daném sméru jednomodova vina
L = |E,|’ = EE} = |E,| = E.E,
V pfipadé dvojného kofenu mizeme k; = k- Ize provést ortogonalizaci
ﬁlﬁ; =0
tak aby platilo, Ze celkova intenzita dvou médl je dana nasledujicim vztahem
Liy=h+5L=|E +E|

Pozor, tento vztah obecné neplati! Problém je vSak komplikovanéjsi. Nekone¢na
rovinnd vina je problematickd abstrakce.
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Homogenni viny v anizotropnim prostfedi bez prostorové disperze

Homogenni viny v anizotropnim prostredi bez prostorové disperze

Zvolime smér Siteni homogenni viny podél osy z: v = k = (0,0, 1)

k, = kv =(0,0,k,) = (0,0, k., + iki,,) = ko(0,0,7,),

Matice vinové rovnice

Ex — N Exy Exz

~ ~ R 2 ~
W(wykv) = kO Eyx Eyy — Ny Eyz
Exx éZ) €

Determinant vede k bikvadratické rovnici
det(W(w,k,)) =anl, + b, +¢=0
s koeficienty

Q>
Il
m>

2z

S
I
>

)’zézy + éxzézx - éxxézz - ézzé)')'

C = Enbyyly + €yl + En€ryéar — Exxyly — Ey€rrfur —

vede ke dvéma kofeniim

. —b+ /b2 — da¢
ny = 72A , I/:1,2
a
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Homogenni viny v anizotropnim prostfedi bez prostorové disperze

Pokud nam vyjdou dva nezavisle kofeny, tak kazdému feSeni odpovida homogenni
rovinna vina s vinovym vektorem k., = ko, (0,0, 1) a jednotkovym vektorem polarizace
p,, spliujici rovnice

éxx - ;l%/ é.x'y é.vz ﬁ.x,u ) ) )
Epx Eyy — ’Al%/ €y Py | =0 |15x,u‘ + ‘ﬁvw| + |1A7~V‘ =1
ézx éZ)' ézz ﬁZ,V

V pfipadé anizotropnich médii existuje jeden nebo dva sméry, kdy obdrzime dvojny
koFen, jinak fedeno pro tyto sméry plati b* — 4a¢ = 0. V tomto pFipadé polarizani
vektory jsou ureny nejednoznacné, coz nam ale umoznuje pridat jesté podminku
ortogonality
ﬁx,lﬁ:,z + p}',lﬁ;ﬂ +15z,1,b;,2 =0.

Tyto dvojné kofeny odpovidaji vinam $ificim se podél optickych os, kdy index lomu
nezavisi na polarizacnim vektoru.

@ jednoosa — fixni opticka osa totozné s hlavni osou

@ orthorhombicka — dveé fixni optické osy na spojnici mezi dvéma hlavnimi osy

@ monoklinicka a triklinicka — dvé pohyblivé optické osy
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Homogenni viny v izotropnim prostfedi bez optické aktivity

Dielektricky tenzor

Matice vinové rovnice

ol
B
LE=N=)

A~ A 2
det(W(w, k) = K2 (é - ai) £=0
coz vede k dvojnému kofenu 7, = /€ a dvéma vinovym vektortim:
ki = ko (0, 0, x@)

a dvojici ortogonalnich polarizaénich vektord v roviné xy:

. A . 1 . 1
p,=(1,0,0) p,=(0,1,0) nebo pl:ﬁ(l,l,o) pzzﬁ(l,—l,o)
1 1
nebo p, = — (1,i,0) p, = — (1,—1,0

Optické konstanty (optické funkce 7i(w) = \/€(w)) Ize chapat jako reprezentaci
dielektrické odezvy. Lze definovat tfi zakladni vlastnosti dielektrické odezvy.
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Homogenni viny v izotropnim prostfedi s optickou aktivitou

1+ W) — 1w (W) — Ty —iAHA(w)uy — 7(w)r,
Ew,v) = | i) — Ty 1+ K@) — @R 0w — ()i,
i0(w)vy — (W, —if(w)ry — W)y, 1+ x(w) — 7(w)r?

Tento tenzor je invariantni vzhledem k libovolné rotaci. Zvolime si smér §ifeni podél
osy z, tj. v = (0,0, 1), matice vinové rovnice ma nasledujici formu:

o gr—i, i 0
Wwhk,)=k | —if é—-a> 0
0 0 éL

kde ér(w) = 1 + x(w) @ éL(w) = 1 + X(w) — 7(w) odpovidaji transverzalni a
longitudinalni komponenté dielektrického tenzoru.

det(W(w, ky)) = koév (it} — 26}, + &5 — 6°) =0

Existuji dva médy Sifeni odpovidajici dvéma rliznym indexdm lomu

m=\ér+0 a m=+\lér—0
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Homogenni viny v izotropnim prostfedi s optickou aktivitou

Lze ukazat, ze tyto mody Sifeni odpovidaji pravotocivé a levotocCivé kruhové
polarizovanym vinam §itici se riznou fazovou rychlosti:

i = ko (o,o, éT+é> 5= —(1,1,0)

- / A . 1 .
ksz() (0,07 éT*tg) p2:7(17,170)

Je vidét, ze vysledek v pfipadé homogenni viny nezavisi na longitudinalni komponenté
dielektrického tenzoru £.(w) (spektralni funkci 7(w)), ale pouze na jeho transverzalni
komponenté ér(w) (spektralni funkci ¥ (w)) a antisymetrické komponenté d(w). Je tedy
zfejmé, ze v pripadé homogennich vin v opticky aktivnich izotropnich prosttedi linearni
dielektrickd odezva muaze byt reprezentovana dvéma spektralnimi funkcemi optickych
konstant odpovidajici pravotocivé a levotoCivé viné:

[\S)

A(w) =1/érw)+0w) a ww)=1/ér(w) —0w)

Pokud nezavislost dielekirické odezvy na velikosti vinového vektoru bereme jako
aproximaci, tak pro tyto funkce striktné fe€eno neplati Kramers—Kronigovy relace ani
sumacni pravidla.

Daniel Franta (Ustav fyzikalni elektroniky) Pokrocilé disperzni modely 13/24



Nehomogenni viny v izotropnim prostredi bez optické aktivity

e Nehomogenni viny v izotropnim prostifedi bez optické aktivity

Daniel Franta (Ustav fyzikalni elektroniky) Pokrocilé disperzni modely 14/24
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Nehomogenni viny v izotropnim prostfedi bez optickeé aktivity

Souradny systém zvolime nasledovné
ky, = ko(sin 6o, 0, 7. ,,)

Matice vinové rovnice

é—il, 0 iz, sin 6
x 7 2 ~ . ~
W(w, k) = ky 0 € —sin’ 0p — 72, 0
1., sin B 0 é — sin? 6y

Determinant opét vede k bikvadratické rovnici
det(W(w,k,)) = i + bl +é=0
s koeficienty
b= —2(¢ — sin” )
&= (&£ —sin® )’
ProtoZe plati b — 4¢ = 0 obdrzime dvojny koten
o = V/E —sin 6,
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Nehomogenni viny v izotropnim prostfedi bez optickeé aktivity

Tento dvojny kofen odpovida vinovému vektoru v kladném sméru osy z
k, = ko (sin 6,0, m> = kot (siné7 0, cos é)

kde index lomu 7 je totozny s indexem definovanym pro pfipad homogenni viny

= é
a thel 6 je komplexni Ghel, ktery je dan Snellovym zakonem

sin Oy = nsin 0

Polarizaéni vektory jsou ureny nejednoznacné.
Kvdli jednoduchosti zapisu je vSak vyhodné je zvolit tak, Ze jeden vektor bude paralelni
k roviné dopadu xz (némecky parallel) a druhy lezi na ose y, tedy kolmy na rovinu

dopadu (némecky senkrecht). V tomto pfipadé index v rozliSujici polarizace nabyva
hodnot ,p“ a ,s“, {j.

. 1 sin Oy - .o .
p,=—— 1,0,4) = (co0s0,0,—sin0), p, = (0,1,0)
p |4 sl ( Vé —sin’ S

¢ — sin? 6y
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Nehomogenni viny v izotropnim prostfedi bez optickeé aktivity

@ Oba polarizaéni vektory reprezentuji linearné polarizované svétlo.

@ Polarizaéni vektor s-viny reprezentuje linearné polarizovanou vinu, kde se vektor
E(t,r) s Casem pohybuje po ptimce podél osy y.

@ Polariza¢ni vektor p-viny reprezentuje linearné polarizovanou vinu, kde se vektor
E,(t,r) s Casem pohybuje po elipse v roviné xz (x-ova a z-ova slozka vektoru
polarizace p, ma jinou komplexni fazi).

To znamena, Ze zatimco s-vina polarizuje nabité ¢astice hmotného prostredi Cisté
transverzalné, p-vina kromé transverzalni slozky obsahuje téZ longitudinalni slozku
polarizace. Longitudinalni slozka samozfejmé vymizi, kdyz prosttedi je neabsorbujici,
v tom pfipadé se prostfedim $ifi homogenni vina i v pfipadé nekolmého Uhlu dopadu.
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Nehomogenni viny v izotropnim prostfedi s optickou aktivitou

V pfipadé izotropniho prostredi s optickou aktivitou nelze Glohu fesit analyticky.
Matice vinové rovnice

ér + ViF — 2, vl Vw7 + g, sin By
. . N R . ) . °
W(w, k) = ky —v0 ér —sin® Gy — il v0
VT + 1z, sin Oy —1, 0 ér + fo' — sin? 6

Smérovy vektor imaginarni ¢asti vinového vektoru: k = (0,0, 1).
Nenulové komponenty smérového vektoru v = (v, 0, v,):

sin 9() nz,v
Uy = —— v, =

\/sin? 0y +n2, \/sin? 0y +n2,

zavisi na reélné ¢asti z-ové komponenty indexu lomu n. .., ktera pfi daném Uhlu dopadu
zavisi na frekvenci w polarizaci v, 1. n. ., (w).

Pomoci vhodné numerické metody najdeme dvojici komplexnich indext lomu 7., pro
které plati n;,, > 0 a odpovidajici polariza¢ni vektory.
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Nehomogenni viny v izotropnim prostfedi s optickou aktivitou

Abychom si ukazali jak feSeni vypadd, je mozné otocit soufadny systém tak, aby osa z
byla podél smérového vektoru v = (0,0, 1), respektive podél realné ¢asti vinového
vektoru k;, tj.

k = kv + ikik = ko(iu, 0, 7.,
kde u je kolma komponenta imaginarni ¢asti vinového vektoru na smérovy vektor, ktera
neni zndma pred vyfeSeni vinové rovnice a musime ji chapat jako parametr reSeni
vlnové rovnice.

Matice vinové rovnice v tomto pfipadé vypada nésledovné

ér — 2, 0 i,
X 7 2 A N A
Ww, k) =k —0 ér +ut — 2, 0
iui,, 0 éL+u?

Reseni opét vede na bikvadratickou rovnici s koeficienty

éL

D
I

b= —2ér(éL +u’) — (6L — ér)u’

(éL 4 ) [éT(éT +u?) + éz]

¢
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Nehomogenni viny v izotropnim prostfedi s optickou aktivitou

Na pocatku feSeni zname Uhel dopadu z vnéjSiho prostredi 6, a dielektricky tenzor
prostfedi, protoZe ten nezavisi u izotropniho materialu na sméru. Nezname, ale
parametr u, ktery musime iterativné urcCit z rovnice

k-, sin 6y

=
I

2 32
n?, — sin 6o

Tedy v prvnim kroku, pfedpokladame homogenni vinu u = 0, spocitdme pro zvoleny
kofen optické konstanty i, = n.. + ik.,., z kterych v druhém kroku ur¢ime pomoci
predchozi rovnice hodnotu u. Postup poté opakujeme, tak dlouho, az ziskame
kone¢nou hodnotu optickych konstant a parametru u.
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Nehomogenni viny v izotropnim prostfedi s optickou aktivitou

Potom pro vinové a polarizacni vektory plati
k. = ko(iu, 0, 71,

. 0 —iung,

Py =Cv (1’ ér+ur—n2,’ éL-f—Mz)
kde C, je normalizaéni konstanta. Je vidét, ze vinové vektory, a potazmo i polarizacni
vektory, budou zaviset nejenom na transverzalni komponenté dielektrického tenzoru
ér, ale i na jeho longitudinalni ¢asti &...

@ Je tedy zfejmé, Ze spektralni funkce optickych konstant ziskané pro pravotocCivou
a levotocCivou vinu v homogennim pfipadé, nebudou totozné s indexy lomu, které
obdrzime v pfipadé nehomogenni viny.

@ Tedy tyto dvé spektralni funkce nemohou byt Gplnym popisem izotropniho
prosttedi vykazujici optickou aktivitu. Jinymi slovy, i kdyZ jsme definovali
dielektrickou odezvu nezavislou na imaginarni ¢asti vinového vektoru, tj na sméru
nehomogenity viny, skrze longitudinalni komponentu £, dielekiricka odezva zavisi
na sméru nehomogenity viny.

@ Navic je zfejmé, Ze polarizacni vektory reprezentuji obecné neortogonalni elipticky
polarizované viny a ne kruhové polarizované viny jako v pfipadé homogenni viny.
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Zaver

@ Reseni vinové je v obecném pripadé numericky problém, i kdyZ zname analytické
vyjadreni odezvového tenzoru v zavislosti na frekvenci a vinovém vektoru.

@ Analytické feSeni je mozné jen za urcitych podminek.

@ Optickeé funkce jako reprezentace dielektrické odezvy maji smysl pouze pro
izotropni prostfedi bez prostorové disperze (optické aktivity).

@ Homogenni viny v izotropnim prostfedi budi pouze transverzalni slozku
dielektrické odezvy. Nehomogenni viny budi i longitudinalni komponentu
dielektrické odezvy.
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