Pokrocilé disperzni modely v optice tenkych vrstev
Lekce 6: Jednoduché klasické disperzni modely

Daniel Franta

Ustav fyzikalni elektroniky, Pfirodovédecka fakulta, Masarykova univerzita

11. a 25. 4. 2022



Obsah

@ Uvod

aniel Franta tav fyzikalni elektroniky) Pokrocilé disperzni modely 2/34



Uvod

@ Pro odvozeni klasickych disperznich modell se pouzivaji klasické (Newtonovy)
pohybové rovnice.

@ Ve srovnani s kvantové mechanickymi modely jsou relativné jednoduché.

@ Jejich pouzitelnost u kondenzovanych latek je omezena na

e na fonony (kolektivni kmity mfize) v idealnim krystalu

@ na vodivostni elektrony (diry) v kovech a polovodi€ich

e na Cooperovy elektronové pary v supravodicich

@ v ostatnich pripadech jsou klasické modely vétSinou pouze hrubou aproximaci
skute€né dielektrické odezvy

Zakladni predpoklady

@ Kvazineutralita systému
e ¢&astice interaguiji pouze prostrednictvim elektrického pole E(w, k)
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Disperzni model fidkého plazmatu

Disperzni model fidkého plazmatu

@ Predpokladame, Ze se Castice nesrazi ani jinak mezi sebou neinteraguji (nulovy
acinny prirez).
@ Odvozeni provedeme v pfimém Casoprostoru jako odezvu na jednotkovy elektricky
pulz v ase r = 0.
E(t,r) = Eyi(2)

Pted ptichodem pulsu ¢astice méli nulovou driftovou rychlost a po pfichodu
elektrony a jadra ziskaly driftovou rychlost tmérnou jejich naboji a nepfimo tmérnou
jejich hmotnosti

v(t) = < () E, na(t) = &

Me my,
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Disperzni model fidkého plazmatu

Realna opticka vodivost o (¢t — ') je Greenova funkce
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Disperzni model fidkého plazmatu

Reaélna susceptibilita je integralem realné vodivosti

o) =X = l/t o(f)dl = w1011
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Funkce v reciprokém prostoru jsou Fourierovymi obrazy
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Disperzni model fidkého plazmatu

A protoze plati:
@ X () je redlna funkce
@ x(¢t) =0pro < 0 je kauzalni
© a z definice jde o systém neinteragujicich ¢astic
tak potom plati tfi zakladni podminky pro odezvovou funkci:
@ Casové reverzni symetrie: x(w) = x(—w)*
© Kramers—Kronigovy relace:

1 (@ , o)
= w][,oo e-w® afw cow

© sumadni pravidla
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Disperzni mod
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Disperzni model fidkého plazmatu

@ Disperzni model fidkého plasmatu je modelem volnych neinteragujicich nabitych
Castic.

@ Tento model je vhodny pro popis Cooperovych parl v supravodiéi. Tyto stavy dvou
elektrond s opaénym spinem se chovaji jako bozony, které mezi sebou vzajemné
neinteraguji.

@ Plazmova frekvence popisuje potom efektivni hustotu téchto stavl v systému, tedy
nepopisuje systém jako celek.
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Disperzni model harmonického oscilatoru

Disperzni model harmonického oscilatoru

@ Predpokladejme dvé Castice s navzajem opaénym nabojem a riznou hmotnosti
(néco jako atom vodiku).

@ Izotropni model.

@ Predpokladame, ze se atomy navzajem nesrazi ani jinak mezi sebou neinteraguiji
(nulovy G&inny prifez).

@ Odvozeni provedeme v pfimém ¢asoprostoru jako odezvu na jednotkovy elektricky

pulz v ¢ase r = 0.
E(t,r) = Eyi(2)

Pohybové rovnice

d®xe (1)
dr?

d®x, (1)
dr?

= kuta(t) = Xe(t)]

e = firfxe(t) — xa(1)]
x: — konstanta pruznosti

x. — stfedni posunuti elektronu vzhledem k tézisti

x, — stfedni posunuti jadra vzhledem k tézisti

Elektricka sila neméni pohybovy stav tézisté diky kvazineutralité.
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Disperzni model harmonického oscilatoru

Reseni pohybovych rovnic:

ve(t) = d"gt(t) =L cos(w) O By wlh) = d”:lt(t) = - cos(wit) O() E,
xe(f) = *mew sin(wit) O(1) E, xa(t) = mew sin(wit) O(1) E,
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Potom
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Disperzni model harmonického oscilatoru

Funkce v reciprokém prostoru jsou Fourierovymi obrazy

& (w) = eow? B (6(w T w) + O(w— wr)) +ig ~ w?] 1

X(w) = wp {% + il(é(w +wr) + 6w — wr)ﬂ 1

wi — w? 2w

A opét plati tfi zakladni podminky pro odezvovou funkci:
@ casové reverzni symetrie: x(w) = x(—w)*

@ Kramers—Kronigovy relace:
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Disperzni model harmonického oscilatoru

@ Disperzni model harmonického oscilatoru neni realistickym modelem, s kterym se
muzeme setkat.

@ Ma nezastupitelnou Ulohu v teorii, protoze popisuje dielektrickou odezvu kvantové
mechanického modelu popsaného pomoci Fermiho zlatého pravidla (pfechod
mezi dvéma diskrétnimi energiovymi hladinami).

@ Fonony v pevné latce — kmity miiZe jsou popsané v ramci kvazi¢asticového
pfistupu jako fonony (neinteragujici bozonové kvazi¢astice, tj. nezavislé
harmonické oscilatory).

@ Model harmonického oscilatoru je totozny s empirickym Sellmeierovym modelem:

Wp.i 2 B\
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Disperzni model volnych &astic (Drudeho model)

e Disperzni model volnych ¢éastic (Drudeho model)
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Disperzni model volnych &astic (Drudeho model)

Disperzni model volnych ¢astic (Drudeho model)

@ Predpokladame, Ze se Castice srazi s uréitou pravdépodobnosti (frekvenci).
@ Odvozeni provedeme v piimém ¢asoprostoru jako odezvu na jednotkovy elektricky
pulz v ¢ase r = 0.
E(t,r) = Eyd(1)
Stejné jako v modelu fidkého plazmatu, pted prichodem pulsu ¢astice méli nulovou
driftovou rychlost a po pfichodu elektrony a jadra ziskaly driftovou rychlost Gmérnou
jejich néboji a nepfimo Umeérnou jejich hmotnosti.
@ Predpokladame, ze Castice kazdou srazkou ztrati driftovou rychlost (pohyb po
srazce je zcela nahodny).
Hustota nesrazenych elektrond klesa s ¢asem exponencialné
dNG(1)
dr
Distribu¢ni funkce pravdépodobnosti srazky elektronu v ¢ase:

= —yNL(1) Ne(t) = Ne exp(—v1) ©(1)

Ji.(£) = yexp(—1) / fi.(t)dr =1 normalizovana
0
Prdmérna doba mezi srazkami = jednoho elektronu je tedy
T = / tfi (1) dr = ! ~ je srazkova frekvence
0

Y
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Disperzni model volnych &astic (Drudeho model)

Na systém se mGzeme divat tak, jako by neklesal poCet nesrazenych €astic, ale tak
jako by klesala fiktivné driftova rychlost elektront:

dve (1)
dr

= —ye(1)
respektive mizeme psat fiktivni Newtonovu rovnici obsahujici disipativni silu

dve (1)
dr

= —Kave(?) Kd = My = %

Me

Tedy jako by elektron byl tlumen silou Umérnou jeho rychlosti. To stejné plati pro jadra.
Navic plati zdkon zachovani celkové hybnosti, proto

be(t) = = exp(=1) O(E, (1) = 2" exp(~1) O(1)Ey

ne

Potom Casovy vyvoj dielektrické odezvy na jednotkovy pulz (Greenova funkce) je
o(t) = eowI% exp(—1) ©(1) 1
respektive po integraci

x(1) = % [1 — exp(—71)] ©(1) 1
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Disperzni model volnych &astic (Drudeho model)
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Disperzni model volnych &astic (Drudeho model)

("]

Drudeho model je modelem volnych interagujicich nabitych ¢astic, tedy velmi
realisticky model plazmatu.

V ramci pevnych latek se ¢asto pouziva pro modelovani volnych nositel v kovech
nebo polovodi¢ich. Skute¢nou dielektrickou odezvu modeluje vétsinou v celku
obstojné, ale ¢asto je nutné zavést néjaké korekce.

Plazmova frekvence popisuje efektivni hustotu volnych nositeld, ne tedy
skute¢nou hustotu. V praxi se misto efektivni hustoty pouziva efektivni hmotnost
m*. Napriklad pro fosforem dopovany kfemik sumacni pravidlo pro volné elektrony
vypada nasledovné: ,
/ wel(w) dw = e
0 2m*meeo

kde pro efektivni hmotnost mdzeme najit hodnotu m* = m. /3. Tedy vodivostni
elektrony pfispivaji do sumy jaky by jich bylo 3x vice.
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Disperzni model tlumeného harmonického oscilatoru (Lorentziiv model)
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Disperzni model tumeného harmonického oscilatoru (Lorentztv model)

Disperzni model tlumeného harmonického oscilatoru (Lorentziv model)

@ Predpokladejme dvé ¢astice s navzajem opaénym nabojem a rdznou hmotnosti
(néco jako atom vodiku).
@ |zotropni model.
@ Predpokladame, Ze se atomy navzajem srazi s urcitou frekvenci.
@ Odvozeni provedeme v pfimém ¢asoprostoru jako odezvu na jednotkovy elektricky
pulz v Case r = 0.
E(t,r) = Eyd(2)

Pred pfichodem pulzu se neutralni atomy pohybuji ndhodné a navic elektron a jadro
asynchronné kmitaji vzhledem k tézisti vlastni rezonan¢ni frekvenci, tudiz tyto pohyby
nepfispivaji do vystfedovaného polarizaéniho vektor P(z,r).

Uvazujme, ze kazdou srazkou atomy zapomenou na vibracni stav pred srazkou,

podobné jako v Drudeho modelu ¢astice po srazce zapomnély na driftovou rychlost:

ve(t) = _mie cos(wrt) exp(—~t) ©(r) 1

‘e [wrsin(wrt) — 7 cos(wit)] exp(—=71) + o1
Me wi + 72

x.(t) = —
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Disperzni model tlumeného harmonického oscilatoru (Lorentziiv model)

Disperzni model tlumeného harmonického oscilatoru (Lorentziv model)

@ Predpokladejme dvé ¢astice s navzajem opaénym nabojem a rdznou hmotnosti
(néco jako atom vodiku).
@ |zotropni model.
@ Predpokladame, Ze se atomy navzajem srazi s urcitou frekvenci.
@ Odvozeni provedeme v pfimém ¢asoprostoru jako odezvu na jednotkovy elektricky
pulz v Case r = 0.
E(t,r) = Eyd(2)

Pred pfichodem pulzu se neutralni atomy pohybuji ndhodné a navic elektron a jadro
asynchronné kmitaji vzhledem k tézisti vlastni rezonan¢ni frekvenci, tudiz tyto pohyby
nepfispivaji do vystfedovaného polarizaéniho vektor P(z,r).

Uvazujme, ze kazdou srazkou atomy zapomenou na vibracni stav pred srazkou,

podobné jako v Drudeho modelu ¢astice po srazce zapomnély na driftovou rychlost:

ve(t) = _mie cos(wrt) exp(—~t) ©(r) 1

‘e [wrsin(wrt) — 7 cos(wit)] exp(—=71) + o1
Me wi + 72

x.(t) = —

Toto je Spatné!
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Disperzni model tumeného harmonického oscilatoru (Lorentztv model)

@ Chyba je v tom, Ze jsme predpokladali, Ze po srazce se Castice v atomech
pohybuji vhledem ke kmitim pfed srazkou zcela asynchronné.

@ Toto tvrzeni je pravdivé pouze, paklize srazka pfisla v okamziku uzlového bodu ¢
kdy posunuti bylo nulové, tj. x.(¢) = 0.

@ V pfipadé, ze srazka pfisla v okamziku mimo uzlovy bod, tj. kdy hodnota posunuti
byla nenulova, toto tvrzeni neplati.

@ Naopak, kdyZ srazka pfrisla v okamziku, kdy posunuti bylo v bodé obratu, tj.
maximalni nebo minimalni, tak se srazka atom( do koherentni ¢asti vibracniho
stavu po srazce vibec neprojevi.

Proto exponencialni faktor musime dat k posunuti a ne k driftové rychlosti. Navic
frekvenci musime podélit dvéma:

xe(t) = —m:'wr sin(wrt) exp(—%t) o1
ve(t) = dx;—t(t) - —mie {cos(wrl) - 21, sin(wrt)} exp(—%t) o)1

Tim se nam u rychlosti objevi fazové posunuty ¢len.
Tyto Gasové zavislosti jsou feSenim nasledujicich pohybovych rovnic s fiktivnim
tlumenim:
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Disperzni model tumeného harmonického oscilatoru (Lorentztv model)

d zic:z(t)  refa(t) — xe(0)] 4+ Ao {dxgt(t) B dxgt(t)}
d2xn(t) _ dre(r)  dealt)
D = rfelt) = %)) + g {T _ T}

Podobné rovnice jako v pfipadé harmonického oscilatoru s pridanym tlumicim
faktorem, ktery je popsany fiktivni silou s koeficientem:

Kd = Yl u redukovana hmotnost

a jinou fiktivni konstantou pruznosti

2 2
K
fgczwrzu+f1;¢:fir+74;

Casové zavislosti susceptibility (Greenova funkce) a vodivosti systému jsou nasledujici
2
x(t) = “ sin(wrt) exp(—%l) o1

Wr

i sin(wrt)} exp<f%t) CIGN!

o(t) = eowg [cos(wrt) —
Wr
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Disperzni model tlumeného harmonického oscilatoru (Lorentziiv model)
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Disperzni model tlumeného harmonického oscilatoru (Lorentziiv model)

Kriticky tlumeny oscilator

we =7/2 B wr=0

T T T T T o=
X(t)

\\ o(t)

\\
o0l
0 20 40 60 80 100
Cas, t

Tento pfipad vypada trochu jako Drudeho model (neni tam harmonickéa ¢ast), ale neni
totozny. Dojde k prekmitnuti driftové rychlosti (zpétnému proudu).

lim x(r) =0

t— o0
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Disperzni model tlumeného harmonického oscilatoru (Lorentziiv model)

Pretlumeny oscilator
we < v/2 = wr <0

T T T T T ™
X(®)
oft) ——

0 20 40 60 80 100
Cas, t

Tento pripad téz vypada trochu jako Drudeho model (neni tam harmonicka ¢ast), ale
téZ neni totozny. Dojde také k pfekmitnuti driftové rychlosti (zpétnému proudu).

LorentzGv model piejde v Drudeho model pro w, = 0.

Lorenziv model pro 0 < w. < 7/2 neodpovida zvolenému mikroskopickému modelu.
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Disperzni model tumeného harmonického oscilatoru (Lorentztv model)

@ Lorentzliv model je velmi dobrym modelem pro kmity mrize ideélniho krystalu, kdy
jednotlivé vibrani médy nejsou navzajem svazané.

@ V praxi je nutné prejit k modelu vazanych oscilator(.

@ Lorentzovska Cast reprezentuje kone¢nou dobu Zivota fonond, kdy obsazovaci
Cislo klesa exponencialné s Casem. Za jednotku ¢asu se snizi pocet excitovanych
fononu o urcitou procentni hodnotu. Obsazovaci €islo konverguje k hodnoté
odpovidajici termodynamické rovnovaze.

praxi se pouziva Voigtav profil (konvoluce Lorentzova profilu s Gaussovskym).
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Disperzni model tumeného harmonického oscilatoru (Lorentztv model)

Zaver

@ Ukazali jsme si jak odvodit jednoduché klasické modely

@ Disipace je popsana nahodnymi srazkami (zavedeni tlumici sily je fiktivni)

@ U Lorentzova modelu tlumeni ovliviiuje centralni frekvenci, ktera se lisi od
rezonanéni frekvence

@ Lorentzliv model zahrnuje feSeni, ktera neodpovidaji zvolenému mikroskopickému
modelu.
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