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Èást ITeorie mati
Pro øadu matematiko-fyzikálníh disiplin i tehnikýh oborù pøedstavují matievelmi úèinný matematiký aparát, který v mnoha pøípadeh umo¾òuje vyjádøitvelie prùhledným zpùsobem jinak formálnì komplikované výpoèty. Ve vìt¹inìfyzikálníh disiplín je pou¾ití matiového poètu naprosto pøirozené, nebo» vyplýváz vektorové a tenzorové povahy fyzikálníh velièin.Teorie mati je souèástí praktiky ka¾dé základní uèebnie algebry. V na¹em textubude slou¾it sie jako nezastupitelný, pøee jen v¹ak pouze výkonný aparát. Protouvedeme jen ty nejdùle¾itìj¹í poznatky z teorie mati, které budeme v dal¹ím po-tøebovat. Dùkazy provedeme ve zkráené verzi u záva¾nýh tvrzení, v jednodu¹¹íhpøípadeh budou pøenehány ètenáøi jako vièení. Také znaèení bude pøizpùsobenoaplikaím teorie mati ve fyzikálníh disiplínáh.Budeme uva¾ovat o matiíh, jejih¾ prvky jsou reálná nebo komplexní èísla. mno-¾inu v¹eh reálnýh resp. komplexníh èísel opatøenou v¹emi známými algebrai-kými operaemi oznaèíme R resp. C . Obenì mohou mohou být matie tvoøenyi prvky jinýh mno¾in s patøiènou algebraikou strukturou. Jedná se napøíklado matie polynomiké, jimi¾ se budeme zabývat v druhé èásti této kapitoly.
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Kapitola 1Èíselné matie
1.1 Operae s matiemiMatií A typu m=n nad reálnými resp. komplexními èísly nazýváme souborm:n reálnýhresp. komplexníh èísel �ji , 1 � i � m, 1 � j � n, uspoøádanýh do øádkù a sloupùtakto: A = 0BBB� �11 �21 : : : �n1�12 �22 : : : �n2... ... . . . ...�1m �2m : : : �nm

1CCCA �ji 2 R resp. CZnaèíme A = (�ji ). Index i resp. j se nazývá øádkovým resp. sloupovým indexem.Pro matie lze u¾ít i znaèení A = (�ij) resp. A = (�ij), kde prvý index je øádkový,druhý sloupový. Poèítá se s nimi stejnì jako pøi oznaèení (�ji ). Je-li m 6= n, hovoøímeo matii obdélníkové, pro m = n jde o matii ètverovou øádu n. (Teorie mati se zabývái tzv. nekoneènými matiemi, v nih¾ jsou øádky a sloupe tvoøeny posloupnostmi, tj.i; j 2 f1; 2; : : :g ev. f: : : ;�1; 0; 1; : : :g. Problematikou takovýh mati se podrobnìjizabývat nebudeme.) Prvky �jj, j 2 f1; 2; : : : ;min(m;n)g jsou diagonální prvky matieA, uspoøádaný soubor [�11; �22; : : : ; �kk℄, k = min(m;n), je hlavní diagonála matie. Matii0 nazýváme nulovou �ji = 0 pro v¹ehna i, j, ètverová matie E øádu n se nazývájednotková, je-li �ji = Æji (Kronekerovo delta) pro v¹ehna i; j 2 f1; 2; : : : ; ng. Matiea = (�ji ) a B = (�ji ) jsou si rovny právì tehdy, kdy¾ jsou stejného typu a platí �ji = �jipro v¹ehna i, j. Pí¹eme A = B. O diagonální matii hovoøíme, je-li �ji = 0 pro v¹ehnai 6= j.Matie typu m=n má tzv. shodovitý tvar, je-li
A = 0BBBBBBBBBB�

0 : : : 0 �j11 : : : : : : �n10 : : : : : : 0 �j22 : : : : : : �n2... . . . ...0 : : : : : : 0 �j22 : : : �n20 : : : : : : 0... . . . ...0 : : : : : : 0
1CCCCCCCCCCA ;
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4 1.1. Operae s matiemikde 1 � k � n, 1 < j1 < j2 < � � � < jk � n, �jii 6= 0 pro i 2 f1; : : : ; kg. Nulovou matiipova¾ujeme rovnì¾ za shodovitou.Pøíklad 1: Z následujííh mati mají shodovitý tvar matie A, B, matie C, Dshodovitý tvar nemají:A = 0�1 0 4 20 0 5 60 0 0 01A; B = 0�0 2 7 0 40 0 2 3 00 0 0 8 21A; C = 0�1 2 40 3 50 1 21A; D = 0�1021A :Pøíkladem shodovité matie je také matie diagonální.Pomìrnì dùle¾itým speiálním pøípadem shodovité matie je také tzv. matie troj-úhelníková, de�novaná vztahy �ji = 0 pro v¹ehna i < j (tzv. dolní trojúhelníkovámatie) resp. i > j (horní trojúhelníková matie). Taková matie má nad resp. podhlavní diagonálou pouze nulové prvky.Matií opaènou k matii A nazýváme matii s prvky ��ji a znaèíme ji �A. Neh»A = (�ji ) je matie typu m=n. Matii AT = (�ij), typu n=m, nazýváme matií transpo-novanou kA. Zøejmì je (AT)T = A. Matii nazýváme symetrikou resp antisymetrikou,resp. samoadjungovanou, je=li AT = A, resp. AT = �A, resp. AT� = A. Hvìzdièkaznaèí operai komplexní sdru¾enosti, konkrétnì AT� = (�ji �), je-li A = (�ji ), 1 � i � m,1 � j � n. Je-li matie A tvoøena reálnými èísly, pojmy symetriká a samoadjungo-vaná matie splývají. Z de�ni dále plyne, ¾e diagonální prvky samoadjungované matiejsou reálné, diagonální prvky antisymetriké matie jsou nulové. Nutnou podmínkou proto, aby matie mohla být symetriká, antisymetriká nebo samoadjugovaná je rovnostm = n.Dùle¾itými operaemi s matiemi je souèet mati, násobení matie èíslem a souèinmati: Souètem mati A = (�ji ), B = (�ji ) typu m=n rozumíme matii C = (ji ) opìttypu m=n, pro ni¾ je ji = �ji + �ji pro v¹ehny indexy i; j.Z de�ni a pravidel pro poèítání s reálnými a komplexními èísly vyplývají pravidlapro poèítání s matiemi:Vìta 1.1. Pravidla pro souèet a �-násobek mati. Pro libovolné matie A, B, C typum=n a èísla �, � platí:(i) A+B = B+A komutativita(ii) A+ (B+C) = (A+B) +C asoiativita(iii) A+ 0 = 0+A = A(iv) A+ (�A) = (�A) +A = 0(v) �(A+B) = �A+ �B distributivita(vi) (�+ �)A = �A+ �A distributivita(vii) �(�A) = (��)A asoiativita(viii) 1A = A násobení jednièkou(ix) 0A = 0(x) �1A = �A(xi) (A+B)T = AT +BT(xii) (�A)T = �AT
(1.1)



Kapitola 1. Èíselné matie 5Poznámka: Mno¾ina mati opatøená operaí sèítání s vlastnostmi (i) a¾ (iv) má struk-turu tzv. komutativní grupy, mno¾ina mati se sèítáním a násobením èíslem s vlast-nostmi (i) a¾ (viii) má strukturu tzv. vektorového prostoru. O tìhto strukturáh bu-deme podrobnì hovoøit v kapitole 2.Neh» A = (�ji ) je matie typu m=n a B = (�ji ) matie typu n=r. Souèinem matiA a B nazýváme matii C = (ji ) typu m=r, pro kterou je ki = �ji�kj , 1 � i � m,1 � j � n, 1 � k � r. Pí¹eme C = AB. Souèin mati není obenì komutativní. Pøiobeném zadání èísel m, n, r nemusí být souèin BA ani de�nován.Z de�nie souèinu mati plynou opìt pravidla pro násobení mati a kombinovánísouèinu se souètem a �-násobkem.Vìta 1.2. Pravidla pro souèin mati. Pro libovolné matie A, B, C vhodnýh typù alibovolné èíslo � platí: (i) (�A)B = �(AB)(ii) A(B+C) = AB+AC(iii) 0A = 0; A0 = 0(iv) EA = A; AE = A(v) A(BC) = (AB)C(vi) (AB)T = BTAT; (1.2)
0 resp. E je nulová resp. jednotková matie vhodného typu.
Pøíklad 2: Matie A a B jsou dány takto:A = 0� 1 2�1 00 �21A ; B = ��1 0 0 32 1 �1 0� : Pak AB = 0� 3 2 �2 31 0 0 �3�4 �2 2 01A ;souèin BA není de�nován.Cvièení 1.1



6 1.1. Operae s matiemi(1) Jsou dány matieA1 = 0� 1 2 02 �4 10 1 3 1A A2 = 0BB� i 1 �i 1+i1 �1 0 ip2�i 0 3 01+i ip2 0 �i 1CCAA3 = 0� 1 i 1�i�i 0 21+i 2 3 1A A4 = � 0 8�6i8�6i 0 �
A5 = � 1 2�2 1 � A6 = � 1 2 3 40 1 2 3 �B1 = 0� 0 1 �1�1 0 2�2 0 1 1A B2 = 0BB� 3 1�1 04 50 1 1CCAB3 = � 1 0 1 �1 � B4 = 0BB� 2045 1CCAB5 = 0� 8 4 0 2 10 0 0 3 20 0 0 0 1 1A B6 = 0� 1 0 0 00 3 0 03 4 2 0 1A(a) Urèete, které ze zadanýh mati jsou symetriké, antisymetriké, samoadjungované,které jsou ve shodovitém tvaru resp. trojúhelníkové.(b) Vypoètìte v¹ehny de�nované souèty a souèiny mati Ai s matiemi Bj nad R iC .() Vypi¹te hlavní diagonály v¹eh mati.(2) U¾itím de�ni doka¾te vlastnosti (i) a¾ (xii) souètu a �-násobku mati ve vìtì 1.1.(3) U¾itím de�ni doka¾te vlastnosti souèinu mati (i) a¾ (vi) souètu a �-násobku mati vevìtì 1.2.Návod: Pou¾ití de�ni uká¾eme na pøíkladì vlastnosti (ii). Neh» matie A je typum=p matie B, C typu p=n. Oznaème D = B+C. D je rovnì¾ typu p=n. Dále oznaèmeF = AD = A(B + C), F = ('ji ). Podle de�nie je AB = (�ki �jk), AC = (�ki jk),'ji = �ki �jk = �ki (�jk+jk) = �ki �jk+�ki jk. Je tedyA(B+C) = ((�ki �jk+�ki jk)) = AB+BC.(4) Neh» A je matie typu m=n, En jednotková matie typu n=n, Em jednotková matietypu m=m. Vypoètìte souèiny AEn a EmA.



Kapitola 1. Èíselné matie 7(5) Neh» A je ètverová matie. Doka¾te:(a) Matie A+AT je symetriká a matie A�AT antisymetriká (nad R i C ).(b) Ka¾dou ètverovou matii lze zapsat jako souèet symetriké a antisymetriké ma-tie.Návod:(a) Pou¾ijte vlastností 1.1 a uka¾te, ¾e (A+AT)T = A+AT, podobnì (A�AT)T =�(A�AT).(b) U¾ijte výsledku (a).(6) Zjistìte, zda platí toto tvrzení: Matie A je horní trojúhelníková matie právì tehdy,kdy¾ má shodovitý tvar. V kladném pøípadì tvrzení doka¾te, v záporném pøípadì jeopravte.1.2 Hodnost matie, Gaussova eliminaèní metodaVelmi dùle¾itou harakteristikou ka¾dé matie je její hodnost. Abyhom ji mohli de�no-vat, potøebujeme nìkolik dal¹íh pojmù týkajííh se matie A.Neh» matie A je typu m=n, neh» fi1; : : : ; irg a fj1; : : : ; jsg, 1 � r � m, 1 � s � njsou posloupnosti vybrané z posloupností f1; 2; : : : ; mg a f1; 2; : : : ; ng, tj. 1 � i1 < i2 <� � � < ir � m, 1 � j1 < j2 < � � � < js � n. Matie typu r=s tvaru0BBB� �j1i1 �j2i1 : : : �jsi1�j1i2 �j2i2 : : : �jsi2... . . . ...�j1ir �j2ir : : : �jsir
1CCCAse nazývá submatií matie A tvoøenou øádky s indexy i1; : : : ; ir a sloupi j1; : : : ; js.Oznaème dále (�i) = (�1i ; : : : ; �ni ), 1 � i � m, i-tý øádek matie A, (�j) = (�j1; : : : ; �jm),1 � j � n, j-tý sloupe matie A. Zøejmì je (�i) matie typu 1=n tzv. øádková matie a(�j) matie typu m=1 tzv. sloupová matie. Pro takové matie pohpitelnì také platív¹ehna pravidla pro poèítání s matiemi. Neh» 1 � i1 < : : : < ir � m. Lineárníkombinaí øádkù matie A s indexy i1; : : : ; ip rozumíme øádkovou matii tvaru1(�i1) + : : :+ r(�ir) � k(�ik);kde 1; : : : ; r 2 R resp. C jsou libovolná èísla. Øádky s indexy i1; : : : ; ir nazývámelineárnì závislé, existují-li èísla 1; : : : ; r 2 R resp. C , z nih¾ alespoò jedno je nenulové,tak, øe platí 1(�i1) + : : :+ r(�ir) = 0: (1.3)V opaèném pøípadì jsou øádky lineárnì nezávislé. Pojmy lineární kombinae, lineárnínezávislosti a závislosti lze analogiky de�novat i pro sloupe.



8 1.2. Hodnost matie, Gaussova eliminaèní metodaPøedpokládejme, ¾e øádky s indexy i1; : : : ; ir jsou lineárnì závislé a nenulovým ko-e�ientem v 1.3 je napø. p, 1 � p � r. Pak(�ip) = � 1p �1(�i1) + � � �+ p�1(�ip�1) + p+1(�ip+1)+ + � � �+ r(�ir)℄ ;tj. ip-tý øádek matieA je lineární kombinaí ostatníh. Elementárními úpravami matieA rozumíme následujíí operae:(i) vynásobení i-tého øádku (sloupe) libovolným èíslem � 6= 0,(ii) pøiètení libovolného �-násobku j-tého øádku k i-tému øádku pro i 6= j, podobnìpro sloupe. (Vysvìtlete podmínku i 6= j.)Elementární úpravy (i), (ii) je velmi u¾iteèné vyjádøit pomoí matiového násobení.Neh» A je matie typu m=n. Oznaème
I(i)m (�) = 0BBBBBBBBB�

1 . . . (i) 01 #(i) ! � 10 . . . 1
1CCCCCCCCCA ;

I(ij)m (�) = 0BBBBBBBBBB�
1 (j). . . # 01 �  (i). . . 10 . . . 1

1CCCCCCCCCCAètverové matie typu m=n. I(i)m (�) je diagonální matie, v ní¾ je i-tý prvek diagonályroven � 6= 0, ostatní jsou rovny 1. I(ij)m (�) je horní trojúhelníková matie, její¾ diago-nální prvky jsou rovny 1, prvek v i-tém øádku a j-tém sloupi je roven �, ostatní jsounulové. Pøímým výpoètem se snadno pøesvìdèíme, ¾e matie A, která prodìlala elemen-tární úpravu (i) s øádkem resp. sloupem, získá tvar I(i)m (�)A resp. AI(i)n (�), zatímopøi øádkové resp. sloupové úpravì (ii) nabude tvaru I(ij)m (�)A resp. AI(ij)n (�). MatieI(i)m (�) resp. I(ij)m (�) se nazývají elementární matie. Provedeme-li tedy s matií A ko-neèný poèet øádkovýh a sloupovýh úprav, mù¾eme výslednou matii zapsat ve tvaruA0 = UAV, kdeU aV jsou souèinem koneèného poètu elementárníh mati. O matiíhA, A0 øíkáme, ¾e jsou ekvivalentní, A � A0, nebo» se lze snadno pøesvìdèit, ¾e taktode�novaná relae na mno¾inì mati je ekvivalení (viz vièení ). Koneèným poètem ele-mentárníh úprav lze také provést výmìnu i-tého a j-tého øádku matie, resp. i-tého a



Kapitola 1. Èíselné matie 9j-tého sloupe. Skuteènì, symbolizujeme-li matiiA s vyznaèením i-tého a j-tého øádku,mù¾eme psát pomoí ekvivalení0BBBBBB� ...i...j...
1CCCCCCA �

0BBBBBB� ...i+j...j...
1CCCCCCA �

0BBBBBB� ...i+j...j�(i+j)...
1CCCCCCA �

0BBBBBB� ...i+j...�i...
1CCCCCCA �

0BBBBBB� ...i+j+(�i):...�i...
1CCCCCCA �

0BBBBBB� ...j...�i...
1CCCCCCA �

0BBBBBB� ...j...i...
1CCCCCCA :Vìta 1.3. Ka¾dou matii typu m=n lze koneèným poètem øádkovýh elementárníhúprav pøevést na shodovitý tvar. (Ka¾dá matie typu m=n je tedy ekvivalentní nìjakéshodovité matii tého¾ typu.)Dùkaz: Dùkaz tohoto tvrzení podává souèasnì praktiký návod na pøevedení matiena shodovitý tvar. Uvedený postup má název Gaussova eliminaèní metoda. Neh» Aje matie typu m=n. Vylouèíme triviální pøípad, kdy A = 0, nebo» nulová matie ji¾je ve shodovitém tvaru. Matie A má tedy alespoò jeden nenulový prvek s nejni¾¹ímsloupovým indexem. Je-li takovýh prvkù víe, vezmìme ten z nih, který má nejni¾¹íøádkový index. Nyní je ji¾ jednoznaènì urèen tzv. klíèový prvek metody. Neh» se jednáo prvek �qp, 1 � p � m, 1 � q � n. Matie A má tedy tvar

A = 0BBBBBBBBB�
0 : : : 0 0 : : :... ... ... ... ...... ... 0 ... ...... ... �pq ... ...... ... ... ... ...0 : : : 0 ... : : :

1CCCCCCCCCAJe-li q = 1, blok nul vpøedu pohopitelnì hybí. První elementární úprava spoèívá vevýmìnì p-tého a prvého øádku, tj.
A � 0BBBBBBB�

0 : : : 0 �qp �q+1p : : : �np... ... �q2 �q+12 : : : �n2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :... ... �q1 �q+11 : : : �n1: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 �qm �q+1m : : : �nm
1CCCCCCCAoznaème 0BBBBBBB�

0 : : : 0 �q1 �q+11 : : : �n1... ... �q2 �q+12 : : : �n2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :... ... �qp �q+1p : : : �np: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 �qm �q+1m : : : �nm
1CCCCCCCA



10 1.2. Hodnost matie, Gaussova eliminaèní metodaDal¹í úpravy: K i-tému øádku nové matie, 2 � i � m, pøièteme (��qi =�q1)-násobek pr-vého øádku. Po tìhto úpraváh získá matie tvar, v nìm¾ v¹ehny prvky q-tého sloupes výjimkou prvku v prvém øádku jsou nulové, tj.A � 0BBB� 0 : : : 0 �q1 �q+11 : : : �n1... ... 0 q+12 : : : n2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 0 q+1m : : : nm
1CCCA :Budeme-li nyní stejný postup aplikovat pouze na øádky s indexy 2 a¾ m, dospìjeme ketvaru, v nìm¾ jsou naví nulové prvky sloupe s indexem (q + 1) s eventuální výjim-kou prvkù v prvém a druhém øádku. Vzhledem ke koneènosti matie A dospìjeme pokoneèném poètu øádkovýh elementárníh úprav ke shodovitému tvaru. }Poznámka: Pøi volbì klíèového prvku u Gaussovy metody pova¾ujeme za závaznýindex q. Není v¹ak nutno volit klíèový prvek tak, aby øádkový index p byl pøi daném qminimální. Obvykle volíme p tak, aby pøi výpoètu nevznikaly slo¾ité zlamky. Díky tétonejednoznaènosti pak ani shodovitý tvar matie A není urèen jednoznaènì. V¹ehnyshodovité matie ekvivalentní matiiA jsou v¹ak pohopitelnì ekvivalentní i navzájem.Pøíklad 3: Za klíèový prvek pøi úpravì matie A volíme �12.A=0BB� 3 6 1 0 0�1 0 1 0 10 0 1 0 24 2 1 3 �11CCA;0BB� 3 6 1 0 0�1 0 1 0 10 0 1 0 24 2 1 3 �11CCA � 0BB��1 0 1 0 13 6 1 0 00 0 1 0 24 2 1 3 �11CCA �� 0BB��1 0 1 0 10 6 4 0 30 0 1 0 20 2 5 3 31CCA0BB��1 0 1 0 10 2 5 3 30 0 1 0 20 6 4 0 31CCA0BB��1 0 1 0 10 2 5 3 30 0 1 0 20 0 �11 �9 �61CCA �� 0BB��1 0 1 0 10 2 5 3 30 0 1 0 20 0 0 �9 161CCA = S (shodovitý tvar)Postup úprav: 1. výmìna prvého a druhého øádku, 2. pøiètení trojnásobku prvého øádkuk druhému øádku, 3. výmìna druhého a ètvrtého øádku, 5. pøiètení jedenátinásobkutøetího øádku ke ètvrtému.Uva¾ujme nyní o matii A z hlediska lineární závislosti resp. nezávislosti jejíh øádkù.Systém øádkù s indexy i1; i2; : : : ; ip nazveme maximálním lineárnì nezávislým systémemøádkù matie A, jestli¾e(i) systém (ai1); : : : ; (aip) je lineárnì nezávislý,



Kapitola 1. Èíselné matie 11(ii) systém (ai1); : : : ; (aip); (aip+1) je lineárnì závislý pro libovolný index ip+1 6= i1; i2; : : : ; ip,1 � ip+1 � m.Èíslo p, tj. nejvy¹¹í mo¾ný poèet lineárnì nezávislýh øádkù, udává tzv. hodnost matieA. Znaèíme p = hA. Zøejmì je hA � m. Ètverová matie øádu n, její¾ hodnost jemaximální, tj. hA = n, se nazývá regulární, je-li hA < n, jde o matii singulární. Èíslon� hA nazýváme u ètverové matie defektem.Poznámka: Poèet prvkù v¹eh maximálníh lineárnì nezávislýh systémù øádkù danématie je stejný (viz vièení).Vìta 1.4. Elementárními úpravami se nemìní hodnost matie.Dùkaz: Tvrzení doká¾eme pro elementární úpravu (ií) jak se øádky, tak se sloupi. Pro-to¾e se jedná a jedno z klíèovýh tvrzena teorie mati, provedeme dùkaz i za enu jistézdlouhavosti velmi dùslednì. Pouze nìkteré jeho názorné a témìø triviální kroky postou-píme ètenáøi v rámi vièení. Neh» hodnost matie A typu m=n je p. Nejvìtáí poèetlineárnì nezávislýh øádkù, které jsme shopni v matii A nalézt, je tedy p. Tento poèetse zøejmì nezmìní výmìnou øádkù. Pøedpokládejme tedy pro jednoduhost znaèení, ¾ejsou øádky vymìnìny tak, aby nezávislé øádky byly na prvýh p poziíh. Jsou tedy øádky(�1); : : : ; (�p) lineárnì nezávislé a ka¾dý dal¹í øádek matie je jejih lineární kombinaí.Proveïme nyní s matií A elementární øádkovou úpravu (ii), tj. k i-tému øádku pøi-èteme �-násobek j-tého øádku, i 6= j, � 6= 0. Rozli¹íme tyto mo¾nosti: 1 � i; j � p � m,1 � i � p < j � m, 1 � j � p < i � m, 1 � p < i; j � m. ®e se hodnost matie nezmìnív pøípadì tøetí a ètvrté mo¾nosti, lze ukázat velmi snadno. Soustøeïme se proto na prvédvì mo¾nosti.Neh» 1 � i; j � p � m. Matie A je ekvivalentní matiiA0, v ní¾ i-tý øádek je tvaru(�i0) = (�i) + �(�j), ostatní øádky jsou nezmìnìny, tj. (�k0) = (�k) pro v¹ehna k 2f1; : : : ; i�1; i+1; : : :mg. Uká¾eme, ¾e prvýh p øádkù matie A0 je lineárnì nezávislýh.Neh» 1; : : : ; p jsou taková èísla, ¾e platí1(�10) + � � �+ i(�i0) + � � �+ j(�j0) + � � �+ p(�p0) = 0;tj. 1(�1) + � � �+ i[(�i) + �(�j)℄ + � � �+ j(�j) + � � �+ p(�p) = 0:Odtud 1(�1) + � � �+ i(�i) + � � �+ (�i + j)(�j) + � � �+ p(�p) = 0;Z nezávislosti øádkù (�1); : : : ; (�p) pùvodní matie v¹ak plyne, ¾e v¹ehny koe�ientyposlední lineární kombinae jsou nulové tj. 1 = � � � = i = � � � = j�1 = j+1 = � � � =p = 0 a �i + j = 0. Zøejmì tedy j = 0. Øádky (�10); : : : ; (�p0) nové matie jsoutedy opìt lineárnì nezávislé. Ukázat, ¾e ka¾dý dal¹í øádek matie A0 je jejih lineárníkombinaí, je opìt velmi snadné.Nehá nyní 1 � i � p < j � m. Matie A0 má opìt i-tý øádek tvaru (�i0) =(�i)+�(�j), � 6= 0. (Vysvìtlete pøedpoklad � 6= 0.) Provìøme nezávislost resp. závislostprvýh p øádkù nové matie. Polo¾me1(�10) + � � �+ i(�i0) + � � �+ p(�p0) = 0:



12 1.2. Hodnost matie, Gaussova eliminaèní metodaTato lineární kombinae neobsahuje j-tý øádek nové matie. Dosazením dostaneme1(�10) + � � �+ i[(�i) + �(�j)℄ + � � �+ p(�p0) = 01(�1) + � � �+ i(�i) + � � �+ p(�p) + �i(�j) = 0;j-tý øádek je v¹ak lineární kombinaí prvýh p øádkù pùvodní matie, tj. (�j) = �1(�1)+� � �+ �p(�p). Opìt dosadíme a po úpravì dostaneme(1 + �i�1)(�1) + � � �+ (i + �i�i)(�i) + � � �+ (p + �i�p)(�p) = 0:Z nezávislosti øádkù (�1); : : : ; (�p) plyne1 + �i�1 = � � � = i + �i�i = � � � = p + �i�p = 0i-tá rovnost této soustavy i + �i�i = 0 je splnìna ve dvou pøípadeh:(i) i = 0. Pak z ostatníh rovností vyplývá nulovost v¹eh koe�ientù 1; : : : ; p, tj. nezávislost øádkù (�10); : : : ; (�p0). Opìt lze snadno dokázat, ¾e ostatní øádkynové matie A0 budou jejih lineární kombinaí.(ii) 1 + ��i = 0) ��i = �1) �i 6= 0, tj. � = �1=�i. Ostatní rovnosti pak dávajíobenì nenulové hodnoty èísel 1; : : : ; p, nebo» k = ��i�k = i�k=�i pro 1 �k � p. Øádky nové matie tedy budou lineárnì závislé. Uká¾eme v¹ak, ¾e v tomtopøípadì budou lineárnì nezávislì øádky (�10); : : : ; (�i�10); : : : ; (�i+10); : : : ; (�p0), (�j0),které jsou ov¹em toto¾né s øádky pùvodní matie s tými¾ indexy.Polo¾me 1(�10) + � � �+ i�1(�i�10) + i+1(�i+10) + p(�p0) + j(�j0) = 0tj. 1(�1) + � � �+ i�1(�i�1) + i+1(�i+1) + p(�p) + j(�j) = 0Je v¹ak (�j) = �1(�1) + � � �+ �i(�i) + � � �+ �p(�p);tj.(1 + �1j)(�1) + � � �+ (i�1 + �i�1j)(�i�1) + j�i(�i)++ (i+1 + �i+1j)(�i+1) + � � �+ (p + �pj)(�p) = 0:Z nezávislosti øádkù (�1); : : : ; (�p) opìt dostaneme1 + �1j = � � � = i�1 + �i�1j = �ij = i+1 + �i+1j = p + �pj = 0:Ponìvad¾ v¹ak pro mo¾nost (ii), kterou se právì zabýváme, je �i 6= 0 , musí být j = 0.Z ostatníh rovností pak plyne nulovost koe�ientù k, k 2 f1; : : : ; i�1; i+1; : : : ; pg, o¾dokazuje nezávislost øádkù matie A0. Opìt je tøeba ukázat závislost ostatníh øádkúmatie A0 na øádíh (�10); : : : ; (�i�10); (�i+10); : : : (�p0): Neh» (�q0) je libovolný øádek



Kapitola 1. Èíselné matie 13matie A0. Pro q = i je tvrzení ji¾ dokázáno. Neh» tedy q 6= i. Pak ov¹em (�q0) = (�q)a platí tedy (�q0) = (�q) = 1(�1) + � � �+ i(�i) + � � �+ p(�p)(q-tý øádek pùvodní matie je lineární kombinaí prvýh p øádkù pùvodní matie.) Platív¹ak (�k0) = (�k) pro k 2 f1; : : : ; i � 1; i + 1; : : : ; pg, zatímo (�i0) = (�i) + �(�j) jelineární kombinaí øádkù(�10); : : : ; (�i�10); (�i+10); : : : ; (�p0); (�j0);tj.(�i) = (�i0)� �(�j) = (�i0)� �(�j0) = �1(�10) + � � �+ �i�1(�i�10)++ �i+1(�i+10) + � � �+ �p(�p0) + �j(�j0)� �(�j0)Pak po úpravì(�q0) = (1 + �1i)(�10) + � � �+ (i�1 + �i�1i)(�i�10)++ (i+1 + �i+1i)(�i+10) + � � �+ (p + �pi)(�p0) + i(�j � �)(�j0):Zji¹»ujeme, ¾e øádek (�q0) je skuteènì lineární kombinaí øádkù(�10); : : : ; (�i�10); (�i+10); : : : (�p0); (�j0):Nyní doká¾eme tvrzení vìty 1.4 pro elementární úpravu (ii) se sloupi. Opìt pøedpo-kládejme, ¾e maximální lineárnì nezávislý systém øádkù matie A je tvoøen prvými pøádky. Proveïme úpravu spoèívajíí v pøiètení �-násobku (� 6= 0) j-tého sloupe k i-tému sloupi. Matie A0 tedy bude mít tvarA0 = A+ �M � A;kde matie �M je typu m=n, její i-tý sloupe je roven �-násobku j-tého sloupe matieA, ostatní prvky jsou nulové. Jednotlivé øádky matieM : (�k) = (0; :::; 0; �jk; 0; :::; 0); 1 � k � m;prvek �jk je na i-té pozii, tj. �ik = �ik. Opìt provìøme lineární závislost resp. nezávislostprvýh p øádkù nové matie. Neh»1(�10) + � � �+ k(�k0) + � � �+ p(�p0) = 0tj. 1(�1) + � � �+ p(�p) + �1(�1) + � � �+ �p(�p) = 0:Øádky matie M jsou násobky øádku (�) = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0), v nìm¾ jednièka je nai-té pozii. Pak 1(�1) + � � �+ p(�p) + �(1�j1 + � � �+ p�jp)(�) = 0



14 1.2. Hodnost matie, Gaussova eliminaèní metoda�(1�j1 + � � �+ p�jp)(�) = �1(�1)� � � � � p(�p):Levá strana rovnosti je øádková matie tvoøená nulami s výjimkou i-tého sloupe, v nìm¾stojí prvek �(1�j1+ � � �+ p�jp). Pravá strana rovnosti je øádková matie tvoøená prvky�1(�1) � � � � � p(�p), 1 � k � n. Pro i 6= j je její j-tý sloupe, tvoøený prvkem(1�j1+� � �+p�jp) nulový. Pak ov¹em 1(�1)+� � �+p(�p) = 0 a vzhledem k nezávislosti(�1); : : : ; (�p) v pùvodní matii lze tuto rovnost splnit jen pro 1 = � � � = p = 0. Odtudplyne i nezávislost øádkù (�10); : : : ; (�p0) matie A0. Dùkaz vìty 1.4 je ukonèen. }Bezprostøedním dùsledkem vìty 1.4 je dùle¾itá skuteènost, ¾e hodnost matie A jerovna hodnosti libovolné shodovité matie, která je s matií A ekvivalentní. Abyhomtedy urèili hodnost matie A, staèí ji pøevést na shodovitý tvar a samozøejmì umìtzjistit hodnost shodovité matie.Vìta 1.5. Hodnost shodovité matie je rovna poètu jejíh nenulovýh øádku.Dùkaz: Neh» S = (�ji ) je shodovitá matie typu m=n, (�1); : : : ; (�p), 1 � p � m jejínenulové øádky. (Skuteènost, ¾e hodnost nulové matie je nulová, je triviálním dùsledkemde�nie.) Pøedpokládejme, ¾e pro vhodnì zvolená èísla 1; : : : p je 1(�1)+ � � �p(�p) =0. Tato matiová rovnie pøedstavuje n rovni pro jednotlivé sloupe. Rozepsáním do-staneme 1�11 + 2�12 + � � � + p�1p = 01�21 + 2�22 + � � � + p�2p = 0... ... ... ...1�n1 + 2�n2 + � � � + p�np = 0(Ve zkráené sèítaí symbolie lze tuto soustavu zapsat ve tvaru k�jk = 0, pro v¹ehnaj 2 f1; : : : ; ng, k 2 f1; : : : ; pg je sèítaí index.Ponìvad¾ S je shodovitá matie, existuje index j1 tak, ¾e �11 = � � � = �j1�11 = 0,�j11 6= 0 a pak také �1i = � � � = sigmaj1i = 0 pro i 2 f2; : : : ; mg. j1-tá rovnie soustavypak má tvar 1�j11 = 0, odkud 1 = 0. Analogiky uká¾eme, ¾e také 2 = � � � = p = 0.Nezávislost øádkù (�1); : : : ; (�p) je dokázána. Øádky s indexy p+1; : : : ; m jsou pro p < mpodle pøedpokladu nulové a ka¾dý a nih je tedy lineární kombinaí øádkù (�1); : : : ; (�p).Hodnost matie S je hS = p. }Pomoí vìt 1.4 a 1.5 snadno uká¾ete následujíí jednoduhá tvrzení:(i) Hodnost matie A typu m=n se nezmìní vynásobením koneèným poètem elemen-tárníh mati typu m=m zleva a koneèným poètem elementárníh mati typu n=nzprava.(ii) Pro libovolnou matii A typu m=n platí hA = hAT.(iii) Pro libovolnou matii A typu m=n platí hA � min(m;n).Vìta 1.6. Hodnost matie A typu m=n se nezmìní vynásobením libovolnou regulárnímatií øádu m zleva ani vynásobením libovolnou regulární matií øádu n zprava.



Kapitola 1. Èíselné matie 15Dùkaz: Neh» Q je regulární matie øádu n. Pak hQ = n, tak¾e shodovitý tvar matieQ má v¹ehny diagonální prvky nenulové. Po koneèném poètu øádkovýh elementárníhúprav získá tedy matie Q následujíí shodovitý tvar:Q � Q0 = 0BBB� �110 : : : : : : �n1 00 �220 : : : �n2 0... . . . ...0 : : : 0 �nn0
1CCCA ;kde �ii0 6= 0, i 2 f1; : : : ; ng. Volíme-li prvky �110; : : : ; �nn0 postupnì za klíèové prvkyGaussovy eliminaèní metody aplikované na øádky matieQ0 získáme po koneèném poètùúprav diagonální matii. Je tedyQ � Q0 = 0B� �110 0. . .0 �nn01CA � EmKe ka¾dé elementární úpravì ov¹em existuje elementární úprava þzpìtnáÿ, tzv. inverzní,která uvede matii do þpùvodního stavuÿ. Inverzní úprava k øádkové elementární úpravì(i), tj. k vynásobení i-tého øádku nenulovým èíslem �, spoèívá ve vynásobeni i-téhoøádku èíslem 1=� a je tedy realizována elementární matií I(i)m (1=�). Podobnì zjistíme,¾e inverzní úprava k øádkové elementární úpravì (ii) je realizována elementární matiíI(ij)m (��). Toté¾ platí pro sloupové úpravy. Libovolnou regulární matii Q øádu mlze tedy získat koneèným poètem elementárníh úprav jednotkové matie Em, tj. Q =UEmV = UV, kde U i V jsou souèiny koneèného poètu elementárníh mati øádu m.Tvrzení vìty 1.6 ji¾ nyní bezprostøednì plyne z vìty 1.4 resp. z jejího dùsledku (i). }Pøíklad 4: Stanovíme hodnost dané matie A a matii U, která je souèinem elemen-tárníh mati, takovou, ¾e UA = S je matie ve shodovitém tvaru.A = 0BBBB�1 1 1 11 1 1 51 1 4 11 3 1 12 1 1 1

1CCCCA U1� 0BBBB�1 1 1 10 0 0 40 0 3 00 2 0 01 0 0 0
1CCCCA U2� 0BBBB�0 1 1 10 0 0 10 0 1 00 1 0 01 0 0 0

1CCCCA U3�0BBBB�0 0 0 00 0 0 10 0 1 00 1 0 01 0 0 0
1CCCCA U3� 0BBBB�1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 10 0 0 0

1CCCCA U3� ;kde hA = 4,U = U4U3U2U1,U1 = I(51)5 (�1)I(41)5 (�1)I(31)5 (�1)I(21)5 (�1),U2 = I(4)5 (1=2)I(3)5 (1=3)I(2)5 (1=4),



16 1.2. Hodnost matie, Gaussova eliminaèní metodaU3 = I(14)5 (�1)I(13)5 (�1)I(12)5 (�1),U1 = 0BBBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 0�1 0 0 0 1
1CCCCA0BBBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 0�1 0 0 1 00 0 0 0 1

1CCCCA0BBBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 0�1 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1
1CCCCA�

�0BBBB� 1 0 0 0 0�1 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1
1CCCCA = 0BBBB� 1 0 0 0 0�1 1 0 0 0�1 0 1 0 0�1 0 0 1 0�1 0 0 0 1

1CCCCA
U2 = 0BBBB�1 0 0 0 00 1=2 0 0 00 0 1=3 0 00 0 0 1=4 00 0 0 0 1

1CCCCA U3 = 0BBBB�1 �1 �1 �1 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1
1CCCCA

U4 = 0BBBB�0 0 0 0 10 0 0 1 00 0 1 0 00 1 0 0 01 0 0 0 0
1CCCCAVýpoèet matie U1 jsme pomoí souèinu elementárníh mati provedli jen na ukázku.V praktikýh pøíkladeh pohopitelnì nepostupujeme tak, ¾e byhom jednotlivé elemen-tární matie vypisovali a násobili, ale vyu¾ijeme následujíí jednoduhé úvahy: PlatíU = UE, kde E je jednotková matie tého¾ øádu jako U. Ponìvad¾ je U souèinemelementárníh mati, pøedstavuje souèin UE aplikai jednotlivýh elementárníh úprav,vyjádøenýh matiíU, na jednotkovou matiiE. Provádíme-li tedy tyté¾ øádkové úpravyjako s matií A typu m=n souèasnì s jednotkovou matií E øádu m, pøejde matie Ev matii U v okam¾iku, kdy A nabude po¾adovaného shodovitého tvaru. Stejná úvahaplatí i pro úpravy sloupové. Aplikujme tuto úvahu na ná¹ pøíklad. Prvý sled elemen-tárníh úprav, reprezentovaný matií U1, je(i) odeètení prvého øádku od druhého(ii) odeètení prvého øádku od tøetího(iii) odeètení prvého øádku od ètvrtého(iv) odeètení prvého øádku od pátého.provedeme-li tyto úpravy s jednotkovou matií E5, dostaneme skuteènì matiiU1. (Pøe-svìdète se o tom. Stejným zpùsobem jsme získali i matii U4, reprezentujíí poslednísled elementárníh úprav, tj. výmìnu prvého øádku s pátým a druhého se ètvrtým.Cvièení 1.2



Kapitola 1. Èíselné matie 17(1) Pøímým výpoètem provìøte, ¾e matie I(i)m (�), I(ij)m (�), I(i)n (�), I(ij)n (�) skuteènì realizujípøíslu¹né elementátní úpravy matie A typu m=n.(2) V pøíkladu 3 najdìte matiiU, která pøevádí matiiA na shodovitý tvar S, tj.UA = S.Vyjádøete U také jako souèin elementárníh mati.Výsledek: U = I(43)4 (11)I(42)4 (�3)E(24)4 I(21)4 (3)E(12)4 , kde E(ij)m znaèí matii typu m=mrealizujíí výmìnu i-tého a j-tého øádku.U == 0BB�0 1 0 00 4 0 10 0 1 00 �9 11 �31CCA(3) Proveïte dùkaz vìty 1.4 pro øádkové elementární úpravy v pøípadeh 1 � j � p < i � ma 1 < p � i; j � m. Projdìte dùkladnì dùkaz vìty 1.4 pro pøípady 1 � i; j � p � m,1 � i � p < j � m a dokonèete dùkazy jednoduhýh tvrzení, které byly v textuvynehány. Jedná se napø. o dùkaz závislosti libovolného z øádkù (�q0) matie A0 naprvýh p øádíh (�10); : : : ; (�p0) v pøípadì 1 � i; j � p � m.Návod: Pou¾ijte standardního postupu pro dùkaz lineární závislosti resp. nezávislostiøádkù, který jsme v dùkazu vìty 1.4 uplatnili nìkolikrát.(4) Zapi¹te ve zkráené sèítaí symbolie v¹ehny vztahy v pøedhozím odstavi, které ta-kový zápis umo¾òují.Návod: Napøíklad vztah 1(�1) + � � �+ p(�p) = 0 lze zapsat jako k(�k) = 0, sèítaíindex k 2 f; 1; : : : ; pg.Doka¾te dùsledky (i), (ii), (iii) vìt 1.4 a 1.5.Vypoètìte následujíí aouèiny elementárníh mati:I(i)m (�)I(i)m (1=�); I(i)m (1=�)I(i)m (�); I(ij)m (�)I(ij)m (��); I(ij)m (��)I(ij)m (�):Výsledek: V¹ehny souèiny jsou rovny Em.(5) Matie Ai a Bj z úlohy (1) Cvièení 1.1 i v¹ehny jejih souèiny a souèty, které jsoude�novány, upravte na shodovitý tvar a urèete hodnost. Pomoí dal¹íh elementárníhúprav pøeveïte shodovitý tvar mati na tvar, který má mimo diagonálu pouze nulovéprvky. Urèete matie U, V, které realizují sled pøíslu¹nýh øádkovýh a sloupovýhúprav.(a) Uka¾te, ¾e relae de�novaná na mno¾inì matiA(m=n) typum=n tak, ¾eA � B,lze-li matii B získat z matie A koneèným poètem elementárníh úprav, je relaíekvivalene.



18 1.3. Ètverové matie(b) Pomoí pojmu hodnosti se pokuste harakterizovat tøídy rozkladu mno¾inyA(m=n)pøíslu¹ného této ekvivaleni.Návod: V úloze (i) provìøte axiomy relae ekvivalene, tj. symetrii, reexivitu,tranzitivitu. V úloze (ii) doka¾te tvrzení: Matie A;B 2 A(m=n) jsou ekvivalentníprávì tehdy, mají-li stejnou hodnost.(6) MatiiE(ij)m resp. I(ij)n , která realizuje výmìnu i-tého a j-tého øádku resp. sloupe v matiiA typu m=n, vyjádøete jako souèin elementárníh mati (viz text pøed vìtou 1.3).Výsledek: E(ij)m = I(j)m (�1)I(ij)m (1)I(ji)m (�1)I(ij)m (1) pro øádkyE(ij)n = I(ji)n (1)I(ij)n (�1)I(ji)n (1)I(j)n (�1) pro sloupe(7) Doka¾te, ¾e poèet prvkù maximálního lineárnì nezávislého systému øádkù matie Atypu m=n nezávisí na výbìru tohoto systému.Návod: Zvolte dva systémy øádkù (�i1); : : : ; (�ip), 1 � i1 < � � � < ip � m, (�j1); : : : ; (�jq),1 � j1 < � � � < jq � m, a pøedpokládejte napø. p < q. Jsou-li oba systémy maximálnímilineárnì nezávislými systémy øádkù, musí být ka¾dý øádek jednoho z nih lineární kom-binaí øádká druhého a naopak, vznikne spor s de�nií maximálního lineárnì nezávisléhosystému.1.3 Ètverové matie: determinant, inverzní matie,podobnost matiV tomto odstavi se budeme zabývat základnami harakteristikami ètverovýh mati ade�nujeme vztah tzv. podobnosti ètverovýh mati, který je jedním z klíèovýh pojmùpotøebnýh v kapitole 4.Nejprve v¹ak zavedeme dùle¾itý pomoný pojem, jím¾ je permutae mno¾iny a shr-neme základní vlastnosti permutaí. Permutaí libovolné koneèné mno¾inyM rozumímelibovolné prosté zobrazení mno¾iny M na sebe. Problematikou permutaí se nebudemezabývat podrobnìji. Pro na¹e úèely postaèí, budeme-li za mno¾inuM pova¾ovat mno¾inupøirozenýh èísel f1; : : : ; ng, která budou reprezentovat øádkové resp. sloupové indexymati. Je zøejmé, ¾e ka¾dá uspoøádaná n-tie [�1; : : : ; �n℄ navzájem rùznýh prvkù mno-¾iny M de�nuje permutai M , poèet váeh permutaí mno¾iny M je tedy n!. Mno¾inupermutaí mno¾iny M znaèíme �n(M). Neh» [s℄ = [�1; : : : ; �n℄ 2 �n(M). Øíkáme, ¾edvojie prvkù (�i; �j), i < j, tvoøí inverzi, je-li �i > �j. Permutai nazýváme lihou resp.sudou, obsahuje-li lihý resp. sudý poèet dvoji prvkù tvoøííh inverzi. Je-li p poèet in-verzí dané permutae [s℄, nazýváme èíslo (�1)p znaménkem permutae [s℄ a znaèímep = sgn[s℄. Identiké zobrazení mno¾iny M na sebe pøedstavuje tzv. identikou permu-tai [id℄. Slo¾ením dvou permutaí [s1℄, [s2℄ ve smyslu skládání zobrazení vzniká opìtpermutae. Ve smyslu de�nie inverzního zobrazena de�nujeme také inverzní permutai[s�1℄ k permutai [s℄.



Kapitola 1. Èíselné matie 19Pøíklad 5: Neh» M = f1; 2; 3; 4; 5; 6g, [s1℄ = [2; 4; 6; 1; 5; 3℄, [s2℄ = [3; 1; 4; 2; 5; 6℄. Platísgn[s1℄ = �1, nebo» [s1℄ obsahuje 7 inverzí: dvojka je pøed jednièkou) 1 inverze, ètyøkaje pøed jednièkou a trojkou ) 2 inverze, ¹estka je pøed jednièkou, trojkou e pìtkou ) 3inverze, pìtka je pøed trojkou ) 1 inverze; elkem 7 inverzí. Dále je sgn[s2℄ = �1. Obìpermutae jsou tedy lihé.Abyhom na¹li kompozii [s℄ = [s2℄ Æ [s1℄ resp. [s1℄ Æ [s2℄, vyjádøíme permutae takto:[s1℄ � � 1; 2; 3; 4; 5; 62; 4; 6; 1; 5; 3 � [s2℄ � � 1; 2; 3; 4; 5; 63; 1; 4; 2; 5; 6 �Nyní þpøeskládámeÿ sloupe druhého uspoøádání tak, aby se v prvém øádku objevilapermutae [s1℄, tj. [s2℄! � 2; 4; 6; 1; 5; 31; 2; 6; 3; 5; 4 �Pak zøejmì [s2℄Æ [s1℄ = [1; 2; 6; 3; 5; 4℄, sgn[s2℄Æ [s1℄ = 1. Tento postup skuteènì odpovídáskládání zobrazení: zobrazení [s1℄ pøiøazuje napøíklad prvku 4 prvek 1, zobrazení [s2℄pøiøazuje prvku 1 prvek 3. Slo¾ené zobrazení [s2℄ Æ [s1℄, vznikajíí postupnou aplikaí[s1℄ a [s2℄ v tomto poøadí, tedy pøiøazuje prvku 4 prvek 3. Prvek 3 se tedy objeví naètvrté pozii výsledné permutae. Analogiky dostaneme [s1℄Æ[s2℄ = [6; 2; 1; 4; 5; 3℄. Nynínajdeme [s�1℄. Musí platit [s�11 ℄ Æ [s1℄ = [s1℄ Æ [s�11 ℄ = [id℄.[s1℄ � � 1; 2; 3; 4; 5; 62; 4; 6; 1; 5; 3 � [s�11 ℄ = � 1; 2; 3; 4; 5; 6�1; �2; �3; �4; �5; �6 �Pak [s1℄ Æ [s�11 ℄ � � 1; 2; 3; 4; 5; 6�2; �4; �6; �1; �5; �3 � [�2; �4; �6; �1; �5; �3℄ = [id℄a odtud [s�11 ℄ = [4; 1; 6; 2; 5; 3℄. Platí i [s�11 ℄ Æ [s1℄ = [id℄. Podobnì získáme [s�12 ℄ =[2; 4; 1; 3; 5; 6℄.Platí sgn[s℄ = sgn[s�1℄, sgn[s1℄Æ [s2℄ = sgn[s1℄sgn[s2℄. Zamìníme-li v permutai libovolnédva prvky, zmìní se její znaménko.Neh» A je ètverová matie øádu n. ÈíslodetA = X[s℄2�n(M) sgn[s℄��11 ��22 : : : ��nn (1.4)se nazývá determinantem matie A. Zapisujeme takédetA = �������� �11 � � � � � � �n1�12 � � � � � � �n2� � � � � � � � � � � ��1n � � � � � � �nn ��������



20 1.3. Ètverové matiePoznámka: Determinant lze vyjádøit i pomoí zkráené sèítaí symboliky u¾itím po-monýh velièin �1�12�2 ������n�n = 8<: 0 je-li pro nìkteré i; j�i = �j1 je-li [�1; : : : ; �n℄ sudá permutae�1 je-li [�1; : : : ; �n℄ lihá permutaePak detA = �1�12�2 ������n�n��11 ��22 : : : ��nn (1.5)(sèítaí indexy jsou �1; : : : ; �n 2 f1; 2; : : : ; ng. Determinant matie je tedy tvoøen souè-tem souèinù prvkù matie utvoøeným tak, ¾e ka¾dý sèítane obsahuje právì jeden prvekz ka¾dého øádku a sloupe. Následujíí vlastnosti determinantù jsou pøímým dùsledkemde�nie.Vìta 1.7. (Vlastnosti determinantù) Neh» A je ètverová matie øádu n. Pak platí(i) Vynásobením i-tého øádku sloupe matie A nenulovým èíslem � vznikne matieA0, pro ni¾ detA0 = � detA. Je tedy pro libovolné idet �I(i)n (�)A� = det �AI(i)n (�)� = � detA = det I(i)n (�) detAnebo» � = det I(i)n (�). Je-li nìkterý øádek sloupe matie A nulový, je detA = 0.(ii) Pøiètením �-násobku j-tého øádku (sloupe) matie A k i-tému øádku (sloupi)se determinant nemìní, tj.det �I(ij)n (�)A� = det �AI(ij)n (�)� = detA = det I(ij)n (�) detAnebo» determinant matie I(ij)n (�) je 1.(iii) Výmìna dvou øádkù (sloupù) matie A mìní znaménko determinantu, tj.det �E(ij)n (�)A� = det �AE(ij)n (�)� = � detA = detE(ij)n (�) detAnebo» detE(ij)n (�) = �1. Jsou-li dva øádky sloupe matie A stejné, je detA = 0.(iv) Je-li Q regulární matie øádu n, pak detAQ == detQA = detQ detA.(v) Determinant shodovité a trojúhelníkové matie (horní i dolní) je roven souèinuprvkù hlavní diagonály.(vi) Neh» B je matie øádu n. Platí detAB = detBA = (detA detB).(vii) detA = detAT.(viii) Matie A je regulární právì tehdy, je-li detA 6= 0.



Kapitola 1. Èíselné matie 21Dùkaz: Dùkazy vlastností (i), (ii), (v) je tøeba provést pøímo z de�nie. Tento výpoèetbude souèástí Cvièení 1.3. Vlastnost (iii) je pøímým dùsledkem (i) a (ii) , nebo» E(ij)n =I(j)n (�1)I(ij)n (1)I(ji)n (�1)I(ij)n (1) ( viz úlohu (9) Cvièení 1.2 a text pøed vìtou 1.3). Pomoídùkazu vìty 1.6, konkrétnì pomoí skuteènosti, ¾e libovolná regulární matie je souèinemelementárníh mati, a vlastností (i) a¾ (iii) snadno provìøíme (iv). Rovnì¾ dùkazy (vii)a (viii) jsou jednoduhé, pou¾ije se pøi nih opìt vlastností (i) a¾ (iii) a (v) . Soustøeïmese proto na dùkaz vlastnosti (vi). Neh» A, B jsou matie øádu n a DA, DB odpovídajíídiagonální matie, které získáme koneèným poètem elementárníh úprav z mati A, B.Inverzními úpravami lze z mati DA, DB obdr¾et zpìt matie A, B, tj. A = U1DAV1,B = U2DBV2, kde U1, V1, U2, V2 jsou koneèné souèiny elementárníh mati. Podlepravidel (i) a¾ (iii) nebo pøímo podle (iv) jedetA = detU1 detDA detV1 ; detB = detU2 detDB detV2Vypoèteme nyní souèin mati A , B: AB = U1DAV1U2DBV2. (Proè na pravé stranìrovnosti nepí¹eme závorky?) Pak platídetAB = detU1 det(DAV1U2DB) detV2 opìt podle (iv).Zabývejme se nyní determinantem matie tvaru C = DM, kde D je diagonální matiediagD = [�1; : : : ; �n℄, M = (�ji ) je libovolná matie øádu n. C = (ji ), ji = �i�ji tj.matie C má následujíí tvar:C = 0BB��1�11 �1�21 � � � �1�n1�2�12 �2�22 � � � �2�n2� � � � � � � � � � � ��n�1n �n�2n � � � �n�nn1CCAPodle (i) pak detC = �1 : : : �n detM = (detD detM). Tento vztah platí i pro pøípad,¾e nìkteré z èísel �i je nulové. Pro C0 = MD je opìt detC0 = detM detD (provìøte).Pou¾ijeme tìhto závìrù pro výpoèet determinantu matie (DAV1U2DBdet(DAV1U2DB) = detDA det(V1U2DB) == detDA det(V1U2) detDB = detDA detV1 detU2 detDBPoslední rovnost opìt vyplývá z (iv). Pro determinant souèinu AB tedy nakone dostá-váme: detAB = detDA detV1 detU2 detDB = detA detB (1.6)}Ve vìtì 1.7 jsme shrnuli v¹ehny podstatné vlastnosti determinantù, postrádámev¹ak doposud nìjaký vhodný zpùsob praktikého výpoètu determinantu, který by bylshùdnìj¹í ne¾ pøímé pou¾ití de�nie. Jednou z mo¾ností, která se díky platnosti vìty1.7 nabízí, je výpoèet determinantu shodovité nebo diagonální matie, která vzniknez matie A elementárními úpravami. Nìkdy je v¹ak u¾iteèné kombinovat elementárníúpravy s metodou, která umo¾òuje nahradit výpoèet determinantu øádu n výpoètem



22 1.3. Ètverové matienìkolika determinantù øádu (n�1). Jedná se o tzv. rozvoj determinantu podle vybranéhoøádku nebo sloupe.K formulai metody potøebujeme je¹tì nìkteré pojmy:Minorem (subdeterminantem)k-tého øádu matie A pro 1 � k � n rozumíme determinant její libovolné submatiek-tého øádu. Algebraikým doplòkem prvku �ji ètverové matie A øádu n nazývámeèíslo Aij = (�1)i+j detAij , kde Aij je submatie vzniklá z A vypu¹tìním i-tého øádku aj-tého sloupe. Algebraiký doplnìk prvku je tedy dán minorem øádu (n� 1) matie A.Vìta 1.8. Neh» A = (�ji ) je matie øádu n. PlatídetA = �j1A1j = � � � = �jnAnj detA = �1iAi1 = � � � = �niAin (1.7)Výraz �j1A1j = �11A11 + �21A12 + � � � + �n1A1n vyjadøuje rozvoj determinantu podleprvého øádku, výraz �11A11 + �12A21 + � � �+ �1nAn1 rozvoj podle prvého sloupe. Podobnìjsou de�novány rozvoje podle ostatníh øádkù a sloupù. V¹ehny rozvoje mají stejnouhodnotu, rovnou determinantu matie A.Dùkaz: Dùkaz vìty 1.8 lze provést pøímo z de�nie determinantu a bude pøedmìtemCvièení 1.3. }
Poznámka: Pou¾ití rozvoje determinantu podle i-tého øádku (sloupe) je vhodnéhlavnì v pøípadì, ¾e tento øádek (sloupe) obsahuje vìt¹í poèet nulovýh prvkù. Èastose rozvoje pou¾ívá pro determinanty ètvrtého øádu v kombinai s tzv. Sarusovým pra-vidlem (viz Cvièení 1.3).Pøíklad 6: Vypoèteme determinant zadané matie A jednak pøevodem na shodovitýtvar elementárními úpravami, jednak rozvojem podle vhodnì zvoleného øádku nebosloupe.Výpoèet determinantu pomoí elementárníh úprav: Pøí pou¾ívání elementár-níh úprav musíme dbát na to, ¾e þbeztrestnìÿ smíme provést pouze elementární úpravu(ii), tj. pøiètení �-násobku j-tého øádku (sloupe) k i-tému. Pøi ka¾dém pou¾ití výmìryøádkú (sloupù) je nutno vynásobit výsledek (�1) a pøi ka¾dém pou¾ití elementární



Kapitola 1. Èíselné matie 23úpravy (i), tj. násobení øádku (sloupe) èíslem � 6= 0, vynásobit výsledek 1=�,
A=0BBBB��4 1 2 �2 10 3 0 1 �50 4 0 5 52 �3 1 �3 1�1 �1 3 �1 0

1CCCCAV1�0BBBB��8 7 2 4 �10 3 0 1 �50 4 0 5 50 0 1 0 0�7 8 3 8 �3
1CCCCAU1�0BBBB��8 7 0 4 �10 3 0 1 �50 4 0 5 50 0 1 0 0�7 8 0 8 �3

1CCCCAU2�0BBBB��8 �5 0 0 190 3 0 �1 �50 �11 0 0 300 0 1 0 0�7 �16 0 0 37
1CCCCAV2�0BBBB��8 �5 0 0 190 0 0 1 00 �11 0 0 300 0 1 0 0�7 �16 0 0 37

1CCCCAU3�0BBBB��8 �5 0 0 190 0 0 1 00 �11 0 0 300 0 1 0 01 0 0 0 12
1CCCCAU4�0BBBB�0 �5 0 0 �770 0 0 1 00 �11 0 0 300 0 1 0 01 0 0 0 �12

1CCCCAV3�0BBBB�0 �5 0 0 �770 0 0 1 00 �11 0 0 300 0 1 0 01 0 0 0 0
1CCCCAU5�0BBBB�0 55 0 0 8470 0 0 1 00 �55 0 0 1500 0 1 0 01 0 0 0 0

1CCCCAU6� 0BBBB�0 0 0 0 9970 0 0 1 00 �11 0 0 300 0 1 0 01 0 0 0 0
1CCCCA V4;U7� 0BBBB�1 0 0 0 00 �11 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 997

1CCCCA
Poslední matie je v shodovitém tvaru, její determinant je roven èíslu �11 � 997.Ke zmìnám determinantu do¹lo pøi elementárníh úpraváh U2 (násobení determi-nantu èíslem �55), U6 (násobení determinantu èíslem 1=5) a pøi úpravì U7. (násobenídeterminantu èíslem �1 díky tøem sloupovým nebo øádkovým výmìnám). Je protodetA = �1=55� 5� (�1)� (�11� 997) = �997.



24 1.3. Ètverové matieVýpoèet determinantu rozvojem napøíklad podle druhého øádku:detA = 3det0BB��4 2 �2 10 0 5 52 1 �3 1�1 3 �1 01CCA+ det0BB��4 1 2 10 4 0 52 �3 1 1�1 �1 3 01CCA��(�5) det0BB��4 1 2 �20 4 0 52 �3 1 �3�1 �1 3 �11CCAdet0BB��4 2 �2 10 0 5 52 1 �3 1�1 3 �1 01CCA = �5 det0��4 2 12 1 1�1 3 01A+ 5det0��4 2 �22 1 �3�1 3 �11A = �265
det0BB��4 1 2 10 4 0 52 �3 1 1�1 �1 3 01CCA = 4det0��4 2 12 1 1�1 3 01A+ 5det0��4 1 22 �3 1�1 �1 31A = 143

det0BB��4 1 2 �20 4 0 52 �3 1 �3�1 �1 3 �11CCA = 4det0��4 2 �22 1 �3�1 3 �11A+ 5det0��4 1 22 �3 1�1 �1 31A = �69detA = 3� (�265) + 143 + 5� (�69) = �795 + 143� 345 = �997Výpoèet determinantu kombinaí elementárníh úprav s rozvojem: Po pro-vedení úprav danýh matiemi V1, U1, U2 provedeme rozvoj podle ètvrtého øádku adále rozvoj podle druhého øádku:detA = (�1) det0BB��8 �5 0 190 0 1 00 �11 0 301 0 0 �121CCA = det0��8 �5 190 �11 301 0 �121A = �997Matie Ui a Vj, pomoí kterýh jsme v tomto pøíkladu realizovali elementární úpravy,jsou uvedeny v úloze (5) Cvièení 1.3. Souèástí Cvièení 1.3 je rovnì¾ odvození Sarusovapravidla pro výpoèet determinantu matie tøetího øádu.Zobenìním vìty o rozvoji determinantu podle øádku (sloupe) je tzv. Laplaeovametoda rozvoje determinantu podle nìkolika øádkù nebo sloupù, která se s výhodouuplatní v pøípadì ¾e matie obsahuje nulové bloky.Vìta 1.9. (Laplaeova vìta o rozvoji determinantu podle k-tie øádkù nebo sloupù)Neh» A = (�ji ) je ètverová matie n-tého øádu a 1 � i1 < i2 < � � � < ik � n resp.1 � j1 < j2 < � � � < jk � n øádkové resp. sloupové indexy. PlatídetA = X1�j1<j2<���<jk�n det0��j1i1 � � � �jki1� � � � � � � � ��j1ik � � � �jkik1AAi1:::ikj1:::jk (1.8)



Kapitola 1. Èíselné matie 25detA = X1�i1<i2<���<ik�ndet0��j1i1 � � � �jki1� � � � � � � � ��j1ik � � � �jkik1AAi1:::ikj1:::jk (1.9)kde Ai1:::ikj1:::jk je tzv. algebraiký doplnìk subdeterminantudet0��j1i1 � � � �jki1� � � � � � � � ��j1ik � � � �jkik1Ade�novaný jako determinant vypoètený ze zbývajííh øádkù a sloupú matie A vyná-sobený èíslem �1 umonìným na souèet zbývajííh øádkovýh a sloupovýh indexù.Neh» A je matie øádu n. Matii B, pro kterou je AB = BA = E nazývámematií inverzní k matii A, znaèíme ji symbolem A�1, Shrneme nyní dùle¾ité vlastnostiinverzníh mati.Vìta 1.10. Vlastnosti inverzníh mati Pro ètverové matie øádu n platí:(i) Pokud matie A�1 existuje, je urèena jednoznaènì. (1.10)(ii) (A�1)�1 = A: (1.11)(iii) (AB)�1 = B�1A�1: (1.12)(iv) detA�1 = (detA)�1 (1.13)(v) A�1 existuje právì tehdy, kdy¾ A je regulární. (1.14)(vi) Platí-li pro matie A;BAB = E; pak A = B�1;B = A�1: (1.15)Dùkaz: Dùkazy tìhto tvrzení jsou velmi jednoduhé a vy¾adují pouze pou¾ití pravidelpro souèin mati. Budou souèástí Cvièení 1.3. }Vzniká opìt problém praktikého výpoètu inverzní matie. Neh» A je regulární ma-tie øádu n. Existene inverzní matie je zaruèena vlastností (v) ve vìtì 1.10. Jednaz metod výpoètu je opìt zalo¾ena na pou¾ití elementárníh úprav. Matii A pøevedemeelementárními úpravami na horní trojúhelníkový tvar. Vzhledem k regulárnosti matiea vlastnosti (v) ve vìtì 1.7 jsou v¹ehny diagonální prvky tohoto tvaru nenulové. Dal¹íelementární úpravy zajistí, aby v¹ehny prvky v diagonále byly rovny jedné. Je mo¾né



26 1.3. Ètverové matiezajistit, aby tyto úpravy byly øádkové, Nyní mù¾eme opìt pomoí øádkovýh elemen-tárníh úprav vynulovat zbylé nediagonální prvky. Konkrétnì
A � A0 = 0BBBBB�1 �210 : : : : : : �n1 00 1 �320 : : : �n2 0... . . . . . . . . . ...... . . . . . . �nn�100 : : : : : : 0 1

1CCCCCA � 0BBBBB�1 �210 : : : �n�11 0 00 1 : : : �n�12 0 0... . . . . . . ... ...... . . . 1 00 : : : : : : 0 1
1CCCCCAProvedli jsme postupnì odeètení �n01 -násobku posledního øádku od prvého, �n02 -násobkuposledního øádku od øádku druhého, atd. Podobnì pokraèujeme s ostatními øádky anulujeme postupnì jednotlivé sloupe matie A0. Lze tedy psát UA = E, kde U jekoneèrný souèin elementárníh mati. U¾itím vlastnosti (vi) ve vìtì 1.10 zji¹»ujeme,¾e U = A�1. Je v¹ak U = UE , tak¾e matii A�1 dostaneme z matie E tými¾ ele-mentárními úpravami, které vedly k pøevodu matie A na jednotkový diagonální tvar.Praktiky postupujeme tak, ¾e úpravy mati A, E provádíme soubì¾nì.Pøíklad 7: K zadané matii A vypoèteme matii A�1.A = 0BBBB�1 1 1 1 01 1 1 5 01 1 4 1 01 3 1 1 02 1 1 1 1

1CCCCA Pak A�1 = 0BBBB� 1CCCCABudeme provádìt soubì¾né elementární úpravy mati A a E0BBBB�1 1 1 1 01 1 1 5 01 1 4 1 01 3 1 1 02 1 1 1 1
���������� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1

1CCCCA � 0BBBB�1 1 1 1 00 0 0 4 00 0 3 0 00 2 0 0 01 0 0 0 1
���������� 1 0 0 0 0�1 1 0 0 0�1 0 1 0 0�1 0 0 1 0�1 0 0 0 1

1CCCCA �
�0BBBB�1 1 1 1 00 0 0 1 00 0 1 0 00 1 0 0 01 0 0 0 1

���������� 1 0 0 0 0� 14 14 0 0 0� 13 0 13 0 0� 12 0 0 12 0�1 0 0 0 1
1CCCCA � 0BBBB�1 0 0 0 00 0 0 1 00 0 1 0 00 1 0 0 01 0 0 0 1

���������� 2512 � 14 � 13 � 12 0� 14 14 0 0 0� 13 0 13 0 0� 12 0 0 12 0�1 0 0 0 1
1CCCCA �

�0BBBB�1 0 0 0 00 0 0 1 00 0 1 0 00 1 0 0 00 0 0 0 1
���������� 2512 � 14 � 13 � 12 0� 14 14 0 0 0� 13 0 13 0 0� 12 0 0 12 0� 3712 14 13 12 1

1CCCCA � 0BBBB�1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1
���������� 2512 � 14 � 13 � 12 0� 12 0 0 12 0� 13 0 13 0 0� 14 14 0 0 0� 3712 14 13 12 1

1CCCCATìmito úpravami je matie A (vlevo) pøevedena na jednotkový diagonální tvar a matieA (vpravo) na inverzní matii k matii A.



Kapitola 1. Èíselné matie 27Jiná metoda výpoètu inverzní matie spoèívá v platnosti vìty o rozvoji vìta 1.8.Utvoøme matii B z algebraikýh doplòkù matie A takto: B = (�ji ) = (Aj) , tj. prvekmatie B je algebraikým doplòkem prvku �ij matie A. Matie B se nazývá matiíadjungovanou k A, znaèíme ji B = adjA. Pøímým výpoètem a u¾itím vìty 1.8 se snadnopøesvìdèíme, ¾e souèin AB je roven diagonální matii, její¾ diagonální prvky jsou rovnydetA. Tento výpoèet bude souèástí Cvièení 1.3. Oznaèíme-li tedy C = adjA= detA,dostáváme AC = E. Podle tvrzení (vi) vìty 1.10 je zøejmé, ¾e C = A�1, tak¾e platíA�1 = 1detAadjA: (1.16)Tento vztah pr výpoèet prvkù inverzní matie je u¾iteèný zejména pro matie ni¾¹íhøádù n � 4. U mati vy¹¹íh øádù jsou výpoèty algebraikýh doplòku zdlouhavé a jevýhodnìj¹í pou¾ít soubì¾nýh elementárníh úprav mati A a E.Na závìr odstave zavedeme pojem podobnosti mati. Ètverové matieA, B øádu nnazýváme podobnými, jestli¾e existuje regulární matieQ taková, ¾e platíB = QAQ�1.Øíkáme, ¾e matie B je podobná matii A. Pohopitelnì je také matie A podobná ma-tii B, nebo» A = Q�1BQ = Q�1B(Q�1)�1, kde Q�1 je regulární matie. Vztah mezipodobnými matiemi nazýváme podobnostní transformaí. Z vìty 1.6 a vìty o determi-nantu souèinu mati (vìta 1.7, vlastnost (vi)) vyplývá dùle¾itá vlastnost podobnostnítransformae:Vìta 1.11. Podobnostní transformae nemìní hodnost ani determinant matie. (Po-dobné matie mají stejnou hodnost a stejnou hodnotu determinantu.)Nalezení kritéria podobnosti mati (podmínky nutné a postaèujíí pro to, aby matieA, B byly podobné), které by umo¾nilo zjistit, zda zadané èíselné matie A, B jsoupodobné èi nikoliv, je problém, vyboèujíí a ráme teorie èíselnýh mati a bude protoøe¹en a¾ v dal¹íh odstavíh.Poznámka: Vztah podobnosti mati je relaí ekvivalene na mno¾inì ètverovýhmati øádu n. (Doka¾te.)Cvièení 1.3(1) Pomoí de�nie determinantu doka¾te vlastnosti (i),(ii), (v) a (vii) ve vìtì 1.7.Návod: Zpùsob vedení dùkazù vlastností determinantù pøímým výpoètem z de�nieuká¾eme na pøíkladì vlastnosti (ii) ve vìtì 1.7. Uva¾me matii A = (�ji ) øádu n. Podlede�nie je detA = �1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : �kii : : : �kjj : : : �knn, k1; : : : ; kn jsou sèítaí indexy. Proveïme s matií A elementární úpravu spoèívajíív pøiètení �-násobku j-tého øádku k i-tému. Vznikne matie A0, která se od matie A



28 1.3. Ètverové matieli¹í i-tým øádkem: �k0i = �ki + ��kj pro k 2 f1; : : : ; ng. Její determinant jedetA0 =�1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k101 : : : �ki0i : : : �kj 0j : : : �kn0n=�1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : (�kii + ��kij ) : : : �kjj : : : �knn=�1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : �kii : : : �kjj : : : �knn ++ ��1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : �kij : : : �kjj : : : �knn=detA+ ��1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : �kij : : : �kjj : : : �knnVýraz ��1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn�k11 : : : �kij : : : �kjj : : : �knn o který se li¹í determinant matie A0 oddeterminantu matie A, je ov¹em roven nule, nebo» je souètem pøes v¹ehny permu-tae indexù 1 a¾ n, a s ka¾dým souèinem tvaru ��k11 : : : �kij : : : �kjj , obsahuje i souèin��k11 : : : �kjj : : : �kij , vzniklý zámìnou indexù ki a kj. Zámìnou indexù se v¹ak mìní pa-rita permutae, tak¾e uvedené souèiny jsou ve výrazu zastoupeny s opaènými znaménky�1:::i:::j:::nk1:::ki:::kj :::kn = ��1:::i:::j:::nk1:::kj :::ki:::kn.(2) Proveïte dùkazy vlastností determinantu (iv) a (viii) ve vìtì 1.10.Návod: Pøi dùkazu vlastnosti (iv) vyu¾ijte skuteènosti, ¾e libovolnou regulární matiilze zapsat jako souèin koneèného poètu elementárníh mati. Vlastnost (viii) doká¾etesnadno, uvìdomíte-li si, jak vypadá shodovitý tvar regulární matie a vyu¾ijete-li vlast-nosti (v).(3) Urèete poèet v¹eh minorù k-tého øádu matie A øádu n, 1 � k � n.Výsledek: Poèet minorù k-tého øádu matie A je �nk�2.(4) Doka¾te vìtu 1.8 o rozvoji determinantu podle øádku (sloupe).Návod: Dùkaz proveïte pro pøípad rozvoje podle prvého øádku pøímým výpoètemz de�nie determinantu: detA = �12:::nk1k2:::kn�k11 : : : �k22 : : : �knnVytknìte postupnì �11; �21; : : : ; �n1 z tìh èlenù souètu vyjadøujíího determinant, kterédaný prvek obsahují, tj.detA =�11�12:::n1:::k2:::kn�k22 : : : �knn + �21�12:::n2k1k3:::kn�k12 : : : �k33 : : : �knn + : : :: : :+ �n1 �12:::nnk1:::kn�1�k12 : : : �kn�1n :[k2; : : : ; kn℄ pøedstavuje permutae indexù f2; : : : ; ng, [k1; k3; : : : ; kn℄ permutae indexùf1; 3; : : : ; ng, atd., [k1; : : : ; kn�1℄ permutae indexù f1; 2; : : : ; n� 1g. Na základì de�nieèísel �1:::nk1:::kn uka¾te, ¾e j-tý z výrazù v závorkáh, tj.�12:::njkj�1kj+1:::kn�k12 : : : �kj�1j �kj+1j+1 : : : �knn



Kapitola 1. Èíselné matie 29je (�1)j�1-násobkem subdeterminantu matie A, který vznikne vyneháním prvéhoøádku a j-tého sloupe. Pro rozvoj podle prvého øádku tedy tvrzení platí, nebo» je(�1)j�1 = (�1)j+1. Rozvoj podle libovolného i-tého øádku lze pøevést na rozvoj podleøádku prvého zámìnou i-tého a prvého øádku. Jakým koe�ientem je pøitom tøeba vy-násobit výsledek? Doveïte úvahu do kone.

(5) V pøíkladu 6 vypi¹te v¹ehny matie, které odpovídají jednotlivým sledùm elementárníhúprav, tj. U1; : : : ;U7, V1; : : : ;V4 a výsledné matie U = U7U6U5U4U3U22U1, V =V1V2V3V4, které pøevádìjí matii A na diagonální tvar DA vztahem UAV = DA.Matii U získáte tak, ¾e s jednotkovou matií provedete sled v¹eh øádkovýh úptav,které byly provádìny s matiíA. Provedením v¹eh úprav sloupovýh s matiíE získáteanalogiky matii V.



30 1.3. Ètverové matieVýsledek:U1 = 0BBBB�1 0 0 �2 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 �3 1
1CCCCA U2 = 0BBBB�1 �4 0 0 00 1 0 0 00 �5 1 0 00 0 0 1 00 1� 8 0 0 1

1CCCCA
U3 = 0BBBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 0�1 0 �1 0 1

1CCCCA U4 = 0BBBB�1 0 0 0 80 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1
1CCCCA

U5 = 0BBBB��11 0 0 0 00 1 0 0 00 0 5 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1
1CCCCA U6 = 0BBBB�1 0 1 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1

1CCCCA
U7 = 0BBBB�0 0 0 0 10 0 1 0 00 0 0 1 00 1 0 0 01 0 0 0 0

1CCCCA U = 0BBBB��1 1 �1 �1 10 �5 1 0 00 0 0 1 00 1 0 0 077 �19 93 110 �88
1CCCCA

V1 = 0BBBB� 1 0 0 0 00 1 0 0 0�2 3 1 3 �10 0 0 1 00 0 0 0 1
1CCCCA V2 = 0BBBB�1 0 0 0 00 1 0 0 00 0 1 0 00 �3 0 1 50 0 0 0 1

1CCCCA
V3 = 0BBBB�1 0 0 0 120 1 0 0 00 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1

1CCCCA V4 = 0BBBB�1 0 0 0 00 1 0 0 30=110 0 1 0 00 0 0 1 00 0 0 0 1
1CCCCA

V = 0BBBB� 1 0 0 0 120 1 0 0 30=11�2 �6 1 3 �70=110 �3 0 1 �35=110 0 0 0 1
1CCCCA(6) Doka¾te platnost vlastností inverzní matie, shrnutýh ve vìtì 1.10.Návod: Vyjdìte v¾dy z de�nie inverzní matie a násobením de�nièního vztahu vhod-nou matií zleva resp. zprava doka¾te danou vlastnost. Postup uká¾eme na pøíkladìvlastností (i), (iii).



Kapitola 1. Èíselné matie 31(i) Neh» B, C jsou dvì matie inverzní k matiiA. Pak AB = E, AC = E, BA = E,CA = E. Násobme napøíklad prvou rovnost matií C zleva: CAB = C. Je v¹akCA = E a tedy EB = C , odkud B = C.(iii) Oznaème C inverzní matii k souèinu AB. Pak platíCAB = E. Násobením zpravamatiíB�1 dostaneme CA = B�1. Dal¹ím vynásobením zprava tentokrát matiíAmámeC = B�1A�1. Formulujte pøedpoklady, za kterýh pøedhozí úpravy mù¾emedìlat.(7) K zadaným matiím vypoètìte matie inverzní.(a) A je matie z pøíkladu 6. Mù¾ete vyu¾ít výsledkù úlohy (5) Cvièení 1.3? Zdùvod-nìte.(b) 0BB� 3 �1 0 0�1 3 0 00 0 i 10 0 �1 �i1CCA() 0�1 �i 0i 1 2i0 �2i 31A(d) A je matie z pøíkladu 7. Výpoèet A�1 proveïte pomoí adjungované matie.Výsledek: (a) V pøíkladu 6 je vypoèten diágonální tvar matie A, oznaèený DA av úloze (5) Cvièení 1.3 matie U, V, pro které DA = UAV. Vypoètìte odtud A�1násobením rovnosti vhodnými matiemi zleva a zprava.(b) 0BB�3=8 1=8 0 01=8 3=8 0 00 0 �i=2 �1=20 0 1=2 i=2 1CCA () 14 0� 1 �3i �23i �3 2i�2 2i 0 1A(8) Doka¾te následujíí tvrzení: Hodnost matie A typu m=n je dána nejvy¹¹ím øádemminorù, z nih¾ alespoò jeden je nenulový. Existuje-li tedy alespoò jeden minor p-téhoøádu rùzný od nuly, zatímo v¹ehny minory øádu (p+1) jsou nulové, je hodnost matierovna p.(9) Pøímým pou¾itím vztahu 1.8 doka¾te, ¾e inverzní matií k (regulární) dolní resp. hornítrojúhelníkové matii je opìt dolní resp. horní trojúhelníková matie.(10) Z de�nie odvoïte vztah pro výpoèet determinantu matie tøetího øádu a uka¾te, ¾evyhovuje následujíímu shematu výpoètu (Sarusovo pravidlo):detA = �11�22�33 + �12�23�31 + �13�21�32 � �31�22�13 � �32�23�11 � �33�21�12



32 1.4. Pøíklady mati se speiálními vlastnostmi: unitární a samoadjungované matie�11
?

?

�21 �31�12
?

?

�22
?

?

�32�13
?

?

�23
?

?

�33�11 �21
?

?

�31�12 �22 �321.4 Pøíklady mati se speiálními vlastnostmi: uni-tární a samoadjungované matieSamoadjungovanou matii jsme de�novali ji¾ v odstavi 1.1 vztahem A = AT�. Ètvero-vou matiiA nazveme unitární, platí-liA�1 = AT�. Je zøejmé, ¾e unitárními mohou býtpouze matie regulární. Uva¾ujeme-li o mno¾inì mati nad R , pøejde de�nièní rovnostna tvar A�1 = AT a hovoøíme o matii ortogonální. Samoadjungovaná unitární ma-tie resp. symetriká ortogonální matie je rovna své matii inverzní. Zkoumejme nynívlastnosti unitárníh mati:(i) Platí detA�1 = detAT� = (detAT)� = (detA)�. (V pøípadì matie ortogonálníje detA�1 = detA.) Souèasnì v¹ak detA�1 = (detA)�1, odkud (detA)� detA = 1.Determinant unitární matie je tedy komplexní èíslo s modulem rovným èíslu 1, nad Rdokone detA = �1.(ii) Platí AA�1 = E, odtud pro unitární matii AAT� = E. Pro jednotlivé prvkypak dostáváme �ki �k�j = Æij. Podobnì ze vztahu AT�A = E dostaneme �i�k �jk = Æij.Jsou-li naopak splnìny tyto vztahy, tj. AAT� = E, AT�A = E, je podle (vi) ve vìtì1.10 AT� = A�1. Vztahy�ki �k�j = Æij �i�k �jk = Æij 1 � i; j � n (1.17)nazýváme relaemi ortogonality a mù¾eme pomoí nih snadno provìøit unitárnost ma-tie A. Nad R dostaneme odpovídajíí tvar relaí ortogonality vypu¹tìním operae �.Pøíklad 8:B = 0�1=p2 i=p2 0i=p2 1=p2 00 0 11AA = 0BB� 1=p2 1=p2 0 01=p6 1=p6 p2=3 0�1=p12 1=p12 1=p12 p3=21=2 �1=2 �1=2 �1=21CCAC = 0BB� 1=p3 1=p3 0 i=p31=p3 0 �i=p3 �i=p30 1=p3 i=p3 �i=p3�i=p3 i=p3 1=p3 0 1CCAMatieA je nad R matií ortogonální, nad C matií unitární. MatieB aC jsou unitární.Provìøte tuto skuteènost a zapi¹te odpovídajíí matie inverzní.



Kapitola 1. Èíselné matie 33(iii) Neh» unitární matie A realizuje lineární transformai souboru promìnnýh(x1; : : : ; xn) k promìnným (y1; : : : ; yn), xi; yi 2 C , i 2 f1; : : : ; ng. Taková transformaemá tvar yi = xj�ij; i 2 f1; : : : ; ng ) (y) = (x)APo rozepsání y1 = x1�11 + x2�12 + � � �+ xn�1ny2 = x1�21 + x2�22 + � � �+ xn�2n... = ...yn = x1�n1 + x2�n2 + � � �+ xn�nnPoèítejme výraz yiyi� sèítaí index je i. Tento výraz mù¾eme vyjádøit v matiovémzápisu jako (y)(y)T�.(y)(y)T� = (x)A((x)A)T� = (x)AAT�(x)T� = (x)E(x)T�tedy Pni=1 jyij2 = yiyi� = xixi� = Pni=1 jxij2. Unitární transtormae tedy zahovávásouèet ètverù modulù promìnnýh. Geometriký význam této vlastnosti se ozøejmív kapitole 4.



Kapitola 2Polynomiké matie (�-matie)V odstavi 1.3 jsme ponehali otevøenou otázku kritéria podobnosti èíselnýh mati. Jejívyøe¹ení zasahuje do oblasti teorie tzv. polynomikýh mati, tj. takovýh, jejih¾ prvkynejsou èísla, nýbr¾ polynomy jedné promìnné �. V následujíím textu se budeme teoriípolynomikýh mati zabývat s ílem formulovat ono kritérium podobnosti. Úvahy setýkají mati ètverovýh.2.1 Ekvivalene �-matiNeh» R[�℄, resp. C [�℄, je mno¾ina polynomù jedné promìnné � libovolného koneènéhostupnì s reálnými resp. komplexními koe�ienty s operaemi sèítání polynomù, náso-bení polynomu èíslem a násobení polynomù, de�novanými známým zpùsobem. Mno¾inyR[�℄, C [� opatøené uvedenými operaemi mají strukturu tzv. komutativního okruhu (vizkapitola 2).Polynomikou matií A(�) øádu n nad R resp. C rozumíme ètverovou matii, její¾prvky jsou polynomy z R[�℄ resp. C [�℄. Hovoøíme té¾ o �-matii.A(�) = 0B��11(�) : : : �n1 (�)... ...�1n(�) : : : �nn(�)1CA �ji (�) 2 R[�℄; C [�℄:Vzhledem k uvedené algebraiké struktuøe mno¾in R[�℄, C [�℄ lze de�novat souèet, �(�)-násobek a souèin �-mati stejným zpùsobem jako u mati èíselnýh �(�) 2 R[�℄; C [�℄se zahováním v¹eh vlastností tìhto operaí, popsanýh vztahy (1.1) a (1.2). Rovnì¾determinant a minory polynomiké matie jsou de�novány normálnì stejnì jako u matièíselnýh. Vzhledem k tomu zùstávají v platnosti vìty o rozvojíh (vìta 1.8 a vìta 1.9).Elementárními úpravami polynomiké matie rozumíme:(i) vynásobení i-tého øádku (sloupe) èíslem � 2 R; C rùzným od nuly (Pozor: náso-bení øádku polynomem není elementární úprava),(ii) pøiètení j-tého øádku (sloupe) vynásobeného polynomem �(�) 2 R[�℄; C [�℄ k i-tému øádku (sloupi). 34



Kapitola 2. Polynomiké matie (�-matie) 35Elementární matie, odpovídajíí tìmto úpravám, mají tvar
I(i)n (�) = 0BBBBBBBBB�

1 . . . (i) 01 #(i) ! � 10 . . . 1
1CCCCCCCCCA ;

I(ij)m (�(�)) = 0BBBBBBBBBB�
1 (j). . . # 01 �(�)  (i). . . 10 . . . 1

1CCCCCCCCCCAa zahází se s nimi opìt stejnì jako u èíeelnýh mati, zpìtné (inverzní) úpravy jsou opìtelementárními úpravami a snadno byhom jistì zapsali tvar odpovídajííh elementár-níh mati. Matie A(�), B(�) nazýváme ekvivalentními a znaèíme A(�) � B(�), lze-lipøevést jednu v druhou koneèným poètem elementárníh úprav, tj. vyjádøit napø. B(�)ve tvaru B(�) = U(�)A(�)V(�), kde U(�), V(�) jsou koneèné souèiny elementárníhmati.Uvedená relae � je skuteènì ekvivalení na mno¾inì A(�)(n=n) polynomikýhmati øádu n. Èíselné matie øádu n bylo mo¾né pøevést elementárními úpravami na di-agonální tvar D, a to dokone takový, ¾e diagonální prvky byly rovny buï 1 nebo 0, tj.diagD = [1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0℄. Øíkejme takovému tvaru kanoniký. Kanoniký tvar lze po-va¾ovat za þnejjednodu¹¹íÿ tvar v¹eh ekvivalentníh mati, tj. za jakéhosi reprezentantaelé tøídy ekvivalentníh mati. Nabízí se otázka, zda podobného reprezentanta mají iekvivalentní �-matie. Pro¹etøete nejprve mo¾nost úpravy matie A(�) na diagonálnítvar, tj. matii, jejími¾ diagonálními prvky jsou polynomy a nediagonální prvky jsouvesmìs nulové. Uva¾me tøídu v¹eh mati ekvivalentníh dané matii A(�). Vylouèímetriviální pøípad, kdy A(�) je nulová matie a je tedy jediným reprezentantem pøíslu¹nétøídy ekvivalene. (Nulovou matii pova¾ujeme za matii v kanonikém tvaru.) Oznaèmejako B(�) kteroukoliv z tìh mati dané tøídy ekvivalene, které mají v prvém øádkua prvém sloupi nenulový polynom nejni¾¹ího stupnì, jaký se v matiíh dané tøídyvùbe vyskytuje a který má u nejvy¹¹í moniny promìnné � koe�ient 1. (Zdùvodnìníexistene takové matie viz Cvièení 1.5.) Matie B(�) má tedy tvarB(�) = 0BBB�e1(�) �21(�) : : : �n1 (�)�12(�) �22(�) : : : �n2 (�)... ...�1n(�) �2n(�) : : : �nn(�)
1CCCA



36 2.1. Ekvivalene �-matiUká¾eme, ¾e v¹ehny prvky prvého øádku i prvého sloupe jsou dìlitelné polynomeme1(�). Vyjádøíme napø. �j1(�) ve tvaru �j1(�) = e1(�)�(�) +  (�), kde �(�) je èásteènýpodíl a  (�) zbytek po dìlení; platí deg (�) < dege1(�). Dále provedeme s matií B(�)elementární úpravu spoèívajíí v odeètení násobku prvého sloupe od j-tého:
B(�) =0BBB�e1(�) : : : e1(�)�(�) +  (�) : : : �n1 (�)�12(�) : : : �j2(�) : : : �n2 (�)... ...�1n(�) : : : �jn(�) : : : �nn(�)

1CCCA �
� 0BBB�e1(�) : : :  (�) : : : �n1 (�)�12(�) : : : �j2(�)� e1(�)�(�) : : : �n2 (�)... ...�1n(�) : : : �jn(�)� e1(�)�(�) : : : �nn(�)

1CCCAVzhledem k tomu, ¾e stupeò zbytku  (�) je men¹í ne¾ stupeò dìlitele e1(�), je tvarposlední matie v rozporu s volbou matie B(�) s výjimkou pøípadu, kdy  (�) = 0.Polynom �j1(�) je tedy beze zbytku dìlitelný polynomem e1(�). Stejnì se úvaha provedepro prvky prvého sloupe �1i (�). Matii B(�) lze pak vhodnými elementárními úpravamipøevést na tvar
B(�) =0BBB�e1(�) 0 0 : : : 00 �202 (�) �302 (�) : : : �n02 (�)... ...0 �20n (�) �30n (�) : : : �n0n (�)

1CCCA = = 0BBB�e1(�) 0 : : : 00... B0(�)0 1CCCA
Je-li B0(�) nulová matie, je úprava hotova. V opaèném pøípadì lze tyté¾ úvahyaplikovat na matii B0(�) øádu (n� 1) a postupnì tak pøevést matii B(�) na tvar

B(�) � D(�) = 0BBBBBBB�
e1(�) e2(�) 0. . .0 ep(�) . . . en(�)

1CCCCCCCA ; p � n:
v jeho¾ diagonále jsou polynomy s vedouím koe�ientem (tj. koe�ientem u nejvy¹¹ímoniny promìnné �) rovným 1. Poslední nenulový z nih je oznaèen ep(�), p � n.Vyjádøíme nyní napøíklad e2(�) ve tvaru e2(�) = e1(�)�(�)+ (�), deg (�) < dege1(�)a provedeme následujíí elementární úpravy: Nejprve pøièteme prvý øádek k druhému a



Kapitola 2. Polynomiké matie (�-matie) 37poté odeèteme �(�)-násobek prvého sloupe od druhého.B)�) � 0BBBBB�e1(�) 0 0 : : : 00 e1(�)�(�) +  (�) 0 : : : 00 0 e3(�) : : : 0... ...0 0 : : : 0 en(�)
1CCCCCA �

� 0BBBBB�e1(�) �e1(�)�(�) 0 : : : 0e1(�)  (�) 0 : : : 00 0 e3(�) : : : 0... ...0 0 : : : 0 en(�)
1CCCCCAS výjimkou pøípadu, kdy  (lambda) = 0, se opìt dostáváme do sporu s volbou ma-tie B(�). Polynom e2(�) je tedy dìlitelný polynomem e1(�). Úvahu lze pohopitelnìzobenit na dal¹í èleny diagonály matie D(�).Popsaný postup elementárníh úprav tedy zaruèuje mo¾nost pøevést matii A(�) natzv. kanonikou matii D(�) následujééh vlastností(i) Matie D(�) je diagonální, diagD(�) = [e1(�); : : : ; ep(�); 0; : : : ; 0℄, p � n.(ii) Polynom ei+1(�) je dìlitelný polynomem ei(�) pro i 2 f1; : : : ; p� 1g.(iii) Vedouí koe�ient ka¾dého z polynomù ei(�) pro i 2 f1; : : : ; pg je roven 1.Ka¾dá tøída ekvivalentníh �-mati tedy obsahuje alespoò jednu kanonikou ma-tii. Zbývá vyøe¹it otázku jednoznaènosti. Pøedpokládejme, ¾e v dané tøídì ekvivalene,urèené matií A(�), jsou dvì matie D1(�) a D2(�), pro nì¾ oznaèíme diagD1(�) =[e1(�); : : : ; ep(�); 0; : : : ; 0℄ a diagD2(�) = [f1(�); : : : ; fq(�); 0; : : : ; 0℄. Zøejmì je D1(�) �D2(�), tak¾e existují matie U(�), V(�) vyjádøené jako koneèné souèiny elementárníhmati takové, ¾e D1(�) = U(�)D2(�)V(�). Pøedev¹ím je jasné, ¾e p = q (zdùvodnìte).Úpravy pøi pøevodu matieD2(�) na tvarD1(�) jsou tedy provádìny s prvými p øádky asloupi. Dùkaz tedy staèí provést pro matie øádu p, pro nì¾ ei(�) 6= 0 pro i 2 f1; : : : ; pg,indukí vzhledem k p. Pro p = 1 vyplývá z ekvivalene (e1(�)) � (f1(�)) okam¾itìrovnost e1(�) = f1(�) vzhledem k vlastnosti (iii) kanonikýh mati. Pøedpokládejmerovnost D1(�) = D2(�) pro (p� 1) (indukèní pøedpoklad). Pro p pak platíD1(�) = 0BBBBB�e1(�) . . . 0ep�1(�)0 ep(�)

1CCCCCA � 0BBBBB�e1(�) . . . 0ep�1(�)0 fp(�)
1CCCCCA = D2(�)a ze vztahu D1(�) = U(�)D2(�)V(�) vyplývá detD1 = detU detD2 detV. Ponìvad¾determinanty mati U(�) , V(�) jsou èíselné a nenulové, máme e1(�) : : : ep�1(�)ep(�) =�e1(�) : : : ep�1(�)fp(�) ) ep(�) = �fp(�). Polynomy e)p(�) a fp(�) v¹ak mají stéjnývedouí koe�ient, tak¾e � = 1 a ep(�) = fp(�). Na základì dosavadníh úvah mù¾emevyslovit následujíí tvrzení:



38 2.1. Ekvivalene �-matiVìta 2.1. Ka¾dá �-matie je ekvivalentní právì jedné kanoniké matii.Polynomy e1(�); e2(�); : : : ; en(�) jsou harakteristiké pro danou tøídu ekvivalentníh�-mati a nazýváme je invariantními faktory dané tøídy ekvivalene. Èíslo p, pro nì¾ep(�) 6= 0, ep+1(�) = : : : = en(�) = 0, nazývámé hodností motie, resp. hodností danétøídy ekvivalentníh mati.Uvedeme je¹tè jinou metodu výpoètu invariantníh faktorù, která je ve srovnánís metodou elementárníh úprav velmi úèinná zejména pro matie ni¾¹íh øádù (n � 4)a v pøípadeh, kdy matie obsahuje vìt¹í mno¾ství nulovýh prvkù. Je zalo¾ena navýpoèteh minorù matie A(�).Vìta 2.2. Neh» A(�) je matie øádu n a hodnosti p � n. Pro 1 � k � n oznaème jakodk(�) nejvìt¹ího spoleèného dìlitele v¹eh minorù k-tého øádu matieA(�), jeho¾ vedouíkoe�ient je 1. Soubor polynomù d1(�); : : : ; dp(�) je matii A(�) urèen jednoznaènì,jinak klademe dp+1(�) = : : : = dn(�) = 0. Polynomy dk(�) se nemìní elementárnímiúpravami matie A(�).Dùkaz: Dùkaz tohoto tvrzení je zalo¾en na hování determinantù mati pøi elementár-níh úpraváh a bude proveden v rámi Cvièení 1.5. Z vìty 1.13 vyplývá, ¾e kanonikámatie dané tøídy ekvivalene má stejný systém polynomù d1(�); : : : ; dn(�) jako v¹ehnymatie nále¾ejíí dané tøídì. U kanoniké matie v¹ak lze d1(�); : : : ; dn(�) snadno urèit.Neh» D(�) je kanoniká matie, diagD(�) = [e1(�); : : : ; ep(�); 0; : : : ; 0℄. Pak d1(�) =e1(�), d2(�) = e1(�)e2(�), : : :, dp(�) = e1(�)e2(�) : : : ep(�), dp+1(�) = : : : = dn(�) = 0.Odtud je zøejmý zpùsob výpoètu invariantníh faktorù dané matie A(�)e1(�) = d1(�); ei(�) = di(�)di�1(�) 2 � i � p; ep+1(�) = : : : en(�) = 0;kde d1(�); : : : ; dn(�) je soubor nejvìt¹íh spoleènýh dìlitelù minorù prvého a¾ n-téhoøádu matie A(�). Vìt¹inou je vhodné obì metody výpoètu invariantníh faktorù kom-binovat tak, ¾e pomoí elementárníh úprav matii A(�) o nejvíe zjednodu¹íme a pakzji¹»ujeme systém d1(�); : : : ; dn(�). }Pøíklad 1: Matie A(�) tøetího øádu je zadána takto:A(�) = 0�2�2 � 12�+ 16 2� � 2�2 � 12�+ 170 3� � 0�2 � 6�+ 7 2� � �2 � 6�+ 8 1ANajdeme její kanoniký tvar obìma metodami.



Kapitola 2. Polynomiké matie (�-matie) 39(a) Elementární úpravy:A(�) = 0�2�2 � 12�+ 16 2� � 2�2 � 12�+ 170 3� � 0�2 � 6�+ 7 2� � �2 � 6�+ 8 1A U1(�)�U1(�)� 0� 2 �(2� �) 10 3� � 0�2 � 6�+ 7 2� � �2 � 6�+ 81A U2(�)�U2(�)� 0� 2 �(2� �) 10 3� � 0�2 � 6�+ 9 2� � �2 � 6�+ 91A V1(�)�V1(�)� 0�1 �2 + � 10 3� � 00 0 (�� 3)21A V2(�)� 0�1 0 00 �� 3 00 0 (�� 3)21A = D(�)(b) Výpoèet systému d1(�); : : : ; dn(�): Matie A(�) obsahuje nesoudìlné minory prvéhoøádu (2 � �) a (3 � �). Proto je d1(�) = 1. Vypoèteme-li v¹ehny minory druhéhoøádu (proveïte), zjistíme, ¾e d2(�) = �� 3; d3(�) je determinant matie A(�) vydìlenývedouím koe�ientem, tj. d33(�) = (�� 3)3. Odtud e1(�) = d1(�) = 1, e2(�) = �� 3,e3(�) = (��3)2, o¾ souhlasí s výpoètem kanonikého tvaru matieA(�) elementárnímiúpravami.Cvièení 2.1(1) Zapi¹te tvar elementárníh mati pro sloupové elementární úpravy. Pomoí dané matieA(�) a elementárníh mati zapi¹te matii B(�) po provedené elementární úpravì.(2) Pro konstruki kanonikého tvaru matie A(�) jsme zvolili takovou matii B(�) z danétøídy ekvivalene urèené matií A(�), v jejím¾ prvém øádku a sloupi byl nenulovýpolynom e1(�) nejni¾¹ího mo¾ného stupnì. Uka¾te, ¾e zatímo pøi výbìru matie B(�)je pøípustná jistá libovùle, je samotný polynom e1(�) urèen jednoznaènì.Návod: Vyjdìte z pøedpokladu, ¾e existuje polynom f1(�) tého¾ stupnì jako et(�),který se vyskytuje (i) ve zvolené matii B(�), (ii) v jiné matii C(�) nále¾ejíí té¾e tøídìekvivalene, tj. C(�) � B(�). Uka¾te, ¾e e1(�) = f1(�). Tvrzení úlohy (2) lze ov¹emtaké pova¾ovat za triviální dùsledek vìty 1.12.(3) Doka¾te vìtu 1.13.Návod: Oznaète A(�) pùvodní matii, A0(�) matii získanou z A(�) napøíklad pøi-ètením �(�)-násobku j-tého øádku k i-tému, i 6= j, dk(�) resp. d0k(�) neh» je nejvìt¹íspoleèný dìlitel minorù k-tého øádu matie A(�) resp. A0(�). Rozli¹te tyto mo¾nosti pøivýpoètu minorù M(�), M 0(�) de�novanýh øádkovými indexy i1; : : : ; ik a sloupovýmiindexy j1; : : : ; jk:



40 2.1. Ekvivalene �-mati(i) existují p; q 2 f1; : : : ; kg tak, ¾e i = ip , j = iq, tj. vybraný minor obsahuje prvkyi-tého i j-tého øádku. Jaký je vztah mezi M(�) a M 0(�)?(ii) i 62 fi1; : : : ; ikg; opìt urèete vztah mezi M(�) a M 0(�).(iii) j 62 fi1; : : : ; ikg, i 2 fi1; : : : ; ikg, tak¾e minor obsahuje prvky i-tého øádku, nikolivv¹ak prvky øádku j-tého.
M = det0BBBBBB��j1i1 : : : �jki1... ...�j1i : : : �jki... ...�j1ik : : : �jkik

1CCCCCCA
M 0 = det0BBBBBB� �j1i1 : : : �jki1... ...�j1i + �(�)�j1j : : : �jki + �(�)�jkj... ...�j1ik : : : �jkik

1CCCCCCAPodle vìty o rozvoji determinantu dostaneme rozvojam minoruM 0(�) podle i-tého øádkuvztah M 0(�) =M(�) + �(�)N(�);kde N(�) je minorem matie A(�), který se od minoru M(�) li¹í tím, ¾e na i-té poziiobsahuje prvky j-tého øádku:
M 0 = det0BBBBBB��j1i1 : : : �jki1... ...�j1i : : : �jki... ...�j1ik : : : �jkik

1CCCCCCA + �(�) det0BBBBBB��j1i1 : : : �jki1... ...�j1j : : : �jkj... ...�j1ik : : : �jkik
1CCCCCCA =M + �N

Uka¾te, ¾e z rovnosti M 0(�) = �(�)N(�) +M(�) vyplývá, ¾e dk(�) je dìlitelem minoruM 0(�). Zdùvodnìte fakt, ¾e také d0k(�) je dìlitelem minoru M(�). Jakým zpùsobemvyvodíte z tìhto skuteèností rovnost dk(�) = d0k(�)?(4) V pøíkladu 9 vypi¹te jednotlivé sledy elementárníh úprav a odpovídajíí matieU11(�),U2(�) a V1(�), V2(�) a provìøte, ¾e D(�) = U(�)A(�)V(�).Výsledek:(i) odeètení dvojnásobku tøetího øádku od prvého(ii) pøiètení prvého øádku k tøetímu(iii) odeètení tøetího sloupe od prvého



Kapitola 2. Polynomiké matie (�-matie) 41(iv) odeètení prvého sloupe od tøetího a pøiètení (2��)-násobku prvého sloupe k dru-hému.
Úpravám (i) a¾ (iv) odpovídají tyto matie:

U1(�) = 0�1 0 �20 1 00 0 1 1A U2(�) = 0�1 0 00 1 01 0 01AV1(�) = 0� 1 0 00 1 0�1 0 11A V2(�) = 0�1 2� � �10 1 00 0 1 1AU2(�)U1(�) = 0�1 0 �20 1 00 0 �11A V1(�)V2(�) = 0� 1 2� � �10 1 0�1 �� 2 2 1A
(5) Urèete kanoniké tvary následujííh polynomikýh mati obìma metodami, tj. pomoíelementárníh úprav i výpoètem systému d(�); : : : ; dn(�).

A1(�) = � �2 � � 2�2�2 + 5� 3��A2(�) = 0�3�2 � 2�+ 1 2�2 + �� 1 3�3 + 2�2 � 2�� 12�3 � 2� �2 � 1 2�3 + �2 � 2�� 15�3 � 4�+ 1 3�2 + �� 2 5�3 + 3�2 � 4�� 21AA3(�) = 0BB�1� � 2 3 40 1� � 2 30 0 1� � 20 0 0 1� �1CCAA4(�) = 0BB��16� � �17 87 �1088 9� � �42 54�3 �3 16� � �18�1 �1 6 8� �1CCA



42 2.2. Unimodulární matie, kritérium ekvivalene �-matiVýsledek: D1(�) = �� 00 �(�2 � 10�� 3)�D2(�) = 0��+ 1 0 00 (�+ 1)(�� 1) 00 0 01AD3(�) = 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 1 01 0 0 (�� 1)41CCAD4(�) = 0BB�1 0 0 00 1 0 00 0 �� 1 00 0 0 (�� 1)2(�+ 2)1CCA(6) Doka¾te, ¾e determinanty polynomikýh mati se øídí pravidly (i) a¾ (vii), formulova-nými ve vìtì 1.7. pro matie èíselné. Uka¾te také, ¾e determinant se nemìní pøiètením�(�)-násobku j-tého øádku (sloupe) k i-tému.Návod: Dùkaz vlastností (i), (ii), (v), (vii) vyplývá pøímo z de�nie determinantu, pøi-tom formulai vlastnosti (ii) lze zobenit tak, ¾e místo �-násobku j-tého øádku (sloupe)pøièítáme k i-tému øádku (sloupi) �(�)-násobek j-tého øádku (sloupe). Vlastnost (iii)je dùsledkem (i); (ii) a (iv) vyplývá z (i) a¾ (iii) s uvá¾ením skuteènosti, ¾e èíselnáregulární matie je souèinem elementárníh èíselnýh mati. Uka¾te, ¾e vlastnost (iv)lze zobenit na pøípad, kdy Q je souèinem elementárníh polynomikýh mati. Dùkazvlastnosti (vi) je soubì¾ný s dùkazem ve vìtì 1.7.2.2 Unimodulární matie, kritérium ekvivalene �-matiPolynomikou matii nazveme unimodulární, je-li ekvivalentní jednotkové matii, tj.jsou-li v¹ehny její invariantní faktory rovny 1. Typikým pøíkladem unimodulárníhmati jsou matie elementární. Z de�nie vyplývají následujíí vlastnosti unimodulárníhmati.Vìta 2.3. Vlastnosti unimodulárníh mati.(i) Matie U(�) je unimodulární právì tehdy, je-li jejím determinantem nenulové èísloÆ 2 R resp. C .(ii) Libovolná regulární èíselná matie je unimodulární.(iii) Souèin unimodulárníh mati je unimodulární matie.



Kapitola 2. Polynomiké matie (�-matie) 43(iv) Matie U(�) je unimodulární právì tehdy, jestli¾e existuje polynomiká matieV (�) taková, ¾e platí U(�)V(�) = V(�)U(�) = E. Matie V(�) je pak rovnì¾unimodulární a nazýváme ji inverzní matií k U(�). Znaèíme V(�) = U�1(�).(v) Matie U(�) je unimodulární právì tehdy, je-li mo¾né ji vyjádøit jako souèin ko-neèného poètu elementárníh �-mati.Díky vlastnosti (v) ve vìtì 1.14 mù¾eme nyní pøeformulovat kritérium ekvivalene�-mati takto:Vìta 2.4. Kritérium ekvivalene h -mati. Polynomiké matie A(�) a B(�) jsou ekvi-valentní právì tehdy, kdy¾ existují unimodulární matie U(�) a V(�) takové, ¾e platíB(�) = U(�)A(�)V(�).Cvièení 2.2(1) Doka¾te vlastnosti unimodulárníh mati ve vìtì 1.14.Návod: Pøi dùkazu vlastnosti (i) vyjdìte ze skuteènosti, ¾e invariantní faktory unimo-dulární matie U(�) musí být stejné jako invariantní faktory jednotkové matie. V pøí-padì vlastnosti (iii) u¾ijte vztahu pro determinant souèinu mati. Postup pøi dùkazuvlastnosti (iv): Za pøedpokladu existene �-matie U�1(�) s vlastností U(�)U�1(�) =U�1(�)U(�) = E vyplývá unimodulárnost matie U(�) z pravidla pro determinant sou-èinu mati (ze vztahu detU(�) detU�1(�) = detE je zøejmé, ¾e determinanty matiU(�) a U�1(�) jsou polynomy stupnì nula). Vyjdeme-li naopak z pøedpokladu, ¾e U(�)je unimodulární, mù¾eme ji pøevést na jednotkovou matii pouze øádkovými resp. pouzesloupovými elementárními úpravami. Existují tedy koneèné souèiny elementárníh ma-ti V(�) a W(�) takové, ¾e E = V(�)U(�) = U(�)W(�). Staèí u¾ jen ukázat, ¾eV(�) =W(�). Vlastnost (v) je zøejmá z ekvivalene U(�) � E.(2) Doka¾te vìtu 1.15: Dùkaz vyplývá bezprostøednì z de�nie ekvivalene mati a vlastnostíunimodulárníh mati.(3) Provìøte, zda zadané matie jsou unimodulární, v kladném pøípadì urèete odpovídajíímatii inverzní a matie U(�), V(�), které danou matii pøevádìjí na kanoniký tvar.Poznámka: U(�) a V(�) nejsou pohopitelnì urèeny jednoznaènì.A1 = � � �3 + 5�2 � �� 4 �4 � �3 � 4�2 + 5�� 5�A2 = ��2 + i� �i�3 + (1 + 2i)�2 � 2�+ 11 �i�+ 2i �



44 2.3. Matiové polynomyVýsledek: Ve výsledíh je uveden determinant matieA, u unimodulárníh mati ma-tie inverzní a pøíklad mo¾né volby mati U(�) a V(�), pro nì¾ je E = U(�)A(�)V(�).detA1 = 20A�11 = 120 ��4 � �3 � 4�2 + 5�� 5 ��3 � 5��2 + �+ 4 � �U(�) = � 14(�� 1) �14120(��2 + �+ 4) 120��V(�) = �1 ��20 1 �detA2 = �1A�12 = � i�� 2i 1�i�3 + (1 + 2i)�2 � 2i+ 1 ��2 � i��U = �1 �0 17�V = �1 ��2 � 20 1 �
2.3 Matiové polynomyPolynomiké matie lze zapisovat je¹tì jiným zpùsobem, èasto velmi u¾iteèným zejménapøi praktikýh výpoèteh i pøi nìkterýh dùkazeh. Jedná se o zápis ve tvaru tzv.matiovýh polynomù: Neh» Ak 6= 0, Ak�1; : : : ;A0 jsou èíselné matie øádu n nad Rresp. C a � je promìnná. MatiiA(�) = Ak�k +Ak�1�k�1 + : : :+AOnazýváme matiovým polynomem øádu n nad R resp. C , èíslo k je stupeò polynomu.Ka¾dou �-matii lze zapsat ve tvaru matiového polynomu a naopak, ka¾dý matiovýpolynom de�nuje �-matii. Vztah je vzájemnì jednoznaèný.Pøíklad 2:A(�) = 0�8i�3 + 3� �2�2 + 2�� i 03 ��3 + 3�2 + 12 4� �i�2 � 4� �3 + �2 + i�1A= 0�8i 0 00 �1 00 0 11A�3 +0�0 �2 00 3 00 i 11A�2 +0�3 2 00 0 01 �4 i1A�+0�0 �i 03 12 40 0 01AVìt¹ina pravidel pro poèítání s polynomy se pøená¹í i na polynomy matiové. Vyplývá toz algebraiké struktury mno¾iny polynomù a mno¾iny polynomikýh mati (viz kapitola2). Výjímku tvoøí nekomutativnost násobení matiovýh polynomù a skuteènost, ¾e promatiové polynomy z rovnosti A(�)B(�) = 0 nevyplývá, ¾e A(�) = 0 nebo B(�) = 0.Pro matiové polynomy je de�nována i operae dìlení: Neh» A(�) = A+k�k+ : : :+A0,



Kapitola 2. Polynomiké matie (�-matie) 45B(�) = Bm�m+ : : :+B0 jsou matiové polynomy nad R resp. C øádu n , k = degA(�),m = degB(�). Neh» Bm je regulární matie. Pak nad R resp. C existují jednoznaènì�-matie QP(�), QL(�), RP(�), RL(�) s vlastnostmiA(�) = QP(�)B(�) +RP(�) degRP(�) < degB(�)A(�) = B(�)QL(�) +RL(�) degRL(�) < degB(�) (2.1)Matie QP(�) resp. QL(�) nazýváme pravým resp. levým èásteèným podílem a matieRP(�) resp. RL(�) pravým resp. levým zbytkem pøi dìlení matie A(�) matií B(�).Pøímý výpoèet podílù a zbytkù pøi dìlení matie A(�) matií B(�) je pomìrnì praný.Je-li v¹ak B(�) polynom stupnì 1, pak pro zbytek RP(�) resp. RL(�) mù¾eme získatexpliitní vyjádøení pøímo pomoí matiovýh koe�ientù Ai, Bj, 0 � i � k, 0 �jle1 mati A(�), B(�) velmi jednoduhým a elegantním zpùsobem: Mìjme �-matiiA(�) = Ak�k + : : : + A0 nad R resp. C a èíselnou matii C tého¾ øádu n. Pak jsoude�novány výrazy AL(C) = CkAk + Ck�1Ak�1 + : : : + CA1 + A0 resp. AP(C) =AkCk +Ak�1Ck�1 + : : :+AC+A0, které jsou èíselnými matiemi øádu n. Nazývámeje levou resp. pravou hodnotou �-matie A(�) v (matiovém) argumentu C. Obenì jepohopitelnì AP(C) 6= AL(C). Zapi¹me nyní vztahy (1.9) pro pøípad, ¾e degB(�) = 1,tj. B(�) = B1�+B0, B je regulární matie:A(�) = QP(�)(B1�+B0) +RP(�) degRP(�) = 0 _RP(�) = 0A(�) = (B1�+B0)QL(�)(B1�+B0) +RL(�) degRL(�) = 0 _RL(�) = 0Pøímým dosazením do tìhto vztahù, v nih¾ ov¹em také QP(�) a QL(�) zapí¹eme vetvaru matiovýh polynomù, se pøesvìdèíme, ¾eRP = AP(�B�11 B0); RLAL(�B0B�11 ): (2.2)Cvièení 2.3(1) Sestavte libovolné polynomiké matie nad R resp. C zapi¹te je ve tvaru matiovýh po-lynomù. Naopak libovolnì zvolené matiové polynomy vyjádøete ve tvaru polynomikýhmati.(2) Formulujte v¹ehna známá pravidla pro poèítání s polynomy a provìøte jejih platnostpro pøípad polynomù matiovýh.(3) Volbou vhodného pøíkladu uka¾te, ¾e z rovnosti A(�)B(�) = 0 pro �-matie nevyplývánutnì závìr A(�) = 0 nebo B(�) = 0. Jaké závìry o matiíh A(�), B(�) lze na základìtéto rovnosti uèinit?(4) Doka¾te platnost vztahù (1.9).Návod: Vezmìte v úvahu napøíklad vztah pro podíl zpravaA(�) = QP(�)B(�)+RP(�).Vyjádøete v¹ehny �-matie ve tvaru matiovýh polynomù, tj. A(�) = Ak�k+ : : :+A0



46 2.3. Matiové polynomyB(�) = Bm�m+ : : :+B0, Bm je regulární, QP(�) = Qs�s+ : : :+Q0, Qs 6= 0, RP(�) =Rl�l + : : :+R0, Rl 6= 0, l < m a vypoètìte pravou stranu rovnosti:QP(�)B(�) +RP(�) = (Qs�s + : : :+Q0)(Bm�m + : : :+B0) +Rl�l + : : :+R0 == (QsBm)�s+m + (QsBm�1Qs�1Bm)�s+m�1 + : : :+ (Q1B0 +Q0B1)�+Q0B0++Rl�l + : : :+R0Uspoøádejte podle monin promìnné �. Porovnáním koe�ientù matiovýh polynomùA(�) a QP(�)B(�)+ rgP (�) odvoïte expliitní výrazy pro koe�ienty polynomù QP(�)a RP(�). Uka¾te, ¾e k = s+m.Výsledek: Pro k < m je QP(�) = 0 a RP(�) = A(�). Pro k � m:Qk�m = AkB�1m ;Qk�m�1 = (Ak�1 �Qk�mBm�1)B�1mQk�m�2 = (Ak�2 �Qk�m�1Bm�1 �Qk�mBm�2)B�1m...Q0 = (Ak�m �Q1Bm�1 �Q2Bm�2 � : : :�Qm�1B1 �QmB0)M�1m ;R0 = A0 �Q0B0R1 = A1 �Q1B0 �Q0B1...Rm�1 = Am�1 �Qm�1B0 �Qm�2B1 � : : :�Q0Bm�1Tímto postupem je dokázána existene i jednoznaènost pravého podílu a zbytku podìlení matie A(�) matií B(�). Samotnou jednoznaènost lze dokázat velmi jednodu¹etaké takto: Pøedpokládejte, ¾e existují �-matie QP(�), RP(�), Q0P(�), R0P(�) tak, ¾eA(�) = QP(�)B(�) +RP(�) A(�) = Q0P(�)B(�) +R0P(�) Odeètìte obì rovnosti a nazákladì vztahu stupnì dìlitele a zbytku uka¾te, ¾e matie QP(�) � Q0P(�) a RP(�) �RP(�) jsou nulové.(5) Neh» A(�) je �-matie, C libovolná èíselná matie øádu n nad R nebo C . Formulujtepostaèujíí podmínku pro to, aby AP(C) = AL(C).(6) Pøímým výpoètem, naznaèeným v textu, doka¾te platnost vztahù (1.10). Vyjádøete RPa RL expliitnì pro pøípad, ¾e B(�) = �E�C, tj. ve vztazíh (1.10) je B1 = E, B0 = C.A(�) pøedpokládejte ve tvaru matiového polynomu A(�) = Ak�k+ : : :+A0. Provìøte,zda vztahy pro RPP , RL, získané jako AP(C), AL(C) souhlasí s rekurentními vzori,které jsme obdr¾eli v úloze (4).Výsledek: RP = AP(C) = A0 +A1C+ : : :+AkCkRL = AL(C) = A0 +CA1 + : : :+CkAk:



Kapitola 2. Polynomiké matie (�-matie) 47(7) Doka¾te následujíí tvrzení (Cayleyova-Hamiltonova vìta): Neh» A je èíselná metieøádu n. Zøejmì det(A��E) je (obyèejný) polynom stupnì n, tj. f(�) = det(A��E) =(�)n�n + �n�1�n�1 + �1�+ �0. Platí f(A) = (�1)nAn + �n�1An�1 + : : :+ �1A+ �0E.Návod: Vyu¾ijte vztahu (A � �E)�1 = adj(A � �E)=f(�), nebo rozkladu polynomuf(�) na koøenové èinitele.



Kapitola 3Jordanùv normální tvar matie
3.1 Základní vìta o podobnosti matiV pøedhozíh odstavíh jsme pøipravili materiál pro to, abyhom nyní mohli formulovatkritérium podobnosti èíselnýh mati. Zaveïme je¹tì mìkolik pojmù:Neh» A je èíselná matie øádu n nad R nebo C . Matie A � �E se nazývá ha-rakteristikou matií matie A, det(A � �E) harakteristikým polynomem matie Aa koøeny harakteristikého polynomu harakteristikými koøeny matie A. Ponìvad¾det(A � �E) je polynom n-tého stupnì, pøíslu¹í ka¾dé matii A n harakteristikýhkoøenù (vèetnì jejih násobnosti). Tyto koøeny jsou obenì komplexní i v pøípadì ma-tie nad R. V¹imnìme si harakteristikýh koøenù podobnýh mati. Pøedpokládejme,¾e matie A, B øádu n jsou vázány podobnostní transformaí B = QAQ�1, kde Q jeregulární matie. Pakdet(B� �E) = det(QAQ�1 � �E) = det(QAQ�1 �QEQ�1) =det(Q(A� �E)Q�1 = detQ det(A� �E) detQ�1 = det(A� �E):Ze získané rovnosti harakteristikýh polynomù podobnýh mati vyplývá následujíítvrzení.Vìta 3.1. Podobné matie mají stejný harakteristiký polynom a stejný soubor ha-rakteristikýh koøenù.Rovnost harakteristikýh polynomù mati A, B je nutnou podmínkou a tedy ja-kýmsi prvním þindikátoremÿ jejih pøípadné podobnosti. Není v¹ak kritériem podob-nosti. To je formulováno v následujíí vìtì, její¾ dùkaz podává souèasnì praktiký návod,jak nalézt odpovídajíí podobnostní transformai.Vìta 3.2. Matie A, B nad R resp. C jsou podobné právì tehdy, jsou-li jejih harak-teristiké matie ekvivalentní.Dùkaz: Pøedpokládejme nejprve, ¾e matie A, B jsou podobné, tj. B = QAQ�1, Q jeregulární matie. Pak B � �E = QAQ�1 � �E = Q(A � �E)Q�1. Podle vìty 1.15 jeB� �E � A� �E, nebo» matie Q je unimodulární.48



Kapitola 3. Jordanùv normální tvar matie 49(ii) Neh» B��E � A��E. Pak existují unimodulární matie U(�) a V(�) takové, ¾eB� �E = U(�)(A� �E)V(�) a matie Q1(�), R1(�), Q2(�), R2(�) takové, ¾e platíU(�) = (B� �E)Q1(�) +R1(�)V(�) = Q2(�)(B� �E) +R2(�)R1(�) a R2(�) jsou matiové polynomy stupnì ni¾¹ího ne¾ 1, tj. èíselné matie. Vý-raz R1(A � �E)R2 je proto matiovým polynomem stupnì nejvý¹e prvého. ÚpravoudostanemeR1(A� �E) = [U(�)� (B� �E)Q1(�)℄(A� �E)[V(�)�Q2(�)(B� �E)℄(B� �E)� (B� �E)Q1(�)U�1(�)(B� �E)� (B� �E)V�1(�)Q2(�)(B� �E)++ (B� �E)Q1(�)(A� �E)Q2(�)(B� �E) == (B� �E)[E�Q1(�)U�1(�) +V�1(�)Q2(�)�Q1(�)(A� �E)Q2(�)℄:Vzhledem k tomu, ¾e i pravá strana rovnosti musí být matiovým polynomem stupnìnejvý¹e 1, je matiový výraz v kulaté závore nulový. Pak R1(A � �E)R2 = B � �Ea srovnáním koe�ientù dostaneme R1AR2 = B, R1R2 = E. Odtud R2 = R�11 aB = R1AR�11 . Matie A, B jsou tedy podobné. Pøedpokládáme-li U(�) a V(�) vetvaru U(�) = Uk�k + : : : + U1� + U0, V(�) = Vm�m + : : : + V1� + V0, pak podlevýsledku úlohy (6) Cvièení 1.7 dostanemeR1 = UL(B) = U0 +BU1 + : : :+BkUkR2 = VP(B) = V0 +V1B+ : : :+VmBm: }Pøíklad 1: Jsou dány následujíí matie 2. øádu:A = ��2 10 3� ; B = ��10 �426 11:�Tyto matie jsou podobné, nebo» jejih harakteristiké matie A� �E, B � �E majístejný kanoniký tvar D(�), diagD(�) = [1; �2 � � � 6℄. Snadno se o tom pøesvìdèímevýpoètem invariantníh faktorù. Pøevedeme matie A��E a B��E na kanoniký tvarvhodnými elementárními úpravami, napøíklad��2� � 10 3� �� V1� � 0 1(3� �)(�+ 2) 3� �� U1� � 0 1(3� �)(�+ 2) 0� V2�V2� �1 0) �2 � �� 6�U1 = � 1 0(�� 3) 1� ; V1V2 = �0 �11 ��� 2���10� � �426 11� �� U01� � �10� � �414(�2 � �� 6) 0 � V01� ��40� 4� �4�2 � �� 6 0 � V02�V02� � 0 �4�2 � �� 6 0 � V03� �1 00 �2 � �� 6�



50 3.2. Jordanùv normální tvar matieU01 = � 1 014(11� �) 1� ; V01V02V03 = � 0 4�14 ��� 10�D(�) = U1(A� �E)V1V2; D(�) = U01(B� �E)V01V02V03:Odtud B� �E = U(�)(A� �E)V, U(�) = U0�11 U1, V(�) = V1V2(V01V02V03)�1.U(�) = � 1 014(5�� 23) 1� = � 0 05=4 0��+ � 1 0�23=4 1�V(�) = � �14 0�14(5�+ 42) �4� = � 0 0�5=4 0��+ � �1=4 0�21=4 �4�R1 = � 1 0�23=4 1� + ��10 �426 11�� 0 05=4 0� = ��4 08 1�R2 = � �1=4 0�21=2 �4�+ � 0 0�5=4 0���10 �426 11� = ��1=4 02 1�Matie R1, R2 realizují mo¾nou podobnostní transformai mezi matiemi A a B.Podobnostní transformae není urèena jednoznaènì. Jinou me¾nost pøedstavují takénapøíklad matie R01 = � 1 �1�2 3 � ; R02 = �3 12 1� :Cvièení 3.1(1) Urèete harakteristiké koøeny mati A�1, A2, f(A) , kde f(x) je polynom stupnì m,jsou-li dány harakteristiké koøeny matie A øádu n.Výsledek: Jsou-li �1; : : : ; �r harakteristiké koøeny matie A vèetnì násobnosti, jsou��11 ; : : : ; ��1r resp. �21; : : : ; �2r resp. f(�1); : : : ; f(�r) harakteristiké koøeny matie A�1resp. A2 resp. f(A), vèetnì násobnosti.3.2 Jordanùv normální tvar matieV úvaháh o podobnýh matiíh se nyní naskýtá pøirozená otázka, zda také tøída podob-nýh mati je harakterizována nìjakým zvlá¹tì jednoduhým reprezentantem, podobnìjako jsou ekvivalentní �-matie zastoupeny kanonikým tvarem. Ukazuje se, ¾e nad Ctakový reprezentant v¾dy existuje. Není obenì diagonální, má v¹ak speiální tvar tzv.Jordanovy matie, její¾ nenulové prvky jsou rozlo¾eny v bloíh podél hlavní diagonály,ostatní prvky jsou nulové. Zavedeme nejprve pojem Jordanovy matie.Jordanovou submatií Ji øádu ki pøíslu¹nou èíslu �i 2 R resp. C rozumíme matiitvaru Ji = 0BBB��i 1 0�i . . .. . . 10 �i
1CCCA



Kapitola 3. Jordanùv normální tvar matie 51Jordanova matie J je tvoøena Jordanovými submatiemi rozlo¾enými podél hlavní di-agonály, ostatní prvky jsou nulové.
J = 0BBB�J1 0J2... . . .0 Js

1CCCA ; b k1 + : : :+ ks = n:
Neh»A je ètverová matie øádu n nad R nebo C , Jordanovu matii J nazveme Jordano-vým normálním tvarem èíselné matie A, jsou-li matie A a J podobné. Podle základnívìty o podobnosti mati to znamená, ¾e matie A��E a J��E jsou ekvivalentní, majítedy stejný kanoniký tvar. Zabývejme se proto kanonikým tvarem Jordanovy matie.Neh» nejprve Ji je jedna ze submati, tvoøííh Jordanovu matii. Pak

Ji = 0BBB��i � � 1 0�i � � . . .. . . 10 �i � �
1CCCA :

Vzhledem k tomu, ¾e det(Ji � �E) = (�i � �)ki a algebraiký doplnìk prvku le¾ííhov posledním øádku a prvém sloupi je (�1)n+1, mù¾eme snadno urèit nejvìt¹í spoleènédìlitele minorù v¹eh øádù a tedy i invariantní faktory, vytváøejíí kanoniký tvar matieJi � �E : d1(�) = : : : = dki�1(�) = 1, dki(�) = (�i � �)ki, e1(�) = : : : = eki�1(�) = 1,eki(�) = (�i � �)ki.
Ji = 0BBBBB�1 01 . . . 10 (�� �i)ki

1CCCCCA :
Elementární úpravy harakteristiké matie Jordanovy matie lze provádìt tak, abypostupnì v¹ehny submatie Ji � �E pøe¹ly na kanoniký tvar. Oznaème �; : : : ; �r na-vzájem rùzné diagonální prvky matie J, jim¾ pøíslu¹í jednotlivé submatie. Poèty Jor-danovýh submati pøíslu¹nýh èíslùm �i, i 2 f1; : : : ; rg oznaème q1; : : : ; qr. Indexováníhodnot �i, i 2 f1; : : : ; rg mù¾e být zvoleno tak, aby q1 � : : : � qr. Øády submatipøíslu¹nýh èíslu �i oznaème kil; : : : ; kiq, pøièem¾ lze opìt volit ki1 � : : : � kiq. Zøejmìplatí P kij = n, symbol P znaèí souèet pøes indexy j 2 f1; : : : ; qig a i 2 f1; : : : ; rg.Matie J��E tedy získá elementárními úpravami, pøi nih¾ v¹ehny submatie pøejdou



52 3.2. Jordanùv normální tvar matiena kanoniký tvar, následujíí podobu:0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1 . . . 1 (�� �i)k1 01 . . . 1 (�� �i)k2 . . . 1 . . . 10 (�� �i)kr

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAZ tohoto tvaru matie J� �E u¾ snadno urèíme invariantní faktory:en(�) = (�� �1)k11(�� �2)k21 : : : (�� �1r)kr1en�1(�) = (�� �1)k12(�� �2)k22 : : : (�� �1r)kr2...en�j+1(�) = (�� �1)k1j (�� �2)k2j : : : (�� �1r)krj...Pokud ji¾ je v nìkterém z èinitelù j > qi, klademe kij = 0en�j+1(�) = rYi=1(�� �i)kij ; j 2 f1; : : : ; ng (3.1)Výrazy (���1)k1j ; : : : ; (���r)krj se nazývají elementárními dìliteli polynomu en�j+1(�).Pro zadanou Jordanovu matii J tedy mù¾eme okam¾itì psát invariantní faktory jejíharakteristiké matie, ani¾ byhom provádìli elementární úpravy.Pøíklad 2: Pro zadanou Jordanovu matii urèíme kanoniký tvar její matie harakte-ristiké. 0BBBBBBBBBBBBBBBB�
3 1 0 00 3 1 00 0 3 10 0 0 3 1 1 10 1 3 1 00 3 10 0 3 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCA



Kapitola 3. Jordanùv normální tvar matie 53�1 = 3; q1 = 3; k11 = 4; k12 = 3; k13 = 1�2 = 1; q2 = 2; k21 = 2; k22 = 1:Elementární dìlitelé: (�� 3)4 (�� 3)3 (�� 3)(�� 1)2 (�� 1)Invariantní faktory:e1(�) = : : : = e8(�) = 1; e9(�) = (�� 3); e10(�) = (��)3(�� 1)e11(�) = (�� 3)4(�� 1)2:0BBBBBBBBB�
1 1 . . . 1 (�� 3) (�� 3)3(�� 1) (�� 3)4(�� 1)2

1CCCCCCCCCAPøíklad 3: Je-li zadán kanoniký tvar harakteristiké matie J � �E, snadno urèímepøíslu¹nou matii Jordanovu:0BBBBBBBBBBBB�
1 1 1 1 1 1 (�� 2)(�� 2)(�� 5)5 (�� 2)3(�� 5)2

1CCCCCCCCCCCCAElementární dìlitelé: (�� 2)3 (�� 2) (�� 2)(�� 5)2 (�� 5)2Odtud je zøejmé, ¾e odpovídajíí Jordanova matie J obsahuje tøi submatie pøíslu¹néèíslu �1 = 2, z nih¾ jedna je tøetího a dvì prvého øádu, a dvì submatie druhého øádupøíslu¹né èíslu �2 = 5, tj. 0BBBBBBBBBBBB�
2 1 00 2 10 0 2 2 2 5 11 5 5 11 5

1CCCCCCCCCCCCA



54 3.2. Jordanùv normální tvar matiePoznámka: Je zøejmé, ¾e zadáním invariantníh faktorù matie J � �E jsou urèenyjednoznaènì poèty a øády jednotlivýh submati matie J, nikoliv v¹ak jejih poøadí pøiuspoøádání podél hlavní diagonály. Tato nejednoznaènost v¹ak není podstatná, nebolJordanovy matie, které se navzájem li¹í pouze uspoøádáním submati podél hlavnídiagonály, jsou podobné (jejih harakteristiké matie mají stejný kanoniký tvar).Platí pohopitelnì i obráené tvrzení, tj. ¾e podobné Jordanovy matie se li¹í nejvý¹euspoøádáním submati podél hlavní diagonály. Z uvedenýh úvah vyplývá, ¾e diagonálnímatie jsou podobné právì tehdy, li¹í-li se nejvý¹e uspoøádáním prvkù v diagonále.Ka¾dá diagonální matie je toti¾ Jordanovou matií tvoøenou submatiemi prvého øádu.Zbývá je¹tì vyøe¹it otázku existene Jordanovy matie podobné zadané matii A nadR resp. C , tj. otázku pøeveditelnosti (redukovatelnosti) matie A na Jordanùv normálnítvar. Odpovìï vyplývá z pøedházejííh úvah o kanonikém tvaru Jordanovýh mati:Vìta 3.3. Matie A nad R resp. C mù¾e být pøevedena podobnostní transformaí naJordanùv normální tvar právì tehdy, kdy¾ v¹ehny její harakteristiké koøeny jsou prvkyR resp. C .Dùkaz: Neh» P pøedstavuje oznaèení pro R nebo C .(i) Pøedpokládejme nejprve, ¾e ètverová matie A nad P je podobná nìjaké Jordanovìmatii J, de�nované pohopitelnì rovnì¾ nad P. Charakteristikými koøeny matie jsoujejí diagonální prvky, které také nále¾ejí P. Podobné matie v¹ak mají podle vìty 1.16stejný soubor harakteristikýh koøenù. Charakteristiké koøeny matie A jsou tedyprvky pole P.(ii) V druhé èásti dùkazu vyjdìme naopak z pøedpokladu, ¾e matie A, de�novaná nadP, má harakteristiké koøeny rovnì¾ z P. Oznaème D(�) kanoniký tvar matieA��E.V¹ehny invariantní faktory matie A��E jsou nad P rozlo¾itelné na koøenové èinitele,tj. en�j+1(�) = rYi=1(�� �i)kij ; �i 2 PD(�) je tedy souèasnì kanonikým tvarem harakteristiké matie J��E jisté Jordanovymatie J, která je podle základní vìty o podobnosti mati podobná výhozí matii Aaje urèena jednoznaènì a¾ na uspoøádání Jordanovýh submati podél hlavní diagonály.}Z tvrzení 1,18 je zøejmé, ¾e matii A s prvky z pole C lze v¾dy redukovat na Jordanùvnormální tvar.Velmi jednoduhým, av¹ak v praktikýh pøíkladeh dùle¾itým, dúsledkem vìty 1.18je její speiální pøípad, týkajíí se reduke matie A na diagonální tvar:Vìta 3.4. Matii A øádu n s prvky z pole R resp. C lze podobnostní transformaípøevést na diagonální tvar právì tehdy, kdy¾ vìehny koøeny posledního invariantníhofaktoru en(�) její harakteristiké matie jsou jednonásobné a jsou prvky pole R resp.C .



Kapitola 3. Jordanùv normální tvar matie 55Dùkaz: Dùkaz tohoto tvrzení dostáváme jako samozøejmý dùsledek pøedházejííhúvah, uvìdomíme-li si, ¾e diagonální matie je speiálním pøípadem matie Jordanovy,její¾ v¹ehny submatie jsou pouze prvého øádu. }0 mo¾nosti pøevodu dané matie A na diagonální tvar podobnostní transformaítedy rozhodují invariantní faktory harakteristiké matie. Bylo by v¹ak jistì u¾iteènémít k dispozii kritérium, které by umo¾nilo rozpoznat diagonalizovatelnou matii beznutnosti výpoètu invariantníh faktorú její herakteristiké matie, tj. pouze na základìvlastností matie, A samotné. Takové kritérium mù¾eme formulovat tehdy, omezíme-litøídu pøípustnýh podobnostníh transformaí pouze na transformae s unitární matiíQ.Vìta 3.5. Matie A øádu n nad C mù¾e být pøevedena na diagonální tvar podobnostnítransformaí s unitární matií práva tehdy, platí-li AAT� = AT�A.Poznámka: Matie A s vlastností AAT� = AT�A se nazývá normální matie.Dùkaz: Proveïme nejprve nìkolik pøípravnýh úvah. Matie A je zadána nad C , protoji lze podle vìty 1.18 redukovat na Jordanùv normální tvar podobnostní transformaí;J = QAQ�1. Jordanùv tvar je a¾ na uspoøádání submati urèen jednoznaènì, zatímopodobnostníh transformaí mù¾e být obenì elá mno¾ina. Pøedpokládejme, ¾e nìkteráz podobnostníh transformaí je reprezentována unitární matií U, tj. UT� = U�1.Poèítejme rozdílJJT� � JT�J = UAU�1(UAU�1)T� � (UAU�1)T�UAU�1 = U(AAT� = AT�A)U�1Je vidìt, ¾e v pøípadì normální matie A je také jejím Jordanovým tvarem normálnímatie a naopak. Zbývá tedy dokázat, ¾e Jordanova matie je normální právì tehdy,jsou-li její submatie prvého øádu. Pøedpokládejme, ¾e Jordanova matie je tvoøenasubmatiemi J1; : : : ;Js a oznaème H = JJT� � JT�J. PakH =  J1J1T� � J1T�J1 . . . JsJsT� � JsT�Js!a H = 0 právì tehdy, kdy¾ JkJkT� � JkT�Jk pro k 2 f1; : : : ; sg. Je-li Jk prvého øádu,pak zøejmì Jk = (�k) a JkJkT� � JkT�Jk = 0. Pro vy¹¹í øád dostávámeJkJkT� = 0BBB��k��k + 1 ��k�k �k��k + 1 ��k . . . �k��k
1CCCA

JkT�Jk = 0BBB���k�k ��k�k ��k�k + 1 ��k . . . ��k�k + 11CCCA



56 3.2. Jordanùv normální tvar matieZ výpoètu vyplývá, ¾e JkJkT� � JkT�Jk = 0, �k��k+1 � ��k�k:Tato rovnost v¹ak nenastane pro ¾ádnou hodnotu �k. Jordanova submatie Jk je tedynormální matii právì tehdy, kdy¾ je prvého øádu. }Stranou prozatím poneháváme problém vymezení tøídy podobnostníh transfor-maí, které pøevádìjí danou matii A na její Jordanùv normální tvar. K této otázese vrátíme v kapitole 4., v ní¾ pojem podobnostní transformae mati získá velmi ná-zorný geometriký význam.Cvièení 3.2(1) Pøeveïte harakteristikou matii Jordanovy submatie na kanoniký tvar pomoí ele-mentárníh úprav.(2) Uka¾te, ¾e kanonikým tvarem matie A(�) druhého øádu, pro ni¾ �11(�) = �1(�),�22(�) = �2(�), �21(�) = �12(�) = 0, kde �1(�) a �2(�) jsou nesoudìlné polynomy, jematie D(�), pro ni¾ diagD(�) = [1; �1(�)�2(�)℄. Jak bude vypadat kanoniký tvar,je-li nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem polynomù �1(�) a �2(�) polynom d(�)?Návod: Vypoètìte nejvìt¹í spoleèné dìlitele minorù prvého i druhého øádu a pomoínih urèete invariantní faktory.(3) Urèete Jordanùv normální tvar následujííh mati:0BB�1 2 3 40 1 2 30 0 1 20 0 0 11CCA ;0BB��16 �17 87 �1088 9 �42 54�3 �3 16 �18�1 �1 6 �8 1CCA ;0BB�3 �1 0 01 1 0 00 0 3 �10 0 1 1 1CCA ;0BB� 7 1 �1 1�1 9 �1 11 �1 9 �11 �1 1 7 1CCA ;0��1 1 1�5 21 176 �26 �211A ;0� 8 30 �14�6 �19 9�6 �23 11 1A ;0� 4 5 �2�2 �2 1�1 �1 1 1A ;0� 3 7 �3�2 �5 2�4 �10 3 1A ;0� 1 1 �1�3 �3 3�2 �2 2 1A ;0��4 2 10�4 3 7�4 1 71A ;0�13 16 16�5 �7 �6�6 �8 �71A ;0� 0 3 3�1 8 62 �14 �101A :



Kapitola 3. Jordanùv normální tvar matie 57Výsledek:0BB�1 1 0 00 1 1 00 0 1 10 0 0 11CCA ;0BB�1 1 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 �21CCA ;0BB�2 1 0 00 2 0 00 0 2 10 0 0 21CCA ;0BB�8 0 0 00 8 0 00 0 8 10 0 0 81CCA ;0��1 0 00 0 10 0 01A ;0�0 1 00 0 10 0 01A ;0�1 1 00 1 10 0 11A ;0�1 0 00 i 00 0 �i1A ;0�0 1 00 0 00 0 01A ;0�2 1 00 2 10 0 21A ;0��3 0 00 1 10 0 11A ;0��1 1 00 �1 10 0 01A :(4) Neh» �1; : : : ; �r jsou harakteristiké koøeny matie A s násobnostmi k1; : : : ; kr, Do-ka¾te, ¾e matie Ak má právì harakteristiké koøeny �k1; : : : ; �kr s násobnostmi rovnì¾k1; : : : ; kr.Návod: Nejprve doka¾te, ¾e matie Ak je podobná matii Jk kde J je Jordanùv nor-mální tvar matie A. Pøímým výpoètem uka¾te, ¾e Jk je horní trojúhelníková matie aurèete tvar prvkù v její diagonále. Nakone zapi¹te hatakteriatiký polynom matie Jkjako souèin prvkù v diagonále matie Jk. Z jeho tvaru ji¾ vyplývá ¾ádaný výsledek.



Èást IIVektorové prostory
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Kapitola 4Základní algebraiké strukturyAlgebraiká struktura vzniká na dané (tzv. nosné) mno¾inì de�nováním urèitýhoperaí s vhodnì zvolenými vlastnostmi, které umo¾òují s prvky nosné mno¾inyjistým zpùsobem "poèítat". Lineární a multilineární algebra jsou algebraiké disi-plíny, které praují jako s naprosto základní algebraikou strukturou s vektorovýmprostorem. V této kapitole budeme úvahy týkajíí se základníh algebraikýhstruktur provádìt jako úvahy pøípravné, potøebné pro vybudování pojmu vekto-rového prostoru.
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60 4.1. Grupy, izomor�smy grup4.1 Grupy, izomor�smy grupNeh» G 6= ; je mno¾ina (tzv. nosná mno¾ina) a Æ zobrazeníG�G 3 [a; b℄ �! a Æ b =  2 Gzvané kompozie (skládání) s následujíími vlastnostmi: Pro libovolné prvky a; b;  2 Gplatí (i) (a Æ b) Æ  = a Æ (b Æ ) asoiativita(ii) rovnie a Æ x = b má právì jedno øe¹ení x; (4.1)(iii) rovnie a Æ y = b má právì jedno øe¹ení y:Mno¾ina G s takto de�novanou operaí skládání se nazývá grupou. Znaèíme ji (G; Æ).Grupa se nazývá komutativní neboli abelovská, platí-li pro v¹ehna a; b 2 G vztaha Æ b = b Æ a.Z de�nie grupy vyplývají dal¹í vlastnosti (úloha (1) Cvièení 2.1):(iv) Existuje jednoznaènì prvek e 2 G takový, ¾e pro ka¾dé a 2 G je a Æ e = e Æ a = a.(v) Ke ka¾dému prvku a 2 G existuje právì jeden prvek a�1 2 G, pro který je aÆa�1 =a�1 Æ a = e.Prvek e nazýváme jednotkou nebo neutrálním prvkem grupy, a�1 je tzv. inverzníprvek k prvku a. Místo operae skládání pou¾íváme nìkdy tzv. operae sèítání s tými¾vlastnostmi (i) a¾ (iii) a hovoøíme pak o aditivní grupì nebo modulu (G;+). Pøíklademmù¾e být mno¾ina elýh èísel s operaí sèítání èísel. Neutrální prvek aditivní grupynazýváme prvkem nulovým (znaèíme o, platí a+ o = o+ a = a), inverzní prvek k prvkua znaèíme �a a nazýváme prvkem opaèným k prvku a (a + (�a) = (�a) + a = o,znaèíme a� a = o).Neh» H � G. H se nazývá podgrupou grupy G, jestli¾e je (H; Æ) grupou. Abypodmno¾ina H � G grupy G byla její podgrupou, je nutné a staèí: H 6= ; a platí(i) pro libovolné prvky a; b 2 H je a Æ b 2 H,(ii) pro ka¾dý prvek a 2 H je a�1 2 H.Ka¾dá grupa má tzv. dvì triviální podgrupy, G � G, feg � G. Neh» H � G jepodgrupa, a 2 G pevnì zvolený prvek. Pak mno¾ina aH = fb = a Æ h j h 2 Hg,resp. Ha = f = h Æ a j h 2 Hg se nazývá levou, resp. pravou vedlej¹í tøídou grupyG podle podgrupy H. Je-li a 2 H, pak zøejmì aH = Ha = H. Levé (resp. pravé)vedlej¹í tøídy jsou po dvou disjunktní, ka¾dý prvek grupy G nále¾í právì jedné levé,resp. pravé vedlej¹í tøídì. Levé resp. pravé tøídy tvoøí tedy rozklad grupy G. Levé (pravé)vedlej¹í tøídy mají stejnou mohutnost. Pro koneèné grupy platí tzv. Lagrangeùv teorém:N = j:n, kde N je poèet prvkù podgrupy H, j je tzv. index podgrupy H v G, n jepoèet prvkù pogrupy H. Obsahem Lagrangeova teorému je skuteènost, ¾e poèet prvkùkoneèné grupy je dìlitelný poètem prvkù její libovolné podgrupy. Index podgrupy jeroven poètu vedlej¹íh tøíd. Jestli¾e pro levou a pravou vedlej¹í tøídu obsahujíí prvek



Kapitola 4. Základní algebraiké struktury 61a 2 G platí aH = Ha pro libovolné a 2 G, nazývá se H normální dìlitel nebo invariantípodgrupa grupy G. V abelovské grupì je ka¾dá podgrupa normálním dìlitelem.Neh» F;G jsou grupy. Zobrazení' : F 3 f �! '(f) = g 2 Gse nazývá homomorfní, jestli¾e pro libovolné prvky f1; f2 2 F platí '(f1 Æ f2) = '(f1) Æ' (f2). Homomorfní zobrazení se také nazývá homomor�smem. Je-li ' naví prosté ana, jedná se o tzv. izomos�smus grup F;G. Je zøejmé, ¾e mohutnost izomorfníh grupje stejná. Pro ka¾dé homomorfní zobrazení platí '(e) = e0, kde e 2 F , e0 2 G jsouneutrální prvky. Neh» ' : F ! G je homomorfní zobrazení. Pak podmno¾ina H � F ,H = fa 2 F j '(a) = e0g je podgrupa v F a nazývá se jádro zobrazení '. Podmno¾inaK � G, K = fb 2 G j 9 a 2 F; b = '(a)g je podgrupou v G a nazývá se oborem hodnotzobrazení.Pøíklad 1: Neh» # je mno¾ina v¹eh transformaí fa; ~ug trojrozmìrného euklidovskéhoprostoru R3 sestávajííh z rotae a vlastní nebo nevlastní, reprezentované matií Atøetího øádu, a translae o vektor ~u. (Transformaí fa; ~ug rozumíme zobrazení, pøiøazujíívektoru ~r = (x; y; z) 2 R3 vektor ~r0 = fa; ~ug ~r = a~r + ~r 2 R3 , (x0; y0; z0) = (x; y; z)A+(ux; uy; uz). Slo¾ením transformaí fa; ~ug, fb; ~vg rozumíme jejih postupnou aplikai:(fb; ~vg Æ fa; ~ug)~r = fb; ~vg(a~r + ~u) = (ba)~r + b~u+ ~v(x00; y00; y00) = (x; y; z)AB = (ux; uy; uz)B+ (vx; vy; vz)Mno¾ina (#; Æ) je grupou. Urèete její neutrální prvek a k libovolnému prvku fa; ~ug prvekinverzní.Pøíklad 2: Oznaème Oh mno¾inu v¹eh transformaí typu fa; ~ug, které pøevádìjí kryhlido tzv. ekvivalentní polohy (tj. polohy nerozli¹itelné od pùvodní). Skládání transformaíde�nujeme stejnì jako v pøíkladu 1. (Oh; Æ) je podgrupou grupy (#; Æ).Cvièení 4.1(1) Doka¾te, ¾e z axiomù (i) a¾ (iii), de�nujííh grupu, vyplývají vlastnosti (iv) a (v).Uka¾te, ¾e naopak z (i), (iv) a (v) plyne (ii) a (iii).Návod: Pro dùkaz vlastnosti (iv) pøedpokládejte, ¾e aÆe = a, bÆe0 = b (existene prvkùe; e0 i jejih jednoznaènost vyplývá z (ii)). Doka¾te, ¾e e = e0. Vlastnost (v) doká¾ete,aplikujete-li axiomy (ii), (iii) na rovnie a Æ x = e, y Æ a = e.(2) Oznaème Zn mno¾inu v¹eh permutaí èísel 1; : : : ; n a [i1; : : : ; in℄ obenì zvolenou per-mutai. Slo¾ení permutaí de�nujeme v souhlasu s odstavem 1.3, tj. [k1; : : : ; kn℄[i1; : : : ; in℄ =[ki1; : : : ; kin℄. Doka¾te, ¾e (�n; Æ) je grupa.Návod: Provìøte axiom (i) a vlastnosti (iv),(v). Jaký tvar má prvek e a prvek [i1; : : : ; in℄�1?



62 4.2. Okruhy a tìlesa(3) Doka¾te, ¾e ka¾dé dvì levé (pravé) vedlej¹í tøídy grupy G podle podgrupy H jsou dis-junktní.Návod: Zvolte pro a1 6= a2, a1 6= H prvek b1 2 a1H a prvek b2 2 a2H a pøedpokládejte,¾e b1 = b2, tj. a1Æh1 = a2Æh2, kde h1; h2 2 H. U¾itím axiomù grupy uka¾te, ¾e a2 2 a1Ha odtud a1H = a2H.(4) Doka¾te, ¾e jádro resp. obor hodnot homomorfní zobrazení ' : F �! G je podgrupouv F resp. v G.Návod: Jádro resp. obor hodnot zobrazení oznaète H � F resp. K � G. Uka¾te,¾e pro v¹ehny prvky h1; h2 2 H je h1 Æ h2 2 H (tj. '(h1 Æ h2) = e0), dále '(e) = e0a pro ka¾dý prvek h 2 H je '(h�1) = e0, tj. h�1 2 H. Dále uka¾te, ¾e pro libovolnék1:k2 2 K existuje prvek f 2 F tak, ¾e '(f) = k1 Æ k2, tj. k1 Æ k2 2 G. Pro libovolnýprvek k 2 K existuje f 2 F tak, ¾e '(f) = k�1.(5) (a) Doka¾te, ¾e mno¾ina mati A = (�ij), �ij 2 R, typu m=n s operaí sèítání de�no-vanou v odstavi 1.1 tvoøí avelovskou grupu.(b) Doka¾te, ¾e mno¾ina regulárníh mati øádu n s operaí násobení de�novanou v od-stavi 1.1 tvoøí grupu.Návod: Provìøte vlastnosti (i), (iv), (v).(6) (a) Zjistìte, zda grupa (#; Æ) z pøíkladu 1 je abelovská.(b) Doka¾te, ¾e grupa (Oh; Æ) z pøíkladu 2 je abelovská a je podgrupou grupy (#; Æ).Urèete konkrétní tvar v¹eh prvkù grupy (Oh; Æ).(7) Doka¾te Langrangeùv teorém.Návod: Zvolte dvì libovolné vedlej¹í tøídy aH a bH grupy G podle podgrupy H. Zkon-struujte vzájemnì jednoznaèné zobrazení tìhto tøíd. Z existene takového zobrazenívyplývá, ¾e levé tøídy mají stejnou mohutnost. Pro dùkaz Lagrangeova teorému pakstaèí vzít v úvahu disjunktnost levýh vedlej¹íh tøíd.4.2 Okruhy a tìlesaMno¾ina G s operaemi + a Æ se nazývá okruh, jestli¾e platí(i) (G;+) je abelovská grupa(ii) a Æ b) Æ  = a Æ (b Æ ) pro lib. a; b;  2 G (4.2)(iii) (b + ) Æ a = (b Æ a) + ( Æ a) pro lib. a; b;  2 Ga Æ (b + ) = (a Æ b) + (a Æ )pro lib. a; b;  2 G



Kapitola 4. Základní algebraiké struktury 63Vlastnost (iii) se nazývá distributivním zákonem. Je-li pro libovolné prvky a; b 2 G,a Æ b = b Æ a, hovoøíme o komutativním okruhu. Dùsledkem distributivního zákona jevztah(a1 + a2 + � � �+ ak) Æ (b1 + b2 + � � �+ bl) = a1 Æ b1 + � � �+ a1 Æ bl + a2 Æ b1 + � � �+ ak Æ blDále platí a Æ o = o Æ a = o. Jestli¾e pro prvky a 6= o, b 6= o platí a Æ b = o, nazývámeprvek a levým dìlitelem nuly a prvek b pravým dìlitelem nuly.Existuje-li prvek e 2 G tak, ¾e pro libovolné a 2 G platí eÆa = aÆe = a, nazýváme Gokruhem s jednotkou (e je jednotka okruhu a èasto se oznaèuje symbolem 1). Prvek aÆGnazveme regulárním (té¾ invertibilním), jestli¾e existuje a�1 2 G tak, ¾e a Æ a�1 = a�1 Æa = 1. Prvek a�1 je urèen jednoznaènì. Okruh G = fog se nazývá triviální. Netriviálníkomutativní okruh s jednotkou, který nemá dìlitele nuly, tj. v nìm¾ z rovnosti a Æ b = ovyplývá a = o nebo b = o, nazýváme oborem integrity. Typikými pøíklady oborùintegrity jsou: mno¾ina elýh èísel s operaemi sèítání a násobení, mno¾ina raionálníhèísel s tými¾ operaemi. Pøíkladem okruhu s dìliteli nuly je mno¾ina spojitýh funkína intervalu [-1,1℄ s operaemi sèítání a násobení funkí. (Napøíklad pro f = f(x) =max(0; x), g = g(x) = max(0;�x) je f:g = 0, ale f 6= 0, g 6= 0.)Netriviální komutativní okruh s jednotkou, jeho¾ ka¾dý nenulový prvek je regulární,nazýváme tìlesem, pøípadnì polem. V dal¹ím textu budeme u¾ívat názvu pole.Neh» F;G jsou okruhy. Zobrazení ' : F 3 f �! g = '(f) 2 G se nazývá homo-morfní (té¾ homomor�smus), platí-li pro libovolné prvky f1; f2 2 F vztahy '(f1+ f2) ='(f1) + '(f2), '(f1 Æ f2) = '(f1) Æ '(f2). Prostý homomor�smus na se nazývá izomor-�smem. Okruhy F;G, pro které existuje izomor�smus F $ G, nazýváme izomorfními.Pøíklad 3: Okruh zbytkovýh tøíd modulo n. Oznaème (Z;+; �) mno¾inu v¹eh elýhèísel spolu s operaemi sèítání a násobení. Èísla z1; z2 nazveme ekvivalentními, je-lizbytek po jejih dìlení pøirozeným èíslem n tentý¾. Takto de�novaná relae je ekvivalenína Z a de�nuje na Z rozklad na n disjunktníh tøíd Z0; Z1; : : : ; Zn�1. Tøída Zi zahrnujeprvky, jejih¾ zbytek po dìlení èíslem n je roven i. Oznaème o(n) = fZ0; : : : ; Zn�1g ade�nujme operae + a � na mno¾inì o(n) takto: Neh» z1 2 Zi, z2 2 Zj jsou libovolnìzvolené prvky. Pak z1 = p1:n+i, z2 = p2:n+j, z1+z2 = (p1+p2):n+(i+j). Pro i+j < nje z1 + z2 2 Zi+j, pro i+ j � n je z1+ z2 2 Zi+j�n. Pro libovolné prvky z1 2 Zi, z2 2 Zjnále¾í tedy z1 + z2 v¾dy té¾e tøídì Zk. Oznaème Zk = Zi+Zj, i; j; k 2 f0; 1; : : : ; n� 1g.Podobnì z1:z2 = n:(p1:p2:n+ p1:j + p2:i) + i:j. Oznaème Z1 tøídu, jí¾ nále¾í souèin i:j ade�nujme Zi:Zj = Z1. Mno¾ina (o(n);+; �) je okruhem, zvaným okruh zbytkovýh tøídmodulo n.Pøíklad 4: Funki P : R 3 x �! P(x) 2 RP(x) = �nxn + �n�1xn�1 + � � �+ �1x + �0kde �0; : : : ; �n 2 R, �n 6= 0, nazýváme polynomem (mnohoèlenem) n-tého stupnì pro-mìnné x 2 R s reálnými koe�ienty. Souèet a souèin polynomù P;Q de�nujeme jakosouèet a souèin funkí P (x); Q(x) obvyklým zpùsobem. Mno¾ina R[x℄ polynomù reálnépromìnné s reálnými koe�ienty s operaemi souètu a souèinu polynomù je okruhem.



64 4.2. Okruhy a tìlesaCvièení 4.2(1) Neh» (G;+; Æ) je okruh, v nìm¾ existuje prvek e a prvek e0 tak, ¾e pro libovolné a 2 Gplatí e Æ a = a, a Æ e0 = a. Prvky e; e0 se nazývají levou resp. pravou jednotkou okruhu.Doka¾te, ¾e e = e0.Návod: Rovnosti e Æ a = a resp. a Æ e0 = a aplikujte na pøípad a = e0 resp. a = e.(2) Neh» a 2 G je regulární prvek okruhu s jednotkou. Doka¾te, ¾e inverzní prvek a�1,de�novaný rovnostmi a Æ a�1 = a�1 Æ a = e, je urèen jednoznaènì.Návod: Z rovností a Æ a�11 = a�11 Æ a = e, a Æ a�12 = a�12 Æ a = e doka¾te rovnosta�11 = a�12 . Zapi¹te napøíklad a�11 ve tvaru a�11 = a�11 Æ e = a�11 Æ (a Æ a�12 ) a upravujte.(3) Neh» (G;+; Æ) je okruh s jednotkou, v nìm¾ k prvku a 2 G existuje tzv. levý inverzníprvek b s vlastností b Æ a = e a pravý inverzní prvek  s vlastností a Æ  = e. Doka¾te, ¾eb = .Návod: Zapi¹te b ve tvaru b = b Æ e = b Æ (a Æ ) a upravujte.(4) Neh» (G;+; Æ) je tìleso. Doka¾te:(a) Rovnie a Æ x = b, y Æ a = b mají právì jedno øe¹ení x; y.(b) Pro F = fa 2 G j a 6= og je (F; Æ) grupou.Návod: V pøípadì (a) vyjádøete x a y expliitnì pomoí inverzního prvku k prvku a.V pøípadì (b) provìøte axiomy grupy (i) a¾ (iii) resp. vlastnosti (i), (iv), (v).(5) Neh» (F;+; Æ), (G;+; Æ) jsou okruhy a ' : F ! G homomorfní zobrazení. Uka¾te, ¾emno¾ina '(F ) = fg 2 G j 9f 2 F : '(f) = gg � G s operaemi + a Æ de�novanýmina G je okruhem.Návod: Provìøte axiomy okruhu pro mno¾inu '(F ).(6) Neh» (A;+; Æ) je mno¾ina ètverovýh mati øádu n s operaemi sèítání a násobenímati. Zjistìte, zda tato struktura je okruhem a urèete dal¹í vlastnosti.Výsledek: (A;+; Æ) je okruh s jednotkou, jednotkou je matie E. Regulárními prvkyjsou regulární matie (matie s nenulovým determinantem). Okruh je nekomutativní amá dìlitele nuly.(7) Neh» ' : F ! G je homomorfní zobrazení okruhù. Doka¾te(a) '(oF ) = oG, kde oF resp. oG je nulový prvek okruhu F resp. G.(b) Pro ka¾dé a 2 F je '(�a) = �'(a).



Kapitola 4. Základní algebraiké struktury 65() Je-li F okruhem s jednotkou, pak také G je okruhem s jednotkou a platí '(eF ) = eG.(d) Pro regulární prvky a z okruhu F jsou i prvky '(a) regulární a platí '(a�1) =('(a))�1.Návod: Rovnost (a) vyplývá z rovnosti '(a) = '(a + oF ), vlastností homomorfníhozobrazení a grupového axiomu (b) vzhledem k operai sèítání. Pro dùkaz vlastnosti(ii) vyu¾ijte zøejmé rovnosti '(�a) = '(oF � a), vlastností homomorfního zobrazení apøedhozí vlastnosti (a). Vlastnost () vyplývá z rovností '(a) = '(a Æ eF ) = '(eF Æ a)vlastností homomorfního zobrazení a de�nie jednotky. Pro dùkaz (d) vyu¾ijte vztahù'(eF ) = eG, '(eF ) = '(a Æ a�1) = '(a�1 Æ a) a vlastností homomorfního zobrazení.(8) Doka¾te, ¾e mno¾ina (o(n);+; Æ) zbytkovýh tøíd modulo n (viz pøíklad 3) je komutativ-ním okruhem s jednotkou, který má dìlitele nuly. Urèete nulový prvek, jednotku, opaènýprvek k prvku Zi, harakterizujte regulární prvky a prvky k nim inverzní.Návod a výsledky: Provìøte axiomy okruhu na základì vlastností operaí + a Æde�novanýh v pøíkladu 3 pro zbytkové tøídy modulo n. Platí Z0 = o, Z0 = e, �Zi =Zn�i, regulárními jsou prvky Zi, pro nì¾ existuje k 2 f0; 1; :::; n� 1g tak, ¾e i:k = p:n,p = 0; 1; 2; : : : . Pak Zk = Z�1i .(9) Doka¾te, ¾e mno¾ina R[x℄ polynomù jedné reálné promìnné s reálnými koe�ienty (vizpøíklad 4) s operaemi sèítání a násobení polynomù je komutativním okruhem s jednot-kou. Charakterizujte regulární prvky.Návod: Provìøte axiomy okruhu.4.3 Vektorové prostory, izomor�smusvektorovýh prostorùNeh» P je pole. Jeho prvky �; �; ; : : : 2 P budeme nazývat skaláry. Neh» dále (V;+)je modul (aditivní abelovská grupa), jeho prvky a; b; : : : budeme nazývat vektory. De-�nujme zobrazení zvané násobení vektoru skaláremV� P 3 [a; �℄ �! �a 2 Vvlastnostmi(i) (a+ b)� = a� + b� linearita vzhledem ke skalárnímu èiniteli(ii) a(� + �) = a� + a� linearita vzhledem k vektorovému èiniteli(iii) a(��) = (a�)� asoiativita (4.3)(iv) a1 = a (1 je jednotka tìlesa P)Modul (V;+) s operaí násobení skalárem, vyhovujíí vztahùm (2.3), nazýváme pra-vým vektorovým prostorem nad polem P neboli pravým P { vektorovým prostorem.



66 4.3. Vektorové prostory, izomor�smusvektorovýh prostorùZela analogiky lze de�novat levý P { vektorový prostor. Vzhledem ke komutativnostioperae Æ pole P klademe a� = �a a hovoøíme o vektorovém prostoru nad polem P.V dal¹ím se budeme zabývat výhradnì tímto pøípadem a naví budeme klást P = Rnebo P = C . Pou¾ívat budeme zápisu �a, obvyklého pro levý P { vektorový prostor.Z vlastností vektorového prostoru vyplývá� kXi=1 �i = kXi=1 �ai ;  lXj=1 �j! a = lXj=1 �ja ; �(a� b) = �a� �b ; 0a = o (4.4)kde 0 je nulový prvek pole P, o je nulový prvek vektorového prostoru V.Neh» V a W jsou vektorové prostory nad polem P. Øíkáme, ¾e zobrazení ' : V!Wje homomorfní nebo té¾ lineární, platí-li pro libovolné vektory a; b 2 V a libovolný skalár� 2 P '(a+ b) = '(a) + '(b) '(�a) = �'(a) (4.5)O homomorfním zobrazení ' hovoøíme také èasto jako o tzv. homomor�smu, prostýhomomor�smus na je izomor�smem. Podrobnì se budeme vlastnostmi homomorfníhzobrazení vektorovýh prostorù zabývat v kapitole 4.Pøíklad 5: Neh» P = R, (V;+) je mno¾ina mati typum=n,A = (�ji ), �ji 2 R, s operaísèítání mati de�novanou v odstavi 1.1. Podle výsledku úlohy (5) Cvièení 2.1 je (V;+)abelovskou grupou. De�nujeme násobení matie skalárem rovnì¾ podle odstave 1.1.Vzniklá algebraiká struktura je vektorovým prostorem nad polem reálnýh èísel. Zelaanalogiky de�nujeme vektorový prostor mati typu m=n nad polem C .Pøíklad 6: Neh» (F ;+; �) je mno¾ina reálnýh funkí jedné reálné promìnné spojitýhna intervalu [0; 1℄ s operaemi sèítání funkí a násobení funke reálným èíslem, de�no-vanými obvyklým zpùsobem: (f + g)(x) = f(x) + g(x), (�f)(x) = �f(x) pro libovolnéf; g 2 F , � 2 R, x 2 [0; 1℄. Z algebraikého hlediska je (F ;+; �) vektorovým prostoremnad R.Neh» V je vektorový prostor nad polem P. Neh» (a1; : : : ; ak) je koneèný systém vek-torù prostoru V. Vektor tvaru 1a1 + : : :+ kak, kde 1; : : : ; k 2 P, se nazývá lineárníkombinaí vektorù a1; : : : ; ak s koe�ienty 1; : : : ; k. Koneèný systém (a1; : : : ; ak) vek-torù prostoru V se nazývá lineárnì závislým, jestli¾e existují skaláry 1; : : : ; k, z nih¾alespoò jeden je nenulový, takové, ¾e platí1a1 + � � �+ kak = 0:V opaèném pøípadì, tj. v pøípadì, ¾e z rovnosti iai = 0 vyplývá i = 0 pro v¹ehnai 2 f1; : : : ; kg, hovoøíme o systému lineárnì nezávislém. Neh» V je vektorový pro-stor nad polem P. Pøedpokládejme, ¾e v prostoru V existuje koneèný systém vektorù(e1; : : : ; en) s vlastnostmi:(i) systém (e1; : : : ; en) je lineárnì nezávislý,(ii) systém (e1; : : : ; en; a) je lineárnì závislý pro libovolný vektor a 2 V, a 6= 0.(e1; : : : ; en) se nazývá maximálním lineárnì nezávislým systémem vektorù, nebo té¾bází vektorového prostoru V. Vektorový prostor V se nazývá prostorem koneèné dimenze.



Kapitola 4. Základní algebraiké struktury 67V odstavi 4.1, v nìm¾ se budeme problematikou bází podrobnìji zabývat, uvidíme, ¾ev¹ehny báze v prostoru koneèné dimenze mají stejný poèet prvkù, který de�nuje tzv.dimenzi (rozmìr) vektorového prostoru V. Ka¾dý vektor a 2 V je pak lineární kombinaíbáze, tj. napøíklad pro vektorový prostor dimenze n je a = �iei, �i 2 P jsou jednoznaènìurèené slo¾ky vektoru a v dané bázi (e1; : : : ; en).Poznámka: Vektorový prostor V = f0g má nulovou dimenzi, nebo» v nìm neexistujebáze (zdùvodnìte).Poznámka: Vektorový prostor V 6= f0g, v nìm¾ neexistuje koneèný systém vektorùs vlastnostmi (i) a (ii), se nazývá prostorem nekoneèné dimenze.Cvièení 4.3(1) Doka¾te vztahy (2.4).Návod: Vyu¾ijte vlastností operae násobení skalárem.(2) Neh» ' : V ! W je homomorfní zobrazení vektorovýh prostorù V;W nad polem P.Doka¾te, ¾e '(0V) = 0W.Návod: Vyu¾ijte rovnosti '(a) = '(a + 0V), vlastností homomorfního zobrazení agrupovýh vlastností vektorovýh prostorù.(3) Neh» P je mno¾ina polynomù s reálnými koe�ienty jedné reálné promìnné s obvyklouoperaí sèítání polynomù. Násobení polynomu èíslem de�nujeme rovnì¾ bì¾ným zpùso-bem (pro P(x) = �nxn+�n�1xn�1+ � � �+�0 je �P(x) = ��nxn+ � � �+�0. Doka¾te, ¾eP s operaemi sèítání a násobení skalárem je vektorovým prostorem nad R.Návod: Provìøte axiomy vektorového prostoru.(4) Neh» Rn je mno¾ina uspoøádanýh n-ti reálnýh èísel tvaru Rn 3 a = (�1; : : : ; �n).De�nujme operae sèítání n-ti a násobení n-tie reálným èíslem takto: = a+ b = (�1 + �1; : : : ; �n + �n) d = �a = (��1; : : : ; ��n)Doka¾te, ¾e Rn spolu s operaemi uvedenými vý¹e je vektorovým prostorem nad R.Návod: Provìøte axiomy vektorového prostoru.(5) Neh» Pn je mno¾ina polynomù jedné reálné promìnné s reálnými koe�ienty ni¾¹íhostupnì ne¾ n s operaemi sèítání polynomù a násobení polynomu skalárem, de�novanýmiv úloze (3). Doka¾te, ¾e Pn je vektorovým prostorem nad Rn a je izomorfní s vektorovýmprostorem Rn uspoøádanýh n-ti (úloha (4)).



68 4.3. Vektorové prostory, izomor�smusvektorovýh prostorùNávod: Pro P(x) = Pn je P(x) = �n�1xn�1 + : : :+ �0. Polynom je tedy jednoznaènìurèen uspoøádanou n-tií (�n�1; �n�2; : : : ; �0). Na základì této skuteènosti de�nujtepøirozený izomor�smus prostorù Pn a Rn . Pokuste se najít je¹tì jiný izomor�smus.(6) Doka¾te, ¾e ka¾dý vektorový prostor Vn dimenze n nad P je izomorfní s prostorem Pnuspoøádanýh n-ti tvaru (�1; : : : ; �n) 2 P� : : :�P s operaemi sèítání n-ti a násobenín-tie skalárem � 2 P (viz úloha (4)).Návod: Zvolte bázi (e1; : : : ; en) ve Vn a uvìdomte si, ¾e ka¾dý vektor a 2 Vn je dánjednoznaèným rozkladem tvaru a = �1e1 + : : :+ �nen, je tedy v dané bázi urèen n-tií(�1; : : : ; �n). Doka¾te, ¾e zobrazení' : Vn 3 a �! '(a) = (�1; : : : ; �n) 2 Pje izomor�smus.(7) Neh» E 3 je trojrozmìrný euklidovský prostor ve smyslu elementární euklidovské geome-trie, tj. prostor, v nìm¾ jsou de�novány vzdálenosti a úhly. Libovolný bod A je zadánsvými souøadniemi A = (xA; yA; zA) ve zvolené a�nní soustavì souøadni (0; x; y; z).Uspoøádanou dvojii bodù [A;B℄ nazveme vázaným vektorem. Vázaný vektor je urèensvou velikostí a orientovanou pøímkou AB (nositelkou). Souèet dvou vázanýh vektorùa násobek vektoru èíslem de�nujeme obvyklým geometrikým zpùsobem. Volným vek-torem [A;B℄ rozumíme mno¾inu v¹eh vázanýh vektorù stejné délky jako vektor [A;B℄a souhlasnì kolineárníh s vektorem [A;B℄. De�nujte souèet volnýh vektorù a násobekvolného vektoru èíslem. De�nujte nulový vektor a volný vektor opaèný k danému vol-nému vektoru. Uka¾te, ¾e mno¾ina V3 v¹eh volnýh vektorù s operaemi souètu vektorùa skalárního násobku vektoru je vektorovým prostorem nad R. Neh» a je volný vektorde�novaný uspoøádanou dvojií [A;B℄. Souøadniemi vektoru a v dané a�nní soustavìsouøadni rozumíme trojii èísel (xB � xA; yB � yA; zB � zA). Urèete souøadnie souètu = a + b a násobku d = �a. Uka¾te, ¾e prostor volnýh vektorù je izomorfní s prosto-rem R3 (viz úloha (4)). Urèete bázi ve V3 spojenou s a�nní souøadniovou soustavou(0; x; y; z).Návod: K provìøení axiomù vektorového prostoru pro pøípad mno¾iny volnýh vektorùs operaemi sèítání vektorù a násobení vektoru èíslem de�novanými geometriky pou¾ijteznalostí z oblasti euklidovské geometrie. Dále zvolte zobrazení V3 ! R3 pøirozenýmzpùsobem, který se nabízí na základì popisu vektoru pomoí jeho souøadni a uka¾te,¾e toto zobrazení je izomor�smem. (Euklidovský prostor E 3 oznaèujeme také symbolemR3 .)



Kapitola 5Soustavy lineárníh rovniØada úloh nejen z oblasti lineární a multilineární algebry, ale i z jinýh mate-matikýh, fyzikálníh nebo tehnikýh oborù, vede k problému nalezení v¹ehøe¹ení soustavy k lineárníh algebraikýh rovni o n neznámýh. Tímto problé-mem se budeme nyní zabývat. Úvahy budeme provádìt nad polem reálnýh nebokomplexníh èísel.
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70 5.1. Soustavy lineárníh rovni, ekvivalentní soustavy5.1 Soustavy lineárníh rovni, ekvivalentní soustavyNeh» k; n jsou pøirozená èísla. Soustavou k lineárníh algebraikýh rovni o n nezná-mýh rozumíme soubor rovni tvaru�11x1 + �12x2 + : : : + �1nxn = �1�21x1 + �22x2 + : : : + �2nxn = �2... ... ... = ...�k1x1 + �k2x2 + : : : + �knxn = �k (5.1)kde �ji ; �j 2 P pro i 2 f1; : : : ; ng, j 2 f1; : : : ; kg, (x) = (x1; : : : ; xn) je soubor nezná-mýh, matie koe�ientùAT = 0B� a11 a12 � � � a1n... ... ...ak1 ak2 � � � akn 1CA BT = 0B� a11 a12 � � � a1n �1... ... ... ...ak1 ak2 � � � akn �k 1CApøedstavují tzv. matii soustavy a roz¹íøenou matii soustavy. (Matie BT je získánaþroz¹íøenímÿ matie AT o sloupe pravýh stran rovni soustavy (�)T = (�1; : : : ; �n)T.Matiový zápis rovni 5.1 je následujíí:(x)A = (�) nebo xi�ji = �j (5.2)kde levá strana je lineární kombinaí øádkù (�i) = (�1i ; : : : ; �ki ) matie A s koe�ientyxi. Uspoøádaná n-tie (�) = (�1; : : : ; �n) 2 P� : : :� P se nazývá øe¹ením soustavy 5.1,jsou-li po dosazení xi = �i, i 2 f1; : : : ; ng splnìny v¹ehny rovnie soustavy. Souberemøe¹ení soustavy rozumíme mno¾inu v¹eh jejíh øe¹ení. Soustava 5.1, pro kterou je �j = 0pro v¹ehna j 2 f1; : : : ; kg, se nazývá homogenní, v opaèném pøípadì nehomogenní.Neh» (x)A = (�), (x)A0 = (� 0) jsou dvì soustavy s neprázdným souborem øe¹ení(tzv. øe¹itelné soustavy). Øíkáme, ¾e tyto soustavy jsou ekvivalentní, mají-li stejný sou-bor øe¹ení (ka¾dé øe¹ení soustavy (x)A = (�) je i øe¹ením soustavy (x)A0 = (� 0) anaopak). Praktiký problém nalezení v¹eh øe¹ení dané soustavy se velmi èasto pøevádína problém nalezení v¹eh øe¹ení vhodné soustavy ekvivalentní, která mù¾e mít mnohemjednodu¹¹í tvar.Pøíklad 1: Ekvivalentní soustavy musí mít pohopitelnì stejný poèet neznámýh, po-ètem rovni se v¹ak mohou li¹it. Napøíklad soustavyx1 + 2x2 � x3 = 1 a 2x1 + 4x2 � 2x3 = 24x2 + 8x2 � 4x3 = 4jsou soustavami ekvivalentními.Vìta 5.1. Neh» (x)A = (�), (x)A0 = (� 0) jsou soustavy o n neznámýh s neprázdnýmsouborem øe¹ení. Jestli¾e existuje regulární matie Q taková, ¾e B0T = QBT, kde BT aB0T jsou roz¹íøené matie soustav, pak jsou soustavy ekvivalentní.



Kapitola 5. Soustavy lineárníh rovni 71Dùkaz: Neh» (�) je libovolné øe¹ení soustavy (x)A = (�), tj. (�)A = (�). Pro li-bovolnou matii Q pak platí (�)AQT = (�)QT. Je-li Q taková matie, pro kterou jeB0T = QBT podle pøedpokladu vìty, je B0 = BQT a tedy i A0 = AQT, (� 0) = (�)QTa n-tie (�) je tedy øe¹ení soustavy (x)A0 = (� 0). Neh» naopak (�0) je øe¹ením sou-stavy (x)A0 = (� 0). Pak (�0)A0 = (� 0) a po vynásobení matií Q�1T zprava dostá-váme (�0)A0Q�1T = (� 0)Q�1T. Vzhledem k pøedpokladu vìty je B0T = QBT, tj.B = (Q�1B0T)T = B0Q�1T. Odtud pak A = A0Q�1T a (�) = (� 0)Q�1T, tak¾e n-tie (�0) je øe¹ením soustavy (x)A = (�). Soustavy jsou tedy ekvivalentní. }Z vìty 5.1 vyplývají tyto dùsledky:(i) Neh» (x)A = (�), (x)A0 = (� 0) jsou øe¹itelné soustavy. Neh» jejih roz¹íøenématie BT a B0T jsou ekvivalentní z hlediska de�nie v odstavi 1.2, tj. matieB0 lze získat z matie B koneèným poètem øádkovýh elementárníh úprav. Paksoustavy (x)A = (�), (x)A0 = (� 0) jsou ekvivalentní.(ii) Ka¾dá øe¹itelná soustava je ekvivalentní alespoò jedné soustavì s roz¹íøenou matiíve shodovitém tvaru.Cvièení 5.1(1) Doka¾te dùsledky (i) a (ii) vìty 5.1.Návod: Vyu¾ijte skuteènosti, ¾e koneèný poèet øádkovýh elementárníh úprav ma-tie lze realizovat vynásobením matie zleva jistou regulární matií, která je souèinemelementárníh mati (viz odstave 1.2). Dále vyu¾ijte vìty 1.3 a vìty 5.1.(2) Neh» (x)A = (�) je soustava n rovni o n neznámýh, jají¾ matie AT je regu-lární.(Taková soustava se nazývá kramerovská.) Doka¾te, ¾e tato soustava má právìjedno øe¹ení a ¾e toto øe¹ení má tvar(�) = 1detA(detB1; : : : ; detBn);kde matie BiT vznikne nahrazením sloupe (�i) v matii AT sloupem pravýh stransoustavy (�).Návod: Z matiové rovnie (x)A = (�) vyjádøete matii (x) typu 1=n expliitnìvynásobením matií A�1 zprava. Dále vyu¾ijte vztahù 1.8 a 1.5.(3) Urèete øe¹ení následujííh kramerovskýh soustav:(i) 3x1 + 2x2 + x3 = 54x2 + 5x3 = 2x1 + 3x2 = 0 (ii) x1 + 3x2 � x3 = 42x1 + x2 = 4x1 � x2 + 2x3 = 5



72 5.2. Frobeniova vìta(iii) x1 + 3x2 = 42x1 + x3 = 0�x1 + 2x2 + x3 = �
(iv)4x1 + x2 � x3 = �1� x2 + x3 = �22x1 + 3x2 � 2x3 = �3(�) =(0; 0; 0); (3; 5;�1);(2;�10; 24)Výsledek: (i) (6939 ;�2339 ; 3439) (ii) (1; 2; 3) (iii) (�3�+811 ; �+1211 ; 6��1611 )(iv) (0; 0; 0); (2; 5; 10); (�2; 8;�2)5.2 Frobeniova vìtaProblém existene a jednoznaènosti øe¹ení soustavy lineárníh rovni velmi úze souvisís hodností matie a roz¹íøené matie soustavy.Vìta 5.2. Frobeniova vìta. Soustava k rovni o n neznámýh má øe¹ení právì tehdy,je-li hodnost její matie AT rovna hodnosti matie roz¹íøené BT, tj. h(AT) = h(BT).Dùkaz: Z dùsledku (i) vìt 1.4 a 1.5 vyplývá, ¾e hodnost matie je rovna nejvy¹¹ímumo¾nému poètu jejíh lineárnì nezávislýh sloupù, tj. h(AT) = h(A), h(BT) = h(B).(i) Pøedpokládejme, ¾e soustava (x)A = (�) má øe¹ení, tj. ¾e existuje n-tie (�) =(�1; : : : ; �n) taková, ¾e platí (�)A = (�). Poslední sloupe (�) roz¹íøené matie soustavyje tedy lineární kombinaí sloupù pøedhozíh, koe�ienty lineární kombinae jsou èísla�i. Je proto zøejmé, ¾e h(AT) = h(BT).(ii) Neh» naopak platí h(AT) = h(BT), hodnost obou mati je tedy urèena nejvy¹-¹ím poètem lineárnì nezávislýh sloupù matie AT. Poslední sloupe (�) matie BTmusí proto být lineární kombinaí sloupù matie AT, tj. musí existovat èísla �1; : : : ; �ntak, ¾e platí �1(�1) + �2(�2) + : : :+ �n(�n) = (�);n-tie (�) = (�1; : : : ; �n) je øe¹ením soustavy. }Bezprostøedním dùsledkem Frobeniovy vìty je skuteènost, ¾e libovolná homogenní sou-stava lineárníh rovni má neprázdný soubor øe¹ení (je v¾dy øe¹itelná), nebo» poslednísloupe roz¹íøené matie je nulový. Øe¹ením ka¾dé homogenní soustavy je nulová n-tie(�1; : : : ; �n) = (0; : : : ; 0), která pøedstavuje tzv. triviální øe¹ení.Pøedpokládejme, ¾e (x)A = (�) je øe¹itelná soustava, tj. h(AT) = h(BT) = h (platíh � min (k; n)). Podle dùsledku (ii) vìty 5.1 existuje ekvivalentní soustava (x)A0 =(� 0), její¾ roz¹íøená matie je ve shodovitém tvaru. Pøedpokládejme, ¾e neznámé jsou



Kapitola 5. Soustavy lineárníh rovni 73èíslovány tak, ¾e lineárnì nezávislé jsou prvé sloupe (�1); : : : ; (�h). Pak
B0T = 0BBBBBBBBBB�

�110 �120 � � � �1h0 �1h+10 � � � �1n0 �100 �220 � � � �2h0 �2h+10 � � � �2n0 �20... ... ... ... ... ...0 0 � � � �hh0 �hh+10 � � � �hn0 �h00 0 � � � � � � � � � � � � 0 0... ... ... ...0 0 � � � � � � � � � � � � 0 0
1CCCCCCCCCCAaii0 6= 0 pro i 2 f1; : : : ; kg. Odpovídajíí soustava rovni má tvar�110x1 + �120x2 + : : : + �1h0xh + �1h+10xh+1 + : : : + �1n0xn = �10�220x2 + : : : + �2h0xh + �2h+10xh+1 + : : : + �2n0xn = �20. . . ... ... ... ...�hh0xh + �hh+10xh+1 + : : : + �hn0xn = �h0 (5.3)Øe¹ením této soustavy je ka¾dá n-tie (�1; : : : ; �n), pro kterou jsou hodnoty �1; : : : ; �hdány vztahy �h = �h0��hh+10�h+1�:::��hn0�n�hh0�h�1 = �h�10��h�1h 0�h��h�1h+1 0�h+1�:::��h�1n 0�n�h�1h�10...�1 = �10��120�2�:::��1h0�h��1h+10�h+1�:::��1n0�n�110 (5.4)

a hodnoty �h+1; : : : ; �n jsou libovolné. Postupným dosazováním za �h; �h�1; : : : ; �1 do-staneme �1 = 1 � 1h+1�h+1 � : : :� 1n�n...�h = h � hh+1�h+1 � : : :� hn�ni; ih+1; : : : ; in 2 P pro i 2 f1; : : : ; hg. V¹ehna øe¹ení výhozí soustavy jsou harakteri-zována pøedpisem(1 � nXi=h+1 1i �i; 2 � nXi=h+1 2i �i; : : : ; h � nXi=h+1 hi �i; �h+1; : : : ; �n) (5.5)kde �h+1; : : : ; �n jsou libovolné hodnoty tzv. volnýh neznámýh a koe�ienty i; ih+1; : : : ; in,i 2 f1; : : : ; hg jsou jednoznaènì urèeny roz¹íøenou matií soustavy resp. jejím shodo-vitým tvarem. Vý¹e uvedený postup pøedstavuje i praktiký návod na nalezení øe¹enísoustavy.Vìta 5.3. Neh» (x)A = (�) je soustava k rovni o n neznámýh. Soustava má právìjedno øe¹ení právì tehdy, kdy¾ h(A) = h(B) = n. Soustava má nekoneènì mnoho øe¹eníprávì tehdy, kdy¾ h(A) = h(B) < min (k; n). Soustava nemá ¾ádné øe¹ení právì tehdy,kdy¾ h(B) = h(A) + 1.



74 5.2. Frobeniova vìtaDùkaz: Dùkaz vìty 5.3 vyplývá bezprostøednì z vìty 5.2 a vztahù 5.4 a 5.5. }Pøíklad 2: Øe¹me soustavu rovnix1 + 2x2 � x3 + x4 � 5x5 = 0�2x1 � 4x2 + 2x3 + 4x4 + 4x5 = �6�x1 � 2x2 + x3 + 5x4 � x5 = �6BT = 0� 1 2 �1 1 �5 0�2 �4 2 4 4 �6�1 �2 1 5 �1 �6 1A � 0� 1 2 �1 1 �5 00 0 0 6 �6 �60 0 0 6 �6 �6 1A �� 0� 1 2 �1 1 �5 00 0 0 1 �1 �10 0 0 0 0 0 1ATedy platí h(AT) = h(BT) = 2. Soustava má øe¹ení, která jsou harakterizována libo-volnou volbou tøí volnýh neznámýh. Pro vyjádøení zbývajííh neznámýh v¹ak nelzepou¾ít pøímo vztahù 5.4, nebo» v na¹em pøípadì nejsou prvé dva sloupe (�1); (�2) ma-tie AT nezávislé. Je tedy nutno buï pøeèíslovat neznámé nebo volné neznámé volitjinak ne¾ jako �h+1; : : : ; �n. Realizujeme druhou mo¾nost a za volné neznámé oznaèíme�5; �2; �3. Pak �4 = �1 + �5, �1 = 1� 2�2 + �3 + 4�5. Øe¹ení mají tedy tvar(�) = (1� 2�2 + �3 + 4�5; �2; �3; 1� �5; �5); �2; �3; �5 2 RCvièení 5.2(1) Pøedpokládejte, ¾e (x)A = (�) je øe¹itelná soustava k rovni o n neznámýh. Vyjád-øete koe�ienty i; ij; i 2 f1; : : : ; hg; j 2 fh+1; : : : ; ng ve vztazíh 5.5 expliitnì pomoíprvkù shodovitého tvaru roz¹íøené matie soustavy.Návod: Ze vztahù 5.3 vyplývá�110x1 + �120x2 + : : : + �1h0xh = �10 � �1i 0xi�220x2 + : : : + �2h0xh = �20 � �2i 0xi. . . ... ...�hh0xh = �h0 � �hi 0xii 2 fh+ 1; : : : ; ng. Pro urèitou volbu volnýh neznámýh (�h+1; : : : ; �n) dostáváme pro(x1; : : : ; xh) soustavu rovni (x)Ah = (#), kde (#) = (#1; : : : ; #h) = ((�j 0 � �ji 0xi)),AhT = (�jl 0), l; j 2 f1; : : : ; hg, �jl 0 = 0 pro l > j. Vzhledem k tomu, ¾e matie AhT jeregulární, vyu¾ijte pro dal¹í výpoèet napøíklad vztahù pro øe¹ení kramerovskýh soustav(Cvièení 5.1, úloha (2)). Pro praktiký výpoèet mù¾e být u¾iteèný i vztah (�1; : : : ; �h) =(#)Ah�1.(2) Proveïte podrobnì dùkaz vìty 5.3.



Kapitola 5. Soustavy lineárníh rovni 75Návod: Pro pøípad h(A) = h(B) si uvìdomte souvislost mezi poètem volnýh ne-známýh a mohutností souboru øe¹ení (podstatné je, zda je poèet volnýh neznámýhnulový nebo nenulový). Dále uveïte v souvislost poèet volnýh neznámýh a hodnostmati A, B. Pro h(A) 6= h(B) si uvìdomte, ¾e ¾ádný jiný pøípad, ne¾ h(B) = h(A) + 1nemù¾e nastat. Zdùvodnìní neexistene øe¹ení plyne pøímo z Frobeniovy vìty.(3) Neh» (x)A = (0) je homogenní soustava k rovni o n neznámýh. Stanovte podmínkunutnou a postaèujíí k tomu, aby soustava mìla i jiné øe¹ení ne¾ triviální. Jaký tvar mátato podmínka pro k = n?Návod: Vyu¾ijte vìty 5.3.(4) Urèete v¹ehna øe¹ení následujííh soustav rovni. Pou¾ijte úpravy matie BT nashodovitý tvar.(i) 3x + y = �12x + y = 2(iii)x1 + x2 + 2x3 = �12x1 � x2 + 2x3 = �44x1 + x2 + 4x3 = �2(v)2x1 + x2 � 4x3 = 03x1 + 5x2 � 7x3 = 04x1 � 5x2 � 6x3 = 07x1 � 13x3 = 0

(ii) �2x + y = 2�4x � 2y = �4(iv)x1 + 2x2 + 3x3 = 42x1 + x2 � x3 = 33x1 + 3x2 + 2x3 = 10(vi)x1 + x2 + x3 + x4 = 0x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0x1 + 3x2 + 6x3 + 10x4 = 0x1 + 4x2 + 10x3 + 20x4 = 0Výsledek: (i) (-3,8) (ii) (�; 2 + 2�); � 2 R (iii) (1,2,-2) (iv) nemá øe¹ení (v)(0,0,0) (vi) (0,0,0,0)(5) Neh» Rn je vektorový prostor uspoøádanýh reálnýh n-ti, a1; : : : ; ak 2 Rn jsouvektory (n-tie), ai = (�i) = (�1i ; : : : ; �ni ), i 2 f1; : : : ; kg. Formulujte podmínku nutnoua postaèujíí pro to, aby vektory a1; : : : ; ak byly lineárnì závislé. Jaký tvar má tatopodmínka pro k = n?Návod: Vektory a1; : : : ; ak jsou lineárnì závislé právì tehdy, kdy¾ existují èísla �1; : : : ; �ktak, ¾e alespoò jedno z nih je rùzné od nuly a platí �1a1 + : : : + �kak = o. Rozepi¹tetuto vektorovou rovnii do slo¾ek. Získáte tím homogenní soustavu n rovni o k nezná-mýh �1; : : : ; �k. Podmínka nutná a postaèujíí pro lineární závislost vektorù a1; : : : ; akje tedy toto¾ná s podmínkou nutnou a postaèujíí pro to, aby daná homogenní soutavamìla netriviální øe¹ení.



76 5.3. Prostor øe¹ení soustav lineárníh rovni(6) Neh» V3 je vektorový prostor volnýh vektorù z úlohy (7) Cvièení 2.3. Pøedpoká-dejte, ¾e vektory jsou urèeny svými souøadniemi v a�nní soustavì (0; x; y; z) a zapi¹tepodmínku nutnou a postaèujíí pro to, aby nenulové vektory a;b;  byly komplanární,tj. rovnobì¾né s tou¾ rovinou.Návod: Uveïte do souvislosti komplanárnost tøí vektorù a jejih lineární závislost avyu¾ijte výsledku úlohy (5).Výsledek: Vektory a;b;  2 V3 jsou komplanární právì tehdy, je-li determinant matietøetího øádu, utvoøené z jejih souøadni, roven nule.5.3 Prostor øe¹ení soustav lineárníh rovniV tomto odstavi formulujeme tvrzení, která umo¾ní naprosto obenì harakterizovatv¹ehna øe¹ení soustavy lineárníh rovni.Neh» (x)A = (0) je homogenní soustava k rovni o n neznámýh. Ka¾dé øe¹ení(�1; : : : ; �n) této soustavy lze hápat jako prvek vektorového prostoru Vn uspoøádanýhn-ti nad P (úloha (4) Cvièení 2.3). Oznaème S = f(�) 2 Vnj(�) je øe¹ením soustavy(x)A = (0)g. S je tedy mno¾ina v¹eh øe¹ení dané soustavy. Zøejmì (0) 2 S (viz odstave5.2). Pøímým dosazením se pøesvìdèíme, ¾e pro libovolné (�1); (�2) 2 S je i (�1)+(�2) 2S a �(�1) 2 S pro libovolné � 2 P:(�1)A = (0); (�2)A = (0) ) ((�1) + (�2))A = (�1)A+ (�2)A = (0);(�(�1))A = �(�1)A = (0):Odtud vyplývá, ¾e mno¾ina S v¹eh øe¹ení dané homogenní soustavy má strukturu vekto-rového prostoru vzhledem k operaím sèítání n-ti a násobení n-tie skalárem. Stanovímeje¹tì dimenzi prostoru S. Neh» h = h(A, (h � min(k; n)). Pøedpokládejme, ¾e neznáméjsou oèíslovány tak, ¾e prvýh h sloupù matie A je lineárnì nezávislýh. Øe¹ení sou-
stavy má pak tvar 5.5, v nìm¾

ab xF1 F2
yae

(i2) ab xyF1 F2e
(i3) p=2�p=2 xd Fy(ii1)je tøeba dosadit 1 = : : : = h = 0.(�) = (�1i �i;�2i �i; : : : ;�hi �i; �h+1; : : : ; �n); i 2 fh+ 1; : : : ; ng; (5.6)kde �h+1; : : : ; �n jsou volné neznámé. Pro danou volbu volnýh neznámýh jsou ji¾ ne-známé (�1; : : : ; �h) urèeny jednoznaènì. Jakoukoliv volbu volnýh neznámýh �h+1; : : : ; �nlze vyjádøit ve tvaru lineární kombinae(�h+1; : : : ; �n) = �h+1(1; 0; : : : ; 0) + �h+2(0; 1; 0; : : : ; 0) + : : :+ �n(0; : : : ; 0; 1):



Kapitola 5. Soustavy lineárníh rovni 77V¹ehny uspoøádané (n � h)-tie (�h+1; : : : ; �n) tedy tvoøí vektorový prostor dimenze(n�h). Prostor S má tedy rovnì¾ dimenzi (n�h). Získané výsledky shrnuje následujíívìta:Vìta 5.4. V¹ehna øe¹ení homogenní soustavy k rovni o n neznámýh tvoøí (n � h)-rozmìrný vektorový podprostor prostoru n-ti s operaemi souètu n-ti a násobení n-tieskalárem.Vztah 5.6 pøedstavuje tzv. obené øe¹ení homogenní soustavy.Poznámka: Báze prostoru S je tvoøena napøíklad n-tiemi(�1h+1;�2h+1; : : : ;�nh+1; 1; 0; 0; : : : ; 0)(�1h+2;�2h+2; : : : ;�nh+2; 0; 1; 0; : : : ; 0)... ... ... ... ...( � 1n; �2n; : : : ; �nn ; 0; : : : : : : : : : ; 1)Uva¾ujme nyní o nehomogenní soustavì (x)A = (�). Neh» (�1); (�2) jsou dvì rùznáøe¹ení této soustavy, tj. (�1)A = (�), (�2)A = (�). Odtud pak ((�1) � (�2))A = (0).n-tie (�1) � (�2) je tedy øe¹ením tzv. homogenizované soustavy (x)A = (0). Ka¾déøe¹ení nehomeogenní soustavy rovni je tedy tvaru (�) = (�p)+(�0), kde (�0) je obenéøe¹ení homogenizované soustavy a (�p) je libovolné øe¹ení soustavy nehomogenní | tzv.partikulární øe¹ení. Pøedpisem (�) = (�p) + (�0) je urèeno obené øe¹ení nehomogennísoustavy (tj. v¹ehna mo¾ná øe¹ení dané nehomogenní soustavy).Cvièení 5.3(1) Øe¹te soustavy rovni(i) x2 + 3x3 � x4 = 3x1 + 3x2 � x3 + 2x4 = 5�2x1 � 5x2 + 2x3 + x4 = �4�x1 � x2 + 4x3 + 2x4 = 4(ii) 7x1 � 4x2 + 9x3 + 2x4 + 2x5 = 05x1 + 8x2 + 7x3 � 4x4 + 2x5 = 03x1 � 8x2 + 5x3 + 4x4 + 2x5 = 07x1 � 2x2 + 2x3 + x4 � 5x5 = 0Výsledek:(i) (�) = (�14 + 15�4; 6� 5�4;�1 + 2�4; �4)(ii) (�) = (�1; �2;��1; 2�2; �1)(2) Øe¹ení soustavy rovni z úlohy (1i) vyjádøete jako souèet obeného øe¹ení homogenizo-vané soustavy a partikulárního øe¹ení nehomogenní soustavy.Výsledek: (�) = (�14; 6;�1; 0) + (15�4;�5�4; 2�4; �4)



78 5.4. Pøíklady soustav lineárníh rovni v geometrikýh aplikaíh5.4 Pøíklady soustav lineárníh rovni v geometri-kýh aplikaíhNutnost øe¹ení soustav lineárníh rovni vyvstává napøíklad pøi studiu lineárníh geo-metrikýh útvarù v euklidovském prostoru. Budeme se zabývat lineárními útvary v R3 ,tj. rovinami a pøímkami. Rovnie útvarù budeme vyjadøovat v obené a�nní soustavìsouøadni (0; x; y; z). Speiálním pøípadem a�nní soustavy je soustava kartézská, v ní¾je tøeba øe¹it úlohy vy¾adujíí výpoèet vzdáleností nebo úhlù.Pøímka p v R3 je urèena bodem A = (xA; yA; zA) a nenulovým smìrovým vektorema = (�1; �2; �3). (Vektory zde hápeme ve smyslu úlohy (7) Cvièení 2.3.). Rovina % jeurèena bodem B = (xB; yB; zB) a nekolineárními smìrovými vektory b = (�1; �2; �3), = (1; 2; 3). Pøímka p je v souøadniové soustavì (0; x; y; z) zadána parametrikýmirovniemi pøímky takto:p = fX = (x; y; z) 2 R3 jx = xA + �1t; y = yA + �2t; z = zA + �3t; t 2 Rgt je parametr bodu X na pøíme p. Rovina % je zadána parametrikými rovniemi rovinytakto: % = fX = (x; y; z) 2 R3 jx = xB + �1r + 1s; y = yB + �2r + 2s;z = zB + �3r + 3s; r; s 2 Rgr; s jsou parametry bodu X v rovinì %. Èasto pou¾íváme symbolikého zápisup : X = A + at ; % : X = B + br + s (5.7)Soustavu parametrikýh rovni roviny pøepi¹me do tvaru�1r + 1s = x� xB ; �2r + 2s = y � yB; �3r + 3s = z � zBJedná se o soustavu tøí rovni, kterou pro daný bodX 2 % mù¾eme hápat jako soustavuo dvou neznámýh r; s. Nutnou a postaèujíí podmínkou její øe¹itelnosti je podmínkah0� �1 1�2 2�3 3 1A = h0� �1 1 x� xB�2 2 y � yB�3 3 z � zB 1A :Ponìvad¾ jsou vektory b;  nekolineární tj. lineárnì nezávislé, je hodnost matie soustavyautomatiky rovna dvìma a podmínka øe¹itelnosti je tedy dána vztahemdet0� �1 1 x� xB�2 2 y � yB�3 3 z � zB 1A = 0;který geometriky znamená komplanaritu vektorù [B;X℄; ;b. Odtud dostáváme obe-nou rovnii roviny, která ji¾ neobsahuje parametry:% = fX = (x; y; z) 2 R3 j�x+ �y + z + Æ = 0g



Kapitola 5. Soustavy lineárníh rovni 79kde � = det� �2 2�3 3 � ; � = det� �3 3�1 1 � ;  = det� �1 1�2 2 � ;Æ = det0� �1 1 �xB�2 2 �yB�3 3 �zB 1A (5.8)Vzhledem k tomu, ¾e hodnost matie tvoøené souøadniemi vektorù b;  je rovna dvìma,je alespoò jedno z èísel �; �;  rùzné od nuly. Oznaème levou stranu rovnie rovinysymbolem A(X).Øe¹itelnost soustavy rovni �1t = x � xA, �2t = y � yB, �3t = z � zA, kteroudostaneme pro neznámou t z parametrikýh rovni pøímky, je zaruèena podmínkouh0� �1�2�3 1A = h0� �1 x� xA�2 y � yA�3 z � zA 1A = 1tedy ��2x+ �1y + (�2xA � �1yA) = 0��3y + �2z + (�3yA � �2zA) = 0��3x + �1z + (�3xA � �1zA) = 0Tyto rovnie jsou závislé. Vzhledem k tomu, ¾e vektor a je nenulový, je alespoò jednoz èísel �1; �2; �3 nenulové a alespoò dvì z tìhto rovni jsou rovniemi nerovnobì¾nýhrovin. Pøímka p je prùseènií tìho rovin. Pøímku lze tedy zadávat soustavou obenýhrovni pøímky ve tvarup = fX 2 R3 ; X = (x; y; z)j�x+ �y + z + Æ = 0; �0x + � 0y + 0z + Æ0 = 0g; (5.9)kde h� � � �0 � 0 0 � = 2: Zdùvodnìte:Pøíklad 3: A = (0; 1; 1), b = (0; 2; 1),  = (3; 0;�1). Rovina % urèená bodem A avektory b;  má parametriké rovnie x = 3s, y = 1+2r, z = 1+r�s a obenou rovniidet0� 0 3 x2 0 y � 11 �1 z � 1 1A = 0 ; tj: � 2x+ 3y � 6z + 3 = 0:Pøímka p urèená bodem A a vektorem b má parametriké rovnie x = 0, y = 1 + 2t,z = 1 + t a soustavu obenýh rovni napøíklad x = 0, y � 2z + 1 = 0. Podle zadání bypøímka p mìla le¾et v rovinì %. Jak se o tom pøesvìdèíte?Pøíklad 4: Neh» % je rovina o rovnii �x + �y + z + Æ = 0 a a = (�1; �2; �3)vektor; stanovíme podmínku nutnou a postaèujíí pro to, aby vektor a byl rovnobì¾nýs rovinou %. Pro vektor a platí ak% právì tehdy, kdy¾ existují body A;X 2 % takové, ¾e(x�xA; y�yA; z�zA) = (�1; �2; �3). Pro tyto body je ov¹em splnìna rovnie roviny %, tj.�xA+�yA+zA+Æ = 0, �x+�y+z +Æ = 0. Odeètením dostáváme ��1+��2+�3 = 0.Vektor a je tedy rovnobì¾ný s rovinou právì tehdy, platí-li ��1 + ��2 + �3 = 0.



80 5.4. Pøíklady soustav lineárníh rovni v geometrikýh aplikaíhPøíklad 5: Vzájemná poloha tøí rovin. Jsou dány roviny%1 : �1x+ �1y + 1z + Æ1 = 0%2 : �2x+ �2y + 2z + Æ2 = 0%3 : �3x+ �3y + 3z + Æ3 = 0Vzájemná poloha tìhto tøí rovin je z algebraikého hlediska urèena øe¹ením soustavy tøírovni o neznámýh x; y; z (hledají se spoleèné body rovin %1; %2; %3). Z geometrikéhohlediska pøipadají v úvahu tyto mo¾nosti vzájemné polohy:(i) Roviny mají spoleènýprávì jeden bod, de�nujítzv. trs rovin prvníhodruhu. Spoleèný bod jevrholem trsu.
��������� ���%1 %2%3 Vq

(ii) Roviny mají spoleènoupøímku a de�nují svazek ro-vin prvního druhu. Spoleènápøímka se nazývá osou svazku.
��� �������

�
��

���JJJJJJ�� �� ����
�� ��osa%1 %2 %3

(iii) Roviny nemají spoleèný ¾ádný bod, mají v¹ak spoleèný právì jeden smìr, tj.existuje vektor u = (#1; #2; #3) rovnobì¾ný s ka¾dou z rovin %1; %2; %3 a ¾ádnývektor nekolineární s vektorem u ji¾ není rovnobì¾ný se v¹emi rovinami %1; %2; %3souèasnì. Roviny %1; %2; %3 de�nují trs rovin druhého druhu.
����






���� ��JJJJJJJ�� �� ���������� �� �� �����������������%2%1 %3 u
(iv) Roviny nemají spoleèný¾ádný bod a jsou rovno-bì¾né, de�nují svazek rovindruhého druhu. �� ��������������� %1%2%3(v) Roviny jsou toto¾né. ��� ���%1 � %2 � %3



Kapitola 5. Soustavy lineárníh rovni 81Rozebereme jednotlivé pøípady z algebraikého hlediska. Soustava rovni, urèujíí spo-leèné body rovin, je nehomogenní soustava s matiíBT = 0� �1 �1 1 Æ1�2 �2 1 Æ2�3 �3 3 Æ3 1A = 0� Æ1AT Æ2Æ3 1ASoustava rovni urèujíí spoleèné smìry (viz. pøíklad 5.4) je homogenní a její matie jeAT. (i) Nehomogenní soustava má právì jedno øe¹ení právì tehdy, je-li h(AT) = h(BT) =3, tj. detA 6= 0.(ii) Nehomogenní soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení, odpovídajííh bodùmpøímky. Pøíslu¹ná homogenizovaná soustava má jednorozmìrný prostor øe¹ení, ur-èený smìrovým vektorem této pøímky. Je tedy h(AT) = h(BT) = 2.(iii) Homogenní soustavá má jednorozmìrný prostor øe¹ení, tj. h(AT) = 2, neho-mogenní soustava øe¹ení nemá, tj. h(BT) = 3.(iv) Nehomogenní soustava nemá øe¹ení, odpovídajíí soustava homogenní má dvoj-rozmìrný prostor øe¹ení. Je tedy h(AT) = 1, h(BT) = 2.(v) Nehomogenní soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení, odpovídajíí bodùm ro-viny. Pøíslu¹ná soustava homogenní má dvojrozmìrný prostor øe¹ení. Platí h(AT) =h(BT) = 1.Shrnutí: vzájemná poloha rovin h(AT) h(BT)trs rovin prvního druhu 3 3svazek rovin prvního druhu 2 2trs rovin druhého druhu 2 3svazek rovin druhého druhu 1 2toto¾né roviny 1 1Neh» napøíklad %1 : 5x � 2y + 4 = 0%2 : 3x + z � 5 = 0%2 : 8x � 2y + z + 7 = 0BT = 0� 5 �2 0 43 0 1 �58 �2 1 7 1A � 0� 5 �2 0 43 0 1 �50 0 0 8 1Ah(A)T = 2, h(B)T = 3. Roviny tvoøí trs druhého druhu, spoleèný smìr je øe¹enímhomogenní soustavy rovni 5x� 2y = 0, 3x+ z = 0, tedy u = (2t; 5t;�6t), t 2 R.



82 5.4. Pøíklady soustav lineárníh rovni v geometrikýh aplikaíhPøíklad 6: Vzájemná poloha dvou pøímek. Jsou dány pøímkyp : %1 : �1x + �1y + 1z + Æ1 = 0%2 : �2x + �2y + 2z + Æ2 = 0h� �1 �1 1�2 �2 2 � = 2q : %3 : �3x+ �3y + 3z + Æ3 = 0%4 : �4x+ �4y + 4z + Æ4 = 0h� �3 �3 3�4 �4 4 � = 2Vzájemná poloha dvou pøímek je dána vzájemnou polohou ètyø rovin. Z geometri-kého hlediska mohou nastat tyto mo¾nosti:(i) Pøímky p; q jsou mimobì¾né.(ii) Pøímky p; q jsou rùznobì¾né.(iii) Pøímky p; q jsou rovnobì¾né.(iv) Pøímky p; q jsou toto¾né.Z algebraikého hlediska jde o soustavu ètyø rovni pro tøi neznámé x; y; z, její¾ matieje BT = 0BB� �1 �1 1 Æ1�2 �2 1 Æ2�3 �3 3 Æ3�4 �4 4 Æ4 1CCA = 0BB� Æ1AT Æ2Æ3Æ4 1CCAMatie odpovídajíí homogenní soustavy je AT.(i) Nehomogenní soustava nemá øe¹ení, nebo» roviny %1, %2; %3; %4 nemají ¾ádnýspoleèný bod. Roviny nemají ani ¾ádný spoleèný smìr, tak¾e homogenizovanásoustava nemá jiné øe¹ení ne¾ triviální. Je tedy h(AT) = 3, h(BT) = 4.(ii) Nehomogenní soustava má právì jedno øe¹ení, urèujíí prùseèík pøímek, tj.h(AT) = h(BT) = 3.(iii) Roviny %1, %2; %3; %4 nemají ¾ádný spoleèný bod, tak¾e nehomogenní soustavanemá øe¹ení. Mají v¹ak spoleèný smìr, shodný se smìrem rovnobì¾ek p; q, tak¾e od-povídajíí homogenní soustava má jednorozmìrný prostor øe¹ení. Je tedy h(AT) =2, h(BT) = 3.(iv) Nehomogenní soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení, odpovídajííh bodùmpøímky. Pøíslu¹ná homogenní soustava má jednorozmìrný prostor øe¹ení, urèenýsmìrovým vektorem této pøímky. Je tedy h(AT) = h(BT) = 2.Shrnutí:



Kapitola 5. Soustavy lineárníh rovni 83vzájemná poloha rovin h(AT) h(BT)mimobì¾né pøímky 3 4rùznobì¾né pøímky 3 3rovnobì¾né pøímky 2 3toto¾né pøímky 2 2Neh» napøíklad p : x+ z � 1 = 0; x� 2y + 3 = 0q : 3x+ y � z + 13 = 0; y + 2z � 8 = 0
BT = 0BB� 1 0 1 �11 �2 0 33 1 �1 130 1 2 �8 1CCA � 0BB� 1 0 1 �10 �2 �1 40 1 �4 160 1 2 �8 1CCA �� 0BB� 1 0 1 �10 1 2 �80 0 3 �120 0 �6 24 1CCA � 0BB� 1 0 1 �10 1 2 �80 0 3 �120 0 0 0 1CCAh(AT) = 3, h(BT) = 3, pøímky p; q jsou tedy rùznobì¾ky. Jejih prùseèík je dán øe¹enímodpovídajíí soustavy rovni. Matie vzniklá úpravou matie BT na shodovitý tvar jematií ekvivalentní soustavy, jejím¾ øe¹ením je trojie P = (3; 0;�4). Touto trojií jsouurèeny souøadnie prùseèíku pøímek p; q.Pøi øe¹ení pøíkladù o vzájemné poloze rovin a pøímek jsme pou¾ili vìt 5.2, 5.3 a 5.4.Nyní budeme harakterizovat svazky a trsy rovin. Svazkem rovin prvního druhu ro-zumíme mno¾inu v¹eh takovýh rovin v R3 , které mají spoleènou právì jednu pøímkup, zvanou osa svazku. Svazek rovin prvního druhu je tedy zadán svou osou p, resp.libovolnými dvìma rovinami svazku.Vìta 5.5. Rovina % o rovnii A(X) = �x+ �y + z + Æ = 0 patøí do svazku S1(%1; %2)rovin prvního druhu urèeného rovinami %1; %2 o rovniíh A1(X) = �1x+�1y+1z+Æ1 =0, A2(X) = �2x+�2y+2z+Æ2 = 0 právì tehdy, kdy¾ existují èísla �1; �2 z nih¾ alespoòjedno je rùzné od nuly, taková, ¾e platíA(X) = �1A1(X) + �2A2(X) tj:� = �1�1 + �2�2; � = �1�1 + �2�2;  = �11 + �22; Æ = �1Æ1 + �2Æ2:Dùkaz: Neh» roviny %1; %2 urèují svazek rovin prvního druhu. Pak hodnost matietypu 2=4 tvoøené koe�ienty �i; �i; i; Æi, i 2 f1; 2g je stejná jako hodnost matie typu2=3 tvoøené pouze koe�ienty �i; �i; i a je rovna dvìma. Nalezení spoleènýh bodù rovin%1; %2; %3 je ekvivalentní øe¹ení soustavy rovni o matiiBT = 0� �1 �1 1 Æ1�2 �2 1 Æ2� �  Æ 1A = 0� Æ1AT Æ2Æ 1A



84 5.4. Pøíklady soustav lineárníh rovni v geometrikýh aplikaíhØe¹ení této soustavy vytváøejí pøímku právì tehdy, je-li h(AT) = h(BT) = 2, tj. je-li tøetí øádek matie BT lineární kombinaí prvýh dvou øádkù. Koe�ienty lineárníkombinae oznaème �1; �2. Po¾adavek, aby alespoò jeden z tìhto koe�ientù byl rùznýod nuly, vyplývá z toho, ¾e v opaèném pøípadì byhom dostali � = � = Æ =  = 0, o¾by bylo ve sporu se skuteèností, ¾e �x + �y + z + Æ = 0 je rovnií roviny. }Svazkem rovin druhého druhu rozumíme mno¾inu v¹eh takovýh rovin, v R3 , které jsourovnobì¾né se zadanou rovinou %1.Vìta 5.6. Rovina % o rovnii A(X) = �x + �y + z + Æ = 0 patøí do svazku S2(%1)rovin druhého druhu urèeného rovinou %1 o rovnii A1(X) = �1x + �1y + 1z + Æ1 = 0právì tehdy, kdy¾ existuje èíslo �1 6= 0 takové, ¾e � = �1�1, � = �1�1,  = �11.Dùkaz: Viz. Cvièení 5.4. }Trsem rovin prvního druhu nazýváme mno¾inu v¹eh takovýh rovin v R3 , které majíspoleèný právì jeden bod, zvaný vrhol trsu. Trs prvního druhu je zadán buï svýmvrholem nebo tøemi rovinami %1; %2; %3 vyhovujíími pøípadu (i) z pøíkladu 5.4.Vìta 5.7. Rovina % o rovnii A(X) = �x+ �y+ z + Æ = 0 patøí do trsu T1(%1; %2; %3)rovin prvního druhu urèeného rovinami %1; %2; %3 o rovniíh A1(X) = �1x+�1y+1z+Æ1 = 0, A2(X) = �2x + �2y + 2z + Æ2 = 0, A3(X) = �3x + �3y + 3z + Æ3 = 0, právìtehdy, kdy¾ existují èísla �1; �2; �3 z nih¾ alespoò jedno je rùzné od nuly, taková, ¾eplatí A(X) = �1A1(X) + �2A2(X) + �3A3(X) tj:� = �1�1 + �2�2 + �3�3; � = �1�1 + �2�2 + �3�3; = �11 + �22 + �33; Æ = �1Æ1 + �2Æ2 + �3Æ3:Dùkaz: Vzhledem k pøedpokladu, ¾e %1; %2; %3 tvoøí trs rovin prvního druhu, platíh0� �1 �1 1�2 �2 1�3 �3 3 1A = h0� �1 �1 1 Æ1�2 �2 1 Æ2�3 �3 3 Æ3 1A = 3% 2 T1(%1; %2; %3) právì tehdy, kdy¾ soustava rovni, tvoøená rovniemi rovin %1; %2; %3; %má právì jedno øe¹ení, urèujíí vrhol trsu. Podmínkou nutnou a postaèujíí pro to jeh0BB� �1 �1 1�2 �2 1�3 �3 3� �  1CCA = h0BB� �1 �1 1 Æ1�2 �2 1 Æ2�3 �3 3 Æ3� �  Æ 1CCA = 3Ètvrtý øádek matie tvoøené koe�ienty v¹eh ètyø rovin, tedy je lineární kombinaí pr-výh tøí øádkù. Po¾adavek, aby alespoò jeden z koe�ientù �1; �2; �3 lineární kombinaebyl nenulový, vyplývá opìt ze skuteènosti, ¾e èísla �; �; ; Æ urèují rovnii roviny.



Kapitola 5. Soustavy lineárníh rovni 85}Trsem rovin druhého druhu nazýváme mno¾inu v¹eh rovin v R3 , které mají spoleènýprávì jeden smìr a ¾ádný bod. Trs rovin druhého druhu je zadán napøíklad tøemi rovi-nami, které nemají spoleèný ¾ádný bod, mají v¹ak spoleèný právì jeden smìr (pøípad(iii) v pøíkladu 5.4).Vìta 5.8. Rovina % o rovnii A(X) = �x+ �y + z + Æ = 0 patøí do trsu T2(%1; %2; %3)rovin druhého druhu urèeného rovinami %1; %2; %3 o rovniíh A1(X) = �1x+�1y+1z+Æ1 = 0, A2(X) = �2x+�2y+2z+Æ2 = 0, A3(X) = �3x+�3y+3z+Æ3 = 0, právì tehdy,kdy¾ existují èísla �1; �2; �3 která nejsou øe¹ením soustavy rovni �1�1+�2�2+�3�3 = 0,�1�1 + �2�2 + �3�3 = 0, �11 + �22 + �33 = 0, taková, ¾e platíA(X) = �1A1(X) + �2A2(X) + �3A3(X) tj:� = �1�1 + �2�2 + �3�3; � = �1�1 + �2�2 + �3�3; = �11 + �22 + �33; Æ = �1Æ1 + �2Æ2 + �3Æ3:Dùkaz: Roviny %1; %2; %3 tvoøí trs druhého druhu, tak¾e podle výsledku pøíkladu 5.4 jeh0� �1 �1 1�2 �2 1�3 �3 3 1A = 2 h0� �1 �1 1 Æ1�2 �2 1 Æ2�3 �3 3 Æ3 1A = 3% 2 T2(%1; %2; %3) právì tehdy, kdy¾ smìr spoleèný rovinám %1; %2; %3 je rovnobì¾ný is rovinou %, tj. h0BB� �1 �1 1�2 �2 1�3 �3 3� �  1CCA = 2 h0BB� �1 �1 1 Æ1�2 �2 1 Æ2�3 �3 3 Æ3� �  Æ 1CCA = 3Poslední øádek roz¹íøené matie je tedy lineární kombinaí prvýh tøeh øádkù. Koe�-ienty �1; �2; �3 urèujíí tuto lineární kombinai, nesmìjí být øe¹ením soustavy rovni�1�1 + �2�2 + �3�3 = 0, �1�1 + �2�2 + �3�3 = 0, �11 + �22 + �33 = 0 proto, ¾e levéstrany tìhto rovni mají být koe�ienty v rovnii roviny %. }Pøíklad 7: Urèete rovnii roviny, která prohází pøímkou pf(x; y; z) 2 R3 j2x � z =0; x + y � z + 5 = 0g a je rovnobì¾ná s pøímkou q = f(x; y; z) 2 R3 jx = 7t; y =2 � t; z = �1 + 4t; t 2 Rg. Pøímka p je osou svazku prvního druhu urèeného rovinami%1 : A1(X) = 2x� z = 0, %2 : A2(X) = x+ y� z+5 = 0. Hledaná rovina % má pøímkoup proházet, musí tedy nále¾et do svazku. Levou stranu rovnie roviny % hledáme podlevìty 5.5 ve tvaruA(X) = �1A1(X) + �2A2(X) = �1(2x� z) + �2(x+ y � z + 5)A(X) = x(2�1 + �2) + y�2 � z(�1 + �2) + 5�2



86 5.4. Pøíklady soustav lineárníh rovni v geometrikýh aplikaíhProto % : (2�1 + �2)x + �2y � (�1 + �2)z + 5�2 = 0Poslední rovnie harakterizuje v¹ehny mo¾né roviny nále¾ejíí danému svazku. Má-li v¹ak být rovina % rovnobì¾ná s pøímkou q, musí smìrový vektér této pøímky a =(7;�1; 4) splòovat rovnii roviny % bez absolutního èlenu:ak% ) (2�1 + �2) � 7 + �2(�1) + (�1 + �2) � 4 = 0) 10�1 + 2�2 = 0Volbou �1 = 1, �2 = �5 získáme rovnii roviny %:% : �3x� 5y + 4z � 25 = 0Pøíklad 8: Bodem M = (2; 3; 1) veïte pøímku, která je pøíèkou mimobì¾nýh pøímekpf(x; y; z) 2 R3 jx+y = 0; x�y+z+4 = 0g, qf(x; y; z) 2 R3 jx+3y�1 = 0; y+z�2 = 0g.Nejprve provìøíme mimobì¾nost:0BB� 1 1 0 01 �1 1 41 3 0 �10 1 1 �2 1CCA � 0BB� 1 1 0 00 �2 1 40 2 0 �10 1 1 �2 1CCA � 0BB� 1 1 0 00 2 0 �10 0 1 30 0 2 �3 1CCA �� 0BB� 1 1 0 00 2 0 �10 0 1 30 0 0 3 1CCAh(AT) = 3, h(BT) = 4, pøímky p; q jsou tedy mimobì¾né (viz. pøíklad 5.4).Pøíèkou mimobì¾nýh pøímek p; q rozumíme ka¾dou takovou pøímku r, která je rùz-nobì¾ná jak s pøímkou p, tak s pøímkou q. Pøíèkou mimobì¾ek je tedy ka¾dá takovápøímka, která je prùseènií rovin %1; %2 z nih¾ %1 nále¾í do svazku urèeného osou p a%2 do svazku urèeného osou q (jedná se o svazky rovin prvního duhu). Souèasnì má nahledané pøíèe r le¾et daný bod M . Musí tedy být M 2 %1, M 2 %2.%1 : A1(x) = �1(x+ y) + �2(x� y + z + 4) = 0M 2 %1 ) 5�1 + 4� = 0; �1 = 4; �2 = �5%2 : A2(x) = �01(x+ 3y � 1) + �02(y + z � 2) = 0;M 2 %2 ) 10�01 + 2� = 00; �01 = 1; �02 = �5%1 : �z + 9y � 5z � 20 = 0; %2 : x� 2y � 5z + 9 = 0r = f(x; y; z) 2 R3 j � z + 9y � 5z � 20 = 0; x� 2y � 5z + 9 = 0gCvièení 5.4(1) Doka¾te vìtu 5.6.



Kapitola 5. Soustavy lineárníh rovni 87Návod: Uvìdomte si, ¾e roviny %1 : �1x+ �1y+ 1z + Æ1 = 0, % : �x+ �y+ z + Æ = 0jsou rovnobì¾né právì tehdy, kdy¾ soustava homogenníh rovni �1x+�1y+1z+Æ1 = 0,�x+ �y + z + Æ = 0 má dvojrozmìrný prostor øe¹ení a pou¾ijte vìty 5.4.(2) Vysvìtlete, proè ve vìtì 5.7, týkajíí se trsu prvního druhu, staèí u èísel �1; �2; �3 po-¾adovat, aby alespoò jedno z nih bylo rùzné od nuly, zatímo ve vìtì 5.8 o trsu dru-hého druhu je nutno po¾adovat, aby tato èísla nebyla øe¹ením jisté soutavy rovni.V obou pøípadeh je pøitom úèel tohoto po¾adavku stejný | aby výrazem A(X) =�1A1(X) + �2A2(X) + �3A3(X) byla urèena levá strana rovnie roviny.Návod: Na základì hodnosti matie homogenní soustavy rovni �1�1+�2�2+�3�3 = 0,�1�1 + �2�2 + �3�3 = 0, �11 + �22 + �33 = 0 v pøípadì vìty 5.7 a 5.8 harakterizujtemno¾inu øe¹ení této soustavy v ka¾dém z obou pøípadù. Vysvìtlení rozdílu mezi formulaítýkajíí se koe�ientù �1; �2; �3 ve vìtì 5.7 vyplývá z tohoto rozboru.(3) Charakterizujte vzájemnou polohu pøímky a roviny.Návod: Pøeveïte úlohu na problém vzájemné polohy tøí rovin.(4) Ve svazku rovin urèeném rovinami %1 : x+2y� 3z� 6 = 0, %2 : 2y+5z� 4 = 0 najdìterovinu, která je rovnobì¾ná s pøímkou pf(x; y; z) 2 R3 jx + 2y = 0; 3x+ z + 1 = 0g.Výsledek: % : 16x+ 50y � 3z � 132 = 0(5) Rozhodnìte o vzájemné poloze pøímky a roviny:(i) % : 5x� z � 4 = 0, p : 3x+ 5y � 7z + 16 = 0; 2x� y + z � 6 = 0(ii) % : y + 4z + 17 = 0, p : 2x+ 3y + 6z � 10 = 0; x+ y + z + 5 = 0Výsledek: (i) rùznobì¾né, prùseèík (2; 4; 6) (ii) rovnobì¾né(6) Rozhodnìte o vzájemné poloze trojie rovin(i) %1 : 2x� 4y + 5z � 21 = 0, %2 : x� 3z + 18 = 0, %3 : 6x+ y + z � 30 = 0(ii) %1 : 2x+ y � z + 3 = 0, %2 : 3x� z = 0, %3 : 3y + 2z = 0Výsledek: (i) rùznobì¾né, P = (3; 5; 7), (ii) rùznobì¾né P = (1;�2; 3).(7) Rozhodnìte o vzájemné poloze dvojie pøímek:(i) p : x + y + z � 1 = 0; 2x+ 3y + 6z � 6 = 0q : y + 4z = 0; 3x+ 4y + 7z = 0(ii) p : x = �1 + 3t; y = �3� 2t; z = 2� tq : x = 2 + 2t; y = �1 + 3t; z = 1� 5t



88 5.4. Pøíklady soustav lineárníh rovni v geometrikýh aplikaíhVýsledek: (i) rovnobì¾ky, spoleèný smìr u = (3;�4; 1), (ii) mimobì¾ky(8) Urèete rovnii roviny %, která patøí do svazku urèeného rovinami %1 : 2x�3y+z�3 = 0,%2 : x+3y+2z+1 = 0 a prohází prùseèíkem rovin �1 : 2x+y�z+3 = 0, �2 : 3x�z = 0,�3 : 3y + 2z = 0.Výsledek: % : 2x + 15y + 7z + 7 = 0(9) Urèete rovnii roviny %, která prohází prùseèíkem rovin %1 : 2x + y � z � 2 = 0,%2 : x�3y+z+1 = 0, %3 : x+y+z�3 = 0 a je rovnobì¾ná s rovinou � : x+y+2z = 0.Výsledek: % : x + y + 2z + 9 = 0(10) Zjistìte, zda roviny %1 : 5x� z + 3 = 0, %2 : 2x� y � 4z + 5 = 0, %3 : 3y + 2z � 1 = 0,%4 : 3x+ 4y + 5z � 3 = 0 patøí do tého¾ trsu.Výsledek: Roviny patøí do tého¾ trsu. Jeho vrholem je bod V = (2011 ; 2511 ; �1311 ).(11) Urèete pøíèku mimobì¾ek p : x = 1+ t; y = 2t; z = 3� t, q : x = 5+3t0; y = �2+2t0; z =1 + t0, která le¾í v rovinì % : x = 1 + r; y = �6 + 2r + 3s; z = 2� s.Výsledek: x = �16 + 10t; y = �16 + 11t; z = 6 + 3t



Èást IIILineární transformae (operátory)na vektorovýh prostoreh
Vektorový prostor je algebraikou strukturou, s ní¾ se ve fyzikálníh aplikaíh se-tkáváme takøka na ka¾dém kroku: od aplikaí zela pøirozenýh a jednoduhýh,vyplývajííh ze skuteènosti, ¾e øada fyzikálníh velièin má pøímo vektorový ha-rakter a je tedy tøeba a nimi jako a vektory poèítat, k aplikaím, které ji¾ nejsou takzela triviální - objevuji se napøíklad v kvantové mehanie, kde je stav soustavy,její¾ hování sledujeme, popsán prvkem urèitého vektorového prostoru, zatímomìøitelné fyzikální velièiny mají z matematikého hlediska harakter lineárníhtransformaí neboli operátorù ve vektorovém prostoru stavù. Lineární transfor-mae vektorového prostoru U do vektorového prostoru U je homomorfní zobrazeníU ! U. Významné fyzikální aplikae v øadì oblastí má problém vlastníh hod-not lineárníh transformaí vektorového prostoru U do sebe. Tento problém jeformulován jako úloha o nalezení v¹eh takovýh vektorù a prostoru U, jim¾ jedanou lineární transformaí ' : U ! U pøiøazen kolineární vektor ' (a), tak¾eplatí ' (a) = �a. Èíslo � 2 R nebo � 2 C se nazývá vlastní hodnota pøíslu¹návlastnímu vektoru a. K vyøe¹ení tohoto problému bude smìøovat pøevá¾ná èástúvah této kapitoly 1.

1V této kapitole se budeme pøevá¾nì zabývat pouze koneènými systémy vektorù. Systémù nekoneè-nýh (spoèetnýh i nespoèetnýh) si kráte v¹imneme v odstavi89



Kapitola 6Vlastnosti vektorovýh prostorù
6.1 Báze a dimenze vektorového prostoru, reprezen-tae vektoru v bázi, pøehod mezi bázemiNeh» U je vektorový prostor nad C resp. R (spoleèné oznaèení P), a a1; : : : ; ak 2 Usystém vektorù. Pøipomeòme, ¾e lineární kombinaí vektorù a1; : : : ; ak jsme v odstavi2.3 nazvali vektor b pro který je b = iai; i 2 P; i 2 f1; : : : ; kg. Systém vektorùa1; : : : ; ak je lineárnì závislý, jestli¾e existují èísla 1; : : : ; k 2 P, z nih¾ alespoò jednoje nenulové, taková, ¾e platí 1a1+ 2a2 + : : :+ kak = 0. V opaèném pøípadì je systémlineárnì nezávislý.Pøedpokládejme, ¾e (e1; : : : ; en) je koneènì1 lineárnì nezávislý systém vektoru veU takový, ¾e pøidáním libovolného vektoru a 2 U vzniká ji¾ systém lineárnì závislý.V takovém pøípadì jsme v odstavi 2.3 hovoøili o (e1; : : : ; en) jako o tzv. maximálnímlineárnì nezávislém systému vektorù neboli bázi ve vektorovém prostoru U. Vyvstávápohopitelnì otázka vzájemného vztahu mezi rùznými bázemi prostoru U. Formulujemenyní elkem pøirozené, pøee v¹ak velmi záva¾né, tvrzení, týkajíí se poètu prvku báze.Jeho dùkaz (pro pøípad koneèné báze) je pomìrnì jednoduhý a bude pøedmìtem Cvièeni4.1.Vìta 6.1. Neh» (koneèný) systém vektoru (e1; : : : ; en) je bází vektorového prostoru U.Pak ka¾dá báze prostoru U má stejný poèet n prvkù, zvaný dimenze (rozmìr) vektorovéhoprostoru U. Izomorfní vektorové prostory mají stejnou dimenzi.Tvrzení lze zobenit i na pøípad tzv. nekoneènìrozmìrnýh, vektorovýh prostoru,jejih¾ báze mají nekoneèný poèet prvku. Této problematiky si v¹imneme v odstavi4.6, následujíí úvary se budov týkat výhradnì prostoru koneèné dimenze, tj. takovýh,jejih¾ báze mají koneèný poèet prvku. Vektorový prostor dimenze n budeme oznaèovatUn, pí¹eme dimUn = n. Neh» (e1; : : : ; en) je báze ve Un. Pak libovolný vektor a 2 Un lzevyjádøit jako lineární kombinai vektoru báze a = �iei = �1e1+: : :+�nen; �i 2 P, nebo»systém (a; e1; : : : ; en) je ji¾ lineárnì závislý. Èísla (�1; : : : ; �n) jsou urèena jednoznaènìa reprezentuji vektor a v bázi (e1; : : : ; en). Nazývají se slo¾kami nebo souøadniemivektoru a v dané bázi, vektory �1e1; : : : ; �nen jsou prùmìty (projeke) vektoru a dosmìrù vektorù báze. 90



Kapitola 6. Vlastnosti vektorovýh prostorù 91Ka¾dý vektor je tedy ve zvolené bázi reprezentován øádkovou matii (�) = (�1; : : : ; �n),tvoøenou slo¾kami vektoru. Je zøejmé, ¾e tentý¾ vektor má v rùznýh bázíh obenì rùznéslo¾ky, nemá proto smysl uvádìt hodnoty slo¾ek bez údaje o bázi. Jestli¾e øádkové matie(�), (�0) reprezentují vektor a v bázíh (e1; : : : ; en), (e01; : : : ; e0n), vzniká otázka, jakýmzpùsobem lze vypoèítat prvky matie (�0) pomoí prvku matie (�) a naopak. K tomuje ov¹em tøeba znát vztah mezi bázemi(e1; : : : ; en) a (e01; : : : ; e0n).Vìta 6.2. Neh» (e1; : : : ; en), (e01; : : : ; e0n) jsou báze ve vektorovém prostoru Un. Pak exis-tuje regulární matie T = �� ji � øádu n taková, ¾e e0i = � ji ej pro v¹ehna i 2 f1; : : : ; ng.Dùkaz: Ka¾dý z vektorù e0i je lineární kombinaí báze (e1; : : : ; en), tj. e0i = � ji ej.Oznaème T = �� ji � ètverovou matii koe�ientu v¹eh rovni pro e0i. Vektory ej jsou na-opak lineárními kombinaemi báze (e01; : : : ; e0n), tj. ej = �kj e0k. S = ��kj � je opìt ètverovámatie z koe�ientu; platí e0i = � ji ej = � ji �kj e0k = (TS)ki e0k; ei = �ji e0j = �ji �kj ek = (ST )ki e0kZ uvedenýh vztahù je zøejmé, ¾e (TS)ki = Æki ; (ST )ki = Æki , tak¾e TS = ST = E. Zna-mená to, ¾e matie T a S jsou navzájem inverzní a jsou tedy automatiky také regulární.}Matie T resp. S se nazývají matiemi pøehodu od báze (e1; : : : ; en) k bázi (e01; : : : ; e0n)resp. od báze (e01; : : : ; e0n) k bázi (e1; : : : ; en). Abyhom snadno zjistili vztah mezi slo¾-kami vektoru a v rùznýh bázíh, pøejdìme k zjednodu¹enému vyjádøení transformaèníhvztahu mezi vektory (e1; : : : ; en), (e01; : : : ; e0n) pomoi matiové symboliky. Symbolem (e)oznaème "sloupovou matii" tvoøenou vektory e1; : : : ; en, (e0) bude oznaèovat sloupevektorù e01; : : : ; e0n.Vztahy e0i = � ji ej pro i 2 f1; : : : ; ng lze zøejmé formálnì zapsat ve tvaru (e0) = T (e)a analogiky (e) = S (e0) Dále pak pro vektor a 2 Un mù¾eme psáta = �iei = �0je0j;tj. a = (�) (e) = (�0) (e0). Odtud dostáváme(�) (e) = (�0) (e0) = (�0)T (e) ) (�) = (�0)T; (�0) = (�)T�1 = (�)STransformaèní vztahy mezi slo¾kami vektoru a v rùznýh bázíh mají tedy tvar(�) = (�0)T�i = �0j� ij i 2 f1; : : : ; ng(�0) = (�)T�1�0i = �j�iji 2 f1; : : : ; ngZvolme ve Un báze (e1; : : : ; en), (e01; : : : ; e0n), matii pøehodu oznaème opìt T = �� ji �,i; j 2 f1; : : : ; ng. Zvolené báze se nazývají ekvivalentními, je-li det T > 0. Takto de�no-vaná relae na mno¾inì bází prostoru Unje skuteènì ekvivalení. Odpovídajíí rozkladobsahuje dvì tøídy. Ka¾dá tøída ekvivalentníh bází se nazývá orientae vektorovéhoprostoru Un. Orientai, která obsahuje bázi (e1; : : : ; en) znaèíme [e1; : : : ; en℄. Hovoøímeo orientai indukované bází (e1; : : : ; en).Cvièení 6.1



92 6.1. Báze a dimenze(1) Neh» (e1; : : : ; en) je báze prostoru U, a 2 U libovolný vektor. Uka¾te, ¾e vektor a jelineární kombinaí vektorù báze, tj. a = �1e1 + : : :+ �nen = �iei; �i 2 PNávod: Vyjdìte ze skuteènosti, ¾e vektory (a; e1; : : : ; en) jsou lineárnì závislé, tj. v li-neární kombinai tvaru a + 1e1 + : : : + nen = oje alespoò jedno z èísel ; 1; : : : ; nnenulové. Sporem uka¾te, ¾e  6= 0 a vyjádøete vektor a pomoí e1; : : : ; en expliitnì.Sporem uka¾te, ¾e èísla �1; : : : ; �n jsou dána jednoznaènì.(2) Doka¾te následujíí tvrzení:(a) Neh» (a1; : : : ; ak) je systém vektorù ve vektorovém prostoru U. Obsahuje-li tentosystém nulový vektor, pak je lineárnì závislý.(b) Neh» (a1; : : : ; ak) je lineárnì závislý systém vektorù ve U, b1; : : : ; bm 2 U libovolnévektory. Pak systém (a1; : : : ; ak; b1; : : : ; bm) je lineárnì závislý.(3) Doka¾te, ¾e v¹ehny báze vektorového prostoru koneèné dimenze mají stejný poèet prvkù(prvé tvrzení vìty 4.1). Pøesnìji: Neh» (e1; : : : ; en) je maximální lineárnì nezávislý sys-tém vektorù ve vektorovém prostoru U. Pak ka¾dý maximální lineárnì nezávislý systémvektorù ve U má právì n prvkù.Návod: Oznaème (e1; : : : ; en) libovolnou bázi prostoru U a (b1; : : : ; bk) libovolný line-árnì nezávislý systém vektorù ve U. Ka¾dý z vektorù bj; j 2 f1; : : : ; kg lze vyjádøit jakolineární kombinai báze (e1; : : : ; en), tj. bj = �ijei, kde �ij je i-tá slo¾ka j-tého vektoru.Z nezávislosti vektorù b1; : : : ; bk nutnì vyplývá, ¾e 1b1 + : : : + kbk = o , 1 =: : : = k = 0. Do rovnie jbj = o dosaïme za bj = �ijei. Na základì lineární nezá-vislosti vektorù e1; : : : ; en lze ji¾ snadno ukázat ¾e 1�i1 + : : : + k�ik = o pro v¹ehnai 2 f1; : : : ; ng, o¾ je homogenní soustava n rovni pro k neznámýh 1; : : : ; k, o ní¾ov¹em pøedem víme, ¾e má pouze triviální øe¹ení 1 = : : : = k = 0. U¾itím výsledkùz kapitoly 3 uka¾te, ¾e k � n. Budeme-li o vektoreh b1; : : : ; bk uva¾ovat jako o bázi,získáme analogikým postupem nerovnost k � n. Spojením obou výsledù dostávámek = n.(4) Doka¾te, ¾e koneènìrozmìrné izomorfní vektorové prostory U a U0 nad P mají stejnoudimenzi.Návod: Oznaème ' : U ! U0 izomor�smus prostoru U a U0 a ' (e1) ; : : : ; ' (en) 2 U0obrazy libovolnì zvolené báze (e1; : : : ; en) prostoru U. U¾itím vlastností izomor�smuuka¾te, ¾e rovnost 1' (e1) + : : :+ n' (en) = o je splnìna právì tehdy, kdy¾ 1 = : : : =k = 0, tj. ¾e systém vektorù (' (e1) ; : : : ; ' (en)) je lineárnì nezávislý. Dále uka¾te,¾e libovolný vektor a0 2 U0 je lineární kombinaí vektorù ' (e1) ; : : : ; ' (en). Vyu¾ijtepøitom skuteènosti, ¾e ka¾dý vektor a0 2 U0 má svùj vzor a 2 U, pro který a0 = ' (a).Uva¾te, ¾e vektor a je lineární kombinaí báze (e1; : : : ; en), dosaïte za a = �iei dorovnosti a0 = ' (a) a opìt vyu¾ijte vlastností izomor�smu. Z uvedenýh úvah vyplývá,¾e (' (e1) ; : : : ; ' (en)) je báze ve U0, tak¾e dimU0 = n.



Kapitola 6. Vlastnosti vektorovýh prostorù 93(5) Neh» Pn = P � P � : : :� P je mno¾ina uspoøádanýh n-ti tvaru (�1; : : : ; �n) ; �i 2 P.De�nujme operae sèítání n-ti a násobení n-tie skalárem � 2 P obvyklým zpùsobem,tj. (�1; : : : ; �n)+(�1; : : : ; �n) = (�1 + �1; : : : ; �n + �n), � (�1; : : : ; �n) = (��1; : : : ; ��n).Uka¾te, ¾e Pn s uvedenými operaemi je vektorovým prostorem dimenze n nad P.(6) Uka¾te, ¾e libovolný vektorový prostor U nad P dimenze n je izomorfní s Pn. Dále uka¾te,¾e v¹ehny vektorové prostory té¾e (koneèné) dimenze jsou izomorfní. Návod: Naleznìtekonkrétní izomor�smus prostora U a Pn.(7) Neh» vektory a; b 2 Un jsou v bázi (e1; : : : ; en) reprezentovány slo¾kami (�1; : : : ; �n) ; (�1; : : : ; �n).Odvoïte vztahy pro slo¾ky vektorù a+ b; �a; � 2 P v té¾e bázi.(8) (a) Neh» (e1; : : : ; en)T = (e) ; (e01; : : : ; e0n)T = (e0) ; (e001; : : : ; e00n)T = (e00) jsou báze ve Un,matie pøehodu od (e) k (e0) je T1, matie pøehodu od (e0) k (e00) je T2. Odvoïtetransformaèní vztah, mezi slo¾kami (�), (�00) vektoru a (U v bázíh (e), (e00).(b) Ve vektorovém prostoru U3 jsou dány báze (e), (e0), (e00) takto: e01 = (1; 3; 0) ; e02 =(0; 1; 1) ; e03 = (0;�3;�1), e001 = (1; 0; 3) ; e002 = (0; 1; 1) ; e003 = (1;�1; 0) vzhledemk bázi (e). Vektor a má vzhledem k bázi (e0) slo¾ky (3, 17, 9). Urèete jeho slo¾kyvzhledem k bázi (e00). Vektor b má vzhledem k bázi (e00) slo¾ky (1, 1, -1) . Urèetejeho slo¾ky vzhledem k bázi (e0).Výsledek: (�) = (�00)T2T1; (�00) = (�)T�11 T�12 = (�)S1S2 = (�) (T2T1)�1 (e)T (e00)T1 = 0� 1 3 00 1 10 �3 �1 1AT = 0� 1 0 30 1 11 �1 0 1AT2 = TT�11 = 0� 1 6 30 1 01 2 2 1AS2 = 0� �2 6 30 1 01 �4 �1 1A (�00) = (�0)S2 = (3;�1; 0)(� 0) = (� 00)T2 = (0; 5; 1)(9) Neh» vektory b1; : : : ; bk 2 U jsou v bázi (e1; : : : ; en) representovány slo¾kami bi = (�i) =(�1i ; : : : ; �ni ). Doka¾te, ¾e vektory b1; : : : ; bk jsou lineárnì nezávislé právì tehdy, kdy¾hodnost matie B = ��ji � ; i 2 f1; : : : ; kg ; j 2 f1; : : : ; ng, je k.(10) Najdìte tøi libovolné báze ve Un. Konkretizujte pro n = 1; 2; 3; 4; 5.(11) Neh» Pn+1 je mno¾ina v¹eh polynomù jedné promìnné stupnì nejvý¹e n s koe�ientyz pole P. Sèítání polynomù a násobení polynomu èíslem de�nujeme obvyklým zpùsobem(viz úloha (5) Cvièení 2.3). Podle výsledku úlohy (5) Cvièeni 2.3 je Pn+1 vektorovýmprostorem nad P pro P = R. Doka¾te, ¾e Pn+1 je vektorovým prostorem nad P i proP = C a stanovte jeho dimenzi. Najdìte libovolnou bázi vektorového prostoruVýsledek: dimPn+1 = n + 1, bázi je napøíklad systém (1; x; x2; : : : ; xn).(12) Uka¾te, ¾e mno¾ina A (m/n) obdélníkovýh mati typu m/n nad P s operai sèítánímati a násobeni matie skalárem, de�novanými vztahy (1.1) je vektorovým prostoremnad P. Urèete jeho dimenzi a libovolnou bázi.



94 6.2. Podprostory vektorovýh prostorùVýsledek: dimA (m/n) = m � n, bází je napøíklad systém matie1 = A1;1; : : : ; en =A1;n; en+1 = A2;1; : : : ; e2n = A2;n; : : : ; ekn+p = Ak+1;p = : : : = emn = Am;n, kde Ai;jje matie, která má na i-té øádkové a j-té sloupové pozii èíslo 1, ostatní její prvkyjsou nulové. Libovolná matie A 2 A (m/n) ; A = ��ji�, je lineární kombinai matiAi;j; i 2 f1; : : : ; mg ; j 2 f1; : : : ; ng, koe�ienty lineární kombinae jsou �ji .(13) Zjistìte, zda mno¾ina ètverovýh mati A (n/n) nad P s operaí matiového násobenía operaí násobení matie skalárem je vektorovým prostorem.(14) Neh» (e1; : : : ; en) ; (e01; : : : ; e0n) jsou báze ve Un, matie pøehodu od (e) k (e0) je T,(b1; : : : ; bk)je systém vektorù ve Un. V bázi (e) je ka¾dý, z vektorù bi reprezentovánslo¾kami ��ji � ; i; j 2 f1; : : : ; ng, elý systém je tedy reprezentován matií B = ��ji �typu k/n. V bázi (e0) oznaèíme pøíslu¹nou matii jako B0 = �� 0ji�. Najdìte vztah mezimatiemi B a B0 a vztah mezi jejih hodnostmi.Výsledek: B0 = BT�1; h (B0) = h (B).(15) Neh» (b1; : : : ; bk) je lineárnì nezávislý systém vektorù ve Un, k < n. Pak existuji vektoryb1; : : : ; bn tak, ¾e (b1; : : : ; bn) je báze ve Un. Doka¾te.(16) Doka¾te, ¾e relae, de�nujíí ekvivalentní báze ve Un je skuteènì relaí ekvivalene. Zjis-tìte, jaká podmínka platí pro matii pøehodu T od báze (e1; : : : ; en) k bázi (e01; : : : ; e0n),nále¾í-li tyto báze rùzným orientaím vektorového prostoru Un.Návod: Provìøte reexivitu, symetrii a tranzitivitu de�nované relae. Platí detT < 0.6.2 Podprostory vektorovýh prostorùVektorovým podprostorem vektorového prostoru Un nad nazveme ka¾dou podmno¾inuL � Un prostoru Un , která má vzhledem k operaím sèítání vektorù a násobenívektoru skalárem, de�novaným na Un, strukturu vektorového prostoru. Podmno¾inaL � Un vektorového prostoru Un je jeho vektorovým podprostorem právì tehdy, kdy¾L s ka¾dými dvìma vektory a; b 2 L obsahuje i jejih libovolnou lineární kombinai = �a + �b; �; � 2 P. Nejjednodu¹¹ími podprostory jsou tzv. triviální podprostory, tj.Un � Un; fog � Un. Podprostory libovolné dimenze k; 0 � k � n mù¾eme získat pomoísystému lineárnì nezávislýh vektorù b1; : : : ; bk takto:Lk = [[b1; : : : ; bk℄℄ = � b 2 Un b = �1b1 + : : :+ �kbk; �i 2 P 	 :Snadno se uká¾e, ¾e Lk je skuteènì podprostorem ve Un a dimLk = k (viz Cvièeni 4.2).Jsou-li vektory b1; : : : ; bk lineárnì závislé, lze vý¹e uvedeným zpùsobem opìt de�-novat podprostor vektorového prostoru Un, jeho dimenze v¹ak bude ni¾¹í ne¾ k a buderovna nejvy¹¹ímu poètu lineárnì nezávislýh vektorù v systému (b1; : : : ; bk). Lk se nezývávektorovým podprostorem generovaným systémem (b1; : : : ; bk) nebo lineárním obalemsystému (b1; : : : ; bk). Naopak, je-li L � Un libovolný podprostor ve Un dimenze k � n,



Kapitola 6. Vlastnosti vektorovýh prostorù 95lze najít systém vektorù (b1; : : : ; bk), který generuje podprostor L, tj. L = [[b1; : : : ; bk℄℄.Takovým systémem je ka¾dá báze prostoru L. Uva¾ujme nyní o vektorovém podprostoruL � Un generovaném systémem vektorù (b1; : : : ; bm), který nemusí být obenì lineárnìnezávislý. Jak zjistíme dimenzi prostoru L? V praktikýh pøíkladeh je ka¾dý vektorzadán pomoi svýh slo¾ek v jisté bázi (e1; : : : ; en) vektorového prostoru Un. Systém(b1; : : : ; bm) bude tedy v této bázi zadán matií B = ��ji � typu m/n, kde bi = ��ji � proi 2 f1; : : : ; mg ; j 2 f1; : : : ; ng. Hodnost matie B se pøitom nezmìní, pøejdeme-li odbáze (e1; : : : ; en) k jiné bázi (e01; : : : ; e0n) prostoru Un. (viz úloha P14, Cvièení 4.1). Di-menze podprostoru L je dána maximálním poètem lineárnì nezávislýh vektorù systému(b1; : : : ; bm) a je tedy rovna hodnosti matie B.Pøedpokládejme, ¾e L1 a L2 jsou vektorové podprostory prostoru Un, potom mno¾inuL = L1 + L2 = fb 2 Unjb = b1 + b2; b1 2 L1; b2 2 L2g nazveme souètem podprostorù L1a L2, mno¾inuL0 = [[L1 [ L2℄℄=��kbk + �jajjk 2 f1; : : : ; rg; j 2 f1; : : : ; sg; (b1; : : : ; br);resp. (a1; : : : ; as) je libovolná báze v L1 resp. L2	 :nazýváme lineárním obalem sjednoení L1 [ L2. [[L1 [ L2℄℄ je mno¾ina v¹eh lineárníhkombinae vektorù z L1 a L2. Ve Cvièení 4.2 uká¾eme, ¾e pojem souètu podprostorù L1a L2 a pojem lineárního obalu jejih sjednoení splývají, tj. L1 + L2 = L1 [ L2.Poznámka: De�nii souètu vektorovýh podprostorù prostoru Un i de�nii lineárníhoobalu sjednoení lze roz¹íøit na libovolný poèet k vektorovýh podprostorù L1;L2; : : : ;Lk.Vìta 6.3. Neh» L je vektorovým podprostorem dimenze k ve Un. Pak existuje vektorovýpodprostor L0 � Un dimenze (n� k) takový, ¾e L\L0 = fog ;L+L0 = Un. Naopak jestli¾epro podprostory L;L0 � Un platí L \ L0 = fog ;L + L0 = Un, je dimL + dimL0 = n.Podprostor L0 se nazývá doplòkem podprostoru L ve Un.Dùkaz:(i) Prvou èást tvrzení doká¾eme tak, ¾e podprostor L0 uvedenýh vlastností zkon-struujeme. Neh» L � Un je podprostorem ve Un, dimL = k. Zvolme libovolnoubázi (e1; : : : ; ek) v L0. Podle výsledku úlohy P15 Cvièení 4.1 existuje soubor vektorù(ek+1; : : : ; en) takovýh, ¾e (e1; : : : ; en) je bází ve Un. Oznaème L0 = [[ek+1; : : : ; en℄℄.Z nezávislosti generujííh vektorù vyplývá, ¾e dimL0 = (n� k). Neh» b 2 Un jelibovolný vektor. Platí b = �1e1 + : : :+ �kek + �k+1ek+1 + : : : + �nen, vektor b jetedy souètem vektorù b1 = �1e1+ : : :+�kek 2 L a b2 = �k+1ek+1+ : : :+�nen 2 L0.Odtud vyplývá, ¾e Un je souètem podprostorù L a L0, tj. L+L0 = Un. Neh» dále 2 L\L0. Pak  2 L a  2 L0, tj.  = 1e1+: : :+kek = k+1ek+1+: : :+nen odkud1e1+: : :+kek ��k+1� ek+1+: : :+(�n) en = o. Vzhledem k lineární nezávislostivektorù e1; : : : ; en tvoøíí bázi, musí být i = 0 pro v¹ehna i 2 f1; : : : ; ng, tak¾eje  = o. Je proto L \ L0 = fog.(ii) Neh» pro podprostory L;L0 � Un platí L \ L0 = fog ;L + L0 = Un. Báze v L0a L0 oznaème (e1; : : : ; ek) a (ek+1; : : : ; er). Vzhledem k tomu, ¾e L \ L0 = fog, jesystém (e1; : : : ; er) lineárnì nezávislý. Ponìvad¾ je L+L0 = Un, je (e1; : : : ; er) bázíve Un, tj. r = n. (Podrobnìji viz Cvièení 4.2.)



96 6.2. Podprostory vektorovýh prostorù}Vìta 6.4. Neh» L1 a L2 jsou podprostory vektorového prostoru Un nad P. Mno¾inyL1 + L2 = [[L1 [ L2℄℄ a L1 \ L2 s operaemi sèítání vektorù na násobení vektoru ska-lárem (pøenesenými - indukovanými z Un) jsou vektorovými podprostory ve Un a platídim (L1 + L2) = dimL1 + dimL2 � dim (L1 \ L2)Dùkaz: Provìøení struktury vektorového prostoru u mno¾in L1+L2, L1\L2, [[L1 [ L2℄℄ jevelie jednoduhé a bude provedeno v rámi Cvièení 4.2. Soustøedíme se proto na dùkazvztahu pro dimenze podprostorù L1 + L2, L1 \ L2, L1;L2. Oznaème, r = dimL1; s =dimL2; m = dim(L1 + L2) ; k = dim(L1 \ L2) Vzhledem k tomu, ¾e L = L1 \ L2 � L1,je L1 \ L2 vektorovým podprostorem prostoru L1. Podle vìty existuje podprostor L0dimenze dimL0 = (r � k)takový, ¾e L + L0 = L1, L \ L0 = fog. Analogiky je mo¾néusoudit, ¾e existuje podprostor L00 prostoru L2 dimenze dimL00 = (s� k), pro kterýL + L00 = L2;L \ L00 = fog. Souèet podprostorù L1;L2 lze vyjádøit takto: L1 + L2 =L+ L0 + L00Skuteènì, je-li vektor a 2 L1 + L2 pak a = a1 + a2, kde a1 2 L1; a2 2 L2. Déle jea1 =  + a0;  2 L; a0 2 L0 a a2 = b + a00; b 2 L; a00 2 L00. Pak a = (+ b) + a0 + a00, kde + b 2 L; a0 2 L0; a00 2 L00, tak¾e a 2 L + L0 + L00. Jestli¾e je naopak a 2 L + L0 + L00,je tvaru a = b + a0 + a00 kde b 2 L; a0 2 L0; a00 2 L00, tj. b + a0 2 L1; a00 2 L2. Odtuda 2 L1+L2. Uká¾eme, ¾e platí L1\L2 = fog: Neh» a 2 L0\L00. Ponìvad¾ je L1 = L+L0a L2 = L + L00, je také a 2 L1; a 2 L2, odkud a 2 L1 \ L2 = L. Vzhledem k tomu, ¾eL\L0 = L \L00 = fog, musí být a = o. Vyjádøili jsme tedy prostor L1 +L2 jako souèetprostorù L+L0+L00, z nih¾ ka¾dé dva Mají spoleèný pouze nulový vektor. Jednoduhýmzobenìním vìty dostáváme vztah m = dim(L1 + L2) = dimL + dimL0 + dimL00 =k + (r � k) + (s� k) = dimL1 + dimL2 + dimL }Pøíklad 1: Uva¾me vektorový prostor Pn (x) v¹eh polynomù jedné promìnné x stupnìnejvý¹e (n� 1) s koe�ienty z pole P (P = R nebo P = C ) (viz úloha P11 Cvièení 4.1). Je dimPn (x) = n, bází je napøíklad systém polynomy (1; x; x2; : : : ; xn�1). OznaèmeL podprostor polynomù promìnné x nejvý¹e stupnì (k � 1), kde k � n. dimL = k,L = ��1; x; : : : ; xk�1��. Doplòkem L v Pn (x) je podprostor L0 = ��xk; : : : ; xn�1��, tj. pod-prostor v¹eh polynomù tvaru P (x) = �kxk+ : : :+�n�1xn�1; �k; : : : ; �n�1 2 P; dimL0 =(n� k).Pøíklad 2: Ve U6 jsou dány podprostory L1;L2L1 = [[(2; 1; 1; 0; 0; 1) ; (2; 2; 1; 1; 0; 0) ; (2;�1; 1;�2; 0; 3)℄℄ ;L2 = [[(0; 1; 0; 1; 0;�1) ; (4; 2; 2; 0; 0; 2) ; (1; 1; 0; 2; 1; 0)℄℄Najdeme dimenzi a bázi jejih souètu a prùniku a urèíme jejih doplòky ve U6.Oznaème L1 + L2 = L, L1 \ L2 = L0.dimL1 = h0�2 1 1 0 0 12 2 1 1 0 02 �1 1 �2 0 31A=h0� 2 1 1 0 0 12 2 1 1 0 0�4 �4 �2 �2 0 01A = 2L1 = [[(2; 1; 1; 0; 0; 1) ; (2; 2; 1; 1; 0; 0)℄℄



Kapitola 6. Vlastnosti vektorovýh prostorù 97dimL2 = h0�0 1 0 1 0 �14 2 2 0 0 21 1 0 2 1 0 1A = h0�0 1 0 1 0 �12 2 1 1 0 01 1 0 2 1 01A = 3L2 = [[(0; 1; 0; 1; 0;�1) ; (2; 2; 1; 1; 0; 0) ; (1; 1; 0; 2; 1; 0)℄℄dimL = h0BBBBBB�2 1 1 0 0 12 2 1 1 0 02 �1 1 �2 0 30 1 0 1 0 �14 2 2 0 0 21 1 0 2 1 0
1CCCCCCA = h0BBBBBB� 2 1 1 0 0 12 2 1 1 0 0�4 �4 �2 �2 0 02 2 1 1 0 02 1 1 0 0 11 1 0 2 1 0

1CCCCCCA = 3dimL0 = dimL1 + dimL2 � dimL = 2 + 3� 3 = 2Báze v L1 je tvoøena napøíklada1 = (2; 1; 1; 0; 0; 1) ; a2 = (2; 2; 1; 1; 0; 0) ;báze v L2 vektoryb1 = (0; 1; 0; 1; 0;�1) ; b2 = (2; 2; 1; 1; 0; 0) ; b3 = (1; 1; 0; 2; 1; 0) :Je tedy a2 = b2; a1 = b2� b1, , tak¾e L1 je podprostorem v L2. Pak L0 = L1 \L2 = L1 abází v L0 jsou rovnì¾ vektorya1; a2. L = L1 + L2 = L2, bázi v L tvoøí vektory b1; b2; b3,Oznaèíme-li L0 resp. L00 doplnìk L1 resp. L2 ve U6, pak dimL0 = 4,L0 = [[(0; 0; 0; 1; 0; 0) ; (0; 0; 0; 1; 1; 0) ; (0; 0; 0; 1; 0; 1) ; (1; 1; 0; 2; 1; 0)℄℄dimL00 = 3, L00 = [[(0; 0; 0; 1; 0; 0) ; (0; 0; 0; 1; 1; 0) ; (0; 0; 0; 1; 0; 1)℄℄ :



Kapitola 7Lineární transformae v prostorehse skalárním souèinem
7.1 Unitární a ortogonální lineární transformaeNeh» Un resp. En je unitární resp. euklidovský prostor. Lineární transformae � 2L(Un ;Un) se nazývá unitární resp. � 2 L(En ; En) se nazývá ortogonální vzhledem ke zvo-lenému skalárnímu souèinu, jestli¾e pro ka¾dé dva vektory a; b 2 Un resp. En platí(�(a); �(b)) = (a; b) (7.1)tj. jestli¾e lineární transformae � zahovává hodnotu skalárního souèinu.Vìta 7.1. Lineární transformae � 2 L(Un ;Un) je unitární právì tehdy, jestli¾e ob-razy alespoò jedné ortonormální báze tvoøí opìt ortonormální bázi. Toté¾ tvrzení platí ipro ortogonální transformai � 2 L(E n ; En).Dùkaz: (i) Neh» (e1; : : : ; en) je ortonormální báze v Un vzhledem ke zvolenému skalár-nímu souèinu. Platí tedy (ei; ej) = Æij pro v¹ehna i; j 2 f1; : : : ; ng. Je-li � 2 L(Un ;Un)unitární transformae, pak podle de�nie je (�(ei); �(ej)) = (ei; ej) = Æij. Vektory�(e1); : : : ; �(en) tedy rovnì¾ tvoøí v Un ortonormální bázi.(ii) Pøedpokládejme, ¾e pro lineární transformai � v Un existuje ortonormální báze(e1; : : : ; en) taková, ¾e obrazy �(e1); : : : ; �(en) tvoøí rovnì¾ ortonormální bázi. Neh»a = �iei, b = �iei jsou libovolné vektory v Un . Platí(�(a); �(b)) = (�(�iei); �(�jej)) = �i�j�(�(ei); �(ej)) = �i�j�(ei; ej) = �i�i�(a; b) = (�iei; �jej) = �i�j�(ei; ej) = �i�i�Je tedy zøejmé, ¾e (�(a); �(b)) = (a; b) pro libovolné vektory a; b 2 Un , tak¾e lineárnítransformae � je unitární. }Dùsledek 7.1.1. Z vìty 4.15 bezprostøednì vyplývá, ¾e unitární lineární transformaeje v¾dy regulární (obrazy báze tvoøí opìt bázi).98



Kapitola 7. Lineární transformae v prostoreh se skalárním souèinem 99Následujíí vìty øe¹í otázku reprezentae unitární lineární transformae v ortonor-málníh bázíh.Vìta 7.2. Lineární transformae � v Un resp. E n je unitární resp. ortogonální právìtehdy, je-li alespoò v jedné ortonormální bázi reprezentována unitární resp. ortogonálnímatií.Dùkaz: (i) Neh» � 2 L(Un ;Un) je unitární transformae, tj. (�(a); �(b)) = (a; b)pro libovolné vektory a; b 2 Un . Zvolme libovolnou ortonormální bázi (e1; : : : ; en) v Un .Je-li A = (�ij), i; j 2 f1; : : : ; ng matie, která reprezentuje transformai � ve zvolenébázi, platí pro v¹ehna i 2 f1; : : : ; ng �(ei) = �ijej. Pro vektory a = �iei, b = �jejdostáváme s pou¾itím vztahù (4.3) a (4.13)(�(a); �(b)) = (��)( ��)T� = (�)AAT�(�)T� (a; b) = (�)(�)T�:Z rovnosti levýh stran pøedhozíh vztahù a z libovùle vektorù a; b vyplývá pro matiiA vztah AAT� = E, tak¾e AT� = A�1. Matie A je tedy unitární.(ii) Neh» existuje ortonormální báze (e1; : : : ; en) v Un , v ní¾ je daná lineární trans-formae � reprezentována unitární matií. Pro libovolné vektory a; b 2 Un , a = �iei,b = �jej platí(�(a); �(b)) = (��)( ��)T� = (�)AAT�(�)T� = (�)E(�)T� = (a; b):Lineární transformae � je tedy unitární. Pøi vynehání operae � odpovídá dùkaz vìty4.16 pøípadu ortogonální transformae � 2 L(E n ; En). }Vìta 7.3. Kompozie dvou unitárníh lineárníh transformaí �;  2 L(Un ;Un) je opìtunitární transformae. Inverzní transformae k unitární transformai � 2 L(Un ;Un),��1 2 L(Un ;Un) je rovnì¾ unitární.Dùkaz: viz Cvièení 4.14. }Cvièení 7.1(1) Uka¾te, ¾e pro pøípad euklidovského prostoru E n staèí de�novat ortogonální lineárnítransformai vztahem (�(a); �(a)) = (a; a) pro libovolný vektor a 2 E n a zdùvodnìte,proè taková de�nie není dostaèujíí pro pøípad unitární transformae.Návod: Je tøeba ukázat, ¾e v pøípadì En vyplývá ze vztahu (�(a); �(a)) = (a; a) ivztah (�(a); �(b)) = (a; b) pro libovolné vektory a; b 2 En . Abyste tento fakt ukázali,poèítejte skalární souèin (�(a+b); �(a+b)) a kromì podmínek linearity vyu¾ijte rovností(�(a); �(a)) = (a; a), (�(b); �(b)) = (b; b). Z analogikého výpoètu provedeného v Un vy-plyne, proè je v pøípadì Un nutno pro de�nii unitární transformae pou¾ít obenìj¹íhovztahu (4.25).



100 7.2. Samoadjungovaná a symetriká lineární transformae; spektrální reprezentae(2) Doka¾te následujíí tvrzení: Je-li lineární transformae � 2 L(Un ;Un) reprezentovánav jisté ortonormální bázi (e1; : : : ; en) unitární matií, pak je reprezentována unitárnímatií v ka¾dé ortonormální bázi.Návod: Vyu¾ijte vztahu (4.15) pro matie A;A0 reprezentujíí lineární transformai �v rùznýh bázíh. Uva¾ujte, ¾e matie pøehodu T mezi dvìma ortonormálními bázemije unitární a uka¾te, ¾e v pøípadì unitárnosti matieA je unitární i matieA0 = TAT�1.Proveïte výpoèet matie (A)0�1 a uka¾te, ¾e (A)0�1 = (A)0T.(3) Zdùvodnìte, proè je pojem unitárnosti resp. ortogonality lineární transformae závislýna konkrétní volbì skalárního souèinu (mluvíme o unitárnosti resp. ortogonalitì lineárnítransformae vzhledem ke zvolenému skalárnímu souèinu).Návod: Pøedpokládejte, ¾e ve vektorovém prostoru Vn jsou uva¾ovány dvì mo¾nostivolby skalárního souèinu ( ; ) a ( ; )0. Neh» (e1; : : : ; en) je báze ortonormální vzhledemk ( ; ) a (e01; : : : ; e0n) báze ortonormální vzhledem k ( ; )0. Obenì tedy matie pøehoduod báze (e1; : : : ; en) k bázi (e01; : : : ; e0n) není unitární. K dal¹í úvaze pou¾ijte vìtu 4.16.(4) Neh» je skalární souèin v Un reprezentován v obené bázi (e1; : : : ; en) matiíG (viz od-stave 4.3). Neh» � 2 L(Un ;Un) je vzhledem ke zvolenému skalárnímu souèinu unitárnía v bázi (e1; : : : ; en) reprezentována matií A. Zjistìte vztah mezi matiemi A�1 a AT�.Návod: Pou¾itím vztahu (4.3) vyjádøete skalární souèiny (�(a); �(b)) a (a; b) pro libo-volné vektory a; b 2 Un a porovnejte.Výsledek: A�1 = GAT�G�1(5) Doka¾te vìtu 4.17.Návod: U¾ijte vìt 4.12 a 4.16.(6) Neh» � 2 L(Un ;Un) je unitární lineární transformae, � 2 C . Jakou podmínku je tøebaklást na èíslo �, aby lineární transfomae �� byla unitární?Návod: Vyu¾ijte de�nie unitární transformae.7.2 Samoadjungovaná a symetriká lineární trans-formae; spektrální reprezentaeVìta 7.4. Neh» Un je unitární prostor, � 2 L(Un ;Un) lineární transformae. Pak exis-tuje právì jedna lineární transformae �+ 2 L(Un ;Un) taková, ¾e pro libovolné vektorya; b 2 Un platí (�(a); b) = (a; �+(b)).



Kapitola 7. Lineární transformae v prostoreh se skalárním souèinem 101Dùkaz: K dùkazu vyu¾ijeme skuteènosti, ¾e ka¾dá lineární transformae ve vektorovémprostoru Vn je v dané bázi reprezentována jednoznaènì urèenou matií øádu n. Neh»(e1; : : : ; en) je báze v unitárním prostoru Un , a = �iei, b = �jej 2 Un libovolnì zvolenévektory, A = (�ij), i; j 2 f1; : : : ; ng matie, která reprezentuje lineární transformai� v dané bázi. Matii reprezentujíí hledanou lineární transformai �+ v té¾e bázioznaème A+. Skalární souèin neh» je v bázi (e1; : : : ; en) reprezentován matií G. Pakpodle vztahu (4.3)(�(a); b) = (�)AG(�)T� (a; �+(b)) = (�)GA+T�(�)T�:Na základì po¾adavku (�(a); b) = (a; �+(b)) pro libovolné vektory a; b 2 Un dostávámepro matie A;A+ vztah AG = GA+T a odtudA+ = (G�1AG)T� (7.2)Vztahem (4.26) je zadána právì jedna ètverová matie A+, která reprezentuje hledanoulineární transformai �+ v bázi (r1; : : : ; en). }Poznámka: Jestli¾e je (e1; : : : ; en) bází ortonormální, pak G = E a ze vztahu (4.26)vyplývá rovnost A+ = AT�.Lineární transformai �+ nazýváme adjungovanou (sdru¾enou) k lineární transfor-mai � vzhledem ke zvolenému skalárnímu souèinu.Zvlá¹tní postavení v souvislosti s øe¹ením problému vlastníh hodnot a významnéfyzikální aplikae mají tzv. samoadjungované ("samy k sobì sdru¾ené") lineární trans-formae v Un . Samoadjungovaná lineární transformae je de�nována vztahem �+ = �,tj. (�(a); b) = (a; �(b)) 8a; b 2 Un (7.3)V pøípadì euklidovského prostoru E n je vztahem (4.27) de�nována tzv. symetriká li-neární transformae. Následujíí tvrzení je bezprodtøedním dùsledkem de�nie samoad-jungované lineární transformae a vztahu (4.26).Vìta 7.5. Lineární transformae � 2 L(Un ;Un) (resp. � 2 L(E n ; En) je samoadjun-govaná (resp. symetriká) právì tehdy, je-li reprezentována samoadjungovanou (resp.symetrikou) matií alespoò v jedné ortonormální bázi.Poznámka: Je-li � reprezentována v jisté ortonormální bázi (e1; : : : ; en) samoadjun-govanou matií, pak je reprezentována samoadjungovanou matií v ka¾dé ortonormálníbázi.Klíèovým výsledkem, týkajíím se samoadjungovanýh a symetrikýh lineárníhtransformaí, je existene jejih diagonální reprezentae, která je pøímým dùsledkemvìt 1.20 a 4.19.Vìta 7.6. Pro ka¾dou samoadjungovanou (resp. symetrikou) lineární transformaiv Un (resp. E n) existuje ortonormální báze, v ní¾ je tato transformae reprezentovánadiagonální matií.



102 7.2. Samoadjungovaná a symetriká lineární transformae; spektrální reprezentaeDùkaz: Z vìty 4.19 vyplývá, ¾e samoadjungovaná (resp. symetriká) lineární trans-formae je alespoò v jedné ortonormální bázi reprezentována samoadjungovanou (resp.symetrikou) matií. Ka¾dá samoadjungovaná matie nad C resp. ka¾dá symetriká ma-tie nad R je ov¹em matií normální, nebo» A = AT� ) AAT� = A2 = AT�A (resp.A = AT ) AAT = A2 = ATA) a podle vìty 1.20 ji tedy lze pøevést unitární (resp.ortogonální) podobnostní transformaí na diagonální tvar. Závìr dùkazu vyplývá ze sku-teènosti, ¾e unitární (resp. ortogonální) matie T pøevádí ortonormální bázi opìt v báziortonormální. }Vìta 4.20 spolu s vìtou 4.13 zaruèují existeni ortonormální báze v Un (resp. v E n),tvoøené vlastními vektory samoadjungované (resp. symetriké) lineární transformae �.Soustøeïme se nyní na úplné vyøe¹ení problému vlastníh hodnot a vlastníh vektorùsamoadjungované lineární transformae.Vìta 7.7. V¹ehny harakteristiké koøeny samoadjungované lineární transformae jsoureálné.Dùkaz: Neh» � 2 L(Un ;Un) je samoadjungovaná lineární transformae. Oznaème�0 její libovolný harakteristiký koøen. Podle vìty 4.12 je �0 také vlastní hodnotoudané transformae. Pøíslu¹ný vlastní vektor oznaème b, tj. �(b) = �0b. Platí: (�(b); b) =(b; �(b)) a tedy �0(b; b) = ��0(b; b). Vektor b je nenulový, a proto �0 = ��0, tj. �0 2 R.Stejné tvrzení platí i pro symetrikou lineární transformai, tj. � 2 L(E n ; En), v dùsledkuèeho¾ je ka¾dý její harakteristiký koøen souèasnì její vlastní hodnotou. }Vìta 7.8. Neh» � 2 L(Un ;Un) resp. � 2 (En ; En) je samoadjungovaná resp. symetrikálineární transformae. Platí(i) Vlastní vektory pøíslu¹né navzájem rùzným vlastním hodnotám jsou ortogonální.(ii) Vlastní vektory pøíslu¹né k-násobnému harakteristikému koøenu �0 generujív Un resp. E n vektorový podprostor dimenze k.Dùkaz: (i) Neh» �1 6= �2 jsou rùzné vlastní hodnoty samoadjungované resp. syme-triké lineární transformae �. Pak �1; �2 2 R. Odpovídajíí vlastní vektory oznaèmeb1; b2 (b1 resp. b2 je libovolný z vlastníh vektorù pøíslu¹nýh hodnotì �1 resp. �2).Rovnii �(b1) = �1b1 vynásobíme skalárnì vektorem b2 zprava a rovnii �(b2) = �2b2vektorem b1 zleva:Odeètením tìhto rovností s vyu¾itím samoadjungovanosti lineární transformae � do-stáváme (�1 � �2)(b1; b2) = 0, a proto¾e je �1 6= �2, je (b1; b2) = 0. Vektory b1 a b2 jsoutedy ortogonální.(ii) Neh» �0 je k-násobný harakteristiký koøen, tj. vlastní hodnota samoadjungo-vané resp. symetriké lineární transformae �. Vzhledem k tomu, ¾e Jordanùv normálnítvar dané trasnformae je diagonální (vìta 4.20), je poèet invariatníh faktorù harak-teristiké transformae �� �id, obsahujííh koøenový èinitel (�� �0) roven násobnostikoøene �0, tj. èíslu k (�0 je nejvý¹e jednonásobným koøenem invariantníh faktorù). Podlevìty 4.14 generují vlastní vektory, které pøíslu¹í hodnotì �0, vektorový podprostor v Unresp. E n dimenze k.



Kapitola 7. Lineární transformae v prostoreh se skalárním souèinem 103}Vìta 4.22 dává pøímý návod, jak zkonstruovat v Un ortonormální bázi tvoøenouvlastními vektory dané samoadjungované lineární transformae: Neh» �1; : : : ; �r, 1 �r � n jsou navzájem rùzné harakteristiké koøeny s násobnostmi k1; : : : ; kr, 1 � ki � n,k1+ : : :+kr = n. Ka¾dé z hodnot �1; : : : ; �r pøíslu¹í vektorový podprostor Li, 1 � i � rdimenze ki, generovaný odpovídajíími vlastními vektory dané lineární transformae.Vìta 4.22 vede k následujíím tvrzením, týkajíím se podprostorù Li:(i) Podprostory Li; Lj jsou navzájem ortogonální pro v¹ehna i 6= j, tj. ka¾dý vektorpodprostoru Li je orotognální ke ka¾dému vektoru podprostoru Lj.(ii) L1 + L2 + : : : + Lr = Un . V jednotlivýh podprostoreh L1; : : : ; Lr lze volitortonormální báze z vlastníh vektorù transformae: L1 = [u(1)1 ; : : : ; u(1)k1 ℄; L2 =[u(2)1 ; : : : ; u(2)k2 ℄; : : : ; Lr = [u(r); : : : ; u(r)kr ℄. Vektory u(i)j ; 1 � j � ki; 1 � i � r generujíelý prostor Un a tvoøí v nìm ortonormální bázi.Zvolme nyní libovolný vektor a 2 Un a oznaème �i, i 2 f1; : : : ; rg, ortogonálníprojeke na jednotlivé podprostory (viz úloha (3) Cvièení 4.10). Platía = �1(a) + : : :+ �r(a) �(a) = �(�1(a)) + : : :+ �(�r(a)):Ka¾dý vektor �i(a) 2 Li je vlastním vektorem lineární transformae � a pøíslu¹í vlastníhodnotì �i. Je tedy nakone�(a) = �1�1(a) + : : :+ �r�r(a)a vzhledem k libovolnosti vektoru a Un (úloha (6) Cvièení 4.12)� = �1�1 + : : :+ �r�r (7.4)Vztah (4.28) pøedstavuje tzv. spektrální reprezentai dané samoadjungované lineárnítransformae �. Spektrální reprezentaí transformae � je tedy nazván její rozkladdo tvaru lineární kombinae ortogonálníh projekí na podprostory jejíh vlastníh vek-torù, pøièem¾ koe�ienty lineární kombinae jsou pøíslu¹né vlastní hodnoty.Je-li � zadána v ortonormální bázi (e1; : : : ; en) pomoí reprezentujíí matie A, pakvztah (4.28) dáváA = �1P1 + : : :+ �rPr = �1CT�1 C1 + : : :+ �rCT�r Cr (7.5)kde Pi = CT�i Ci, i 2 f1; : : : ; rg je matie projeke �i v bázi (e1; : : : ; en);Ci je matietvoøená slo¾kami vektorù u(i)1 ; : : : ; u(i)ki , generujíí podprostor Li, zadaný rovnì¾ v bázi(e1; : : : ; en) (viz vztah (4.10)). Vztah (4.29) umo¾òuje vyjádøit spektrální reprezentaisamoadjungované lineární transformae � v dané bázi na základì znalosti mati Ci, tj.vy¾aduje kompletní vyøe¹ení problému vlastníh hodnot a vektorù.Vlastností projekí �i lze v¹ak vyu¾ít k jejih pøímému vyjádøení pomoí �, ani¾byhom poèítali slo¾ky vlastníh vektorù: Vyjdeme z vyjádøení spektrální reprezentae



104 7.2. Samoadjungovaná a symetriká lineární transformae; spektrální reprezentae(4.28) a ze zøejmé rovnosti �1 + : : :+ �r = id. Tuto rovnost postupnì vynásobíme èísly�1; : : : ; �r�1 a odeèteme od (4.28). Dostaneme:�� �1id = (�2 � �1)�2 + : : :+ (�r � �1)�r�� �2id = (�1 � �2)�1 + �3 � �2 + : : :+ (�r � �2)�r...�� �r�1id = (�1 � �r�1)�2 + : : :+ (�r�2 � �r�1)�r�2 + (�r � �r�1)�r�1V¹imnìme si, ¾e v i-tém z tìhto (r�1) vztahù, kde i probíhá hodnoty f1; : : : ; r�1g,hybí na pravé stranì i-tá projeke. Jestli¾e provedeme kompozii v¹eh uvedenýh rov-ností (ve smyslu kompozie lineárníh transformaí) a uvá¾íme platnost dal¹ího zøejméhovztahu pro projeke �i Æ �j = �iÆij (odstave 4.10), dostaneme(�� �1id) Æ (�� �2id) Æ : : : Æ (�� �r�1id) = (�r � �1)(�r � �2) : : : (�r � �r�1)�rV¹ehny hodnoty �1; : : : ; �r jsou navzájem rùzné, máme tedy expliitní vyjádøení pro-jeke �r: �r = (�� �1id) Æ (�� �2id) Æ : : : Æ (�� �r�1id)(�r � �1)(�r � �2) : : : (�r � �r�1) (7.6)a v bázi Pr = Qr�1i=1 (A� �iE)Qr�1i=1 (�r � �i) (7.7)(Znak Q v èitateli má význam matiového souèinu.)Analogikým zpùsobem lze získat vyjádøení ostatníh projekí. Výsledné výrazy majítvar (pro i 2 f1; : : : ; rg):�i = (�� �1id) Æ : : : Æ (�� �i�1id) Æ (�� �i+1id) Æ : : : Æ (�� �rid)(�i � �) : : : (�i � �i�1)(�i � �i+1) : : : (�i � �r) (7.8)Pi = Q0rj=1(A� �jE)Q0rj=1(�i � �j) (7.9)Symbol Q0 znaèí souèin s vyneháním indexu j = i. V èitateli je opìt souèin matiový.Pøíklad 1: Najdeme spektální reprezentai symetriké lineární transformae � 2 L(E4; E4)reprezentované v ortonormální bázi (e1; : : : ; e4) matií A:A = 0BB� 1 1 1 11 1 �1 �11 �1 1 �11 �1 �1 1 1CCA(viz úloha (5v) Cvièení 4.11). Spektrum je tvoøeno hodnotami �1 = 2 o násobnosti k1 = 3a �2 = �2 o násobnosti k2 = 1. Podprostory vlastníh vektorù: L1 = [(1; 1; 0; 0); (1; 0; 1; 0); (1; 0; 0; 1)℄; L2 =



Kapitola 7. Lineární transformae v prostoreh se skalárním souèinem 105[(1;�1;�1;�1)℄. V L1 utvoøíme ortonormální bázi ortogonalizaèním proesem (pro-veïte), v L2 vektor báze normujeme. Dostáváme pakP1 = 0BB� 1p2 1p6 12p31p2 � 1p6 � 12p30 p 13 � 12p30 0 p32 1CCA0� 1p2 1p2 0 01p6 � 1p6 p 23 012p3 � 12p3 � 12p3 p32 1A = 0BB� 34 14 14 1414 34 � 14 � 1414 � 14 34 � 1414 � 14 � 14 34 1CCA
P2 = 0BB� 12� 12� 12� 12 1CCA� 12 � 12 � 12 � 12 � = 0BB� 14 � 14 � 14 � 14� 14 14 14 14� 14 14 14 14� 14 14 14 14 1CCAU¾itím vztahu (4.31 b) provedeme kontrolu:P1 = A� �2E�1 � �2 = 140BB� 3 1 1 11 3 �1 �11 �1 3 �11 �1 �1 3 1CCAP2 = A� �1E�2 � �1 = �14 0BB� �1 1 1 11 �1 �1 �11 �1 �1 �11 �1 �1 �1 1CCADal¹í kontrolu správnosti výpoètu je ovìøení vztahu A = �1P1+�2P2 = 2:P1+(�2):P2.Tento vztah je splnìn.Cvièení 7.2(1) Zdùvodnìte, proè je pojem sdru¾ené lineární transformae závislý na volbì konkrétníhoskalárního souèinu v Un .Návod: Diskutujte vztah (4.26).(2) Neh» �+ 2 L(Un ;Un) pøedstavuje transformai sdru¾enou k � 2 L(Un ;Un). Uka¾te, ¾epojem sdru¾enosti je vzájemný, tj. � je sdru¾ená k �+.Návod: U¾itím de�nie sdru¾ené lineární tranformae a symetrie skalárního souèinuuka¾te, ¾e (�+)+ = �. (Upravujte skalární souèin (�+(a); b) a uka¾te, ¾e je roven (a; �(b)).(3) Neh» �; �+ 2 L(Un ;Un) jsou navzájem sdru¾ené lineární transformae. Zjistìte, jaký jevztah mezi jejih spektry a soubory vlastníh vektorù. Diskusi proveïte pro unitární pro-stor (Un nad C ) a provìøte, zda je získaný výsledek v souhlasu s pøípadem euklidovskéhoprostoru (En nad R).Návod: (i) Vlastní hodnoty: Neh» �; �+ 2 L(Un ;Un) jsou v ortonormální bázi (e1; : : : ; en)reprezentovány matiemi A;A+. U¾ijte vztahu (4.26) pro G = E a uka¾te, ¾e jestli¾eje èíslo �0 koøenem harakteristikého polynomu lineární transformae �, tj. polynomudet(A��E), je èíslo ��0 koøenem harakteristikého polynomu lineární transformae �+,tj. polynomu det(A+ � �E) vèetnì násobnosti. (Upravujte polynom (det(A � �E))�.)Pro �; �+ 2 L(En ; En) odpadá operae �, tak¾e harakteristiké polynomy pøíslu¹né � a



106 7.2. Samoadjungovaná a symetriká lineární transformae; spektrální reprezentae�+ jsou stejné, mají tedy stejné harakteristiké koøeny. Tento výsledek není v rozporus pøedhozím, nebo» det(A � �E) je v pøípadì E n polynomem s reálnými koe�ienty,který s ka¾dým komplexním koøenem má za koøen souèasnì èíslo komplexnì sdru¾ené.Naví je spektrum tvoøenou pouze tìmi harakteristikými koøeny, které jsou reálné.(ii) Vlastní vektory: Oznaète jako a vlastní vektor lineární ransformae �, který je jed-ním z vlastníh vektorù pøíslu¹nýh hodnotì �a a b analogiky jeden z vlastníh vektorùlineární transformae �+ pøíslu¹ný vlastní hodnotì �+b . Pøímým výpoètem uka¾te, ¾ez rovnosti (�(a); b) = (a; �+(b)) vyplývá, ¾e (�a � �+�b )(a; b) = 0 a s vyu¾itím výsledku(i) diskutujte obì mo¾nosti, pøi kterýh uvedená rovnost mù¾e nastat.(4) Doka¾te: Lineární transformae � 2 L(Un ;Un) je samoadjungovaná právì tehdy, jestli¾epro alespoò jednu bázi (e1; : : : ; en) v Un platí (�(ei); ej) = (ei; �(ej)) pro v¹ehna i; j 2f1; : : : ; ng.Návod: Zvolte libovolné vektory a; b 2 Un a vyjádøete je jako lineární kombinae báze.Vyu¾ijte vztahu (4.27).(5) Je-li lineární transformae � 2 L(Un ;Un) reprezentována v ortonormální bázi (e1; : : : ; en)samoadjungovanou matií, pak je reprezentována samoadjungovanou matií v ka¾dé or-tonormální bázi v Un . Doka¾te.Návod: Pøedpokládejte samoadjungovanost matie A a výpoètem A0T� doka¾te samo-adjungovanost matie A0 = TAT�1, kde T je unitární matie.(6) Proveïte dùkaz vìty 4.20 pøímou konstrukí báze tvoøené vlastními vektory samoadjun-gované lineární transformae.Návod: Pøedpokládejte, ¾e � 2 L(Un ;Un) je samoadjungovaná. Dùkaz veïte matema-tikou indukí vzhledem k dimenzi n prostoru Un takto:(i) n=1; uvìdomte si øe¹ení problému vlastníh vektorù libovolné transformae v pro-storu dimenze 1.(ii) Indukèní pøedpoklad: Pøedpokládejte platnost vìty 4.20 pro (n� 1).(iii) Dùkaz pro n: Oznaète Ln�1 � Un(n � 1)-rozmìrný podprostor v Un . Ortonor-mální bázi v Ln�1 tvoøenou vlastními vektory lineární transformae � oznaète jako(e2; : : : ; en). (Poznámka: Uka¾te nejprve, ¾e �(Ln�1) � Ln�1; toto tvrzení platípro libovolnou lineární transformai ve Vn, existene ortonormální báze (e2; : : : ; en)v Ln�1 je pak zaji¹tìna indukèním pøedpokladem.) Dále oznaète L1 ortogonálnídoplnìk podprostoru Ln�1 v Un a (e1; e2; : : : ; en) ortonormální bázi v Un (bázi(e2; : : : ; en) doplníte normovaným vektorem e1, pro který je L1 = [e1℄). Nyní jetøeba ukázat, ¾e e1 je vlastním vektorem lineární transformae �: Vyu¾itím samo-adjungovanosti � uka¾te, ¾e (�(e1); ei) = 0 pro ka¾dé i 2 f2; : : : ; ng. Zdùvodnìte,proè z této rovnosti vyplývá, ¾e e1 je vlastním vektorem �.



Kapitola 7. Lineární transformae v prostoreh se skalárním souèinem 107(7) Doka¾te, ¾e pro pøípad euklidovského prostoru platí ve vìtì 4.20 i obráené tvrzení: Neh»� 2 L(E n ; En) je lineární transformae. Jestli¾e v E n existuje alespoò jedna ortonormálníbáze, v ní¾ je � reprezentována diagonální matií, pak je � symetriká. Zdùvodnìte, proètoto obráné tvrzení neplatí pro pøípad unitárního prostoru.Návod: Pøedpokládejte, ¾e daná lineární transformae � je v ortonormální bázi (e1; : : : ; en)v E n reprezentována diagonální matií D. Doka¾te, ¾e matie A = TDT�1 je symet-riká v pøípadì libovolné ortogonální matie T (vypoètìte AT ). Jiná mo¾nost dùkazuspoèívá v pøímém vyu¾ití vìty 4.19. Pro pøípad Un si uvìdomte, ¾e diagonální matienemusí být nutnì samoadjungovaná.(8) Neh» Vn je vektorový prostor nad R. Doka¾te následujíí tvrzení: Je-li lineární transfor-mae � 2 L(Vn;Vn) reprezentována alespoò v jedné bázi (e1; : : : ; en) diaonální matií,pak ve Vn lze zvolit skalární souèin tak, aby � byla vzhledem k nìmu symetriká. Zo-benìte toto tvrzení na pøípad prostoru Vn nad C s tím, ¾e na diagonální reprezentujíímatii polo¾íte dodateèný po¾adavek.Návod: Vyu¾ijte výsledku pøedhozí úlohy a vìty 4.5.(9) Podle návodu naznaèeného v textu odstave 4.15 proveïte podrobné odvození vztahù(4.31 a).(10) Samoadjungované lineární transformae jsou v ortonormální bázi (e1; : : : ; en) v Un za-dány svými reprezentujíími matiemi. Najdìte jejih spektrální reprezentae (i) u¾itímvztahù (4.29), (ii) u¾itím vztahù (4.31 a).(i)� 1 �ii 1 � (ii)0� 1 0 �i0 1 0i 0 1 1A (iii)� 9 �2�2 6 �(iv)0� 1 1 31 5 13 1 1 1A (v)0BB� 0 1 0 01 0 0 00 0 0 i0 0 �i 0 1CCA (vi)0BB� 0 1 1 �11 0 �1 11 �1 0 1�1 1 1 0 1CCA(vii)0BB� 1 �1 0 0�1 1 0 00 0 �1 10 0 1 �1 1CCA (viii)0BB� 0 0 4 10 0 1 44 1 0 01 4 0 0 1CCA(ix)0BB� 0 1 0 01 0 0 00 0 0 10 0 1 0 1CCA (x)0BB� 1 1 0 �11 1 �1 00 �1 1 1�1 0 1 1 1CCA(xi)0� 2 �2 1�2 1 �20 �2 0 1A (xii)0� 1 �2 0�2 2 �20 �2 3 1A (xiii)0BB� 2 �2 0 1�2 2 1 00 1 2 �21 0 �2 2 1CCA



108 7.2. Samoadjungovaná a symetriká lineární transformae; spektrální reprezentae(xiv)0� 3 2 02 4 �20 �2 5 1A (xv)0� 5 �2 �2�2 6 0�2 0 4 1A (xvi)0� 1 �2 2�2 �2 42 4 �2 1AVýsledky: (i) �1 = 0; k1 = 1; L1 = [(� ip2 ; 1p2)℄�2 = 2; k2 = 1; L2 = [( ip2 ; 1p2)℄P1 = 12 � 1 i�i 1 � P2 = 12 � 1 �ii 1 �(ii) �1 = 0; k1 = 1; L1 = [(� ip2 ; 0; 1p2)℄�2 = 1; k2 = 1; L2 = [(0; 1; 0)℄�3 = 2; k3 = 1; L3 = [( ip2 ; 0; 1p2)℄120� 1 0 i0 0 0�i 0 1 1A 0� 0 0 00 1 00 0 0 1A 12 0� 1 0 �i0 0 0i 0 1 1A(iii) �1 = 5; k1 = 1; L1 = [( 1p5 ; 2p5)℄�2 = 10; k2 = 1; L2 = [(� 2p5 ; 1p5)℄P1 = 15 � 1 22 4 � P2 = 15 � 4 �2�2 1 �(iv) �1 = �2; k1 = 1; L1 = [( 1p2 ; 0;� 1p2)℄�2 = 3; k2 = 1; L2 = [( 1p3 ;� 1p3 ; 1p3)℄�3 = 6; k3 = 1; L3 = [( 1p6 ; 2p6 ; 1p6)℄P1 = 120� 1 0 �10 0 0�1 0 1 1A P2 = 130� 1 �1 1�1 1 �11 �1 1 1A P3 = 160� 1 2 12 4 21 2 1 1A(v) �1 = 1; k = 2; L1 = [( 1p2 ; 1p2 ; 0; 0)(0; 0;� ip2; 1p2 )℄�2 = �1; k2 = 2; L2 = [( 1p2 ;� 1p2 ; 0; 0)(0; 0; ip2 ; 1p2)℄P1 = 120BB� 1 1 0 01 1 0 00 0 1 i0 0 �i 1 1CCA P2 = 120BB� 1 �1 0 0�1 1 0 00 0 1 �i0 0 i 1 1CCA(vi) �1 = 1; k = 3; L1 = [( 1p2 ; 1p2 ; 0; 0); ( 1p6 ;� 1p6 ;q23 ; 0); (� 12p3 ; 12p3 ; 12p3 ; 32p3)℄�2 = �3; k2 = 1; L2 = [(12 ;�12 ;�12 ;�12)℄



Kapitola 7. Lineární transformae v prostoreh se skalárním souèinem 109P1 = 140BB� 3 1 1 �11 3 �1 11 �1 3 1�1 1 1 3 1CCA P2 = 140BB� 1 �1 �1 1�1 1 1 �1�1 1 1 �11 �1 �1 1 1CCA(vii) �1 = 0; k1 = 2; L1 = [( 1p2 ; 1p2 ; 0; 0)(0; 0; 1p2 ; 1p2)℄�2 = �2; k2 = 1; L2 = [(0; 0; 1p2 ;� 1p2)℄�3 = 2; k3 = 1; L3 = [( 1p2 ;� 1p2 ; 0; 0)℄P1 = 12 0BB� 1 1 0 01 1 0 00 0 1 10 0 1 1 1CCA P2 = 12 0BB� 0 0 0 00 0 0 00 0 1 �10 0 �1 1 1CCA P3 = 12 0BB� 1 �1 0 0�1 1 0 00 0 0 00 0 0 0 1CCA(viii) �1 = 5; k1 = 1; L1 = [(12 ; 12 ; 12 ; 12)℄�2 = �5; k2 = 1; L2 = [(�12 ;�12 ; 12 ; 12)℄�3 = 3; k3 = 1; L3 = [(�12 ; 12 ;�12 ; 12)℄�4 = �3; k4 = 1; L4 = [(12 ;�12 ;�12 ; 12)℄14 0BB� 1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1 1CCA 14 0BB� 1 1 �1 �11 1 �1 �1�1 �1 1 1�1 �1 1 1 1CCA140BB� 1 �1 1 �1�1 1 �1 11 �1 1 �1�1 1 �1 1 1CCA 140BB� 1 �1 �1 1�1 1 1 �1�1 1 1 �11 �1 �1 1 1CCA(ix) �1 = 1; k = 2; L1 = [( 1p2 ; 1p2 ; 0; 0); (0; 0; 1p2 ; 1p2)℄�2 = �1; k2 = 2; L2 = [( 1p2 ;� 1p2 ; 0; 0); (0; 0; 1p2 ;� 1p2)℄P1 = 120BB� 1 1 0 01 1 0 00 0 1 10 0 1 1 1CCA P2 = 12 0BB� 1 �1 0 0�1 1 0 00 0 1 �10 0 �1 1 1CCA(x) �1 = 1; k1 = 2; L1 = [( 1p2 ; 0; 1p2 ; 0); (0; 1p2 ; 0; 1p2)℄�2 = �1; k2 = 1; L2 = [(12 ;�12 ;�12 ; 12)℄�3 = 3; k3 = 1; L3 = [(12 ; 12 ;�12 ;�12)℄P1 = 12 0BB� 1 0 1 00 1 0 11 0 1 00 1 0 1 1CCA P2 = 140BB� 1 �1 �1 1�1 1 1 �1�1 1 1 �11 �1 �1 1 1CCA P3 = 14 0BB� 1 1 �1 �11 1 �1 �1�1 �1 1 1�1 �1 1 1 1CCA(xi) �1 = 1; k1 = 1; L1 = [(23 ; 13 ;�23)℄�2 = �2; k2 = 1; L2 = [(13 ; 23 ; 23)℄�3 = 4; k3 = 1; L3 = [(23 ;�23 ; 13)℄



110 7.2. Samoadjungovaná a symetriká lineární transformae; spektrální reprezentae190� 4 2 �42 1 �2�4 �2 4 1A 19 0� 1 2 22 4 42 4 4 1A 190� 4 �4 2�4 4 �22 �2 1 1A(xii) �1 = �1; k1 = 1; L1 = [(23 ; 23 ; 13)℄�2 = 2; k2 = 1; L2 = [(�23 ; 13 ; 23)℄�3 = 5; k3 = 1; L3 = [(13 ;�23 ; 23)℄190� 4 4 24 4 22 2 1 1A 190� 4 �2 �4�2 1 2�4 2 4 1A 190� 1 �2 2�2 4 �42 �4 4 1A(xiii) �1 = 1; k1 = 1; L1 = [(12 ; 12 ; 12 ; 12)℄�2 = �1; k2 = 1; L2 = [(�12 ;�12 ; 12 ; 12)℄�3 = 5; k3 = 1; L3 = [(12 ;�12 ;�12 ; 12)℄�4 = 3; k4 = 1; L4 = [(12 ;�12 ; 12 ;�12)℄140BB� 1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1 1CCA 140BB� 1 1 �1 �11 1 �1 �1�1 �1 1 1�1 �1 1 1 1CCA140BB� 1 �1 �1 1�1 1 1 �1�1 1 1 �11 �1 �1 1 1CCA 140BB� 1 �1 1 �1�1 1 �1 11 �1 1 �1�1 1 �1 1 1CCA(xiv) �1 = 1; k1 = 1; L1 = [(�23 ; 23 ; 13)℄�2 = 4; k2 = 1; L2 = [(23 ; 13 ; 23)℄�3 = 7; k3 = 1; L3 = [(13 ; 23 ;�23)℄190� 4 �4 �2�4 4 2�2 2 1 1A 19 0� 4 2 42 1 24 2 4 1A 190� 1 2 �22 4 �4�2 �4 4 1A(xv) �1 = 2; k1 = 1; L1 = [(23 ; 13 ; 23)℄�2 = 5; k2 = 1; L2 = [(13 ; 23 ;�23)℄�3 = 8; k3 = 1; L3 = [(�23 ; 23 ; 13)℄19 0� 4 2 42 1 24 2 4 1A 190� 1 2 �22 4 �42 �4 4 1A 190� 4 �4 �2�4 4 22 2 1 1A(xvi) �1 = 2; k1 = 2; L1 = [(0; 1p2 ; 1p2); ( 43p2 ;� 13p2 ; 13p2)℄�2 = �7; k2 = 1; L2 = [(13 ; 23 ;�23)℄P1 = 190� 8 �2 2�2 5 42 4 5 1A P2 = 19 0� 1 2 �22 4 �4�2 �4 4 1A



Kapitola 7. Lineární transformae v prostoreh se skalárním souèinem 111(11) Neh» L � Un je libovolný vektorový podprostor v Un a �L ortogonální projeke na L,�L 2 L(Un ;Un). Doka¾te, ¾e �L je samoadjungovaná.Návod: Oznaète jako L0 ortogonální doplnìk podprostoru L v Un . Rozklad libovolnéhovektoru a 2 Un na souèet tvaru a = aL + aL0 , aL 2 L, aL0 2 L0 je jednoznaèný. Urèetehodnotu skalárního souèinu (aL; aL0). Zvolte vektory a; b 2 Un libovolnì, a = aL + aL0 ,b = bL+ bL0 . Vypoètìte skalární souèiny (�L(a); b) a (a; �L(b)) a uka¾te, ¾e �L vyhovujede�nii samoadjungované lineární transformae.(12) Øe¹te problém vlastníh hodnot ortogonální projeke �L, L je vektorovým podprostoremv Un .Návod: Vyu¾ijte rozkladu vektoru a 2 Un do tvaru souètu a = aL + aL0 , aL 2 L,aL0 2 L0, kde L je ortogonální doplnìk podprostoru L v Un a de�nie ortogonálníprojeke.Výsledek: Ka¾dý vektor b 2 L je vlastním vektorem projeke �L pøíslu¹ným vlastníhodnotì � = 1, ka¾dý vektor  2 L0 je vlastním vektorem projeke �L pøíslu¹ným vlastníhodnotì �0 = 0.(13) Neh» �;  2 L(Un ;Un) jsou samoadjungované lineární transformae. Zjistìte podmínkynutné a postaèujíí pro to, aby lineární transformae (�+ ) resp. ��, � 2 C resp. � Æ byla samoadjungovaná. Toté¾ proveïte pro pøípad symetrikýh lineárníh transformaí� a  v En .Návod: Vyjádøete pøímo z de�nie samoadjungované lineární transformae v Un resp.symetiké lineární transformae v E n .Výsledek: Souèet samoadjungovanýh (resp. symetrikýh) lineárníh transformaív Un (resp. v En) je samoadjungovaná (resp. symetriká) lineární transformae v Un(resp. v En). Skalární násobek samoadjungované transformae v Un je samoadjungo-vanou lineární transformaí v Un právì tehdy, je-li skalár reálným èíslem. V E n je ska-lární násobek symetriké lineární transformae rovnì¾ symetrikou lineární transformaív E n . Slo¾ení dvou samoadjungovanýh (resp. symetrikýh) lineárníh transformaív Un (resp. v En) je samoadjungovanou lineární transformaí v Un (resp. symetrikoulineární transformaí v E n) právì tehdy, jestli¾e dané lineární transformae � a  ko-mutují, tj. je-li � Æ  =  Æ �.



Kapitola 8Problém vlastníh hodnotV této kapitole se budeme zabývat dal¹ími vlastnostmi lineárníh transformaívektorového prostoru Vn do sebe. Víme, ¾e ka¾dá lineární transformae � 2L(Vn;Vn) je v pevnì zvolené bázi (e1; : : : ; en) vektorového prostoru Vn repre-zentována ètverovou matií øádu n, pøièem¾ matie reprezentujíí tuté¾ lineárnítransformai v rùznýh bázíh jsou podobné. Souèasnì jsme v odstavi 1.9 for-mulovali kritéria pro to, aby daná ètverová matie byla podobná jisté Jordanovìmatii, ve speiálním pøípadì matii diagonální. Lze pøirozenì oèekávat, ¾e i báze,v ní¾ bude lineární transformae reprezentována takovou matií speiálního tvaru,bude jistým zpùsobem pro danou lineární transformai harakteristiká. Nalezenítakové báze je úze spjato s problematikou tzv. vlastníh hodnot a vlastníh vek-torù lineární transformae.
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Kapitola 8. Problém vlastníh hodnot 1138.1 Vlastní hodnoty a vlastní vektory lineární trans-formae ve VnNeh» Vn je vektorový prostor nad P (R = C nebo R), � 2 L(Vn;Vn) lineární transfor-mae ve Vn. Nenulový vektor b 2 Vn nazveme vlastním vektorem lineární transformae�, jestli¾e existuje èíslo �0 2 P takové, ¾e platí�(b) = �0b (8.1)Je-li b vlastním vektorem transformae �, je èíslo �0 urèeno jednoznaènì a nazývá sevlastní hodnotou lineární transformae �, pøíslu¹nou vlastnímu vektoru b.Poznámka: Je-li b nulový vektor, je rovnost (4.20) splnìna pro libovolné �0, protonulový vektor nepova¾ujeme za vlastní.Soubor vlastníh hodnot lineární transformae � nazýváme jejím spektrem.Pøíklad 1: Zabývejme se problémem vlastníh vektorù lineárníh transformaí z pøí-kladu 15. Tyto transformae mají velmi názornou interpretai:(i) Vlastním vektorem nulové transformae o 2 L(Vn;Vn) je rovnì¾ ka¾dý nenulovývektor b 2 Vn, pøíslu¹ná vlastní hodnota je v¾dy nulová.(ii) Vlastním vektorem identiké transformae id 2 L(Vn;Vn) je rovnì¾ ka¾dý nenu-lový vektor b 2 Vn, pøíslu¹nou vlastní hodnotou je v¾dy èíslo 1.(iii) Neh» �L;L0 je projeke (viz odstave 4.10). Pro ka¾dý vektor b 2 L platí�L;L0(b) = b, ka¾dý vektor b 2 L je tedy vlastním vektorem projeke �L;L0 pøíslu¹nýmvlastní hodnotì 1. Pro b0 2 L0 je �L;L0(b0) = o, je tedy i ka¾dý vektor b0 2 L0 vlastnímvektorem projeke �L;L0, pøíslu¹nou vlastní hodnotou je èíslo 0.Zabývejme se nyní problémem praktikého nalezení vlastníh hodnot a vlastníh vek-torù dané lineární transformae. Jako obvykle budeme praovat v libovolné, ale pevnìzvolené bázi (e1; : : : ; en) v prostoru Vn. Neh» b 2 Vn, tj. b = �iei, i 2 f1; : : : ; ng. Pod-mínka (4.20), vyjadøujíí po¾adavek, aby b byl vlastním vektorem lineární transformae� 2 L(Vn;Vn), má tvar �(�iei) = �0(�iei)) �i�(ei) = �0�iei:Oznaèíme-li A = (�jk), j; k 2 f1; : : : ; ng matii, která reprezentuje � v bázi (e1; : : : ; en),pak �(ei) = �jiej pro v¹ehna i 2 f1; : : : ; ng a z pøedhozíh vztahù dostáváme�i(�ji � �0Æji )ej = onebo matiovì (�)(A� �0E) = (0): (8.2)Vzhledem k lineární nezávislosti vektorù e1; : : : ; en reprezentuje tento vztah soustavurovni (�ji � �0Æji )�i = 0 (8.3)



114 8.1. Vlastní hodnoty a vlastní vektory lineární transformae ve Vnpro neznámé slo¾ky �1; : : : ; �n vlastního vektoru b. Jedná se o homogenní soustavun lineárníh rovni o n neznámýh, její¾ matie je (A � �0E)T. Nutnou a postaèujíípodmínkou pro to, aby tato soustava mìla netriviální øe¹ení (nenulový vektor) je nulovostmatie determinantu matie soustavy.det(A� �0E)T = det(A� �0E) = 0Tato podmínka je ov¹em splnìna právì tehdy, je-li èíslo �0 harakteristikým koøenemmatieA. Vzhledem k tomu, ¾e podobné matie mají stejné harakteristiké koøeny (vìta1.16), je zøejmé, ¾e soubor hodnot �0, pro nì¾ má soustava (4.21) netriviální øe¹ení, jenezávislý na volbì báze. Hovoøíme o harakteristikýh koøeneh lineární transformae�. Z tého¾ dùvodu lze také invariantní faktory e1(�); : : : ; en(�) matie A��E, nezávisléna bázi, pova¾ovat za harakteristiké pro danou lineární transformai �. Je-li P = C ,tj. uva¾ujeme-li o Vn jako o prostoru nad polem komplexníh èísel, je ka¾dý harakteris-tiký koøen lineární transformae � souèasnì její vlastní hodnotou a naopak. Pro pøípadvektorového prostoru nad polem reálnýh èísel, tj. P = R, mohou jako vlastní hodnotyslou¾it podle de�nie pouze reálné harakteristiké koøeny transformae �. Na základìtìhto úvah lze formulovat následujíí tvrzení:Vìta 8.1. Neh» Vn je vektorový prostor nad polem P, � 2 L(Vn;Vn) lineární transfor-mae ve Vn. Pro P = C je èíslo �0 2 C vlastní hodnotou lineární transformae � právìtehdy, je-li jejím harakteristikým koøenem. Je-li P = R, pak èíslo �0 2 R je vlastníhodnotou transformae � právì tehdy, je-li jejím reálným harakteristikým koøenem.Pøíklad 2: Pøedpokládejme, ¾e lineární transformae ve V2 je v bázi (e1; e2) reprezento-vána matií A = (�ji ), kde �11 = 1, �21 = 1, �12 = 0, �22 = 1. Najdeme její vlastní hodnotya vlastní vektory: det(A� �E) = det� 1�� 10 1�� � = 0) �1;2 = 1:Soustava (4.21) má pro tento pøípad tvar(�1; �2)� �11��1;2 �21�12 �22��1;2 � = (0; 0)) (�1; �2)� 0 10 0 � = (0; 0):Øe¹ení soustavy: (�1; �2) = (0; �2), kde �2 je libovolné èíslo. Vlastním vektorem danélineární transformae je tedy ka¾dý vektor kolineární s vektorem e2.Poznámka: Dvojnásobný harakteristiký koøen �1;2 = 1 je vlastní hodnotou � jakv pøípadì P = C , tak i v pøípadì P = R.Pøíklad 3: Neh» (e1; e2) je báze kolmýh jednotkovýh vektorù v euklidovské rovinì,lineární transformae � je de�nována jako rotae vektoru o úhel � (provìøte linearitu).Zøejmì je A = � os� sin�� sin� os� �



Kapitola 8. Problém vlastníh hodnot 115reprezentujíí matií transformae � v bázi (e1; e2). Rovnie pro harakteristiké koøeny(os� � �)2 + sin2 � = 0 není pøi obeném úhlu � splnìna pro ¾ádné reálné �. Pouzepro pøípad � = k� dostáváme � = (�1)k. Problém vlastníh hodnot má tedy øe¹eníjen pro � = k�. V takovém pøípadì je ov¹em ka¾dý vektor euklidovské roviny vlastnímvektorem dané lineární transformae � (provìøte). Tento výsledek má i pøirozenou geo-metrikou interpretai (vysvìtlete). Charakteristiké koøeny dané transformae existujípro libovolné �, jsou v¹ak obenì komplexní: �1;2 = os�� i sin�. Nemohou být protovlastními hodnotami lineární transformae ve vektorovém prostoru nad polem reálnýhèísel.Cvièení 8.1(1) Neh» � 2 L(Vn;Vn) je regulární. Doka¾te, ¾e èíslo � = 0 nemù¾e být vlastní hodnotoulineární transformae �.Návod: Tvrzení vyplývá bezprostøednì ze skuteènosti, ¾e jádro regulární lineární trans-formae obsahuje pouze nulový vektor.(2) Neh» � 2 L(Vn;Vn), Vn je vektorový prostor nad C . Neh» f(x) je polynom stupnì m.(a) Doka¾te, ¾e f(�) je rovnì¾ lineární transformaí ve Vn.(b) Urèete det f(A), je-li A libovolná z reprezentujííh mati lineární transformae �a znáte-li spektrum �.() Najdìte spektrum lineární transformae f(�).Návod: (a) Vyu¾ijte struktury prostoru L(Vn;Vn) a výsledku úlohy (5) Cvièení 4.9.(b) Neh» A je kterákoliv z reprezentujííh mati lineární transformae �, �1; : : : ; �rprvky spektra s násobnostmi k1; : : : ; kr. Zapi¹te rozklad harakteristikého polynomudet(A��E) na koøenové èinitele. Jsou-li �1; : : : ; �s koøeny polynomu f(x) s násobnostmil1; : : : ; ls, zapi¹te rozklad polynomu f(x) na koøenové èinitele a zámìnou x! A utvoøtematiový polynom f(A). Jeho determinant je souèinem determinantù (det(A� �iE))li,i 2 f1; : : : ; sg. Hodnotu det(A� �iE) zjistíte dosazením � = �i do rozkladu harakteris-tikého polynomu lineární transformae �.Výsledek: det f(A) = konst: sYi=1 rYj=1(�i � �j)li+kj = rYj=1 f(�j)kj :Spektrum lineární transformae f(�) tvoøí hodnoty f(�1); : : : ; f(�r) s násobnostmi k1; : : : ; kr.(3) Neh» �;  jsou lineární transgormae ve Vn nad C . Uka¾te, ¾e lineární transformae� Æ  a  Æ � mají stejné spektrum.



116 8.1. Vlastní hodnoty a vlastní vektory lineární transformae ve VnNávod: Uka¾te, ¾e lineární transformae � Æ  a  Æ � mají stejný harakteristikýpolynom, tj. det(AB � �E) = det(BA � �E), kde A resp. B je reprezentujíí matielineární transformae � resp.  v libovolnì zvolené bázi (e1; : : : ; en).(4) Doka¾te, ¾e ka¾dý vlastní vektor lineární transformae � 2 L(Vn;Vn) je vlastním vek-torem lineární transformae f(�), kde f je polynom.Návod: Pøedpokládejte, ¾e vektor b 2 Vn je vlastním vektorem lineární transformae�, tj. �(b) = �bb. Postupnou aplikaí operátoru � na tuto vektorovou rovnii uka¾te,¾e vektor b je i vlastním vektorem lineární transformae �m, kde m > 1 je libovolnépøirozené èíslo. Jaká je odpovídajíí vlastní hodnota? Dále urèete obraz vektoru b pøilineární tarnsformai f(�) = �0 + �1�+ � � �+ �k�k a uka¾te, ¾e b je vlastním vektoremtéto transformae, pøíslu¹ným vlastní hodnotì f(�b).(5) Urèete spektrum a vlastní vektory lineární transformae �, je-li v bázi (e1; : : : ; en) re-prezentována matií A. Ve v¹eh pøípadeh uva¾ujte vektorový prostor Vn nad C ivektorový prostor Vn nad R.(i)� 0 a�a 0 � (ii)0� 1 �1 00 1 �4�1 0 4 1A (iii)0� 0 1 12 0 �22 2 0 1A(iv)0� 4 4 0�1 0 0�2 �4 2 1A (v)0BB� 1 1 1 11 1 �1 �11 �1 1 �11 �1 �1 1 1CCA (vi)0BB� �7 2 �1 0�23 3 �8 110 �2 3 0�24 4 �7 1 1CCAVýsledek:(i) �1 = ia; b1 = (1;�i); L1 = [(1;�i)℄�2 = �ia; b2 = (1; i); L2 = [(1; i)℄(ii) �1 = 0; k1 = q1 = 1; L1 = [(1; 1; 1)℄�2 = 3; k2 = 2; q2 = 1; L2 = [(�2; 1; 4)℄(iii) �1 = 0; k1 = 3; q1 = 1; L1 = [(�2;�1; 1)℄(iv) �1 = 2; k1 = 3; q1 = 2; L1 = [(1; 2; 0); (1; 0; 1)℄(v) �1 = 2; k1 = 3; L1 = [(1; 1; 0; 0); (1; 0; 1; 0); (1; 0; 0; 1)℄�2 = �2; k2 = 1; L2 = [(1;�1;�1;�1)℄(vi) �1 = i; k1 = 2; �2 = �i; k2 = 2Nad R nemá øe¹ení (neexistují vlastní vektory).



Kapitola 8. Problém vlastníh hodnot 117(6) Doka¾te následujíí tvrzení: Stopa (tj. souèet v¹eh diagonálníh prvkù) v¹eh mati,reprezentujííh danou lineární transformai � 2 L(Vn;Vn) v rùznýh bázíh je stejnáa je rovna souètu v¹eh harakteristikýh koøenù dané lineární transformae vèetnìnásobnosti (ka¾dý harakteristiký koøen je do souètu zapoèítáván tolikrát, kolikrát èiníjeho násobnost).Návod: Stopa matie A = (�ji ) je TrA = �11+ : : :+�nn. Vypoètete stopu matie A0 =TAT�1 a doka¾te, ¾e je rovna stopì matieA. Vyu¾ijte rovnosti TT�1 = E. Skuteènost,¾e TrA = �1k1+ : : :+ �rkr, kde �1; : : : ; �r jsou navzájem rùzné harakteristiké koøenya k1; : : : ; kr jejih násobnosti, vyplývá z toho, ¾e matie A je podobná svému Jordanovunormálnímu tvaru.8.2 Kritéria existene diagonální reprezentae line-ární transformae � 2 L(Vn;Vn)Vìta 8.2. Lineární transformae � 2 L(Vn;Vn) je v bázi (e1; : : : ; en) reprezentovánadiagonální matií právì tehdy, jsou-li e1; : : : ; en vlastní vektory této lineární transfor-mae.Dùkaz: (i) Neh» e1; : : : ; en jsou vlastní vektory lineární transformae � a neh» tvoøíbázi ve Vn. Pak je �(ei) = �iei pro v¹ehna i 2 f1; : : : ; ng a reprezentujíí matie mátvar A = (aji ), aii = �i, aij = 0 pro i 6= j, pro i; j 2 f1; : : : ; ng .(ii) Pøedpokládejme, ¾e lineární transformae � je v bázi (e1; : : : ; en) reprezentovánadiagonální matií, prvky v diagonále oznaème �1; : : : ; �n. Z významu matie A vyplývá,¾e obrazy 1; : : : ; n vektorù báze e1; : : : ; en pøi transformai � mají tvar i = �(ei) =�iei pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; ng, tak¾e vektory e1; : : : ; en jsou vlastními vektory lineárnítransformae �. }Pou¾itelnost tohoto kritéria je vázána na vyøe¹ení otázky, za jakýh pøedpokladùje mo¾né z vlastníh vektorù dané lineární transformae vytvoøit bázi prostoru Vn.Odpovìï na tuto otázku vy¾aduje, abyhom se zabývali problémem, jak harakterizovatsoubor vlastníh vektorù pøíslu¹nýh té¾e vlastní hodnotì a soubor vlastníh vektorùpøíslu¹nýh rùzným vlastním hodnotám.Vìta 8.3. Neh» Vn je vektorový prostor nad C , � 2 L(Vn;Vn). Oznaème �1; : : : ; �rv¹ehny navzájem rùzné vlastní hodnoty lineární transformae �.(i) Neh» qp, 1 � p � r, znaèí poèet invariantníh faktorù transformae �, jejih¾koøenem je vlastní hodnota �p. Pak vlastní vektory lineární transformae �, kterépøíslu¹í vlastní hodnotì �p, generují vektorový podprostor Lp � Vn dimenze qp.(ii) Neh» b1; : : : ; bk jsou vlastní vektory lineární transformae �, pøíslu¹né na-vzájem rùzným vlastním hodnotám �1; : : : ; �k, 1 � k � r. (Jako vektor bi, i 2f1; : : : ; kg volíme libovolný z vlastníh vektorù pøíslu¹nýh hodnotì �i.) Pak vek-tory b1; : : : ; bk jsou lineárnì nezávislé.



1188.2. Kritéria existene diagonální reprezentae lineární transformae � 2 L(Vn;Vn)Dùkaz: (i) Charakteristiké koøeny transformae � jsou prvky C . Nad C tedy existujeJordanùv normální tvar mati, reprezentujííh danou lineární transformai v libovol-nýh bázíh (vìta 1.18). Neh» �1; : : : ; �r (r � n) jsou navzájem rùzné harakteristikékoøeny. Uva¾ujme o hodnotì �p, 1 � p � r. Je zøejmé, ¾e n-tie slo¾ek reprezentujííve zvolené bázi vlastní vektory pøíslu¹né hodnotì �p jsou øe¹ením soustavy rovni (4.21a) pro �0 = �p a podle vìty 3.4 vytváøejí vektorový podprostor dimenze (n� hp) v C n ,kde hp je hodnost matie soustavy (A��pE)T. Matie (A��pE) je ov¹em ekvivalentnímatii D(�p) = 0BB�e1(�p) 0e2(�p)0 en(�p)1CCA;v ní¾ e1(�); : : : ; en(�) jsou invariantní faktory harakteristiké matie (A � �E). Pøidosazení � = �p se v harakteristiké matii anulují ty invariantní faktory, jih¾ je �pkoøenem. Je tedy qp øádkù matieD(�p) nulovýh. Její hodnost je tedy (n�qp) a dimenzeprostoru øe¹ení soustavy (4.21 a) je n� (n� qp) = qp.(ii) Dùkaz druhé èásti tvrzení provedeme indukí vzhledem k indexu k. Pro k = 1 jezøejmé, ¾e tvrzení platí, nebo» jeden (nenulový) vlastní vektor pøíslu¹ný vlastní hodnotì�1 tvoøí lineárnì nezávislý systém. Indukèní pøedpoklad: Neh» b1; : : : ; bk jsou vlastnívektory pøíslu¹né vlastním hodnotám �1; : : : ; �k, navzájem rùzným. (bi je libovolnýz vlastníh vektorù pøíslu¹nýh hodnotì �i.) Pøedpokládejme, ¾e vektory b1; : : : ; bk jsoulineárnì nezávislé. Neh» b1; : : : ; bk; bk+1 jsou vlastní vektory pøíslu¹né rùzným vlastnímhodnotám �1; : : : ; �k; �k+1. Doká¾eme, ¾e tyto vektory jsou lineárnì nezávislé. Neh»1b1 + � � �+ k+1bk+1 = 0Pak také 1�(b1) + � � �+ k+1�(bk+1) = 0a tedy 1�1b1 + � � �+ k�kbk + k+1�k+1bk+1 = 0Odeètením poslední rovnie od první rovnie vynásobené èíslem �k+1 dostaneme1(�1 � �k+1)b1 + � � �+ k(�k � �k+1)bk = 0:Vzhledem k pøedpokládané nezávislosti vektorù b1; : : : ; bk a vzhledem k rùznosti hodnot�1; : : : ; �k+1 je 1 = : : : = k = 0. Z rovnosti 1b1+ � � �+k+1bk+1 = 0 pak vyplývá i rov-nost k+1 = 0, nebo» vektor bk+1 je nenulový jako¾to vlastní vektor lineární transformae�. Tím je lineární nezávislost systému (b1; : : : ; bk+1) dokázána. }Poznámka: Samozøejmým d?sledkem první èásti vìty 4.14 je vìta 1.19, která je krité-riem existene diagonální reprezentae dané lineární transformae, tj. udává podmínkunutnou a postaèujíí pro to, aby z vlastníh vektorù lineární transformae bylo mo¾névytvoøit bázi v prostoru Vn. Pøipomeòme, ¾e touto podmínkou je, aby poslední inva-riantní faktor en(�) harakteristiké matie A� �E, kde A je libovolná z mati repre-zentujííh lineární transformai �, mìl pouze jednonásobné koøeny. Dimenze prostoru



Kapitola 8. Problém vlastníh hodnot 119Lp vlastníh vektorù pøíslu¹nýh hodnotì �p je v takovém pøípadì rovna násobnosti kpharakteristikého koøene �p (zdùvodnìte).Cvièení 8.2(1) Uka¾te, ¾e pro singulární lineární transformai � 2 L(Vn;Vn) má problém vlastníhhodnot v¾dy øe¹ení, tj. singulární lineární transformae má alespoò jeden vlastní vektor.Charakterizujte podprostor vlastníh vektorù singulární lineární transformae takovýh,¾e jejih existene je zaruèena podmínkou singulárnosti. Jaká vlastní hodnota odpovídátìmto vlastním vektorùm?Návod: Uvìdomte si, jaký je obraz libovolného vektoru jádra lineární transformae �a uka¾te, ¾e v pøípadì singulární lineární transformae je dimN(�) � 1.(2) Neh» �;  2 L(Vn;Vn) jsou lineární transformae, které mají spoleèný systém vlastníhvektorù, který neh» generuje bázi ve Vn. Doka¾te, ¾e �;  komutují, tj. � Æ  =  Æ �.Návod: Oznaète (e1; : : : ; en) bázi ve Vn tvoøenou spoleènými vlastními vektory line-árníh transformaí � a  . Vyjádøete libovolný vektor a 2 Vn jako lineární kombinaibáze. U¾itím vztahù �(ei) = �iei,  (ei) = �iei pro v¹ehna i 2 f1; : : : ; ng uka¾te, ¾e(� Æ  )(a) = ( Æ �)(a).(3) Neh» systém vlastníh vektorù ka¾dé z lineárníh transformaí �;  2 L(Vn;Vn) gene-ruje elý prostor Vn. Pøedpokládejte, ¾e � a  komutují. Uka¾te, ¾e systém vlastníhvektorù je pro obì lineární transformae spoleèný.Návod: Nejprve doka¾te, ¾e dvì lineární transformae �;  2 L(Vn;Vn) komutujíprávì tehdy, kdy¾ komutují matie A a B, reprezentujíí lineární transformae � a  v té¾e (libovolné) bázi. Neh» (e1; : : : ; en) je báze ve Vn, tvoøená napøíklad vlastnímivektory transformae �. V této bázi má reprezentujíí matie D lineární transformae� diagonální tvar s vlastními hodnotami v diagonále. Oznaète je napøíklad �1; : : : ; �n.Matii, repezentujíí v bázi (e1; : : : ; en) lineární transformai  , oznaète A = (�ij); i; j 2f1; : : : ; ng. Vypoètìte matie DA a AD a uka¾te, ¾e z podmínky komutae DA =AD vyplývá pro v¹ehna i; k 2 f1; : : : ; ng, i 6= k, platnost nìkteré z rovností �ki =0; �i = �k. Souborùm hodnot �i1 = : : : = �iq pøíslu¹í v¾dy podprostor vlastníh vektorù[ei1 ; : : : ; eiq ℄. Bázi v tomto podprostoru lze volit libovolnì, pøièem¾ se nenaru¹í diagonálnítvar matie, reprezentujíí lineární transformai �. Vzhledem k tomu, ¾e vlastní vektorylineární transformae  generují rovnì¾ elý prostor Vn, lze volbu báze v podprostoru[ei1 ; : : : ; eiq ℄ provést tak, aby ji tvoøily vlastní vektory transformae  . Rozbor proveïtepodrobnìji.(4) Neh» �;  2 L(Vn;Vn) komutují. Doka¾te, ¾e pro ka¾dý vlastní vektor a transformae� je i vektor  (a) jejím vlastním vektorem a pøíslu¹í té¾e vlastní hodnotì jako vektor a.(Naopak, pro ka¾dý vlastní vektor b transformae  je také �(b) jejím vlastním vektorempøíslu¹ným té¾e vlastní hodnotì.)



120 8.3. Jordanùv normální tvar a podprostory generované vlastními vektory lineárnítransformaeNávod: Na rovnost �(a) = �pa aplikujte operátor  a vyu¾ijte komutae.(5) Na vhodném jednoduhém pøíkadu uka¾te nezbytnost pøedpokladu v úloze (3), kterývy¾aduje, aby vlastní vektory ka¾dé z komutujííh lineárníh transformaí, pro nì¾dokazujeme shodnost souboru vlastníh vektorù, generovaly elý prostor Vn.Návod: Vzhledem k tomu, ¾e napøíklad identita komutuje s ka¾dou lineární transfor-maí, staèí volit � = id a za  jakoukoliv lineární transformai ve Vn, z jejíh¾ vlastníhvektorù nelze utvoøit bázi prostoru Vn. Je zøejmé, ¾e takto zvolené komutujíí lineárnítransformae � a  nemají spoleèný soubor vlastníh vektorù.(6) Neh» � 2 L(Vn;Vn) je lineární transformae, z jejíh¾ vlastníh vektorù lze utvoøit báziprostoru Vn. Prvkùm spektra �1; : : : ; �r s násobnostmi k1; : : : ; kr (k1 + � � � + kr = n)tedy pøíslu¹í podprostory vlastníh vektorù L1; : : : ; Lr o dimenzíh k1; : : : ; kr.(a) Doka¾te, ¾e L1+ � � �+Lr = Vn a Li\Lj = fog pro v¹ehna i; j 2 f1; : : : ; ng, i 6= j.(b) Uka¾te, ¾e lineární transformai � lze vyjádøit jako lineární kombinai projekí�1; : : : ; �r (de�novanýh v úloze (3) Cvièení 4.10).Návod: (a) U¾ijte vìty 4.14.(b) Libovolný vektor a 2 Vn vyjádøete ve tvaru souètu a = �1(a) + � � � + �r(a). Natuto rovnost aplikujte operátor � a vyu¾ijte skuteènosti, ¾e ka¾dý vektor prostoru Lj jevlastním vektorem lineární transformae � pøíslu¹ným vlastní hodnotì �j.Výsledek: � = �1�1 + : : :+ �r�r.8.3 Jordanùv normální tvar a podprostory genero-vané vlastními vektory lineární transformaeV pøedhozím odstavi jsme formulovali kritéria pro existeni diagonální reprezen-tae dané lineární transformae � 2 L(Vn;Vn). Diagonální reprezentae je speiálnímpøípadem tzv. reprezentae Jordanovy, její¾ existeni pro ka¾dou lineární transformaive Vn nad C zaruèuje vìta 1.18. Vzniká pøirozená otázka, jakým zpùsobem lze ve Vnzkonstruovat bázi, v ní¾ je daná lineární transformae � reprezentována Jordanovoumatií.Neh» J je Jordanova matie dané lineární transformae a (f1; : : : ; fn) pøíslu¹nábáze. Oznaèení hodnot spektra transformae � proveïme v souladu s oznaèením v od-stavi 1.9:�i i-tá hodnota spektra, i 2 f1; : : : ; rg, �1; : : : ; �r jsou navzájem rùzné hodnoty,ki násobnost hodnoty �i,qi poèet invariantníh faktorù matie J � �E obsahujííh elementární dìlitele (���i)kij , j 2 f1; : : : ; qig, indexování hodnot �1; : : : ; �r mù¾e být voleno tak, abyq1 � q2 � : : : � qr,



Kapitola 8. Problém vlastníh hodnot 121kij oznaèení lze opìt volit tak, aby ki1 � : : : � kiqiÈíslo qi urèuje poèet Jordanovýh submati pøíslu¹nýh hodnotì �i a souèasnì dimenziodpovídajíího podprostoru Li vlastníh vektorù, hodnoty kij jsou øády Jordanovýhsubmati. Jordanova matie lineární transformae � má tedy tvarJ = 0BBBBB� J11 0. . . J1q1 . . .0 Jrqr
1CCCCCA

Jij =
0BBBBBBBBBB�

�i 1 0�i 1. . . . . .. . . . . .0 . . . 1�i
1CCCCCCCCCCAUrèíme obrazy báze (f1; : : : ; fn) pøi zobrazení �:0BBB� �(f1)�(f2)...�(fn)

1CCCA = 0BBB� J11 0. . . . . .0 Jrqr
1CCCA0BBB� f1f2...fn

1CCCA (8.4)Z uvedeného zápisu je zøejmé, ¾e jednotlivé bloky Jij Jordanovy matie transformujív sebe podprostory �ij odpovídajíí dimenze dim�ij = kij; j 2 f1; : : : ; qig; i 2 f1; : : : ; rg.Jednotlivé rovnie vztahu (4.22) mají tvar�(f1) = �1f1 +f2�(f2) = �1f2 + f3...�(fk11�1) = �1fk11�1+fk11�(fk11) = �1fk11�(fk11+1)) = �1fk11+1 +fk11+2�(fk11+2)) = �1fk11+2 +fk11+3...�(fk11+k12�1) = �1fk11+k12�1+fk11+k12�(fk11+k12) = �1fk11+k12



122 8.3. Jordanùv normální tvar a podprostory generované vlastními vektory lineárnítransformae...�(fk11+:::+krqr�1+1) = �rfk11+:::+krqr�1+1 + f:::+2...�(fn) = �(fk11+:::+krqr ) = �rfk11+:::+krqr = �rfnJe vidìt, ¾e poslední rovnie ka¾dého bloku je rovnií pro vlastní vektor. V¹imnìme sinapøíklad prvního bloku. Jednotlivé vektory báze podprostoru �11 jsou øe¹ením násle-dujíího øetìze rovni: (�� �1id)(fk11) = o(�� �1id)(fk11�1) = fk11(�� �1id)(fk11�2) = fk11�1... (8.5)(�� �1id)(f2) = f3(�� �1id)(f1) = f2(Analogikým zpùsobem dostaneme báze v ostatníh podprostoreh �ij.) Je-li � zadánav pøedem zvolené bázi (e1; : : : ; en) matií A a oznaèíme-li (�j); j 2 f1; : : : ; k11g n-tieslo¾ek hledanýh vektorù fj v té¾e bázi (e1; : : : ; en), pak z (4.23) dostáváme následujíísoustavy rovni pro neznámé (�1) = (�11; : : : ; �n1 ); : : : ; (�1k11 ; : : : ; �nk11):(�k11)(A� �E) = (0)(�k11�1)(A� �E) = (�k11)... (8.6)(�2)(A� �E) = (�3)(�1)(A� �E) = (�2)Analogiké vztahy opìt platí pro ostatní podprostory �ij. Poznamenejme, ¾e báze (f1; : : : ; fn),v ní¾ je � reprezentována Jordanovou matií, není urèena jednoznaènì (viz Cvièení 4.13),o¾ je v souladu s nejednoznaèností podobnostní transformae J = TAT�1, konstato-vanou v odstavi 1.9. Jordanova matie samotná samozøejmì jednoznaènì urèena je, a¾na poøadí blokù v hlavní diagonále.Pøíklad 4: Lineární transformae � 2 L(V4;V4) je v bázi (e1; : : : ; e4) reprezentovánamatií A = 0BB� �3 1 0 0�4 �1 0 07 1 2 1�17 �6 �1 0 1CCANajdeme podobnostní transformai, která pøevádí matii A na Jordanùv normální tvara alespoò jednu bázi, v ní¾ je dána lineární transformae � reprezentována Jordanovoumatií.det(A��E) = det0BB� �3 1 0 0�4 �1�� 0 07 1 2�� 1�17 �6 �1 �� 1CCA = [(3��)(�1��)+4℄[(2��)(��)+1℄ = (��1)4:



Kapitola 8. Problém vlastníh hodnot 123Charakteristiké koøeny (spektrum): �1 = 1, k1 = 4.Nejvìt¹í spoleèní dìlitelé minorù prvého a¾ ètvrtého øádu:d1(�) = 1; d2(�) = 1; d3(�) = (�� 1)2; d4(�) = (�� 1)4Invariantní faktory: e1(�) = e2(�) = 1, e3(�) = e4(�) = (�� 1)2Odtud q1 = 2, k11 = k12 = 2, Jordanùv normální tvar:J = 0BB� 1 1 0 00 1 0 00 0 1 10 0 0 1 1CCAHledaná báze (f1; : : : ; f4) splòuje rovnie (4.22):�(f1) = f1 + f2; �(f2) = f2 (f2 = vlastní vektor) �11 = [f1; f2℄�(f3) = f3 + f4; �(f4) = f4 (f4 = vlastní vektor) �12 = [f3; f4℄Vyøe¹íme nejprve rovnie pro vlastní vektory. Pro jednoduhost oznaème neznámé slo¾kyvlastního vektoru v bázi (e1; : : : ; e4) jako (x; y; z; t). Pak(x; y; z; t)(A� �1E) = (0)Matií této soustavy je matie (A� �1E)T.0BB� 2 �4 7 �171 �2 1 �60 0 1 �10 0 1 �1 1CCA � 0BB� 0 0 5 �51 �2 1 �60 0 1 �10 0 1 �1 1CCA � 0BB� 1 �2 1 �60 0 1 �10 0 0 00 0 0 0 1CCAØe¹ení soustavy: (x; y; z; t) = (2y+5t; y; t; t), za volné neznámé jsme volili y a t. Øe¹enígenerují podprostor dimenze q1 = 2. Pro y = 1, t = 0 oznaèíme øe¹ení napøíklad f2,pro y = 0, t = 1 jako f4, je tedyf2 = (2; 1; 0; 0) f4 = (5; 0; 1; 1)Soustava rovni pro f1 resp. f3 má pøi oznaèení neznámýh slo¾ek vektoru f1 resp. f3v bázi (e1; : : : ; e4) jako (X; Y; Z; T ) tvar(X; Y; Z; T )(A� �1E) = (2y + 5t; y; t; t)Upravujeme matii soustavy:0BB� 2 �4 7 �17 2y+5t1 �2 1 �6 y0 0 1 �1 t0 0 1 �1 t 1CCA � 0BB� 0 0 5 �5 5t1 �2 1 �6 y0 0 1 �1 t0 0 1 �1 t 1CCA � 0BB� 1 �2 1 �6 y0 0 1 �1 t0 0 0 0 00 0 0 0 0 1CCAObené øe¹ení této soustavy:f1; f3 = (X; Y; Z; T ) = (2Y + 5T; Y; T; T ) + (y � t; 0; t; 0)



124 8.3. Jordanùv normální tvar a podprostory generované vlastními vektory lineárnítransformaeØe¹ení (2y+5t; y; t; t); (y� t+2Y +5T; Y; t+T; T ), kde (y; t); (Y; T ) pøedstavují v¹ehnynezávislé volby volnýh neznámýh, harakterizují v¹ehny báze ve V4, v nih¾ je lineárnítransformae � reprezentována svou Jordanovou matií. Uva¾me napøíklad následujíívolby neznámýh: (y; t) : (1; 0); (0; 1) (Y; T ) : (1; 0); (0; 1)V¹ehny jejih kombinae dávají následujíí mo¾nosti volby báze (f1; : : : ; f4), v ní¾ je �reprezentována Jordanovou matií:f1 = (3; 1; 0; 0); f2 = (2; 1; 0; 0); f3 = (1; 1; 1; 0); f4 = (5; 0; 1; 1)T = 0BB� 3 1 0 02 1 0 01 1 1 05 0 1 1 1CCA T�1 = 0BB� 1 �1 0 0�2 3 0 01 �2 1 0�6 7 �1 1 1CCAf1 = (6; 0; 1; 1); f2 = (2; 1; 0; 0); f3 = (1; 1; 1; 0); f4 = (5; 0; 1; 1)T = 0BB� 6 0 1 12 1 0 01 1 1 05 0 1 1 1CCA T�1 = 0BB� 1 0 0 �1�2 1 0 21 �1 1 �1�6 1 �1 7 1CCAf1 = (3; 1; 0; 0); f2 = (2; 1; 0; 0); f3 = (4; 0; 2; 1); f4 = (5; 0; 1; 1)T = 0BB� 3 1 0 02 1 0 04 0 2 15 0 1 1 1CCA T�1 = 0BB� 1 �1 0 0�2 3 0 01 �1 1 �1�6 6 �1 2 1CCAf1 = (6; 0; 1; 1); f2 = (2; 1; 0; 0); f3 = (4; 0; 2; 1); f4 = (5; 0; 1; 1)T = 0BB� 6 0 1 12 1 0 04 0 2 15 0 1 1 1CCA T�1 = 0BB� 1 0 0 �1�2 1 0 21 0 1 �2�6 0 �1 8 1CCADal¹í ètyøi mo¾nosti dostaneme zámìnou indexù (1; 2)$ (3; 4).Poznámka: Pod ka¾dou z mo¾ností volby vektorù báze (f1; : : : ; f4) je uvedena pøíslu¹námatie pøehodu T a matie inverzní T�1, které realizují podobnostní transformaiJ = TAT�1.Cvièení 8.3(1) Na základì diskuze hodnosti mati vystupujííh v soustaváh rovni (4.24) se pokusteo obený rozbor øe¹ení problému nalezení báze (f1; : : : ; fn) ve Vn, v ní¾ je daná lineárnítransformae � 2 L(Vn;Vn) reprezentována Jordanovou matií.



Kapitola 8. Problém vlastníh hodnot 125Návod: Pro daný harakteristiký koøen, napøíklad �1, oznaète h1 hodnost matieA��1E, kde A je matie reprezentujíí � ve zvolené bázi (e1; : : : ; en). Dimenze prostoruøe¹ení soustavy rovni pro slo¾ky vlastníh vektorù pøíslu¹nýh hodnotì �1 je d1 = n�h1.Volné neznámé oznaète napøíklad xk1 ; : : : ; xkd1 ; 1 � kj � n. Diskutujte, jakou hodnostmohou mít roz¹íøené matie soustavy rovni (4.24) a jaký tvar má jejih obené øe¹ení.Uveïte v souvislosti s volbou volnýh neznámýh xk1 ; : : : ; xkd1 (existuje-li napøíkladindex j 2 f1; : : : ; d1g tak, ¾e kj � h1 � kj�1, pak následujíí soustava rovni v øetìzi,majíí na pravé stranì vektor (x1; : : : ; xn), má øe¹ení jedinì pøi volbì xkj = : : : = xkd1 =0). Jaký tvar má pøi takové volbì obené øe¹ení soustavy?(2) V následujííh pøíkladeh pøedstavuje A matii reprezentujíí danou lineární transfor-mai � 2 L(Vn;Vn) v bázi (e1; : : : ; en). Urèete alespoò jednu bázi (f1; : : : ; fn), v ní¾je � reprezentována Jordanovou matií. Pøíslu¹nou Jordanovu matii rovnì¾ urèete anajdìte i odpovídajíí podobnostní transformai J = TAT�1.(i)0BB� 3 �1 0 01 1 0 00 0 3 �10 0 1 1 1CCA (ii)0BB� 1 2 3 40 1 2 30 0 1 20 0 0 1 1CCA (iii)0BB� 7 1 �1 1�1 9 �1 11 �1 9 �11 �1 1 7 1CCA(iv)0� �1 1 1�5 21 176 �26 �21 1A (v)0� 4 5 �2�2 �2 1�1 �1 1 1A (vi)0� 3 7 �3�2 �5 2�4 �10 3 1A(vii)0� 1 1 �1�3 �3 3�2 �2 2 1A (viii)0� �4 2 10�4 3 7�3 1 7 1A(ix)0� 13 16 16�5 �7 �6�6 �8 �7 1A (x)0� 0 3 3�1 8 62 �14 �10 1AVýsledek: (i) Bází mù¾e být napøíklad systém vektorù (f1; : : : ; f4):f1 = (0; 1; 0; 0), f2 = (1;�1; 0; 0), f3 = (0; 0; 0; 1), f4 = (0; 0; 1;�1)Matie T;T�1 a J následují:0BB� 0 1 0 01 �1 0 00 0 0 10 0 1 �1 1CCA 0BB� 1 1 0 01 0 0 00 0 1 10 0 1 0 1CCA 0BB� 2 1 0 00 2 0 00 0 2 10 0 0 2 1CCAObený tvar matie T: 0BB� p�r r q�s sp �p q �qv�w w u�t tv �v u �u 1CCAkde ètveøie (p;�p; q;�q) a (v;�v; u;�u) jsou nezávislé, ale jinak libovolné. U dal¹íhpøíkladù ji¾ uvádíme pouze pøíklad matieT, odpovídajíí matiiT�1, Jordanovu matii



126 8.3. Jordanùv normální tvar a podprostory generované vlastními vektory lineárnítransformaea obený tvar matieT v uvedeném poøadí. Slo¾ky vektorù f1; : : : ; fn tvoøííh bázi, v ní¾je � reprezentována uvedenou Jordanovou matií, jsou v øádíh matie T.(ii)0BB� 4 �4 14 320 8 4 320 0 16 320 0 0 32 1CCA 0BB� 14 18 � 14 � 180 18 � 132 � 3320 0 116 � 1160 0 0 132 1CCA 0BB� 1 1 0 00 1 1 00 0 1 10 0 0 1 1CCA0BB� 2u 2v�6u w�3v+5u t0 4u 4v�6u 2w0 0 8u 8v0 0 0 16u 1CCAkde (u; v; w; t) jsou libovolná nenulová èísla.(iii)0BB� 1 0 0 0�1 1 �1 1�1 1 0 01 0 1 0 1CCA 0BB� 1 0 0 0�1 1 �1 11 0 1 0�1 0 0 1 1CCA 0BB� 8 1 0 00 8 0 00 0 8 00 0 0 8 1CCA(iv)0� �1 4 3�1 5 4�2 6 5 1A 0� �1 2 �13 �1 �1�4 2 1 1A 0� 0 1 00 0 00 0 �1 1A0� u+ 14v 5u+ 14 v 4u�v 5v 4v�2w 6w 5w 1A(u; v; w) libovolná nenulová èísla.(v)0� 0 1 �20 �1 11 2 �1 1A 0� 1 3 1�1 �2 0�1 �1 0 1A 0� 1 1 00 1 10 0 1 1A0� u 2u+1 �u�2v 2v�1 �v+1w 2w �w 1A(u; v; w) libovolná, w 6= 0.(vi)0� �2 �4 1i�1 2i�3 1�1�i �3�2i 1 1A 0� �4 2+i 2�i2 �1�i �1+i2 �2i 2i 1A 0� 1 0 00 i 00 0 �i 1A0� �2u �4u u(�1+i)v (�3+2i)v v(�1�i)w (�3�2i)w w 1A(u; v; w) libovolná nenulová èísla.
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(vii)0� �1 0 0�1 �1 12 0 1 1A 0� �1 0 03 �1 12 0 1 1A 0� 0 1 00 0 00 0 0 1A0� 3p+2q p q�u+3v+2w v w�u �u u 1A(u; v; w; p; q) libovolná èísla, u 6= 0; p 6= �q.(viii)0� 0 3 �40 �1 11 0 �2 1A 0� �2 �6 1�1 �4 0�1 �3 0 1A 0� 2 1 00 2 10 0 2 1A0� t �v+3u �2t+v�4uv �u u�2vu 0 �2u 1A(u; v; t) libovolná èísla, u 6= 0.(ix)0� 0 1 �11 0 21 2 1 1A 0� 4 1 �2�1 �1 1�2 �1 1 1A 0� 1 1 00 1 00 0 �3 1A0� v u 2v�uu 0 2uw 2w w 1A(u; v; w) libovolná èísla, u; w 6= 0.(x)0� �2 6 3�1 2 0�3 15 9 1A 0� �2 1 69�1 1 391 � 129 � 29 1A 0� 0 0 00 �1 10 0 �1 1A0� �2u 6u 3u�w�v 2w+5v 3v�3w 15w 9w 1A(u; v; w) libovolná èísla, u; w 6= 0.



Kapitola 9Geometriké aplikaeVyøe¹ením problému diagonalizae symetrikýh mati, tj. problému nalezení dia-gonální reprezentae symetrikýh lineárníh transformaí v En , získáváme velmiúèinný aparát pro klasi�kai ploh 2. stupnì v R3 (tzv. kvadrik) a køivek 2. stupnìv R2 (ku¾eloseèek). Pro typ tìhto ploh a køivek je toti¾ rozhodujíí kvadratikáèást jejih kartézské rovnie, ji¾ lze v dané bázi jednoznaènì reprezentovat sy-metrikou matií. Nalezení odpovídajíí diagonální reprezentae je ekvivalentníurèení takové ortonormální báze v R3 resp. R2 , v ní¾ má kvadrika resp. ku¾elo-seèka zvlá¹tì jednoduhý (kanoniký) tvar.
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Kapitola 9. Geometriké aplikae 1299.1 Kanoniký tvar kvadratikýh forem na UnNeh» Un je unitární prostor, ' 2 (Un ;Un) samoadjungovaná transformae (vzhledemke zvolenému skalárnímu souèinu), tj. pro libovolné vektory a;b 2 Un platí ('(a);b) =(a; '(b)). V ortonormální bázi (e1; : : : ; en) je tato rovnost vyjádøena ve tvaru (�)A(�)T� =(�)AT�(�)T�, kde (�), (�) jsou n-tie slo¾ek vektorù a;b v dané bázi,A = AT� je matiesamoadjungované transformae ' v té¾e bázi. Kvadratikou formou na Un , pøíslu¹noudané samoadjungované transformai ' rozumíme zobrazení� : Un 3 a! �(a) = ('(a); a) 2 CKvadratikou formu lze hápat jako funki n promìnnýh, jimi¾ jsou slo¾ky (�1; : : : ; �n)vektoru a 2 Un vzhledem k urèité bázi (e1; : : : ; en) v Un . Je-li G matie skalárníhosouèinu v dané bázi, pak podle (4.3) platí�(a) = (�)AG(�)T� (9.1)a po rozepsání �(a) = nXi;k;j=1�ki gkj�i�j� (9.2)s pou¾itím obvyklého oznaèení pro prvky mati A, G a slo¾ky vektoru a. Matii K =AG nazýváme matií kvadratiké formy v dané bázi. Zjednodu¹ení zápisu dosáhnemevolbou ortonormální báze, v ní¾ G = E a A = AT�. Pak�(a) = (�)A(�)T� = nXi;j=1�ji�i�j� (9.3)nebo �(a) = nXi=1 �iij�ij2 + nXi;j=1;i<j 2<(�ji�i�j�) (9.4)s vyu¾itím samoadjungovanosti matie A. Z 9.4 vyplývá, ¾e kvadratiká forma jako¾tofunke promìnnýh (�1; : : : ; �n) nabývá výhradnì reálnýh hodnot.Neh» (e1; : : : ; en), (e01; : : : ; e0n) jsou dvì rùzné báze, T neh» je matie pøehodu odprvní z nih ke druhé. Podle vztahu 9.1 dostaneme:�(a) = (�)AG(�)T� = (�0)TAG((�0)T)T� = (�0)TAGTT�(�0)T�:V bázi (e1; : : : ; en) má tedy kvadratiká forma � matiiK0 = TAGTT� = TKTT�: (9.5)Ve speiálním pøípadì, kdy obì báze jsou ortonormální, je matie pøehodu unitární, tj.TT� = T�1 a vztah 9.5 lze psát ve tvaruK0 = A0 = TATT� = TAT�1;A0 = TAT�1: (9.6)



130 9.1. Kanoniký tvar kvadratikýh forem na UnZ dùkazu vìty (4.20) vyplývá, ¾e pro ka¾dou samoadjungovanou matii A lze podob-nostní transformai s unitární matií volit tak, aby A0 = TAT�1 byla matií diagonální.Diagonální prvky matieA0 jsou vlastními hodnotami transformae ' a báze (e01; : : : ; e0n)je tvoøena vlastními vektory transformae ' (vìty (4.13), (4.20)). Získaný závìr mù¾emeshrnout v následujíím teorému:Vìta 9.1. Neh» � je kvadratiká forma na Un . Existuje ortonormální báze (e1; : : : ; en)v Un taková, ¾e v ní má forma � tvar�(a) = �1j�1j2 + �nj�2j2 + : : :+ �nj�nj2: (9.7)Zápis 9.7 pøedstavuje tzv. kanoniký tvar kvadratiké formy.Poznámka: Kvadratiké formy se obvykle zadávají v ortonormální bázi buï zadánímpøíslu¹né samoadjungované matie A, nebo (o¾ je èastìj¹í pøípad) pøímo zápisem 9.3,z neho¾ lze matii A urèit. Tuto úmluvu budeme v dal¹íh kapitoláh rovnì¾ dodr¾ovat.V pøípadì kvadratikýh forem na euklidovském prostoru En (resp. Rn), který vedek významným geometrikým aplikaím v R3 a R2 , mívá zadání formy � obvykle tvar�(a) = nXi;j=1;i<j ijxixj: (9.8)Pak pro matii A (symetrikou) platí �ii = ii pro i 2 f1; : : : ; ng, �ij = �ji = 12ij proi; j 2 f1; : : : ; ng; i < j. Namísto oznaèení a = (�1; : : : ; �n) zde �gurují kartézské slo¾kyvektoru a, je¾ jsou obvykle oznaèovány (x1; : : : ; xn), pøíp. (y1; : : : ; yn), v R3 resp. R2 pak(x; y; x) resp. (x; y).Pøíklad 1: Kvadratiká forma v R3 zadaná vztahem �(a) = �(x; y; z) = x2 � 5xy +6xz � 7z2 + 8yz (v ortonormální, tj. standardní bázi v R3) má matiiA = 0� 1 �52 3�52 0 43 4 �7 1A :Pøíklad 2: Kvadratiká forma �(a) = �(x1; x2; x3; x4) v R4 je zadána takto:�(x1; x2; x3; x4) = 2x1x2 + 2x1x3 � 2x1x4 � 2x2x3 + 2x2x4 + 2x3x4:Její matie A = 0BB� 0 1 1 �11 0 �1 11 �1 0 1�1 1 1 0 1CCAreprezentuje v dané ortonormální bázi symetrikou lineární transformai ', její¾ vlastníhodnoty, urèené rovnií det(A��E) = 0, jsou �1 = �2 = �3 = 1, �4 = �3. Ortonormálníbází tvoøenou vlastními vektory této transformae je napøíklad systém vektorù e01 =( 1p2 ; 1p2 ; 0; 0), e02 = ( 1p6 ;� 1p6 ;q23 ; 0), e03 = (� 12p3 ; 12p3 ; 12p3 ; p32 ), e04 = (12 ;�12 ;�12 ; 12).



Kapitola 9. Geometriké aplikae 131Slo¾ky vektorù e01; : : : ; e04 jsou zadány v pùvodní ortonormální bázi (e1; e2; e3; e4). Ka-noniký tvar kvadratiké formy je:�(a) = �(y1; y2; y3; y4) = (y1)2 + (y2)2 + (y3)2 � 3(y4)2;kde (y1; y2; y3; y4) = (x1; x2; x3; x4) �T�1 = (x1; x2; x3; x4) �TT;tj. y1 = 1p2x1 + 1p2x2;y2 = 1p6x1 � 1p6x2 +r23x3;y3 = � 12p3x1 + 12p3x2 + 12p3x3 + p32 x4;y4 = 12x1 � 12x2 � 12x3 + 12x4:Na základì hodnot �1; : : : ; �n, urèujííh kanoniký tvar 9.7 kvadratiké formy, de�nu-jeme její dal¹í harakteristiky. Z vìty (4.21) vyplývá, ¾e hodnoty �1; : : : ; �n jsou reálné.Hodností kvadratiké formy � nazveme èíslo h = h(A), udávajíí hodnost její matie(v libovolné bázi). Oznaème k poèet kladnýh a z poèet zápornýh harakteristikýhkoøenù z mno¾iny f�1; : : : ; �ng (vèetnì násobnosti). Rozdíl s = k� z nazýváme signatu-rou kvadratiké formy �. Je-li s = n = dimUn , nazýváme kvadratikou formu pozitivnìde�nitní. (Platí pro ni zøejmì k = h = n, z = 0.) Forma se nazývá negativnì de�nitnípro s = �n (k = 0, z = n = h), pozitivnì semide�nitní pro s = h < n (k = h < n,z = 0), negativnì semide�nitní pro s � h > �n (k = 0, z = h < n) a inde�nitní projsj < h. Klasi�kae kvadratikýh forem podle pøedhozí de�nie souvisí bezprostøednìs vlastnostmi mno¾iny hodnot, jih¾ mohou kvadratiké formy nabývat.Vìta 9.2. Kvadratiká forma � na Un je pozitivnì resp. negativnì de�nitní právì tehdy,kdy¾ pro ka¾dý vektor a = (�1; : : : ; �n) 2 Un je �(a) � 0 resp. �(a) � 0, pøièem¾rovnost �(a) = 0 nastává právì tehdy, je-li a = o. Forma � je pozitivnì resp. negativnìsemide�nitní právì tehdy, kdy¾ pro libovoný vektor a 2 Un platí �(a) � 0 resp. �(a) � 0,pøièem¾ rovnost �(a) = 0 nastane i v jinýh pøípadeh ne¾ pro a = o. Forma � jeinde�nitní právì tehdy, kdy¾ nabývá hodnot kladnýh, zápornýh i nulovýh.Dùkaz: Dùkaz plyne bezprostøednì z kanonikého tvaru 9.7 kvadratiké formy. }Cvièení 9.1(1) Proveïte dùkaz vìty 9.2 zvlá¹» pro ka¾dý z pìti typù kvadratikýh forem. Pro¹etøetezvlá¹» pøípady, kdy �(a) = 0. Doka¾te, ¾e pro semide�nitní formu � je �(a) = 0, a 2N('), kde ' je samoadjungovaná transformae pøíslu¹ná formì �.



132 9.1. Kanoniký tvar kvadratikýh forem na UnNávod: Vyjdìte z kanonikého tvaru kvadratiké formy 9.7: �(a) = �1j�1j2 + : : : +�nj�nj2 a uvìdomte si, ¾e j�ij2 � 0, pøièem¾ rovnost nastane právì pro �i = 0. Prosemide�nitní formy o hodnosti h < n urèete tvar v¹eh n-ti (�1; : : : �n), pro nì¾ je�(a) = 0. Uka¾te, ¾e pro ka¾dou takovou n-tii je (�)D = 0, kde D = (�iÆji ), i; j 2f1; : : : ; ng je matie kvadratiké formy v diagonálním tvaru. Je tedy '(a) = o, tj.a 2 N('). Za pøedpokladu a 2 N(') vyplývá rovnost �(a) = 0 automatiky z de�niekvadratiké formy jako¾to skalárního souèinu ('(a); a).(2) Pro samoadjungované transformae zadané v úloze (10) vièení (4.15) zapi¹te odpoví-dajíí souøadniové vyjádøení kvadratikýh forem a urèete kanoniký tvar, hodnost asignaturu tìhto forem. Proveïte jejih klasi�kai z hlediska vztahu signatury a hodnosti.Výsledek:a) �(a) = �1�1� + i�1��2 � i�1�2� � �2�2�KT : �(a) = 2�02�02�; n = 2; h = 1; s = 1Forma je pozitivnì semide�nitní.b) �(a) = �1�1� � i�1�3� + �2�2� + i�3�1� + �3�3�KT : �(a) = �02�02� + 2�03�03�; n = 3; h = 2; s = 2Forma je pozitivnì semide�nitní.) �(a) = 9�1�1� � 2�1�2� � 2�1��2 + 6�2�2�KT : �(a) = 5�01�01� + 10�02�02�; n = 2; h = 2; s = 2Forma je pozitivnì de�nitní.d) �(a) = �1�1� + �1�2� + 3�1�3� + �1��2 + 5�2�2� ++�2�3� + 3�3�1� + �2�3� + �3�3�KT : �(a) = �2�01�01� + 3�02�02� + 6�03�03�; n = 3; h = 3; s = 1Forma je inde�nitní.e) �(a) = �1�2� + �1��2 + i�3�4� � i�3��4KT : �(a) = �01�01� + �02�02� +��03�03� � �04�04�; n = 4; h = 4; s = 0Forma je inde�nitní.f) �(a) = �1�2� + �1�3� � �1�4� + �2�1� � �2�3� + �2�4� ++�3�1� � �3�2� + �3�4� � �4�1� + �4�2� + �4�3�KT : �(a) = �01�01� + �02�02� ++�03�03� � 3�04�04�; n = 4; h = 4; s = 2



Kapitola 9. Geometriké aplikae 133Forma je inde�nitní.g) �(a) = �1�1� � �1�2� � �2�1� + �2�2� ���3�3� + �3�4� + �4�3� � �4�4�KT : �(a) = �2�03�03� + 2�04�04�; n = 4; h = 2; s = 0Forma je inde�nitní.h) �(a) = 4�1�3� + �1�4� + �2�3� + 4�2�4� ++4�3�1� + �3�2� + 2�4�1� + 4�4�2�KT : �(a) = 5�01�01� � 5�02�02� + 3�03�03� � 3�04�04�; n = 4; h = 4; s = 0Forma je inde�nitní.i) �(a) = �1�2� + �2�1� + �3�4� + �4�3�KT : �(a) = �01�01� + �02�02� � �03�03� � �04�04�; n = 4; h = 4; s = 0Forma je inde�nitní.j) �(a) = �1�1� + �1�2� � �1�4� + �2�1� + �2�2� � �2�3� ���3�2� + �3�3� + �3�4� � �4�1� + �4�3� + �4�4�KT : �(a) = �01�01� + �02�02� � �03�03� + 3�04�04�; n = 4; h = 4; s = 2Forma je inde�nitní.k) �(a) = 2�1�1� � 2�1�2� � 2�2�1� + �2�2� � 2�2�3� � 2�3�2�KT : �(a) = �01�01� � 2�02�02� + 4�03�03�; n = 3; h = 3; s = 1Forma je inde�nitní.l) �(a) = �1�1� � 2�1�2� � 2�2�1� + 2�2�2� ��2�2�3� � 2�3�2� + 3�3�3�KT : �(a) = ��01�01� + 2�02�02� + 5�03�03�; n = 3; h = 3; s = 1Forma je inde�nitní.m) �(a) = 2�1�1� � 2�1�2� + �1�4� � 2�2�1� + 2�2�2� + �2�3� ++�3�2� + 2�3�3� � 2�3�4� + �4�1� � 2�4�3� + 2�4�4�KT : �(a) = �01�01� � �02�02� + 5�03�03� + 3�04�04�; n = 4; h = 4; s = 2



134 9.2. Klasi�kae kvadrik a ku¾eloseèekForma je inde�nitní.n) �(a) = 3�1�1� + 2�1�2� + 2�2�1� + 4�2�2� ��2�2�3� � 2�3�2� + 5�3�3�KT : �(a) = �01�01� + 4�02�02� + 7�03�03�; n = 3; h = 3; s = 3Forma je pozitivnì de�nitní.o) �(a) = 5�1�1� � 2�1�2� � 2�1�3� � 2�2�1� ++6�2�2� � 2�3�1� + 4�3�3�KT : �(a) = 2�01�01� + 5�02�02� + 8�03�03�; n = 3; h = 3; s = 3Forma je pozitivnì de�nitní.p) �(a) = �1�1� � 2�1�2� + 2�1�3� � 2�2�1� � 2�2�2� ++4�2�3� + 2�3�1� + 4�3�2� � 2�3�3�KT : �(a) = 2�01�01� + 2�02�02� � 7�03�03�; n = 3; h = 3; s = 1Forma je inde�nitní.(3) Neh» �, � jsou kvadratiké formy na Un a neh» forma � je pozitivnì de�nitní. Uka¾te,¾e existuje báze (e1; : : : ; en) v Un taková, ¾e v ní obì zadané formy mají kanoniký tvar.(Báze (e01; : : : ; e0n) nemusí být nutnì ortonormální.)Návod: Je-li � pozitivnì de�nitní kvadratiká forma, pak existuje taková ortonormálníbáze (e1; : : : ; en), ¾e v ní platí �(a) = �1j�1j2+ : : :+�nj�nj2, kde �1; : : : ; �n > 0. V tétobázi má kvadratiká forma � tvar �(a) = (�)A(�)T�, kdeA je samoadjungovaná matie.Zvolte nyní bázi (e001; : : : ; e00n) tak, aby v ní forma � byla dána zápisem �(a) = j�001j2+: : :+j�00nj2. Jaká je odpovídajíí matie pøehodu T? Uka¾te, ¾e v bázi (e001; : : : ; e00n) je matieA00 = TATT� formy � rovnì¾ samoadjungovaná. Existuje tedy unitární matieQ taková,¾e QA00QT� je diagonální matie, tak¾e v bázi (e01; : : : ; e0n), pro ni¾ e0i =Pnj=1 qji e00j máforma � kanoniký tvar. Urèete matii formy � v bázi (e01; : : : ; e0n) a zjistíte, ¾e � jev uvedené bázi rovnì¾ v kanonikém tvaru.9.2 Klasi�kae kvadrik a ku¾eloseèekVýsledky získané v odstavi 9.1 pro kvadratiké formy na Un nyní aplikujeme na pøípadeuklidovýh prostorù R3 a R2 a vyu¾ijeme jih pøi klasi�kai ploh a køivek druhéhosupnì (tzv. kvadrik a ku¾eloseèek). Budeme praovat výhradnì v ortonormálníh bázíhv R2 a R3 (v tzv. kartézskýh soustaváh souøadni (P ; e1; e2; e3) zadanýh poèátkemP a ortonormální bází (e1; e2; e3)). Skalární souèin v R2 a R3 je zaveden v souhlasus euklidovskou geometrií, tj. (a;b) = jajjbj os � (a;b) pro libovolné vektory a, b.



Kapitola 9. Geometriké aplikae 135Mno¾ina K v¹eh bodù X v R3 resp. (R2), jejih¾ kartézské (té¾ standardní) souøad-nie x; y; z resp. (x; y) vyhovují rovniik(X) = k(x; y; z) = �11x2 + 2�21xy + 2�31xz + �22y2 + 2�32yz++�33z2 + �2x + �2y + �3z +  = 0 (9.9)resp: k(X) = k(x; y) = �11x2 + 2�21xy�22y2 + �1x + �2y +  = 0V ní¾ alespoò jedno z èísel �ji 6= 0, se nazývá kvadrika resp. ku¾eloseèka.Poznámka: Rovnie 9.9 mohou zahrnovat i tzv. degenerované pøípady, napøíklad v R2 :x2 = 0 (rovnie osy y), x2+y2 = 0 (této rovnii vyhovuje jen poøátek soustavy souøadni,x2 + y2 + 1 = 0 (této rovnii nevyhovuje ¾ádný bod v R2).Chápejme nyní souøadnie (�) = (x; y; z) resp. (x; y) jako slo¾ky vektoru a = X � P ,a 2 R3 resp. R2 (pøièem¾ prostor R3 resp. R2 je pevnì umístìn v poèátku soustavysouøadni P ). Dal¹í úvahy povedeme pro kvadriku. Rovnii kvadriky 9.9 pøepí¹eme takto:k(x; y; z) = k(a) = (�)A(�)T + (�)B+  = �(a) + �(a) +  = 0 (9.10)V tomto vztahu je � kvadratiká forma na R3 , reprezentovaná v dané standardní bázisymetrikou matií A = (�ji ), i; j 2 f1; 2; 3g, � je lineární forma na R3 , reprezentovanámatií B = (�j), j 2 f1; 2; 3g.Poznámka: Lineární formou na vektorovém prostoru Vn rozumíme zobrazení � : Vn 3a! �(a) 2 C resp. (R) s vlastnostmi �(a+b) = �(a)+�(b), �(�a) = ��(a) pro libovolnévektory a;b 2 Vn a libovolné èíslo � 2 C resp. R. V na¹em pøípadì je Vn = R3 . Vezvolené bázi (e1; : : : ; en) ve Vn je a = Pni=1 �iei a �(a) = Pni=1 �i�(ei) = Pni=1 �i�i =(�)(�), kde (�) je sloupová matie reprezentujíí lineární formu v dané bázi. Podrobnìjiviz odstave (5.1)Abyhom získali názornou geometrikou pøedstavu o tom, jak vypadá ploha v R3(resp. køivka v R2) reprezentovaná rovnií 9.10, potøebujeme najít takovou ortonor-mální bázi v R3 (resp. R2), v ní¾ má levá strana rovnie 9.10 o nejjednodu¹¹í tvar.Výrazné zjednodu¹ení nabízí vìta 9.7, podle ní¾ existuje v R3 taková ortonormální báze(e01; e02; e03), ¾e v ní má kvadratiká forma � kanoniký tvar. V kartézské soustavì sou-øadni (P ; e01; e02; e03), spojené s bodem P , má tedy rovnie kvadriky tzv. seminormálnítvar �1x02 + �2y02 + �3z02 + � 01x0 + � 02y0 + � 03z0 +  = 0 (9.11)Skuteènì, je-li T matie pøehodu od pùvodní báze (e1; e2; e3 k bázi (e01; e02; e03), pakk(a) = (�0)TATT(�0)T + (�0)TB+ ;kde TATT = 0� �1 0 00 �2 00 0 �3 1A a B0 = TB = 0� � 01� 02� 02 1A :Dal¹í zjednodu¹ení rovnie 9.11 se mù¾e týkat ji¾ jen lineární formy s absolutním èlenem.Pøipadají tedy v úvahu pouze takové transformae soustavy souøadni, které ponehávají



136 9.2. Klasi�kae kvadrik a ku¾eloseèekkvadratikou formu � v kanoniké tvaru, tj. mìní pouze poèátek soustavy souøadni pøizahování vektorù báze. Tìmito transformaemi jsou translae (posunutí). Pøehod odsoustavy souøadni (P ; e01; e02; e03) k (P 0; e01; e02; e03) je algebraiky popsán rovniemia = t+ b;kde a = X � P = (�0) = (X 0; Y 0; Z 0), b = X � P 0 = (�00) = (X 00; Y 00; Z 00), t = P 0 � P =(x0; y0; z0) = (�0).V¹imnìme si nyní obenì transformaèníh vlastností kvadratiké a lineární formy pøitranslai. Vyu¾ijeme toho, ¾e de�nie kvadratiké formy svazuje tuto formu s urèitousymetrikou lineární transformaí v R3 :�(a) = ('(a); a) = ('(t+ b); t+ b) = ('(b); b) + ('(t); t) + 2('(b); t)�(a) = �(t+ b) = �(t) + �(b)�(a) = (�0)A0(�0)T = (�00)A0(�00)T + (�0)A0(�0)T + 2(�00)A0(�0)T == (�00)A0(�00)T + (�00)2A0(�0)T + (�0)A0(�0)T�(a) = (�0)B0 = (�00)B0 + (�0)B0Jestli¾e je trojie souøadni (�00) = (X 00; Y 00; Z 00) pova¾ována za promìnné a trojie(�0), zadávajíí translaèní vektor t, za konstanty, pak vidíme, ¾e pøi translai pøejdekvadratiká forma v souèet kvadratiké formy, lineární formy a èísla, zatímo lineárníforma v souèet lineární formy a èísla.Levá strana rovnie kvadriky bude mít tedy v souøadniové soustavì (P 0; e01; e02; e03)tvar k(X) = (�00)A0(�00)T + (�00)[B0 + 2A0(�0)T℄ + [4(�0)B0 + (�0)A0(�0)T℄ == �(b) + �0(b) + 0 (9.12)Tento vztah platí obenì. Je-li v¹ak výhozím tvarem tvar seminormální, pak kvadra-tiká forma � je reprezentována matiíD = A0 = TATT = 0� �1 0 00 �2 00 0 �3 1A = (�iÆij); i; j = f1; 2; 3g:Pro lineární formu �0 je �0(b) = �(b) + 2('(b); t) a forma �0 je reprezentována matiíB00 = B0 + 2A0(�0)T = TB+ 2TATT(�0)T = TB+ 20� �1x0�2y0�3z0 1A :Èíslo 0 =p + (�0)B0 + (�0)A0(�0)T =  + (�0)TB+ �1x20 + �2y20 + �3z20 .Podle 9.11 je 0 = k(t). Rovnii kvadriky po translai tedy zapí¹eme jakok(X) = (�00)D(�00)T + (�00)[TB+ 2D(�0)T℄ ++[ + (�0TB+ (�0)D(�0)T℄ = 0k(X) = �1x002 + �2y002 + �3z002 + (� 01 + 2�1x0)x00 ++(� 02 + 2�2y0)y00 + (� 03 + 2�3z0)z00 + k(P 0) = 0 (9.13)



Kapitola 9. Geometriké aplikae 137Rozborem tohoto vztahu nyní zjistíme, jak je nutno translai t = (x0; y0; z0) volit, abyvedla k dal¹ímu zjednodu¹ení rovnie kvadriky. Výsledky souvisí s hodností formy �.(i) Neh» h = 3, tj. �1; �2; �3 6= 0: Pak matie D je regulární a v rovnii 9.13 lzevolbou (�0)T = �12D�1TB = �12D�1B0 (9.14)dosáhnout anulování lineární formy ve vztahu 9.13 a rovnie kvadriky má pakv soustavì souøadni (P 0; e01; e02; e03) tvark(X) = (�00)D(�00)T + k(P 0) = 0tj: k(X) = �1x002 + �2y002 + �3z002 + � = 0; (9.15)kde � =  � �1x02 � �2y02 � �3z02. Expliitní vyjádøení souøadni x0; y0; z0 boduP 0 v soustavì (P ; e01; e02; e03):x0 = � 12�1 3Xj=1 � j1�j = � �12�1 ; y0 = � 12�2 3Xj=1 � j2�j = � �22�2 ;z0 = � 12�3 3Xj=1 � j3�j = � �32�3 : (9.16)(ii) Neh» h = 2. Oèíslujeme hodnoty �1; �2; �3 tak, aby �1; �2 6= 0, �3 = 0. Pøed-pokládejme, ¾e � 03 = P3j=1 � j3�j 6= 0. Volbou x0; y0 podle vztahu 9.16 dosáhnemevymizení lineárníh èlenù obsahujííh x-ovou a y-ovou souøadnii bodu kvadriky,volbou z0 = 1P3j=1 � j3�j ( + �1x02 + �2z02) = 1�03 ( + �1x02 + �2y02) dosáhnemevymizení absolutního èlemu. pak v (P 0; e01; e02; e03) platík(X) = �1x002 + �2y002 + � 03z00 = 0: (9.17)(iii) Neh» �1; �2 6= 0, �3 = 0, � 03 = P3j=1 � j3�j = 0. Polo¾íme opìt souøadnie x0; y0rovny výrazùm ve vztahu 9.16, z0 je libovolné. Pakk(X) = �1x002 + �2y002 + � = 0; (9.18)kde jsme oznaèili � =  � �1x02 � �2y02.(iv) Neh» h = 1, �1 6= 0, �2 = �3 = 0, � 03P3j=1 � j3�j 6= 0 nebo � 02 = P3j=1 � j2�j 6= 0.Volíme x0 opìt podle vztahu 9.16. Rovnie kvadriky pøejde na tvark(X) = �1x002 + � 02y00 + � 03z00 + ( � �1x02 � � 02y0 � � 03z0) = 0:Je-li alespoò jedno z èísel � 02; � 03 rùzné od nuly, lze volit y0 nebo z0 tak, aby absolutníèlen v rovnii kvadriky byl nulový, tj. buï y0 = 1�02 (� �1x02� � 03z0), z0 libovolné,nebo z0 = 1�03 (��1x02�� 02y0), y0 libovolné. Po této úpravì pøejde rovnie kvadrikyna tvar k(X) = �1x002 + � 02y00 + � 03z00 = 0:



138 9.2. Klasi�kae kvadrik a ku¾eloseèekDále je mo¾né najít kartézskou soustavu souøadni (P 0; e01; e002; e003) tak, aby z rovniekvadriky vymizel buï èlen s y-ovou nebo èlen se z-ovou souøadnií.Matie T0, která zaji¹»uje pøehod (P 0; e01; e02; e03)! (P 0; e01; e002; e003), má tvarT0 = 0� 1 0 00 os� sin�0 � sin� os� 1Aa kvadrika má v soustavì souøadni (P 0; e01; e002; e003) rovniik(X) = �2x0002 + y000(� 02 os� + � 03 sin�) + z000(�� 02 sin� + � 03 os�) = 0:Vzhledem k tomu, ¾e alespoò jedno z èísel � 02; � 03 je nenulové, lze úhel � zvolittak, aby jeden z koe�ientù u y000; z000 byl roven nule. Je-li napøíklad �� 02 sin� +� 03 os� = 0, pak k(X) = �2x0002 + �y000 = 0; (9.19)kde � = � 02 os� + � 03 sin� =q� 022 + � 032.(v) Neh» �1 6= 0, �2 = �3 = 0, � 02 = � 03 = 0. Pøi volbì x0 podle vztahu 9.16 doílímenásledujíího tvaru rovnie kvadrikyk(X) = �1x002 + � = 0; (9.20)kde � =  � �1x02.Diskuse vztahu 9.13 pro pøípad ku¾eloseèek je obdobná. Klasi�kai kvadrik a ku¾elose-èek lze tedy v prvé fázi provádìt na základì následujíího tvrzení, které bezprostøednìvyplývá z vý¹e uvedeného rozboru.Vìta 9.3. Neh» K je kvadrika v R3 . Existuje taková kartézská soustava souøadni v R3 ,¾e v ní má rovnie kvadriky K právì jeden z následujííh tvarù:(i) k(X) = �1x2 + �2y2 + �3z2 + � = 0; �1; �2; �3 6= 0, �1; �2; �3; � 2 R,(ii) k(X) = �1x2 + �2y2 + �z = 0; �1; �2; � 6= 0, �1; �2; � 2 R,(iii) k(X) = �1x2 + �2y2 + � = 0; �1; �2 6= 0, �1; �2; � 2 R,(iv) k(X) = �1x2 + �y = 0; �1; � 6= 0, �1; � 2 R,(v) k(X) = �1x2 + � = 0; �1 6= 0, �1; � 2 R.Neh» K je ku¾eloseèka v R2 . Existuje taková kartézská soustava souøadni v R2 , ¾e v nímá rovnie ku¾eloseèky K právì jeden z následujííh tvarù:(i) k(X) = �1x2 + �2y2 + � = 0; �1; �2 6= 0, �1; �2; � 2 R,(ii) k(X) = �1x2 + �y = 0 �1; � 6= 0, �1; � 2 R,



Kapitola 9. Geometriké aplikae 139(iii) k(X) = �1x2 + � = 0 �1 6= 0, �1; � 2 R.Tvary ku¾eloseèek resp. kvadrik uvedené ve vìtì 9.3 nazýváme normálními tvaryrovni ku¾eloseèek resp. kvadrik.Pøíklad 3: Pro ku¾eloseèku K v R2 , zadanou rovnií k(X) = 9x2�4xy+6y2+6x�8y+2 = 0 v kartézské soustavì souøadni (P ; e1; e2), urèíme soustavu souøadni (P 0; e01; e02),v ní¾ má rovnie ku¾eloseèky normální tvar.V souhlasu s oznaèením v textu jeA = � 9 �2�2 6 � ; B = � 6�8 � ;  = 2:Vlastní hodnoty symetriké transformae ' reprezentované v dané bázi matií A jsou�1 = 10, �2 = 5, ortonormální báze tvoøená vlastními vektory této transformae je(e01; e02), kde e01 = (� 2p5 ; 1p5), e02 = ( 1p5 ; 2p5). Matie T pøehodu od báze (e1; e2) k bázi(e01; e02) je T =  � 2p5 1p51p5 2p5 ! :Pak B0 = TB =  � 20p5� 10p5 !, D = TATT = � 10 00 5 �. V soustavì souøadni (P ; e01; e02)má ku¾eloseèka seminormální tvar10x02 + 5y02 � 20p5x0 � 10p5y0 + 2 = 0:Ponìvad¾ je �1; �2 6= 0, lze volit translai tak, aby nový poèátek soustavy souøadni P 0mìl souøadnie (�0) = (x0; y0) urèené vztahem� x0y0 � = �12D�1TB =  1p51p5 ! :Pak � =  � �1x02 � �2y02 = �1, tak¾e normální tvar ku¾eloseèky je typu (i):10x002 + 5y002 � 1 = 0v soustavì souøadni (P 0; e01; e02), kde P 0 = ( 1p5 ; 1p5) �  � 2p5 1p51p5 2p5 !, e01 = (� 2p5 ; 1p5),e02 = ( 1p5 ; 2p5) (v¹e v bázi (P ; e1; e2)).DOPLNIT OBRAZEK SITUACE!Konkrétní tvar kvadriky nebo ku¾eloseèky se øídí hodnotami èísel �; b; �; �;  vystupují-íh v normálním tvaru a znaménky èísel �1; �2; �3.



140 9.2. Klasi�kae kvadrik a ku¾eloseèekVìta 9.4. Normální tvary kvadrik zahrnují tyto mo¾nosti:(i1) x2a2 + y2b2 + z22 + 1 = 0 imaginární elipsoid(i2) x2a2 + y2b2 + z22 � 1 = 0 reálný elipsoid(i3) x2a2 + y2b2 � z22 + 1 = 0 dvojdílný hyperboloid(i4) x2a2 + y2b2 � z22 � 1 = 0 jednodílný hyperboloid(i5) x2a2 + y2b2 + z22 = 0 imaginární ku¾el(i6) x2a2 + y2b2 � z22 = 0 reálný ku¾el(ii1) x2p + y2q � 2z = 0; p; q > 0 eliptiký paraboloid(ii2) x2p � y2q � 2z = 0; p; q > 0 hyperboliký paraboloid(iii1) x2a2 + y2b2 + 1 = 0 imaginární eliptiký vále(iii2) x2a2 + y2b2 � 1 = 0 reálný eliptiký vále(iii3) x2a2 � y2b2 � 1 = 0 hyperboliký vále(iii4) x2a2 + y2b2 = 0 imaginární dvojie rùznobì¾nýh rovin(iii5) x2a2 � y2b2 = 0 reálná dvojie rùznobì¾nýh rovin(iv1) x2 � 2py = 0; p > 0 paraboliký vále(v1) x2 + a2 = 0 imaginární dvojie rovnobì¾nýh rovin(v2) x2 � a2 = 0 reálná dvojie rovnobì¾nýh rovin(v3) x2 = 0 dvojná rovinaNormální tvary ku¾eloseèky zahrnují tyto mo¾nosti:(i1) x2a2 + y2b2 + 1 = 0 imaginární elipsa(i2) x2a2 + y2b2 � 1 = 0 reálná elipsa(i3) x2a2 � y2b2 � 1 = 0 hyperbla(i4) x2a2 + y2b2 = 0 imaginární dvojie rùznobì¾nýh pøímek(i5) x2a2 � y2b2 = 0 reálná dvojie rùznobì¾nýh pøímek(ii1) x2p � 2y = 0; p > 0 parabola(iii1) x2 + a2 = 0 imaginární dvojie rovnobì¾nýh pøímek(iii2) x2 � a2 = 0 reálná dvojie rovnobì¾nýh pøímek(iii3) x2 = 0 dvojná pøímkaDùkaz: Vìtu 9.4 snadno doká¾eme rozborem v¹eh mo¾ností znamének èísel �1; �2; �3a hodnot èísel �; �; �; �; �. }Poznámka: V¹imnìme si, ¾e název þimaginárníÿ pøíslu¹í tìm rovniím kvadrik neboku¾eloseèek, jim¾ nevyhovuje ¾ádný bod v R3 nebo R2 .Poznámka: Snadno lze ukázat, ¾e øezy kvadrik souøadniovými rovinami nebo rovi-nami s nimi rovnobì¾nými jsou ku¾eloseèky. Z tvaru tìhto øezù vyplývá názvosloví prokvadriky.Poznámka: Názvosloví pro kvadriky uvedené ve vìtì 9.4 je sie bì¾nì zavedené, správnìby se v¹ak mìlo napø. místo reálný elipsoid øíkat reálná elipsoidální proha apod., vzhle-dem k tomu, ¾e jde skuteènì o plohy v R3 , nikoli o tìlesa.



Kapitola 9. Geometriké aplikae 141DOPLNIT OBRÁZKY TÌLESCvièení 9.2(1) Proveïte podrobný rozbor vztahu 9.13 pro pøípad ku¾eloseèky v R2 a doka¾te tak vìtu9.3 pro ku¾eloseèky.Návod: Sledujte rozbor provedený v textu pro pøípad kvadriky a aplikujte jej na pøípadku¾eloseèky tak, ¾e vypustíte èleny obsahujíí z-ové souøadnie.(2) Proveïte podrobnì dùkaz vìty 9.4 nejprve pro ku¾eloseèky, potom pro kvadriky. Zjistìte,jaké útvary jsou øezy kvadrik rovinami rovnobì¾nými se souøadniovými rovinami.Návod: U ku¾eloseèek i kvadrik rozeberte v¹ehny mo¾nosti znamének èísel �1, �2 (�1,�2, �3) i v¹ehny mo¾nosti znamének �, �, �, (�, �, �, �, �) vèetnì mo¾nosti nulovýhhodnot pro nìkteré z nih. Za úèelem klasi�kae øezù kvadrik rovinami rovnobì¾nýmis rovinami soustavy souøadni øe¹te rovnie kvadrik spolu s rovniemi x =kons. resp.y =konst., resp z =konst.(3) V následujííh pøípadeh najdìte kartézskou soustavu souøadni, v ní¾ má kvadrikanebo ku¾eloseèka normální tvar. Urèete, o jakou kvadriku nebo ku¾eloseèku se jedná.a) 6xy + 8y2 � 12x� 26y + 11 = 0 v R2b) x2 + 2xy + y2 � 8x + 4 = 0 v R2) x2 + 5y2 + z2 + 2xy + 6xz + 2yz � 2x + 6y + 2z = 0 v R3d) 4x2 + 2xy + 2xz � 2y2 + 5yz � 2z2 � 22x� 19y + 8z + 1 = 0 v R3e) x2 + 4xy + y2 + 2x+ 1 = 0 v R2f) 2x2 + 5xy � 3y2 + x + 10y � 3 = 0 v R2g) 4x2 + y2 � 4z2 � 8x + 4y + 24z � 32 = 0 v R3h) 6x2 � 4xy � 4xz + 7y2 + 5z2 � 36 = 0 v R3i) 2x2 + 2xy + 2y2 � 5z2 � 2x� 4y � 4z + 2 = 0 v R3j) x2 + 4xy � 10xz � 2y2 + 4yz + z2 + 2x+ 4y � 10z � 1 = 0 v R3k) x2 + 2xy + 6xz + 5y2 + 2yz + z2 � 2x + 6y + 2z = 0 v R3l) x2 + 2xy + y2 + 1 = 0 v R2m) 2x2 � 3xy � 2y2 + x+ 3y � 1 = 0 v R3n) 4x2 + 4xy + y2 + 2x+ y � 2 = 0 v R2



142 9.3. Invarianty kvadrik a ku¾eloseèekVýsledek:a) 9x2 � y2 � 9 = 0) x2 � y23 � 1 = 0, hyperbolae01 = ( 1p10 ; 3p10), e02 = (� 3p10 ; 1p10), P 0 = (2;�1) v (P ; e1; e2)b) x2 + 2p2y = 0, parabolae01 = ( 1p2 ; 1p2), e02 = (� 1p2 ;+ 1p2), P 0 = (1; 1) v (P ; e1; e2)) 3x2 + 6y2 � 2z2 + 1 = 0, jednodílný hyperboloide01 = ( 1p3 ;� 1p3 ; 1p3), e02 = ( 1p6 ; 2p6 ; 1p6), e03 = (� 1p2 ; 0; 1p2), P 0 = (13 ; 23 ;�23) v (P ; e1; e2; e3)d) x2 � y2 � 2 = 0, hyperboliký válee01 = ( 43p2 ; 13p2 ; 13p2) e02 = (0; 1p2 ;� 1p2), e03 = (�13 ; 23 ; 23), P 0 = (229 ; 89 ; 199 ) v (P ; e1; e2; e3)e) 9x2 � 3y2 + 4 = 0, hyperbolae01 = ( 1p2 ; 1p2), e02 = (� 1p2 ; 1p2), P 0 = (13 ;�23) v (P ; e1; e2)f) (5p2� 1)x2 � (5p2 + 1)y2 = 0, reálná dvojie rùznobì¾nýh pøímeke01 = ( 1+p2p4+2p2 ; 1p4+2p2) e02 = ( 1�p2p4�2p2 ; 1p4�2p2), P 0 = (�87 ; 57) v (P ; e1; e2)g) 4x2 + y2 � 4z2 � 4 = 0, jednodílný hyperboloidP 0 = (1;�2; 3) v (P; e1; e2; e3), e0i = ei, i = 1; 2; 3h) 3x2 + 2y2 + z2 � 12 = 0, reálný elipsoide01 = (23 ;�23 ;�13); e02 = (13 ; 23 ;�23), e03 = (23 ; 13 ; 23), P 0 = (0; 0; 0) v (P ; e1; e2; e3)i) 15x2 + 5y2 � 25z2 + 4 = 0, dvojdílný hyperboloide01 = ( 1p2 ; 1p2 ; 0), e02 = (� 1p2 ; 1p2 ; 0), e03 = (0; 0; 1), P 0 = (0; 1; 25) v (P ; e1; e2; e3)j) 3x2 � 3y2 � 1 = 0, hyperboliký válee01 = (� 1p2 ; 0; 1p2), e02 = ( 1p3 ;� 1p3 ; 1p3), e03 = ( 1p6 ; 2p6 ; 1p6), P 0 = (�56 ; 13 ; 0) v (P ; e1; e2; e3)k) 6x3 + 3y2 � 2z2 � 1 = 0, jednodílný hyperboloide01 = ( 1p6 ; 2p6 ; 1p6), e02 = ( 1p3 ;� 1p3 ; 1p3), e03 = ( 1p2 ; 0;� 1p2), P 0 = (�13 ;�23 ; 23) v (P ; e1; e2; e3)l) 2x2 + 2 = 0, imaginární dvojie rovnobì¾nýh pøímeke01 = ( 1p2 ; 1p2), e02 = (� 1p2 ; 1p2), P 0 = (0; 0) v (P ; e1; e2)m) x2 � y2 = 0, reálná dvojie rùznobì¾nýh pøímeke01 = ( 3p10 ;� 1p10), e02 = ( 1p10 ;� 1p10), P 0 = (15 ; 35) v (P ; e1; e2n) 20x2 � 9 = 0, reálná dvojie rovnobì¾nýh pøímeke01 = ( 2p5 ; 1p5), e02 = (� 1p5 ; 2p5), P 0 = (�15 ;� 110) v (P ; e1; e2)9.3 Invarianty kvadrik a ku¾eloseèekFunke koe�ientù rovnie kvadriky resp. ku¾eloseèky, které se nemìní pøi pøehoduod jedné kartézské soustavy souøadni ke druhé, se nazývají invarianty kvadriky resp.ku¾eloseèky. Funke koe�ientù rovnie kvadriky resp. ku¾eloseèky, které se nemìní pøipøehodu od jedné kartézské soustavy souøadni ke druhé nezahrnujíím translai, senazývají semiinvarianty kvadriky resp. ku¾eloseèky. Platí pro nìF (�11; �21; : : : ; �33; �1; �2; �3; ) = F (�110; �210; : : : ; �330; �10; �20; �30; 0):



Kapitola 9. Geometriké aplikae 143Vìta 9.5. FunkeI1 = �11 + �22 = trA; I2 = detA; I3 = det0� �11 �21 12�1�21 �22 12�212�1 12�2  1Ajsou invarianty ku¾eloseèky, funkeK1 = det� �11 12�112�1  � + det� �22 12�212�2  �je jejím semiinvariantem.Pro ku¾eloseèky typu (iii) je K1 rovnì¾ invariantem.Dùkaz: Neh» k(a) = (�)A(�)T + (�)B+  je rovnie ku¾eloseèky.Pøi transformai souøadni (P ; e1; e2) ! (P ; e01; e02) popsané ortogonální matií T,platí k(a) = (�0)TAT�1(�0)T + (�0)TB +  = (�0)A0(�0)T + (�0)B0 + . OznaèmeI1 = P1i=1 �ii = trA (stopa matie A). Pak I 01 = P2i=1 �ii0 = P2i;j;k=1 � ji �kj�ik =P2j;k=1 �kj P2i=1 � ji �ik = P2j;k=1 �kj Æjk = P2j=1 �jj = I1. (Pozn.: invariantnost stopy ma-tie pøi podobnostní transformai je vlastností mati libovolného øádu n.) Funke I1 jetedy invariantem kvadriky vzhledem k transformai souøadni (P ; e1; e2)! (P ; e01; e02).Dále platí: I 02 = detA0 = det(TAT�1) = detA = I2. Funke I2 je rovnì¾ invariantemku¾eloseèky vzhledem k uva¾ované transformai souøadni.Doká¾eme nyní invariantnost funke I3. Zaveïme následujíí oznaèení, pomoí nìho¾pøejdeme k úvahám v R3 : (�) = (x; y; 1) pro (�) = (x; y),A = 0� �11 �21 0�21 �22 00 0 0 1A ; B = 0� 0 0 12�10 0 12�212�1 12�2 0 1A ; G = 0� 0 0 00 0 00 0  1A :Pøímým výpoètem snadno ovìøíme, ¾e platí (�)A(�)T = (�)A(�)T, (�)B = (�)B(�)T, = (�)G(�)T. Proto lze psátk(a) = (�)(A+ B + G)(�)T = 0; A+ B + G = 0� �11 �21 12�1�21 �21 12�212�1 12�2  1A :De�nujme transformai mezi kartézskými soustavami souøadni (P ; e1; e2; e3) !(P ; e01; e02; e03) v R3 pomoí ortogonální matieT = 0� � 11 � 21 0� 12 � 22 00 0 1 1A :Opìt pøímým výpoètem zjistíme, ¾e A0 = T AT �1, B0 = T BT �1, G 0 = T GT �1. Pakk(a) = (�0)T (A+ B + G)T �1(�0)T = 0. Z rovnosti det(T (A + B + G)T �1) = det(A +B + G) vyplývá invariantnost funke I3 vzhledem k pøehodu (P ; e1; e2)! (P ; e01; e02).Zbývá dokázat invariantnost funke K1 vzhledem k uva¾ované transformai soustavysouøadni. Funke K1 je dána souètem algebraikýh doplòkù prvkù �22 resp. �11 v matii



144 9.3. Invarianty kvadrik a ku¾eloseèekM = A+ B + G. Algebraikým doplòkem prvku  je invariant I2. K dùkazu invariant-nosti funke K1 tedy postaèí dùkaz invariantnosti funke K1 + I2, která je, jak vyplýváz vý¹e uvedenýh úvah, stopou matie adjungované k matii M. Vzhledem k podob-nosti mati M a M0 pøi transformai (P ; e1; e2; e3) ! (P; e1; e2; e3) jsou také matieadjM, adjM0 podobné (viz de�nie a vlastnosti adjungovanýh mati v odstavi 1.3).Platí tedy trM0 = tr(TMT �1) = trM) K 01 + I 02 = K1 + I2 a vzhledem k I 02 = I2 je iK 01 = K1.Uva¾ujme nyní translai soustavy souøadni (P ; e1; e2)! (P 0; e1; e2), kde t = P 0 �P = (�0). Pou¾itím vztahu 9.12 dostaneme pøi oznaèení (�0) = (�)� (�0)k(X) = (�0)A(�0)T + (�0)[B+ 2A(�0)T℄ + k(P 0) = 0:Invariantnost funkí I1 a I2 je zøejmá okam¾itì z invariantnosti matie kvadratiké formypøi translai, invariantnost I3 se provìøí napøíklad pøímým výpoètem determinantù matiM,M0. }Vìta 9.6. Ku¾eloseèku K v R2 lze pøevést transformaí (P ; e1; e2) ! (P 0; e01; e02) kar-tézskýh soustav souøadni na normální tvar �1x2 + �2y2 + � = 0, �1; �2 6= 0 resp.�1x2 + �y = 0, �1; � 6= 0 resp. �1x2 + � = 0, �1 6= 0 právì tehdy, kdy¾ I2 6= 0 resp.I2 = 0 ^ I3 6= 0 resp. I2 = I3 = 0.Dùkaz: Vzhledem k invariantnosti funkí I1, I2, I3 staèí urèit jejih hodnoty právìz normálníh tvarù:(i) �1x2 + �2y2 + � = 0, �1; �2 6= 0;I2 = det� �1 00 �2 � = �1�2; I3 = det0� �1 0 00 �2 00 0 � 1A = �1�2�:Odtud je zøejmé, ¾e I2 6= 0, � = I3=I2. Je-li naopak I2 6= 0, musí být �1; �2 6= 0 aku¾eloseèka má tvar: �1x1 + �2y2 + (I3=I2) = 0: (9.21)(ii) �1x2 + �y = 0, �1; � 6= 0,I2 = det� �1 00 0 � = 0; I3 = det0� �1 0 00 0 12�0 12� 0 1A = �14�1�2 6= 0Pøitom �1 + �2 = �1 = I1, tak¾e �2 = �4I3=I1 a ku¾eloseèka má tvar:�1x2 � 2pjI3=I1jy = 0: (9.22)(iii) �1x2 + � = 0, �1 6= 0,I2 = det� �1 00 0 � = 0; I3 = det0� �1 0 00 0 00 0 � 1A = 0;



Kapitola 9. Geometriké aplikae 145K1 = det� �1 00 � � + det� 0 00 � � = �1�;tedy � = K1=I1 a ku¾eloseèka má tvar:�1x2 +K1=I1 = 0: (9.23)}Jako dùsledek vìty 9.6 a jejího dùkazu dostáváme následujíí tabulku klasi�kae ku¾e-loseèek podle invariantù:Rovnie Ku¾eloseèka Invarianty Normální tvarx2a2 + y2b2 + 1 = 0 imaginární elipsa I2 > 0, I1 � I3 > 0 �1x2 + �2y2 + I3I2 = 0x2a2 + y2b2 � 1 = 0 reálná elipsa I2 > 0, I1 � I3 < 0 �1x2 + �2y2 + I3I2 = 0x2a2 + y2b2 = 0 dvojie imag. rùznob. I2 > 0, I3 = 0 �1x2 + �2y2 + I3I2 = 0x2a2 � y2b2 � 1 = 0 hyperbola I2 < 0, I3 6= 0 �1x2 + �2y2 + I3I2 = 0x2a2 � y2b2 = 0 dvojie reál. rùznob. I2 < 0, I3 = 0 �1x2 + �2y2 + I3I2 = 0x2 � 2py = 0 parabola I2 = 0, I3 6= 0 �1x2 � 2qj I3I1 jy = 0x2 + a2 = 0 dvojie imag. rovnob. I2 = 0, I3 = 0, K1 > 0 �1x2 + K1I1 = 0x2 � a2 = 0 dvojie reál. rovnob. I2 = 0, I3 = 0, K1 < 0 �1x2 + K1I1 = 0x2 = 0 dvojná pøímka I2 = 0, I3 = 0, K1 = 0 �1x2 + K1I1 = 0Pøíklad 4: Uva¾ujme ku¾eloseèku z pøedhozího pøíkladu: k(X) = 9x2 � 4xy + 6y2 +6x� 8y + 2 = 0, �1 = 10, �2 = 5.I2 = �1 + �2 = 15; I2 = det� 9 2�2 6 � = 50; I3 = det0� 9 �2 3�2 6 �43 �4 2 1A = �50:Odtud 10x2 + 5y2 � 1 = 0, o¾ souhlasí s pøedhozím výsledkem. Podle klasi�kaènítabulky jde o reálnou elipsu, nebo» I2 > 0, I1 � I3 < 0.Poznámka: Uvìdomme si, ¾e invarianty umo¾ní urèít typ ku¾eloseèky i její normálnírovnii, nikoliv v¹ak soustavu souøadni, v ní¾ je ku¾eloseèka touto normální rovniízadána.Analogiká tvrzení nyní formulujeme pro kvadriky.Vìta 9.7. FunkeI1 = �11 + �22 + �33 = trA; I2 = det� �11 �21�21 �22 � + det� �22 �32�32 �33 � + det� �11 �31�31 �33 � ;



146 9.3. Invarianty kvadrik a ku¾eloseèekI3 = detA; I4 = det0BB� 12�1A 12�212�312�1 12�2 12�3  1CCA
jsou invarianty kvadriky, funkeK1 = det� �11 12�112�1  � + det� �22 12�212�2  � + det� �33 12�312�3  � ;

K2 = det0� �11 �21 12�1�21 �22 12�212�1 12�2  1A+ det0� �11 �31 12�1�31 �33 12�312�1 12�3  1A+
+det0� �22 �32 12�2�32 �33 12�312�2 12�3  1A

jsou jejími semiinvarinty, u kvadrik s normálními tvary (iii), (iv) se stává invariantemi funke K2, u kvadrik (v) jsou invarianty i funke K1, K2.
Vìta 9.8. Kvadriku K v R3 lze pøevést transformaí kartézskýh soustav souøadni(P ; e1; e2; e3)! (P 0; e01; e02; e03) na normální tvar�1x2 + �2y2 + �3z2 + � = 0, �1; �2; �3 6= 0 , I3 6= 0,�1x2 + �2y2 + �z = 0, �1; �2; � 6= 0 , I2 6= 0, I4 6= 0, I3 = 0,�1x2 + �2y2 + � = 0, �1; �2 6= 0 , I3 = 0, I4 = 0, I2 6= 0,�1x2 + �y = 0, �1; � 6= 0 , I2 = I3 = I4 = 0, K2 6= 0,�1x2 + � = 0, �1 6= 0 , I2 = I3 = I4 = K2 = 0, I1 6= 0.Pro koe�ienty v normálníh tvareh platí:� = I4=I3; � = �2pjI4=I2j; � = K2=I2; � = �2pjK2=I1j; � = K1=I1 (9.24)



Kapitola 9. Geometriké aplikae 147Rovnie Kvadrika Invariantyx2a2 + y2b2 + z22 + 1 = 0 im. elipsoid I4 > 0; I3 6= 0; I2 > 0; I1 � I3 > 0x2a2 + y2b2 � z22 � 1 = 0 1-dílný hyperboloid I4 > 0; I3 6= 0;buï I2 � 0, nebo I1 � I3 � 0x2p � y2q � 2z = 0; p; q > 0 hyp. paraboloid I4 > 0; I3 = 0x2a2 + y2b2 + z22 � 1 = 0 reál. elipsoid I4 < 0; I3 6= 0; I2 > 0; I1 � I3 > 0x2a2 + y2b2 � z22 + 1 = 0 2-dílný hyperboloid I4 < 0; I3 6= 0;buï I2 � 0, nebo I1 � I3 � 0x2p + y2q � 2z = 0; p; q > 0 elip. paraboloid I4 < 0; I3 = 0x2a2 + y2b2 + z22 = 0 im. ku¾el I4 = 0; I3 6= 0; I2 > 0; I1 � I3 > 0x2a2 + y2b2 � z22 = 0 reál. ku¾el I4 = 0; I3 6= 0;buï I2 � 0, nebo I1 � I3 � 0x2a2 + y2b2 + 1 = 0 im. vále I4 = 0; I3 = 0; K2 6= 0; I2 > 0; I1 �K2 > 0x2a2 + y2b2 � 1 = 0 elip. vále I4 = 0; I3 = 0; K2 6= 0; I2 > 0; I1 �K2 < 0x2a2 � y2b2 � 1 = 0 hyp. vále I4 = 0; I3 = 0; K2 6= 0; I2 < 0x2 � 2py = 0 parab. vále I4 = 0; I3 = 0; K2 6= 0; I2 = 0x2a2 + y2b2 = 0 im. dvoj. rùz. rovin I4 = 0; I3 = 0; K2 = 0; I2 > 0x2a2 � y2b2 = 0 reál. dvoj. rùz. rovin I4 = 0; I3 = 0; K2 = 0; I2 < 0x2 + a2 = 0 im. dvojie rov. rovin I4 = 0; I3 = 0; K2 = 0; I2 = 0; K1 > 0x2 � a2 = 0 reál. dvoj. rov. rovin I4 = 0; I3 = 0; K2 = 0; I2 = 0; K1 < 0x2 = 0 dvojná rovina I4 = 0; I3 = 0; K2 = 0; I2 = 0; K1 = 0Pøíklad 5: Uva¾ujme kvadriku K zadanou rovniíx2 + 5y2 + z2 + 2xy + 6xz + 2yz � 2x + 6y + 2z = 0:A = 0� 1 1 31 5 13 1 1 1A) �1 = 3; �2 = 6; �3 = �2;I1 = 7; I2 = det� 1 11 5 � + det� 5 11 1 �+ det� 1 33 1 � = 0;I3 = detA = �36; I4 = det0BB� 1 1 3 �11 5 1 33 1 1 1�1 3 1 0 1CCA = 36;tj. I4 > 0, I3 6= 0, I2 = 0, I1 � I3 < 0 a jedná se o jednodílný hyperboloid o rovnii3x2 + 6y2 � 2z2 � 1 = 0, nebo» � = I4=I3 = �1.Cvièení 9.3



148 9.3. Invarianty kvadrik a ku¾eloseèek(1) Doka¾te, ¾e stopa libovolné ètverové matie øádu n se podobnostní transformaí nemìní.Návod: Dùkaz proveïte pøímým výpoètem stopy matie TAT�1 s vyu¾itím vztahùTT�1 = T�1T = E.(2) Proveïte dùkaz invariantnosti funkí I1, I2, I3 u ku¾eloseèek vzhledem k translai kar-tézské soustavy souøadni.Návod: Vyu¾ijte postupu naznaèeného v dùkazu vìty 9.5.(3) Doka¾te invariantnost funke K1 pro ku¾eloseèky s normálním tvarem (iii) vzhledemk translai kartézské soustavy souøadni.Návod: Vyu¾ijte skuteènosti, ¾eK1 je semiinvariantem ku¾eloseèek a pøi dùkazu tvrzeníformulovaného v zadání úlohy vyjdìte pøímo z normálního tvaru �1x2 + � = 0. Zjistìte,jak se zmìní tvar této rovnie po translai a rovnostK 01 = K1 doka¾te pøímým výpoètem.(4) Doka¾te vìtu 9.7 a vìtu 9.8.Návod: Postupujte v analogii s dùkazem vìty 9.5 a 9.6.


