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Mecelleriiv rozptyl

1. Zakladni popis a Feymanovy diagramy. Chceme popsat rozptyl
elektronu na elektronu. Necht se tedy srazi dva elektrony s (¢tyf)hybnostmi
p1 a py a ziskaji hybnosti p; a ps. Rovnice

P1+ P2 =p1+ P2

vyjadiuje zakon zachovani hybnosti. V dalsim s vyhodou pouzijeme Mandel-
stamovy proménné

s = (p1+ p2)® = 2(m* + p1p2)
t= (1 —m)*=2m*—pp)
u= (p1 — P2)* = 2(m* — p12),
kde
s+t +u=4m?>
Proces je popsan Feynmanovymi diagramy na obréazku, jimz prislusi ampli-
tudy pravdépodobnosti

2

N

(u(p2)v"u(p2)) Dy (q) (@(p1)y"u(p:))
e (a(pr)y"u(pz)) Dy (') (@(p2)7" u(pr))
b2 D2 P2 P1

P1 P1 b1 D2

2. Amplituda pravdépodobnosti. Propagator fotonu v impulzové re-
prezentaci je

41 g,
Dy (q) = lim —9%
eHOq + 1€
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Vyuzijeme-li zdkona zachovani hybnosti pro vypocet hybnosti fotonti ¢ a také
¢, pouzijeme-li dale proménné t resp. u k vyjadieni propagatoru fotonu pro
prvni resp. druhy diagram, dostaneme pro amplitudu M vztah

e (@(p2)v"u(p2)) Dy (q) (@(pr)y" u(pr)) +
+ €* (@(p1)y"u(p2)) D, (¢") (@(p2)y"u(p1)) =

— e |3 @ ) (@)~ 1 (01 lp) @l

3. Pravdépodobnost. Pravdépodobnost je dana jako modulus druhé moc-
niny amplitudy pravdépodobnosti |M|2. Zde pouzijeme vysledky odvozené jiz
diive a prepiseme pravdépodobnost pomoci matic hustoty jednotlivych c¢astic

1
167%¢* {t—z Tr [p(D2, G2)7" p(p2, a2)y”] Tr [p(Pr, @1)vup(p1, a1) V) +

1 o ) -
+ 5T [p(D1, a1)Y" p(p2, a2)Y"] Tr [p(D2, a2)yup(p1, a1)y] —
1 o Lo
— I [p(D2, a2)7" p(p2, a2)Y" p(P1, @1)Yup(P1, a1) V] —
1

—3 I [p(P1, @)V p(p2, a2)y” p(D2, G2)Yup(p1, al)%]} :

Ve vypoctu je pouzito oznaceni p(p, a), coz znaci polarizacni matici pro elek-
tron s hybnosti p a polarizacnim vektorem a. V dalsim pro jednoduchost bu-
deme uvazovat rozptyl nepolarizovanych elektroni, tj. matice p(p) = %(p—i—m)
(normujeme Tr p = 2m). Po dosazeni mame v {-- -} zavorkéch

_ 1% {%2 Tr [(7?52 +m)y(p, + m)vy] Ir [(ﬁl +m)(p, + m)'y”] *
(p, + m)%} -

- % Ir [(@1 +m)Y(p, + m)vy} Ir [(]52 +m)
T [y gy + B, o, + )] -

— T [, + M) (p, )Y (F, + ), + m) } |

Prvni a druhy sc¢itanec maji stejnou strukturu az na zaménu p; < ps, coz
odpovida zameéné t « u. Totéz plati pro tfeti a ¢tvrty sc¢itanec. Staci tedy,
kdyz explicitné spoc¢teme napt. prvni a tfeti s¢itanec.



Mecelleriiv rozptyl 3

Vypocet prvniho scitance:

T [ (B, + m)y" (p, + m)y* | = Te (5B + M7 (1 P2 + m)y*] =
= Tr (m*y"y" + Po,apa,sy*7"y™7") = 4 (m*g" + vy + Pyph — (B2 - p2)g™) ,
pricemz jsme vyuzili jiz dokazané skutecnosti, ze stopa lichého poc¢tu y-matic

je nulova. Samoziejmé rovnéz

Tr [(]751 +m)y.(p, + m)%] =4 (Mg + D1 up1e + Propip — (B1 - P1)Guw) -

Celkem tedy v prvnim sé¢itanci dostaneme

6 T [+, T [,y + ] =

= 4m* —2m*(py - p1) — 2m*(Pa - pa) + 2(P2 - 1) (P2 - p1) + 2(P2 - p1) (B - p2).-
Druhy sc¢itanec je analogicky

1_16 Tr [(ﬁl +m)y(p, + m)ﬂ Ir [(752 +m)u(p, + m)%} -

= 4m* —2m®(Pa - p1) — 2m*(P1 - p2) + 2(P1 - P2) (P2 - p1) + 2(P1 - p1) (P2 - 2).

Vipocet tietiho séitance: P¥i vypoctu vyuzijeme vztahy (tyto si dokazte jako
cviceni)
PNy = =29y
Yy = 497
VY = =2
Yy, = 4.

«

Spoctéme tedy z tietiho s¢itance napted *

Tt | (P20 +m) 3" (P27 + M)y (™ + m)y(pioy™ +m)v |
*

* = Yy y.pa D1k + VYV Yumpa s + VY Y Y mPLs + Y mE =
= —27K7V76P2,5]51,n + 4gﬂ”mp2,g + 49" mpy . — 27"m?.

Mame tedy
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Tr [(P2.07" + m) (=297 pa,aD1e + 497 mp2 s + 49" mp1 . — 29'm?) (p1ay” + M)
= Tr { (P2 +m) [=201,851.501,7" Y V"7 0 — 2mp2,sPr w7 Y 70+

Bv, 2 VK, 2— A 2 v, A 3. v _

+ (49”7'mpa g + 49" mpr ) (pray +m) v — 2mPpLay M — 2mPy ] } =

= —32(P2 - p1)(p2 - p1) + 16m* [(p2 - P2) + (p2 - D2) + (p1 - P2) + (P2 - P1) + (p1 - 1) + (D1 - P2)] — 32m*.

Ctvrty séitanec opét analogicky

T [(p, + )y, + m)” (B, + M) (p, +m)
—32(p1 - p2)(p2 - p1) 4+ 16m” [(p2 - p1) + (p2 - p1) + (p1 - P1)+
+(p2 - P2) + (p1 - P2) + (P2 - P1)] — 32m*.

4. Vyjadieni pomoci Mandelstamovych proménnych. Z defini¢nich
vztahli dostavame pro riazné skalarni souciny hybnosti

2(p1 - P2) = 5 — 2m”°
2(ps - P2) = 2m® — 1
2(]72 pl) = 2m2 — U.

2(p1 - p2) = s — 2m”
2(p1 - 1) =2m* —t
2(p1 - p2) = 2m* —u

V prvnim séitanci v |M|]? dostavam

T [y + ), + )| T [, + mv(p, +mv]
! [4m* — m?*(2m? — t) — m?(2m® — t) + 1(s — 2m°)* + 1 (2m® — u)?]

1 2 2
=3 [S ;u +m2(t—m2)] =: F(s,t,u).
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Druhy s¢itanec je potom ze symetrie roven F'(s,u,t). Pro tfeti s¢itanec do-
stavame po dosazeni

1

~Tore T | (P27 +m) 3 (02,57 + M)y (Prey” + M)y (pran® + m)y | =

1 — 9m2)2 2
=~ w_m?(s—2m2+2m2—t+2m2—u+
u

—|—2m2—u+2m2—t+s—2m2)+2m4} =

_ 2 <f _ m2> (g — 3m2> =: G(s,t,u).

Cotu \2

Ctvrty a posledni séitanec dostaneme jako G(s,u,t) (dokonce je G(s,u,t) =

G(s,t,u)).

5. Diferencialni u¢inny prurez. Daéale pomoci pravdépodobnosti spoc-
teme diferencidlni ¢inny prifez, vyjadifeny pomoci Mandelstamovych pro-
ménnych s, t a u
| M |dt
do = .
167s(s — 4m?2)

Po dosazeni spo¢teného |M|? dostavame

4re2dt 1 [s*+u?
do = = 4m?(t — m®
’ 3(3—4m2){t2[ SR m( m)}—l—
1 [s*+12 2 2 4 s 9\ (S 9
+$[ 5 + 4m=(u — m*) +E §—m><§—3m> .

6. Vypodet do v té&Zistovém systému. Zde plati p; = (¢,p), po =
(e,—p), ;1 = (€,p), p» = (¢, —p’), pfifemz ze zdkona zachovani energie
plyne € = ¢ a tedy kviili €2 = p + m? také |p| = |p’|. Odtud dostavame

s = (p +P2)2 = 4¢”
2 —

t=(p1—p)?=—-p°—p° +2|p||p'| cos = —2p*(1 — cos §) = —4p®sin® 0§

= \2

u=(p1—p)? =—p>—p° +2|p||p| cosb = —2p*(1 + cos ) = —4p? cos? .
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Oznacéme ( ) 2)2
e+p

Potom vyraz pro diferencidlni G¢inny pritez lze upravit na

et 4 3 4
do=—||—/———— | K+1 dQ
77 4 {(sin4 6  sin? 0) LR sin? § } ’

kde d2 = 27 sin #df je element prostorového tihlu.

7. Nerelativisticky a ultrarelativisticky pripad. V nerelativistickém
ptipadé plati |p| < m. Vyraz pro diferencialni ¢inny prifez lze napsat jako

K* 1 ? +28; 1
a— +b—2:a<%+1) +b— 5 a(2 mz - R~
€ € ps+m £ 1+”—2> m 2
m*  e*(1+ 3cos®6)dQ
~aQ— =
p* 16E2sin 6
kde E = p*/2m.

Naopak v ultrarelativistickém pripadé plati |p| > m. A dostavame celkem

e*m?(sin® 6 — 4)2dQ

do =
’ 4p? sin* 0
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