1. Pokyny pro vypracovani

Zvoleny priklad z druhé kapitoly vypracujte pisemné (nejlépe vysazejte pomoci KTEXu) a do-
dejte osobné po predchozi domluvé mailem na krbek@physics.muni.cz. Dale si vyberte
tri z jednodussich uloh v treti kapitole a rovnéz je vypracujte. Regeni budeme néasledné dis-
kutovat. Pokud bude FeSeni spravné a tiplné, bude Vam udélen zapocet. Zadni dva studenti
nemohou resit stejny priklad, proto se mezi sebou musite domluvit.

2. Priklady na udéleni zapoctu z variacniho poctu

2.1. Soustava harmonickych oscilatoru, jeji symetrie a prechod od této soustavy
ke spojité struné. Uvazujme soustavu N harmonickych oscilatori: kazdy o hmotnosti m,
jez jsou spojeny N pruzinami o tuhosti &, tak, ze j-ty oscilator je spojen s (j + 1)-nim, j €
{1,...,N —1} a N-ty opét s prvnim (viz obrazek 1).

Obrazek 1: Konfigurace soustavy harmonickych oscilatorta

(a) Napiste lagrangian a akci pro tuto soustavu oscilatord a napiste rovnéz prislusné po-
hybové rovnice. Vyuzijte maticovy zapis soustavy rovnic,

= —szu, (1)

kde w? = k/m a u je vektor vychylek oscilatort, A je jista N x N matice. Muzete vyuzit
maticového zapisu i pro potencialni a kinetickou energii soustavy.




2.2  Minimdlni plochy v R3

(b) Vyreste soustavu rovnic pro N =4.

(c) Uvazte symetrii soustavy oscilatorti vzhledem k otoceni, které presune prvni oscilator
do druhého, j-ty do (j + 1)-nitho a N-ty do prvniho. Tuto symetrii vyjadiete matici S.

(d) Skutecnost, ze S je symetrii soustavy oscilatorti znamena, ze je rovnéz symetrii sou-
stavy rovnic (1) a tedy plati, Ze rovnice

Sii = —w®A Su (2)
je stejna jako rovnice (1). Z toho plyne SA = AS. Ovérte to primo.

(e) Matice S a A komutuji, maji tedy shodné systémy vlastnich vektort. Naleznéte vlastni
hodnoty a vektory S a tim i vlastni vektory A. Uvédomte si, ze SY = 15 (jednotkova
matice).

(f) Ukazte, Ze vlastni hodnoty A jsou
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(g) Provedte prechod N — oo od souctt k integraci pres ihlovou souradnici ¢ pro akci z (a)
a ziskejte tim Lagrangeovu hustotu.
(h) Odvod'te a obecné reste pohybové rovnice pro ziskanou Lagrangeovu hustotu.

(1) Jaky operator v tomto spojitém pripadé odpovida operatoru S a jaky zakon zachovani
mu odpovida?

2.2. Minimalni plochy v R?. Minimalni plocha je plocha s okrajem, jejiz kazdy bod mimo
hranici ma okoli, které ma minimé&lni moznou plochu vzhledem k dané hranici tohoto okoli.

(a) Zformulujte predchozi zadani jako varia¢ni tlohu pro jisty variacni funkcional pro
funkci f(x,y), jez popisuje plochu.

(b) Spoctéte Euler-Lagrangeovy rovnice prislusné tomuto funkcionalu a tim i nutnou pod-
minku pro minimalni plochu.

(c) Naleznéte minimalni plochu ve specialnim pripadé, kdy se jedna o plochu vzniklou
rotaci kiivky kolem jisté osy.

(d) Formulujte a reste ulohu rovnéz pro pripad, kdy je plocha zadana parametricky jako
F:R?2—R3,




2.8 Hamiltonidn z lagrangidnu resenim variacniho problému s vazbou

(e) Dokazte, Ze helikoida (viz obrazek 2) je minimalni plochou. Parametrické vyjadreni
helikoidy (tj. jeji vlozeni do R?) je ddno

F: R’2-R? (4)
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kde a € R je parametr.

Obrazek 2: Zavit helikoidy s parametrem a =1

(f) Ukazte, ze Euler-Lagrangeovy rovnice z casti (d) jsou ekvivalentni pozadavku, aby
tzv. stredni ktivost H byla nulova. Stredni kfivost je aritmetickym priumérem obou
hlavnich krivosti, tedy

HZ%(Kl-I-KQ). (6)

O stredni ktivosti se vice dovite na http://en.wikipedia.org/wiki/Mean_
curvature, o hlavnich krivostech potom na http://en.wikipedia.org/wiki/
Principal_curvature.

2.3. Hamiltonian z lagrangianu reSenim varia¢niho problému s vazbou. Méjme kla-
sicky variacni problém, tj. hleddame minimum funkcionalu

b
minf L(x,u,u)dx. (7
U Ja




2.4 Vlastnosti extremality pro vlastni hodnoty operdtori

(a) Ukazte, ze vysSe uvedenou minimalizaci (7) lze ekvivalentné popsat jako variac¢ni pro-
blém hledani minima

u,v

minbe(x,u,v)dx (8)
a
doplnéného podminkou u'(x) = v(x).
(b) Tento problém reste metodou Lagrangeovych multiplikatori, viz.
http://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_multiplier
adaptovanou pro variacni pocet. Lagrangeiv multiplikator oznacime p(x). Hledame

tedy
b
minmaxf [L(x,u,v)—pu'-v)] dx. 9)

u,v p

(¢) Predchozi vyraz upravte uzitim metody per partes na integrand pu’dx, dile uZzijte
max-min nerovnost http://en.wikipedia.org/wiki/Max-min_inequality

(d) Pro nové vznikly funkcionél napiste prvni variaci. (lagrangian nezavisi na u’ ani v’).
Ziskejte p a p’ jako funkce u a v.

(e) Z funkcionalu vylouéete funkce p a p’. Co ziskame?

(f) Vyloucete funkce u a v. Ziskame tzv. dudlni varia¢ni problém vznikly Legendreovou
transformaci.

(g) Vyloudete v a p’. Ziskame Hamiltonovu formulaci variaéniho problému.

(h) Predchozi proved'te konkrétné pro lagrangiany prislusné harmonickému oscilatoru a
také pohybu castice v homogennim poli.

(i) Na prikladech z (h) ovérte, ze Legendreova transformace je involutivni (tj. jeji aplikace
dvakrat po sobé je identita).

2.4. Vlastnosti extremality pro vlastni hodnoty operatoru. Uvazte problém vlastnich
hodnot pro Laplacetv operator na “dostateéné reguldrni“ oblasti Q c R? s Dirichletovymi
okrajovymi podminkami, tj.

—Au=Au, wu=0naodQ. (10)

(a) Ukazte, Ze nejmensi vlastni hodnota A1 je kladna, ma nasobnost rovnu jedné a zZe k ni
prislusna vlastni funkce ©1 nema na Q nulové body.




2.5 Variacni funkciondl k zobecnéné Poissonové rovnici

(b) Oznaéme G mnozinu viech "dostateéné regularnich“ oblasti v R2. Uvazujte variaéni
problém
minA(Q2), wQ)=A, (11)
Qeo

kde u je Jordanova mira a u(Q2) je tedy plocha oblasti Q, A > 0. Ukazte, Ze minimy
tohoto varia¢niho problému jsou kruhy o ploSe A a reSeni je aZ na translaci urceno
jednoznacné.

2.5. Variac¢ni funkcional k zobecnéné Poissonové rovnici. Uvazujte variacni funkcio-

nal
f (K (Vu),Vu) - ful dx (12)
Q
pro dostatecné hladkou funkci
u:R"—R (13)
x— u(x) (14)

na regularni oblasti Q2 < R”. Ve funkcionalu (12) je dale K v kazdém bodé x oblasti Q2 linearni,
symetricky a pozitivni operator, (K je zadano jako n x n matice funkci na Q2), V je gradient,
(-,-y znaci skalarni soucin a f je zadana funkce.

(a) Odvodte Eulerovu—Lagrangeovu rovnici pro vyse uvedeny funkcional (12).
(b) Jakou volbou K a f dostaneme standardni Poissonovu rovnici?
(c) Jaky je fyzikalni vyznam K a f?

(d) Uvazte rovinny problém, tedy n = 2, a polarni souradnice. Dale vezméte K diagonalni
a zavisejici pouze na polarni souradnici . Napiste a obecné reste Lagrangeovy rovnice
pro tento pripad. Objasnéte zase fyzikalni vyznam rovnice.

(e) Diskutujte jednoznacnost Dirichletovy dlohy pro rovnici z (a). Dirichletova tloha je
rovnice (a) doplnéna okrajovou podminku u = 0 na 0Q.

2.6. Geodetické krivky na valci. Uvazujte nekonecny valec o poloméru R, jehoz osou je
osa z.

(a) Spoctéte element délky oblouku ve valcovych souradnicich ¢ a z.

(b) Napiste vztah pro délku krivky zadané ve valcovych souradnicich, naleznéte a reste
Euler-Lagrangeovy rovnice.




(c) Je reseni ulohy (b) jednozna¢né? Formulujte podminku pro minimum.

(d) Stejnou tlohu Feste v kartézskych soutadnicich s vazebni podminkou x? + y? = R? po-
moci metody Lagrangeovych multiplikatori.

3. Jednodussi ulohy k zapoctu

Priklady jsou vesmés vybrany z doporucené ucebnice Gelfand, Fomin: Calculus of Variations.

3.1. Euler-Lagrangeovy rovnice a jejich reseni.
(1) Najdéte a reste Euler-Lagrangeovy rovnice pro funkcional
b
f (%mu2 — %ku2 —AusinQt)dt
a

Na jakou fyzikalni ulohu se predchozi funkcional vztahuje?

(2) Najdéte obecné reseni Euler-Lagrangeovy rovnice pro funkcional

b
f fx)\/1+(y)2dx.

(3) Najdéte rovnovaznou polohu homogenniho retézu, jehoz konce jsou upevnény na svislé
sténé (obecné v raznych vyskach).

(4) Mezi vSemi ktivkami v roviné xy spojujicimi bod (0,5) na ose y s osou x a jez spolecné
se souradnicovymi osami ohranicuje obsah S najdéte takovou, jejiz rotaci kolem osy x
ziskame rotacni plochu, ktera ma co nejmensi mozny obsah.

3.2. Obecné vlastnosti funkcionalu.

(5) Najdéte Hamiltonovy rovnice pro extremaly funkcionalu

fb\/x2+y2\/1+(y’)2dx

a pomoci nich urcéete prvni integral pro Eulerovy—Lagrangeovy rovnice.

(6) Spoctéte druhou variaci funkcionalu exp(S[u]), kde S[u] je dvakrat diferencovatelny
funkcional.




3.3 Variaéni tilohy pro vicerozmérné oblasti, zdkony zachovdni

(7) Dokazte, Ze u funkcionalu typu
b
[ r0ae
a
se nevyskytuji sdruzené body.

3.3. Variacni ulohy pro vicerozmérné oblasti, zakony zachovani.

(8) Najdéte extremaly niZe zadaného funkcionalu na oblasti 2 c R"

fQLl

(9) Odvodte Euler-Lagrangeovy rovnice pro Lagrangeovu hustotu

—) dxq...dx,.

i (——eA )2+m u +Zhh (gij)
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kde pole jsou skalarni u a ctyrvektorové (Ag,A1,A9,As). Ddlehg=1,h1 =hg=hg=—

(10) Uvazujte Lagrangeovu hustotu z predchozi dlohy. Ukazte, Ze je invariantni viéi Lo-
rentzovym transformacim (xg,x1,x2,x3).

(11) Odvodte zakony zachovani pro transformaci z predchozi tlohy.

3.4. Priblizné metody.

(12) Ritzova variacni metoda (metoda koneénych prvku): zvolme posloupnost funkei {u,}
splnujici okrajové podminky daného variaéniho problému. Potom miizeme uvazovat
podprostory V,, prostoru pripustnych funkci generované linearnimi kombinacemi typu
aiui+---+ayuy,. Zjevné je V, vektorovym podprostorem ve V,,;1. Varia¢ni funkcional
muzeme vycislit na takové linearni kombinaci a minimalizovat funkcional pouze na V,
jako funkeci n proménnych aq,...,a,. V priznivych pripadech pro n — oo ziskame resSeni.

Pro variaéni funkecional )
1.2 1.2
fo (§u - 35U —Ztu) d¢

s okrajovymi podminkami u(0) = u(1) = 0 predchozi postup proved’te pro posloupnost
{u,}, kde
u, =t"(1-1).

Srovnejte s presnym resenim.




3.4 Priblizné metody

(13) Pavodni Eulerav pristup (metoda konec¢nych diferenci): Uvazte variac¢ni dlohu napr.
pro funkcional z predchozi dlohy (12) se stejnymi okrajovymi podminkami. Interval
[0,1] rozdélime na n + 1 stejné dlouhych dilkd, kazdy o Sirce At = 1/(n +1). Oznaéme
tr=kAtaup=u(ty), kel0,...,n+1}. Potom ug = u,+1 =0. Funkci u(¢) nahradime lo-
menou carou s vrcholy (¢g,ug),...,(tn+1,Un+1). Derivace u v bodé ¢, aproximujeme napi.
konec¢nymi doprednymi diferencemi (141 —up)/At a integral aproximujeme patiicnym
Riemannovym souctem. Potom variac¢ni funkcional muzeme aproximovat funkci n pro-
ménnych u1,...,u, a jeji extrémy hledat tradi¢cnimi metodami z diferencialniho poctu
vice proménnych. Proved'te pro vyse uvedeny funkcional!




