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1. Motivace

Jisty konkrétni problém ve variac¢nim poctu vyzaduje rozklad souboru veli¢in

indexovanych hornimi a dolnimi indexy na bezestopé casti.

Diferencialni ¢g-forma na r-tém prodlouzeni fibrované variety ¥ — X je

zapsana v adaptovanych souradnicich takto
q . .
p=Y AN Tk Ay AL Ay Adadrt AL A d e,
p=0

7, hlediska varia¢niho poctu jsou podstatné pouze bezestopé komponenty.

Komponenty obsahujici stopu jsou varia¢né trivialni.

Takovy lokalni rozklad lze provést ponékud obecné€ji na r-jetovych

prodlouzenich n-rozmérnych podvariet (n + m)-rozmérné variety Y.

Prestoze velic¢iny v ptivodnim problému nemaji tenzorovy charakter, vykazuje

problém nékteré shodné rysy s problémem rozkladu tenzort podle stop.



2. Prostor smisenych tenzorii

Uvazujeme vektorovy prostor V', dim V = n, dualni vektorovy prostor V* a

k nim asociovany tenzorovy prostor

T§V:®V®®v*.

Tento prostor nazyvame prostorem smisenych tenzoru typu (Z)

V konkrétni bazi {ei,...,e,} vektorového prostoru V piseme
t = t;ixezl R @ e, ReN R ®els
nebo ekvivalentné

11Ty 11 1 . .
tjl---js_t(e 7”'767"76]17"'76]5)’



3. Stopa tenzoru

Uvazujme linearni zobrazeni
k. T k r—1
Ce . TSV ) t—>Cl t € Ts_lv,

které je pro libovolnou béazi {eq,...,e,} vektorového prostoru V a pevné
zvolend k € {1,...,r} al e {l,...,s} dané jako

. k f
TIV 3 t—Cft = t(.. éiyorinn ey ) €TITNV

i=1
Zobrazeni CF se nazyva (k)-kontrakci a tenzor CFt se nazyva (k)-sto ou
l y ¢ l y ) P

tenzoru t.

Tenzoru, jehoz vSechny kontrakce jsou nulové, fikdme bezestopy.(Obecné

existuje r.s raznych kontrakei.)



4. Rozklad tenzoru podle stop

Uloha tedy zni:

Rozlozit obecny tenzor ¢t € TV na ¢ast obsahujici stopu a

cast bezestopou.

Formalné muzeme psat

t = ”iiidi Cit,
k=1 ¢=1

kde t je bezestopa ¢ast t a idi je Kroneckeriv tenzor (souradnicové vyjadreni
je dano Kroneckerovym §).

Takovy rozklad zrejmé existuje. Ponechme nyni stranou otazku jeho

jednoznacnosti.

Tuto proceduru lze pouzit na rozklad podle stop kazdého z rs tenzoru

Ckt € T’ V. Postupujeme-li takto min(r, s)-krat, na pravé strané zfistanou
pouze souciny Kroneckerovych tenzoru a bud ¢isté kontravariantnich nebo
kovariantnich tenzortu fadu |r — s|; podle toho, zda r < s nebo r > s.



5. Symetricka grupa

Budeme nyni studovat reprezentace symetrické grupy ve vektorovém prostoru
T*V ¢&isté kontravariantnich (analogicky kovariantnich) tenzorti.

Prvek s € G, symetrické grupy permutaci £ symbolii mtzeme zapsat
nékolika zpusoby. V dalsim budeme symboly oznacovat jako {1,...,k}.

— primy zapis, napt. s € Gg

— zapis pomoci cykli, napr. pro s

1—4—-2—5
3—3

— (1425)(3)

Konjugacéni t¥idy r ~ s < 3t € G: r = tst~! jsou uréeny permutacemi se

stejnou strukturou cykli.



6. Youngovy diagramy

Tridy permutaci jsou tedy jednoznac¢né uréeny poctem cykla délky 1 az k:

#1,...,#k. Ty jsou zfejmé omezeny podminkou
#1 4 2#2+ -+ k#k = k.
S vyhodou mtzeme zavést soubor Cisel A = A\q,..., A\
N =Hi1+---+#k, prol <<k,

Tomuto souboru ¢isel \ se rika rozklad \ 4 k.Ke kazdému rozkladu muzeme

prifadit Younguv diagram [\], napf. pro G5

5] [4,1] 3,21 3,17 [2%1] [2,17] [1°]



7. Generovani rozkladu

Program na vygenerovani vsech rozkladi dané¢ho disla:

from __future__ import generators
def rozklady(k):
if k ==
yield []

return

for p in rozklady(k-1):
yield p + [1]
if p and (len(p) == 1 or p[-2] > pl[-1]):
yield pl[:-1] + [p[-1] + 1]

for g in rozklady(5):
print q,

Jeho vystup pro k = 5:
(1, 1, 1, 1, 1] [2, 1, 1, 1] [2, 2, 1] [3, 1, 1] [3, 2] [4, 1] [5]



8. Pocet rozkladu

Vytvorujici funkce pro pocet rozkladu je

k Pocet rozkladu p(k) k Pocet rozkladu p(k)
1 1 6 11
2 2 7 15
3 3 8 22
4 5} 20 627
9! 7 100 190569292

Asymptoticka formule (Ramanujan, Hardy, Rademacher):

p(k)

1
~ C
4k+/3

m+/2k/3



9. Reprezentace symetrické a obecné linearni

grupy v prostoru KV tenzoru

Pro kazdou konec¢nou grupu je pocet ireducibilnich reprezentaci roven poctu
konjugacnich trid, tj. po¢tu Youngovych diagramt [A] s k ¢tverecky (|A| = k).

Symetricka grupa &, pusobi na homogenni prvky

S xT*V 3 (s,e1® - Qeyp) —(e5-11) @ - R eg-1(p)) € T"V.
Obecna linearni grupa GIL(n) pusobi na homogenni prvky

GL(n) xT*V 3 (4,1 ® --- @ ex,) —(Ae1 ® - -- ® Aey,) € T*V.

Tyto dveé akce spolu ziejmé komutuji. Lze ukazat, ze mezi ireducibilnimi

reprezentacemi téchto grup na T*V je krasny vztah (Issai Schur, 1902).

Ireducibilni reprezentace &, resp. GL(n) na T*V jsou
parametrizovany Youngovymi diagramy A\, || =k
s nasobnostmi rovnymi dimenzi ireducibilni reprezentace

GL(n) resp. &) prislusné témuz Youngovu diagramu.



10. Dimenze ireducibilnich reprezentaci

Formalné tedy plati

TV = 3N @ {Ah

[Al=F

kde [A] resp. {\} jsou ireducibilni reprezentace GIL(n) resp. Sy.

Pro dimenzi {\} dostaneme dim{\} =

k!
hook(\)’

kde hook()\) je soucin délek vsech hackd.

Pro dimenzi [\] ziskdme dim[\| =

hook (

Hi,j@\(n +Jj—1)

hook(\)

dim {_ '}

DO |~
| —

NN

— 576,

dim lJ

70,
n |t [(nR2 |3
1 [ n—1| n |n+l
n—2
576




11. Rozklady ko- a kontravariantnich tenzoru

Rozklad T°V na ireducibilni komponenty vzhledem k akci Gs.

Existuje 7 riznych Youngovych diagramt

5

5|1 4

5121 412 3 3

513121 4131 2 31 2 2

51413121 1 211 1 1 1 1
dim =1 dim =4 dim=5 dim=6 dm=5 dim=4 dim=1

Celkem tedy dostavame

|
SV 45 OV 444 V41545V,

T°V = S°V+4H1LLV +5 'V + 64

kde Youngtv diagram ptisobi na tenzory jako

ermutuji radky diagramu,
A= sen(gap, JTAER S
q p g permutuji sloupce diagramu.



12. Reprezentace na prostoru smisenych

tenzoru

Budeme uvazovat reprezentaci grupy GIL(n) na prostoru smisenych tenzoru
typu(g) TTV, tzn.

GL(n) xT'V 3(A,e1® - ®e, Qe @---®e’)—
—Ae1®---®Ae, AT @ @ AT e € TTV.

Dale uvazujme reprezentaci grupy G, x G4 na prostoru smisenych tenzoru

S, xGs xTIV 3 (a,b,e1®  Re Qe @ ®e’)—
— €4-1(1) R R €a—1(r) 0% eb_l(l) R X eb_l(s) - T;”V.
Ukazuje se, ze ireducibilni reprezentace GIL(n) jsou reprezentace,

u kterych maji jak horni indexy tak dolni indexy symetrie dané

Youngovymi diagramy A 47 a u - s a navic jsou bezestopé.



13. Rozklad reprezentaci GILL(n) v 1!V na

ireducibilni komponenty

Oznac¢me [A|" ireducibilni reprezentaci GIL(n) na prostoru kontravariantnich
tenzori 1"V a |u]s ireducibilni reprezentaci GILL(n) na prostoru kovariantnich
tenzord T°V* (A r apu-s).

Tyto reprezentace urcuji reprezentaci reprezentaci GIL(n) na T,V ktera
ovSsem obecné neni ireducibilni. V [King| je uveden a dokézan postup, kterym
patfi¢nou ireducibilni reprezentaci [\; p]% ziskdme. Tento postup vede na

rozklad podle stop.

K jeho odvozeni je treba vyuzit sdruzenosti reprezentaci na 1"V a T°V*
dané volbou jednotkového objemu. V souradnicovém vyjadreni se tato
skutecnost projevuje jako pouzivani uplné antisymetrického Kroneckerova

tenzoru ke ,zvedani® a ,,snizovani® indexu.



14. Sdruzenost reprezentaci

> N, >
N 7 N

A .... .... A
Y . ....
.... Y Y

Youngiiv diagram \* = [42, 3, 1] reprezentace sdruZené k reprezentaci

Y

g~

S

s Youngovym diagramem A = [4,3,1] pro dimV =n = 5.



15. M¥izkové permutace

Slovo i1 - - -2, ze symbolid 21,...,7,, kde 1 <11,...,%, <n, nazveme
mrizkovou permutaci, jestlize zadné jeho podslovo 7 - - - 75 nebsahuje vice

1+ 1lneziprol <1< n—1.

Priklad:

(1) Mrizkova permutace neni permutaci!
(2) Slovo 112321 je miizkovou permutaci.

(3) Slovo 112331 neni miizkovou permutaci, protoze jeho podslovo 11233
obsahuje vicekrat 3 nez 2.

Clebsch-Gordanovy rozklady

Mrizkové permutace je treba uvazovat pri rozkladech tenzorovych soucint

ireducibilnich reprezentaci [A\] ® [u] na ireducibilni reprezentace [v].



16. Postup pro ziskani ireducibilni reprezetace

Diagramy charakterizujici reprezentace na 71!V jsou dany dvojicemi
Youngovych diagrami (A, p)%. Je vhodné dvojice zapisovat ,zady k sobé®

oznacovat diagram urcujici kontravariantni tenzory odliSné napft. teckaml,
pro ([37 27 ]‘]7 [27 ]‘3])

Ireducibilni reprezentace ziskame Clebsch-Gordanovym rozkladem diagramu

A a diagramu sdruzeného k p. Formalné mutzeme psat

ZmMpV pli Y, kde 0 <t < min(r, s).

Zbyvé urcit rozklad m?¥ a k tomu slouzi postup [King].

p



17. Urceni rozkladu

(1) Diagramy napisme ,zady k sobé“, v diagramu pro kovariantni tenzory

umistime tecky.

(2) V prazdném diagramu vyplnime 1. fadek symbolem 1, 2. fadek
symbolem 2, ..., s. fddek symbolem s.

(3) Pod kazdy z t symbolt umistime ¢aru.
(4) VsSechny symboly s ¢arou umistime misto tecek vSemi moznymi zpusoby.
V kazdém kroku dodrZujeme nasledujici pravidla:

(a) Vysledny obrazec opét odpovida dvojici Youngovych diagrami, pokud
nahradime neprepsané tecky a symboly bez ¢ar prazdnymi ¢tverci.
(b) Vysledny obrazec neobsahuje dva stejné prepsané symboly v zadném

sloupci.

(c) Cteme-li neé¢arkované symboly zprava doleva odshora dolt po fadcich

diagramu p dostaneme mrizkovou permutaci.

(d) Cteme-li symboly, kterymi jsme piepsali tecky, zprava doleva zdola
nahoru po radcich diagramu A dostaneme miizkovou permutaci.



18. Urceni rozkladu — pokracovani

Koeficient rozkladu mi‘bg je pocet ruzné ocislovanych diagramu

odpovidajicich diagramu [v; p|"~} ziskanych pfedchozim postupem.
J g Pls—t y

Dale oznacme N pocet radku diagramu v, R pocet radkt diagramu p a [ ¢islo

nejvyse umisténého symbolu v prvnim sloupci diagramu A. Vzdy musi platit
N+ R<n=dmV, N+1I<n=dmV.

Témito vzorci jsme schopni urcéit minimalni dimenzi ng vektorového prostoru

V', pro niz je reprezentace netrivialni.



19. Priklad

Rozklad [3,2,1] ® [22].

t:O,n0:5:
ol o011

oo |22

°

t:1,n0:5
11 o0 11
2|2, 2/0/2|2
t=1,n0—4
ol o011

o022




20. Priklad — pokracovani

t:2,n0:5:
l|lejle|1|1l| [2|0|le|]1|1
2/ 22 1 o[22
° °
t:2,n0:4:
ojo0o 1|1 2 o1|1 20011
2(0/2]2 o 2|2 2(0|2(2
2 2 °
o oo 1|1 ol oo ]l|l]| |2/0j/0|1|1 lleje|1]1
1 |22 2 (2|2 o022 o022
2 1 1 2
t:3,n0:4:
212|011 21111 2/0/0|1|1
1l e|2]2 2(0/2]2 l e|2]2
° ° 2




21. Priklad — pokracovani

t:3,n0:3
2/0l01|1 o oo 1|1
2|02]2 2|1212]2
1 1
t=3,n9=2:
o oo 1|1
21112(2
2
t=4,n9g=4:
2/1]e|1]|1
1l e|2]2
2
t:4,n0:3:
2(2/ej1/1] |2]|1]|e|1|1| [2]|e|e 1|1
l|e|2]2 2|0]2]|2 112)2]2
1 1 1




22. Priklad — pokracovani

t:4,n0:2
2/0/0|1|1| |2|eje|1|1
21122 1/1/2]2
1 2

Celkem tedy dostaneme

3,2,1]° ® [22]4 = 15[3, 2, 1; 228+
+15[3,1%;2,1]5 + 15[2%,1; 2, 1]3 + 14[3,2; 2, 1]5+
+25[2, 17 1%)5 4243, 1; 17]5 +24[2%; 1715 + 14[3, 1; 2]5 + 14[2%; 2]5 + 14[2, 17; 2]53+
+24[1%5 13 4 2443(2, 1; 1]§ + 2342(3; 1)1+
+ 341343(1% 013 4 334242(2; 0]5.



23. Priklad — pokracovani

+25

° o oo
X =15 |e|e +
°
olo|o °
+ 15 ° + 15| @ + 14 bl Bl +
oo
°
2, oo|o +2, oo Iy ° 1, ° 1,
° oo ° °
hd °
+ 24 @ + 42443 + 2310/0 |0 0|
°
+ 3443+3 1+ 334242




24. Pro ktera ciselna télesa mizeme rozklad
provadét?
e Reprezentace grup G a GIL(n) musi byt ve vektorovych prostorech nad

télesem K uplné reducibilni.

e Pro konecné grupy je rozhodnuti o uplné reducibilité jednoduché: Pocet

prvkl grupy nesmi byt délitelny charakteristikou télesa, specielné€ pro Gy

CharK > k.

e Je-li G uplné reducibilni, potom i k ni korespondujici grupa je uplné

reducibilni (Véta o dvojitém centralizéru).

e Korespondence mezi G5 a GIL(n) plati pro Char K = 0 a pro Char K # 0

koresponduje k G5 obecné jina grupa.

e Celkem tedy uvedené postupy plati pro Char K = 0, tzn. napft.

komplexni, redlna a racionalni ¢isla (detaily [Kraft-Procesi]).



