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Poznamky k teorii rozptylu

Tento text obsahuje spiSe nez vyklad soubor uzivanych vzoreckli. Neni proto ani fazeni kapitol nijak
systematické. Text vznikl pro ¢ast prednasky Pokrocila kvantova mechanika v jarnim semestru 2005.

Michal Lenc.
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1 Difrakéni integral.
Hledame feseni Helmholtzovy rovnice
Ay (F)+ k@ (F)=0 (1.1)

se zadanou hodnotou v roviné z =z pro poloprostor z=z,. Greenova funkce je

G(r.7)= exp(ik|F - 7))

. , (1.2)
7 =7
nebot’ pro 7 #7, je (1.2) feSenim (1.1) a pfi integraci po kouli se stfedem v 7 dostdvame
limJ(—é )& (i—ijexp{ikp} pdQ=4m (1.3)
p-0 r r v > *
P P
Sp
takze mizeme psat Greenovu vétu ve tvaru
- 1
l/l(r)=m (GAY -wAG)dx,dy,dz, =
- 1.4)
G oW 9 _ 9 (
—-G—|dx,d , —= .
4n (w 6n} e PP

20
Ve vztahu (1.4) jsme uzili nikoliv vnéj$i normalu (mifi proti sméru osy z), ale “normélu k vinoplose” (ve
sméru osy z). Sommerfeld vyuzil volnosti ve volbé Greenovy funkce:

G Z}im [exp{ikrl} B exp{ikrz}} ,

n r, (1.5)
, s 52 22
a=lrmn) ) 0T () oy ) A € 2a)]
Mame tak
G(jF-7l)=0 . g_j:}ig[g_?d%[_exp{;kn}]_g_?ddrz(em{ékrz}ﬂ ’
; ! (1.6)
llm[—I]Z 1 (i]— "% T cos(ii,7 —7,)
{ -z aZ { -z aZ |:(x x) (y y0)2 +(z _Zo)
Vysledek je tedy
K exp{sz} .=
w(r)—TmJ(I—ZkRJ n ( )cos(n,R)dxoa’y0 , (1.7)

20

kde R=7F —1;. Toto je exaktni vysledek. Druhy ¢len v prvni zavorce integrandu je vZdy zanedbavan.
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V dalSim si ukdzeme odvozeni difrak¢niho integralu z Huygensova principu (podle Landau a LifSice).

2 Huygensiv princip.
M¢jme element vinoplochy df. Piispévek tohoto elementu k poli v néjakém bod€ P bude tmérny

* amplitud€ pole u na uvaZzovaném elementu elementu

e prumétu plochy elementu do normaly ve sméru paprsku, vedouciho k bodu P (paprsky, které budou

prispivat nezavisi na tvaru plochy)

» prirtstku faze a poklesu intensity

Celkem tedy mame
exprik R
u(P)=aJu¥dfn . 2.1

Konstantu a ur¢ime naptiklad pro rovinnou vinu postupujici podél osy z. Potom pro bod P(x,y,z) dostatecné

vzdaleny od roviny (,7,0) mame

=)

z z ) z 2.2)

—0o0

%aexp{ikz} = a 2%
Mame tak vysledek v souladu s (1.7)
_ k exp{ikR} -
u(P) _ﬁfu(Q)Tcos(nQ,R)de : (2.3)
Pro zajimavost se podivejme, jak vypada vypocet pro rovinnou vinu podle (1.7). Pro bod na ose P(0,0,z)
mame
y 12
P 1 exp{ik(p2+zz) } z
u(P)=——1d¢ ||1- pdp=
( ) 2 7Ti ) lk(pz +Zz)l/2 (,02 + )1/2 (102 +22)l/2
0 (2.4)
. 2 2\V2
zexp{zk(R +z ) }

d,0=exp{ikz} -

jd exp{ik(p2+zz)l/2}
-z

dp (,02 +z° )1/2 (R2 +z? )1/2

0

Pro R — o mame opét rovinnou vlnu. Pozoruhodné chovani, které bylo historicky velmi dalezité pro

uznani vlnové povahy svétla vykazuje nenulova intenzita za neprostupnym terc¢ikem, kterou z (2.4)
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dostaneme jako

®© o R zexp{ik(R2 +7° )1/2}
EEEs

0

3 Vypocet Fresnelova integralu

Potfebujeme vypocitat integral
F=Iexp{ix2} dx . (3.1)
0

Cauchyova véta pro vhodnou kiivku v komplexni roviné dava

/4

Texp{ipz} dp+ I exp{R (zcosZH—st 9} d H+exp{z—}j.exp{ } ord p=0 .32
0 R

V limit¢ R — o je
T { } dp= exp{z—}?exp{ } (3.3)

Poissontiv integral se pocita napiiklad jako

Iexp{—xz}deEexp{ —} deeX{, ¥ dyr _

) - (3.4)
{g jron{-] dr} .
Konetny visledek je
F= Iexp{ixz} dx =%(’5’j1/2 (1+i) . (3.5)
Komplexné sdruzeny viraz k (3.5) je
F'= Iexp{—ixz} dx =%(§jm (1-i) . (3.6)

4 Zména faze pii doteku kaustiky (Guyiv fazovy posuv).

Uvazujme body Q vinoplochy z (2.3)
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2 2
:5_ +,7_ (4_1)
2R, 2R,
abod P(0,0,z) na ose. Mame tak
2 2 )2 % 2 2
R=|&+n* + Z—f——” =z+l—i{—+l—in— . 4.2)
2R, 2R, z R )2 z R )2

Po dosazeni do (2.3)

k
u(P)= 2u7£i02)exp{ikz}Jexp{i%(é-%]fz}deexp{i%[é—%]/]z}dn . (4.3)

Podle obrazku dostavame

VInoplocha s kruZnicemi hlavnich kFiivosti a paprsky.

0<z<R, = %(1+i)(1+i):1 = u(P)=u(0) .
1

l l

R<z<o = 2Li(1-,-)(1-l-)=-1 = u(P)=u(0)exp{-i}

5 U&inny priifez a opticky teorém
Rovinna vina dopadajici ve sméru osy z je rozptylena sféricky symetrickym potencidlem, takze se pak

sklada z dopadajici a rozptylené viny
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w(F 1) =, explikz) + f(H)M}exp(—i%tj . 5.1)
r
Tok pocitame jako
- h * = o *
j=o (@ Op- i y) (5.2)
mi
Tok v dopadajici viné je
-~ _hk -
o=l e . (53)
m

Tok v rozptylené vIné je (gradient ve sférickych soutadnicich = é9 @ # &,/10 p & é; / (rsingp p @)

2
. _nk|/r(6) 1
.]Sc :_‘ 2 ‘ +0 _3 * (5'4)
m r r
Uginny priifez je definovan pomoci vztahu
lim|j |r*dQ=|j, |do . (5.5)

Na levé strané definice je tok v roztylené vin€ do elementu prostorového tthlu dQ ve velké vzdalenosti od

rozptylového centra. Na pravé stran€ pak odpovidajici element plochy, ktery ptinuti tok v dopadajici vin¢

piejit do toku v rozptylené vin€. Dosazenim (5.3) a (5.4) do (5.5) dostavame
do=|f(6) dq . (5.6)
Celkovy ucinny prufez je pak
o=[do=[|f(o) 4 . (5.7)
Pozoruhodny vztah, ktery spojuje celkovy ucinny prifez a imaginarni ¢ast amplitudy rozptylu ve
sméru dopadajici viny se nazyva opticky teorém:

ok
s (0)= T (5.8)

Jednoduché odvozeni optického teorému pochazi od van Hulsta. V dostatecné vzdalenosti za rozptylovym

centrem je
kr
w(7)=exp{ikgd + /(9 % ) (5.9)

Budeme pocitat tok ploskou poloméru R, kdy jsou splnény nerovnosti

2
£<<1 , kR >27T (5.10)

z z
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coz znamena, ze thlova velikost plosky (vidéno z rozptylového centra) je mald, ale ploska obsahuje mnoho

Fesnelovych zon. Potom (polarni soufadnice)

w(p.z) =1+2D{f(0)§exp{ik§}} (5.11)

z

a tok prochézejici ploSkou je
fon 4
2nj|<4 od p= HRZ—TD{f(O)} . (5.12)
0
Plocha je zmenSena o G¢inny priifez rozptylu.

6 Rozptyl v potencialovém poli

Uvazujme o pohybu ¢éstice v potencialovém poli. Pohyb volné ¢astice je popsan Helmholtzovou rovnici

12

ALp(O)(,-;) + 2 qJ(O)(,-;) =0 , k P :M

; . (6.1)

Pohyb v potencidlovém poli potom stacionarni Schrodingerovou rovnici
- 2 -\ _ 2 m - -
AW(F) +k* W(F) —7U(r)‘P(r) : (6.2)
Reseni této rovnice mizeme napsat ve tvaru

() = W (7) —i—TJG(f 7 )U(7) W(7)d'F (63)

kde G je Greenova funkce Helmholtzovy rovnice

AG(F-7)+k*G(F -7) =0 (7 -7) ,
(6.4)

- i =
G(r _”1) :ﬁexp{lﬂr —r} , s=1
Schrodingerovu rovnici (6.3) mizeme fesit iteraCnim postupem, tedy
Wi (7) = W) (7) —i—TIG(F A U (7)) W (7)d*7 . n=0,1,... . (6.5)

Zustaneme-1i pouze u zékladni iterace (7 =0), nazyva se toto piiblizné feSeni pohybu v potencialovém poli

Bornova aproximace.
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Pfti studiu rozptylu predpokladame W (F ) ve tvaru rovinné vlny a zajimame se o vinovou funkci

daleko od oblasti plisobeni potencialu, tedy pro Greenovu funkci klademe

., ex zkr
G(r,rl) Z{ﬂr exp{—zkr1 } , §=3 ,
o 1+i)explik o
G(r,rl):( 4) ﬂplfr r}exp{—lkiq@f} , §=2 (6.6)
iexpiik
G( ,1)— I;{k ’}exp{—zkrlfﬁf} , s=1
V exponentu jsme aproximovali
o2
|f—a|:r(1—2ﬁf1;;t+:1—2J ~r-i, § , (6.7)

pfi¢emz jsem oznaili jako 7, =7/r jednotkovy vektor ve sméru pozorovani. Dopadajici rovinna vlna je
pak
WO (7) =exp{ik B} =exp{ikrii 1@} . (6.8)

s oznacenim jednotkového vektoru ve sméru dopadu 7, =k / k . Vlnova funkce pak je

(s-1)/2
W(7 exp{zkrn @} 2}?(!};}/} f(ﬁiﬂﬁf)exp{ik’} , (6.9)
kde f (ﬁi ,ﬁf) je amplituda rozptylu
i(s+1) .
£l ) =5 exp{ ’(54) }Iexp{—ikﬁ BYUFE)WE)EE . (6.10)

Amplituda rozptylu v Bornové¢ aproximaci je

Fuli) =5 e X{ i(s+1)7 }jexp{lkr -, fu(7)as . (6.11)

V trojrozmérném piipad¢ dostavame pro amplitudu rozptylu dopfedu (7, =7 ) vyraz

f,(8=0)= ZhZIU(ﬁ)d3ﬁ : (6.12)

To je realna veli€ina, coz je v rozporu s optickym teorémem a omezuje to platnost jinak velmi uzite¢né

aproximace na piipad velmi slabého rozptylu. Také v dal§im se omezime na trojrozmérny piipad. Podil

pravdépodobnosti toho, Ze rozptylena ¢astice projde za jednotku ¢asu plosnym elementem dS=r>dQ a
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hustoty toku ¢astic v dopadajicim svazku nazveme diferencialnim G€innym priafezem do
. 2
da-\f(n,.,nf)\ dQ, . (6.13)

Vytvoifme linedrni kombinaci (klubko) dopadajicich rovinnych vin. Metoda asymptotického rozvoje

vede pak k pfibliznému vyjadieni ¢lene s rychle oscilujicim integrandem

W(7)=[F(i)explikrii@} dQ +M.|.F(ﬁ)f(ﬁ,ﬁf)d§2 =

. . ) (6.14)
_ —ik (= k k o\ = =
2ﬂiF(—nf)@(p{l€—;'}—2mF(nf)eXp]Elr’} +eXp{; F}J'F(n)f( ,nf)dQ .
Vyraz ptepiSeme na
-ik . krj ~ /.
w(7) exp{krl r}F(_”f) _expl{clr L F(i,) 615
S=1+2ik f , fF(ﬁf)=ﬁ F(a)f(.i,)dQ

Ponévadz tok ve sbihavé viné musi byt roven toku v rozbihavé viné, dostdvame pro operatory S a f

podminky
SS*=1, f-f"=2ikff" . (6.16)
Rozepsano v maticovém zapisu
— — * — — .k — — * — —
f(nl.,nf)—f (nf,ni) :;—njf(nl.,nl)f (nf,nl)dQ1 . (6.17)

Ve vztahu (6.17) jsme pouzili vyjadieni
(7,

Pro imaginarni ¢ast amplitudy rozptylu ve sméru dopadajiciho svazku dostavame opticky teorém

A

iy =G, fla) Lj|ﬁ>dQ<ﬁ|:i : (6.18)

. k AR
o 7 (7.4, }= e ﬂf(n,,n)\ Q . (6.19)

Vzhledem k symetrii Schrodingerovy rovnice vii€i ¢asové inverzi musi byt feSenim také komplexné

sdruzena funkce
. _exp{ikr} ol exp{—ikr} A ]
v () =2 ) ok ) .
exp{—ikr} _ exp{ikr} N '
ch(—nf) — pPS"Po(i,)

kde
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®o(-i)=-S"F (i) , F(=)=="LF(i) . (6.21)

Porovnanim (6.15) a (6.20) dostdvame relaci

A

P§"P=S , PfTP=F . f(i.i,)=r () (6.22)

7 Operator Greenovy funkce.

Operator Greenovy funkce definujeme jako inversni operator k operatoru vlastni hodnoty hamiltonianu

1im(E—Fl+ig)é:i C G=lim—— (7.1)
£-0 s OF—[ +i€

Casto budeme potiebovat vétu: Bud’ f(z) funkce analytickd pro [{z> 0 s vyjimkou kone¢ného

poctu polu, f (z) - Opro |z| — oo rovnomérn€é. Potom pro hlavni hodnotu [1 nevlastniho integralu

dostavame

Dﬁf(x)d)% 2miYy R MY R, , (7.2)

kde R jsou residua v polech v horni poloroviné, R, residua v polech na redlné ose (napt. Whittaker a
Watson, A Course of Modern Analysis). Dusledkem je, Ze pro funkci analytickou v horni poloroving
(v€etn€ redlné osy) nebo dolni poloroviné (veetné redlné osy) mizeme psat (integral vlevo mizeme
doplnénim kiivky polokruznici se sttedem v poc¢atku a s polomérem jdoucim k nekonecnu pievést na sumu
residui funkce f'v horni nebo dolni polorovin€, druhy vyraz vpravo je zdporné€ vzaté residuum (pro funkci
analytickou v horni poloroving€) nebo residuum (pro funkci analytickou v dolni poloroving) v pélu na redlné

0s€

J 2, (7.3)

lim —— :D{ ! ]ll imo(x x,)
X=X,

£-0x—x,%i&

Specieln€ pro exponencialni funkci mame
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O dex ilTexp{ixol} , * 0 ,

X=X,
- (7.4)
0 dex - iﬂexp{ixol} , £ 0
X=X,

Pro hamiltonian sloZeny ze dvou &asti H =FIO +V, 1':]0 je zakladni Gast (neporuseny hamiltonian), V je

interakéni ¢ast (porucha), mizeme hledat feSeni rovnice pro Greenovu funkci (7.1) pomoci vztahi

1 ) 1 A 1
lim + lim ~ V lim — =
£-0 ) — H+z£ EO0E-H +ie ¢-°E-H, -V +Hie
limA; 1+V11m% =
E-0E-H +i& E0E-H -V +ie (7.5)
TN PR O [ —
e-0OF-H,+i€ e-0 F H V+z£
1
lm—————
EOVE-H, -V +ie
a tedy
G=G +G PG . C=C +G VG +C PGP +.. (7.6)

Pro vlnovou funkci dostavame

1
|W) = a7
(7.7)

[1+((;~ +G, Véo+...)ﬂ

ZapiSeme-li Hamiltontiv operator H pomoci vlastnich vektort |‘4Jm> a Hamiltontiv operétor H, o, pomoci

vlastnich vektoru | CDm>

H=YE[W, )N, . A =YE)o,)(a,] . (7.8)
muzeme pro operatory Greenovy funkce psat
i S ) (Y _ |¢m><¢ |
hmZE E +ie hmz 0 aip (7.9)

Pro stopu operatoru Greenovy funkce mame

1{G} = lim Zﬁ . (7.10)
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Greenova funkce v souradnicové representaci je

" m (7.11)

Pro kvasikontinualni energiové spektrum prejdeme od sumace k integraci
Yr(E) - [fx)p(x)dx , (7.12)

takze miZeme psat

IG(F,FE)dSFZimJ ZICI
) Emxrie (7.13)
p(E)=—llTD{jG(f,fE)df?}
Pro volné ¢astice plati
1k R = Q .-
E=mr W];(r)=—Qexp{zkE} : p(E];)dEf(zn)sdk :
(7.14)

G(7,7

E): m Jexp{i%[@?—?’)} P

lim =
(27T)S -0 | 2mE-h k*+i¢&

Greenova funkce pro ¢asové zavislou Schrédingerovu rovnici (pfitom A explicitng nezavisi na
Case) je
[ dE i . W ()W, (F)
Fot)= exps —E (¢t -7 )¢lim y ————-—"> 2 |
)Jhp{h( )}O;E—E'

—oo

G(7.t

. , (7.15)
l * N l f
{7 )= EZ‘Pm(r)\Pm(r)exp{—EEm(t—t)} (5

Pro volné ¢astice je

s/2 o n\2
. S — exp i—m(r—r) =t
P )=1| 2min(c-1) 2n(t—1) . (7.16)

0 1<t

G(7.t

8 Uzite¢né zobecnéné funkce

Pisobeni zobecnénych funkei na prostoru ,,hodnych* funkci jedmé proménné @ je zobraceni téchto funkci
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do prostoru komplexnich (redlnych) ¢isel
F: ®>¢ - (F,p)0C . (8.1)

Jedna ze zobecnénych funkci méd pivod ve vypoctu Cauchyho vlastni hodnoty integralu funkce

s jednoducym pdlem na realné ose. Obecné je Cauchyho vlastni hodnota definovana jako
Vp_J' dxf(x)=l£1£ré{_j dxf(x)+J;dxf(x)} . (8.2)

Definujeme zobecnénou funkci P (1/ x) jako

=)

Pé: ®o4(x) - <Pi,¢(x)>Eijdx

#(x)

X

(8.3)

—00

Dale definujeme Diracovu delta (zobecnénou) funkci
J(x): ®> ¢(x) - <5(x),¢(x)> E¢(O) . (8.4)

Posledni vztah (8.4) je zapisovan také jako
[dxo(x)g(x)=¢(0) . (8.5)
Pomoci zobecnénych funkci (8.3) a (8.4) mizeme vyjadrit jiné dalezité zobecnéné funkce, tj.

1 .
x+ie

. b .
x+i& -0 x+i&

®sp(x) - < ! ¢(x)>51imjdx ¢(x) (8.6)

—o00

X—i€&

L osg(x) - < 1 ¢(x)>s1ianx¢(x) . (8.7)

Plati (Sochockého vztahy)

1 1
=P —ind 8.8
x+i& 73x imdx) (8.8)
a
1 1.
—=P—+imJ(x) . (8.9
x—i& x

Dtkaz neni obtizny. Vezméme nejprve



Michal Lenc: Teorie rozptylu -15-

<%(x—1i£_x:i£}¢(x)> )

© o / (8.10)
ilimé‘deM=ilim£de¢(O)+f¢ (20)+"' =i 1 $(0)
£-0 x“te& £-0 x-+e&

Dale pak

1 1 1 . ( xp(x) _
<5£x—i£+x+i£j’¢(x)>_lflfréjdxx2 +e

i . (8.11)
N PR

X £-0 X2+

—0 —c —c0

Odectenim a piictenim (8.10) k (8.11) dostavame Sochockého vztahy. Podivejme se ted’ na integral

00

I, = deLx)‘ (8.12)
X—x,ti&

z pohledu teorie funkce komplexni proménné. Je-li funkce ¢ (x) analyticka v horni (dolni) poloroving,

muzeme doplnénim integralu po realné ose integralem po polokruznici v horni (dolni) poloroviné se
sttedem v pocatku a s polomérem jdoucim do nekonecna pouzit Cauchyovy véty. Dostdvame pak (v prvnim

pfipad¢ ma kiivkovy integral souhlasnou orientaci s redlnou osou, v druhém opacnou)
X 0
1+=deL—{ . (8.13)
x

-x, ti& | -2mi ¢(xo)

—o00

Obdobné dostaneme

- X—Xx,~i& 0

I :deﬂ_{zm #x) (8.14)
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9 Uzite¢né ortonormalni soustavy funkci

9.1 Legendreovy polynomy

Legendreovy polynomy P, (cosH) , [=0,1,... jsou definovany jako
!

1 d 1
B(COSQ) :ﬁw(cosze—l) . (91)

Jsou feSenim diferencialni rovnice

1 d [ edP,(cosH)

18 16 sin ’T ]+l(l+1)P,(cosH):0 : (9.2)

Na intervalu (—1 , 1) tvofi polynomy P (x) ortogonalni systém, tj.

1
2
JR()P (x)dx=2—=4, . ©93)

Pfidruzené Legendreovy polynomy B” (cosH) , m=0,1,...,/ jsou definovany jako

m I+m
d" B (cos) _ L sinmg " (cos? 6-1) (9.4)
(dcosg)” 21! (dcos§) ™

P" (cosf) =sin" @

a jsou feSenim diferencidlni rovnice

L d(;,gdl" (coso) 7 o feost) <
sinﬁde[sme 46 ]4'[1(1"'1) sinze}P’ (cosf) =0 . (9.5)
Plati
jP"’(x)P’"(X)dF G, (9.6)
-1 l : 21+1 (l—m)! wes .

Normované funkce jsou (a zde se mohou lisit rlizni autofi ve fdzovém faktoru, zde zvoleny je podle
Landaua a LifSice)
w | 2041 (1—m)!
Q" (cos8) =(-1)" ¢
(o) =y 25

}P,’”(cos@) , m=0,1,...,]
9.7

/- !
CH (cos9)=il MM P,‘m‘ (cosé’) , m=-,-+,...,4
2 (l+|m|)!

Pfidame-li jesté ortonormalni soustavu na intervalu (O ,2 IT)
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1 .
®,(¢) " exp{img} 9.8)
dostavame ortonormalni systém sférickych funkci
m+m| . 21+1 [=|m||! m .
Y, (6.¢)=(-) | z’[ i E1+Im||g!})l ‘(cos@)exp{zmﬁ» , 9.9
relace ortonormality jsou
2m
J [(1. (€0)) v, (09)sin0aeap=3, 6., . ©.10
o 0
Zjevné plati
(v, (9,¢))* =(-1)™"v,_,(8.9) . (9.11)

Sférické funkce nejnizsich ada jsou

) 3 12 3 172
Y()0:—1/2 ’ Yloz{?j cosd | Ylil =$i(8_7'[j sinﬁexp{"—'l'ﬂ> >

12
Y;:[ > j (1-3cos%6) 9.12)

1677

1/2 1/2
15 15
Y =+ — | cosfOsinfexp{ +i , Y2 =+ _—| sin’Bexp{ £2i
? [877] o{2id ? {32 nJ o224

Oznacime-li 7 jednotkovy vektror charakterizovany azimutalnim tthlem 6 a polarnim thlem ¢, miizeme

znacit Y, (9, ¢) =Y, (ﬁ ) . Rada vztahti vypada jednoduseji, uzijeme-li identity

B(eosw) =773 (1, (0.0) 1, (8) 9.13)

kde cosw=cosOcos 8 +sin Osin Hcos( P —¢) , nebo ve znaceni pomoci jednotkovych vektort

*

B @):;fl ;I(Y,m (#)) ¥.(7) - (9.14)

9.2 Sférické Besselovy funkce

Stérické Besselovy funkce j, (z) an, (z) nebo h,(+) (z) a h,(_) (z) jsou feSenim rovnice
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Mame

1/2
W (2)=-n,(2) +i),(2) =i(2_zj Hn(2)
/2

W (z)==n(z) =ij,(z) = "(Z_Ij HE),(2)

Kromé obvyklého vyjadieni pomoci fad je mozné zapsat sférické Besselovy funkce jako

zdz z zdz z

j (Z) — (_1)1 Zl (lijl sinz n (Z) (_1)1+1 Zl (lijl COoSz
! b 1
Stférické Besselovy funkce fadu 0, 1 a 2 jsou

. sin . sin cos . 3 1). 3cos
]0(z)= ZZ ) ]1(Z)= 222— ZZ ) ]2(2) :(;—Ejsmz— ZzZ ,

n(2) = _cosz n(z) = _coiz _sinz L (2 = {% —ljcosz _3Sii’12

z z z z z z

Asymptotické vyjadieni je

: 1l . 7 1 T
],(z) - —sm(z—lEj , n,(z) - ——cos(z _ZEJ ,

ZawZ Z — 00 z

h1(+) (Z) -~ éexp{iLZ —Z%Tj} 7hl(_) (Z) e éexp{ —i(z _lgj} '

Pro hodnoty argumentu blizké nule je

. z' (20-1)1r
]’(Z):’o(zm)n ’ "’(Z)—’_T P02

z-0

(27+1)1=(21+1) (27 -1)...30 .

Specielné

Pro sférické Besselovy funkce plati relace ortogonality

{j,(p/r)j,(pr)rzdrzz’;z 5(p'=p) =5 (E -E) -

(9.15)

(9.16)

(9.17)

(9.18)

(9.19)

(9.20)

(9.21)

(9.22)
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10 Exaktni teorie rozptylu

Hamiltonian je na ¢ase nezavisly a skldda se z hamiltonianu volné ¢astice a interakéniho potencidlu
H=H,+V . (10.1)

Ptesto mé rozptylova uloha charakter casové zavislé tlohy. Je to dano ptedpokladem, ze pro ¢ — —co je stav

castice takovy, Ze 1ze ptisobeni interakéniho potencidlu zanedbat. Totéz piedpokladame o situaci v Casech,

kdy ¢ — oo. Stav ¢astice v =0 oznacime |l/l> , stav volné castice v t=0 oznacime |¢> , takZe mame

(1)) =exp{ i }|¢) (10.2)

|o(0) =exp{-i A, 1} ) . (10.3)
Hledame takové feseni rozptylové tlohy, které se bude asymptoticky blizit néjakym feSenim pro volnou
¢astici, tj.

lim

t > —00

exp{—il:lt} |¢/> —exp{ —1'1:10 t}|¢)_>H =0 (10.4)
prot - —o a

lim

t > 00

exp{—il:lt} |l/l> —exp{ —iﬁo t}

t - o . To udéldme ve dvou krocich: 1) pro néjaky zadany stav |¢_ >D’H sestrojime |l//> tak, aby byl

@) =0 (10.5)

splnén vztah (10.4) a 2) pro takto ziskané |l//> sestrojime Q}DH tak, ze bude splnén vztah (10.5). Pro

experiment je podstatny vztah Q) k |§0_ > . Zajima nas tedy existence unitarniho operatoru

@)=5|@) . (10.6)

Zacnéme se zobecnénim (10.4) a (10.5). Je mozné k libovolnym staviim | @>DH najit stav |l//> takovy, aby

(10.4) a (10.5) byly splnény? PfepiSme tyto vztahy (operator exp{ -iH t} je unitarni) na

tljrgo |l/l>—exp{iﬁlt} exp{—iﬁot} @> =0 . (10.7)
Jde tedy o podminku existence operatort
0, = lim exp{iﬁt} exp{ i, t} . (10.8)

Uvazujme operator

ﬁ(t) =exp{i1:1t} exp{ —iﬁo t} . (10.9)
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Plati pro néj rovnice
Q) jopli b 71 - 1) exf <) =iesp idhe Pefp <A (10,10
s po&ateéni podminkou U (0)=1. Re3enim je

U(r)=1+ jexp{iﬁf} Pexf iR} dr . (10.11)
Hledané operdtory pak jsou |

U, =1+ 1 exp{i A} Vex{ =} dr . (10.12)

Py

Postacujici podminkou existence U, je existence integrall (opét vyuzivame toho, ze operator

exp{ -iH t} je unitarni)

+o00
[ exel 12,
0

V soufadnicoveé representaci mame pro ¢(fc,t) =exp{ ~iH, 0 t} q/(fc)

¢(f,z)=W[ ¢(1€)exp{i(1€[tf—%k2 zj}d% . (10.14)

Pro odhad budeme potitebovat oba ptipady ptiblizného vypoctu integralu metodou stacionarni faze. Méjme

PpOH . (10.13)

1=ig(x)exp{m f(x}dx . (10.15)

pritom A bude velké ¢&islo. Pokud je na integraénim intervalu f” (x) #0, pocitame

f xp{z/if x)})

exp{Z/if )} _ig(b)exp{i)l f(b)}
Af'(a) AL (b)

Pokud je na integraénim intervalu f” (xo) =0, pocitame

(10.16)
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b

“ (10.17)

[VZTH)\J g () exp{ia £ (x}

11 Lippmanova — Schwingerova rovnice

Moellerovy operatory (znaménko u limity pro ¢ je opa¢né nez oznaceni operatoru!)

Q, = lim exp{i A dfexp{ -1 A,1} . (11.1)

Oznacime
Q.l=ley) . lnslx) 112

Vektor |@+) je skutetny stav v £ =0, byl-li podatetnim (in) stavem volné &astice vektor |@), vektor | y —)

je skutecny stav v £=0, bude-li koncovym (out) stavem volné ¢astice vektor | X). M¢jme ted’

@)= Q.]) = lg,) - (11.3)
Pon&vadz pro unitarni operatory Q" Q =1, méizeme z (11.3) ziskat vztah
Wour) = Q-0 |0,) =50, (11.4)
kde jsme zavedli operator rozptylu
§=0"Q, . (11.5)

Bez diikazu zde uvedeme tvrzeni, ze Hilberttiv prostor mtizeme rozd¢lit na podprostor rozptylovych stavii

(tj. stava, které maji asymptoticky vztah k in a out staviim) a podprostor vazanych stavil. Jen ¢ast ditkkazu:

vezméme vazany stav H | En> =E, En> . Potom

El)=(e ]

(¢,

w)=(¢,
o)

+

@, = lim exp{i E, 3 (¢, |exp{ =i, 4} |0, =
@,.) = limexp{i E,} (&,|exp{ =i, 4 |,,,) =0

Vztahy pro Moellerivy operatory jsme odvodili v pfedchozi ¢asti. Tady je trochu upravime na

(11.6)
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Q =1 +i}{rgzexp{ —Et} exp{il:lf} I}GX[{ —il:lo},‘ dt

) (11.7)
Q, =1 —i}irg{_wexp{st} exp{iﬁf} I}exl{ —iﬁo}‘ dt .
Dostavame tak
I >:f) ? |(2;+111 Texp 3}exp{il:lz} I}exl{ —il:lo} | pdr
0 (11.8)
l94)=0.] = @ty [ el 4 oofisrf Pexf ) | pur

Nejprve rozlozime stav | (p> podle vlastnich stavii hamiltonidnu volné ¢astice | 13> ,4. H 0 | [3> =E, | 13> , takze
exp{~i A1} |@) =expo{ < A, } [| ) (B| @ " B =[exp{ S E, 3} p)(B| 9’ B (11.9)
a potom provedeme integraci podle ¢asu

girgzexp{—z -i& Hf}dt——zhm(Ep —i£—1:l) —-thmG(E —z£) ,

£-0" £-0"

lim Lexp{—i(Ep +ie=A1)§ di =ilim (E, +ie 1) =i1im G(E, +e) . e
Méme tak upraven vztah (11.8) na
|0£)=| @+ lim [G(E, i §V|B)(p| 9’5 - (11.11)
Ve slozkach | p) pak mame
|p)=|p)+lim G(E, +ie)V|p) . (11.12)

£-0"

V dal§im budeme symbol lim uz vynechavat. Rovnici (11.12) pfepiSeme do tvaru s GO . Pfipomenme si, ze
-0

operator Greenovy funkce definujeme jako inversni operator k operatoru vlastni hodnoty hamiltonianu

e

(z-A)6)=1 | Gla)=—% - (11.13)
A jal _A . = 1 |

(Z_HO)GO(Z)_I ’ GO(Z)_Z—F[

Pro hamiltonian slozeny ze dvou ¢asti H=H ot V.,H » je zékladni ¢ast (volna Castice v teorii rozptylu), 14
je porucha (interak¢ni potencial v teorii rozptylu), mizeme hledat feseni rovnice pro Greenovu funkci

pomoci vztaht
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a tedy

Pro stavovy vektor dostadvame

@) =[1+6(=)7 o) =1 +(G,(2) +G,(2)7 Gy (2) +,,,)V}
[1+G,(2)7 4Gy (2)7 Gy ()7 +... ) =i ) =

Misto (11.12) mame tedy

V soufadnicové reprezentaci je
(%] ) = (2] p) + [ (3]G, (B, #ie)[5 )y (¥') ('] p £} 4

Pro maticové prvky Greenovy funkce napiSeme

(|G, (2)|%') = [(%]G, (=) p)(B|Z )’ b
Gu(2p)=— 7+ 1Pl ) = enfin(z -+ )
“om

takze

6 ()7 =2 Jexp{uﬁ(fc—);x)}am5 |

(27) 2mz - p’

Pti vypoctu postupujeme obvyklym zpiisobem

W,) =

(11.14)

(11.15)

(11.16)

(11.17)

(11.18)

(11.19)

(11.20)
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o m "exp{iﬁ(fc—x/)}

3=
(2m) ) 2mz-p’ “r=
. 7
2m P’ singexp{i p|% - | cosg} Td¢d0d = (11.21)
(27)" | 2mz=p’ : A |
J 0

<)

im pexp{ip‘)?—)?/}
Zf‘i—i/‘J pP-2mz p

—o00

Integracni kiivku v roviné komplexniho p mizeme uzavfit polokruznici v horni poloroviné. V této

poloroviné bude mit integrand pol v ptipad¢, ze

p.=\2mE, +ie =\2mE, +ig =p +ie ,

(11.22)
p.= —1/2mEp —i&= —szEp +iE =—p HE
a hodnota integralu bude
ZITiRes(p :p+) = mexp{ip‘)? —)?/‘}
(11.23)
2lTiRes(p = p_) = lTieXp{ —ip‘fc —fc/}
Maticové elementy Greenovy funkce tedy jsou
+ =_ =/
(% éo(Epizg)\x/>:—ﬂeXp{ i x‘} (11.24)

arovnice (11.18) ma tvar

(5172)=(51) -1

J’exp{iip‘fc—fc ‘} V()E/)<fc/‘f)i>d37‘/ . (11.25)

- _ =/
£~

S pfiblizenim

f-%|=(2 -2 @ +52)" = -A @, 77| = (11.26)
v exponentu resp. itateli mame
<7€|13¢>=<)7|f7>‘%}?jpr}jem{ﬂpﬁ@} 3) (7 |pe)a’s . (127
Protoze mame
(% fa):;exp{iﬁa} . (zpiil') = ! exp{¥i pii G} (11.28)

(2 77)3/2

A"
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muzeme (11.27) zapsat také jako

(172) = s ool {27 EL

,V",

D iﬂ . (11.29)

S oznac¢enim
f(pii = p)=—2n) m(pi|V|p+ (11.30)

mame konecné

(%] p+) =— [exp{iﬁ@} +—eXp{:pr}f(pﬁ Hﬁ)} . (11.31)

V soufadnicové reprezentaci je
f(pii = p)=-m(2m)"” [exp{ =i pii @} ¥ (¥ )(¥'| p ) a’% . (11.32)
V Bornové aproximaci dosadime v integrandu (11.32) <)€| p +> = <7c| 13> . S oznaCenim ¢ =%( phn-— f?) a

7i [/ p=cos@ mame (piseme Planckovu konstantu)

f(§)=-27':hzfe><p{—iﬁﬁ}lf(i)d3f . (11.33)

12 Parcialni viny

Misto baze tvoiené vektory | 13> zvolime bazi |E J ,m> , kterou ziskame z transformacnich vztaht

(x

kde x =rsinfcosge, +rsinfsinge, +rcosfe, a p= (ZmE)l/2

12
, >=i’(2’zpj Jji(pr)Y, (6.9) . (12.1)

Uzitim (12.1), (9.22) a (9.10) dostavame relace ortonormality pro bazi | E,l,m)

T — Lyl =\ /= 3o _
<E A m , >—.[<E I m ‘x><x , >d X = (122)
5(E/ _E) a;/z 5m/m
Jak vypocteme <13 , >‘?Plat1’
(B| E.L.m) = [{B|R)(F|E.Lm)d" 3/2I6Xp WipG (RELmdE . (123)

Vyjadieni rovinné viny je
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exolip T =4y S (o) (. (08) 7, (a9 . (12.4)

I'=om' =1
kde p = psin@cos®é_ + psin Osin Pé, +pcos €. . Dosazenim (12.4) do (12.3) dostaneme

1

(P ,>:(mp)l/25(E -E)Y,, (0,0) . (12.5)
Rozklad vektoru | f)) je tedy
7)= MU ELm|P)AE =3 3 (1, (0)) [Edm) . (12:6)
y o (Wlp) 1=0 m=-
Ptirozené stejny rozklad dostavame pro
o)== )m;mz(z @) Q| £Lm) =
(12.7)
WZZ( (0.9)) )
(mp)” &
V analogii k rozkladu (12.1) budeme psat
2mp\” ¥, (r)
(¥ ) =i (nj S (09) (12.8)
odkud dostaneme pro (12.7)
e (2 e (),
<x|p+>_(7_rj >y Hely (0g)(n. (o)) (12.9)
Jeste jednou zapiseme
(%|p) = ( j ZZ:,, (pr) (¥, (0.0)) ¥, (6.9) . (12.10)

Vyjadieme ted’ amplitudu rozptylu (11.32)

f(pﬁ _ [3) _ —m(277)2J.<pﬁ‘5c'/>V(r/)<f/‘l3 +>d3jc/ - _8’"7”

illz (i) i(Y,m(@,CD))* IZ Y, (8, ¢)j(Y,,m/ (0/,¢/))* Y, (6.4)dw (12.11)
:—[ a_/
_([jl/ (pr/)V(r/)gl/,,P(r/)r/dr/

Relace ortogonality pro sférické funkce zjednodusi vyraz (12.11) na tvar
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f(pii —p)=
Bmrs . T, (12.12)
ZZ( ( )) Ylm(95¢)J‘]1(p7”/)V(7”/)l//,,p(l’/)r/dr/
1= 0
Rovnici (11.31) napiSeme s pomoci (12.9), (12.10) a (12.12) jako
Y \r) 2 47,
’ll’];;,(ﬂ):ll J;(pl”) —p—n:exp{lpr} .([], (pr/)V(r/)lﬂ,,p (r/)r/dr/ . (12.13)
Odtud
., (r)=prij(pr)=2mpril (pr) [ (o' ) (7 ), (#)r ar’ . (12.14)
0
Exaktni vyraz, platny pro vSechna r
0, ()= pripr)=2mpr] 5 (o) [HO (o 7 (o, () ar +
' (12.15)

h,(+) (pr)jj, (pr/)V(r/)l//l,p (r/)r/dr/

V predchozim vztahu je vyuzito asymptotického chovani hl(+) (z - oo). Oznacime-li jako parciélni

amplitudu rozptylu
"
— N, (r')r dr 12.16
V=215 (Yo () 216
muzeme vyraz (12.14) zapsat jako
., (r)=prlipr)+pfi(p)h (pr)] (12.17)
Protoze
Ji(z) =2ii(h,<+> ()-#(2)) . (12.18)
muzeme (12.17) zapsat jako
v, (r) :épr[h,(_) (pr) -5, (p)h,m (pr)} , (12.19)
kde
S, (p)=1+2ipf(p) . (12.20)
Vyraz (12.12) je ted’
f(pii = p)=4mY Y (¥, (0.9) 1,(6 9 4 (p) - (12.21)
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Oznaéime-li jako (ihel 8 nikoliv azimutalni (ihel, ale thel rozptylu 7 (p/p=cos€, miZzeme s vyuZitim

(9.13) zapsat posledni vztah jako

0

f(pii < p)=3(21+1) ;(p) B (cosb) . (12.22)

=0

Ptirozenég, pokud dopada vina ve sméru osy z, oba uhly jsou stejné. VInova funkce je pak

00

== (21+1) B (cosb) (1) exp{ =i pk ~S,exf ip} | - (12.23)

2priz

13 Rozptyl pri vysokych energiich

Schrodingerovu rovnici

Ay (7)) + p*w(7) =2mV (7)y(7) (13.1)
budeme fesit substituci
w(F)=exp{ipz} F(F) . (13.2)
Dostavame tak rovnici
AF(F)+2ip61;—(F)=2mV(F)F(F) : (13.3)
z

Predpokladame, Ze AF =0, takZe miZeme napsat explicitni tvar feSeni rovnice (13.3), feSeni
Schrdédingerovy rovnice
. . me .
lﬂ(r):Cexp{zl:pz——J.V(p,z)dz:l} , (13.4)
P
kde jsme oznacili p=xe,_+yeé . VSimnéme si, Ze (13.4) je moZno psat jako
4[/(17):Cexp{ij[p2 —2mV(,D,Z)T/2dZ} . (13.5)

Dosadime-li do vyrazu pro amplitudu rozptylu

f(pi = p) =~ [exp{-ipa B W) Y ) d'F (13.6)
ze (13.3)

v (F)@(7) =i pexplip3 "g—() , (13.7)

z
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dostaneme

f(pﬁ«—f))——Jexp{—lpn exp{ A1 nz)z} d2” ) (13.8)

2077

Pro n, =1 miZeme amplitudu rozptylu zapsat jako
f(pii = ) =5 [expl=ipii @ [H £, ~H 2.~} ]d* p (13.9)
a po dosazeni z (13.4)

f(pi Zlﬂj[s ~1exp{-ipii B d’p .
(13.10)

-~ 2p )

14 Vice o parcialnich vinach
Vyjdeme z unitarity S-matice. NapiSeme proto
S,(p)=exp{2i5,(p)} . (14.1)

Vztah mezi fAzovym posuvem a amplitudou rozptylu dostaneme z (12.20)

1 :
f,(p)Z;exp{ié’,(p)} sind (p) . (14.2)
Celkovy ucinny prufez je
a=ia, =4ni(2l+1)|f, > =TS (21 +1)sin 3 (p) (14.3)
1=0 1=0 P 1=0
Ze vztahu (14.2) dostdvame vyjadieni optického teorému
A5 () plA(p) (14.4)
coz miizeme piepsat jako
D{ | } -p (14.5)
7 (p) . .
Musi tedy amplituda rozptylu mit tvar
1
p)= , (14.6)
G P

kde redlné funkce g,(p) jez (14.2)
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g, (p)=pcotd (p) - (14.7)

14.1 Bornova aproximace

Funkee ¢, , (r) aprj (p r) jsou feSenim rovnic

Ll D) o, ) =0

2
dr r

<ridpr) +[p2 —M}J} (pr)=0 .

dr? r

(14.8)

S okrajovou podminkou ¢, , (0) =0 dostaneme upravou (14.8)

ay,, dprj,
prifpn) el -y, () 2eriler)

dr :2mp_(|;V(r)‘//z,p(F)J}(pr)rdr . (14.9)

Pro » - c0o mame ze (12.19)

v, (1) =5 W0 (pr) =S, ()i (pr)]
(14.10)
ay, ,\r) 1 ;
L)L [0 (o) 5, (o) ()]
Leva strana (14.9) je tedy
ép(Sl(p)—l)Z—pzf,(p) . (14.11)
V integrandu integralu na pravé stran€ polozime ¢, , (0) =prj ( p r) , takze mame
fi(p)==2m[v(r)(si(pr)) P dr (14.12)
0

Srovnanim se vztahem (14.2) vidime nekonsistentnost této aproximace. Ta se “ztrati” v ptiblizeni malych

fazovych posuvi, kdy

= &(p)==2mp[v(r)(s(pr)) r*dr . (14.13)

14.2 Kvasiklasicka aproximace

Rovnice pro volnou ¢astici a ¢astici v potencidlovém poli (14.8) zapiSeme trochu odlisn¢, kdyz zaménime



Michal Lenc: Teorie rozptylu -31 -

znaceni, . ¢, , ()= (r)arj(pr) - x (r) apiSeme misto /(/+1) obecngji A*=A7(/)

. Xlz(r) [ }X,( ) =0 (14.14)
d;ﬁ;() [p 'i_z‘sz(r)}/fz(r) =0 . (14.15)

Asymptoticky tvar sférické Besselovy funkce vede k asymptotice feSeni (14.14)

X (r) - sin(pr-lg] : (14.16)

)

Ve stacionarnim jednorozmérném piipadé€ je kvasiklasickym feSenim rovnice (14.15)

) 12
2\/7€Xp{ j|P|dr} : |p|{2mV(r)+i_2—p2} (14.17)

v intervalu 0<r<a, kde p2—2mV(r)—/]2/r2 <0 a

p - 12
v, (r) =%exp{i".Pdr} +%exp{—ider} , P =[p2 -2mV (r) —i—z} (14.18)

v intervalu a<r <o, kde p’ —2mV(r) -A[r>0.
V okoli bodu obratu je

AZ

2

7

p2—2mV(r)— =0’2(r—a) . (14.19)

V tomto okoli (ale stale dostateéné daleko od bodl obratu) miizeme psat

002 ey S e )

14.20
B (14.20)

mexp{%i(r—a)m} +ﬁexp{—2§i(r —a)m}

Pti analytickém prodlouzeni odmocnin do komplexni roviny pouZzijeme zapisu takového zapisu, aby v horni
poloroviné ptevazoval (exponencieln€) jeden €len, v dolni poloroviné ¢len druhy. V naSem pftipadé¢ je
vhodny zapis

a-r=pexp{i(¢-m)} . (14.21)
Obchodem bodi obratu v horni (spodni) poloroving, tj. pro @ [J (O , 7T) (9O (7T, 2 7‘[) ) dostdvame podminky
spojitosti
A V4 A V4
B, =—expyi—} , B, =—expy-i—; , 14.22
2 2p{l4} 1 2p{l4} ( )

takZze mame v klasicky dostupné oblasti kvasiklasické feSeni rovnice (14.15)
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lﬂz(r):—COS{jP(r)dr—l—T} , P(I’)Z{pz —2mV(r)—j—22T2 . (14.23)

C
[P(r)]l/z 4

Budeme-li tedy rovnici (14.14) fesit standardnim postupem kvasiklasické aproximace, dostaneme vyraz

X (r) sin[j:P(r)dr+7ZTJ , P(r)=£p2 —l(ljl)Jw . Pa) =0 .(14.24)

a

7

P(r)l/2

Integral mtizeme spocitat analyticky, takze argument sinu je

12

. 2
J.P(l’)dr+§:p{l—(i]] +/{arcsini—g} +£ -
a pr pr a (14.25)
I\
— A__ _
- ( 2]2

Srovnanim (14.25) a (14.16) dochazime k tomu, ze v kvasiklasické aproximaci musime jako velikost

momentu impulzu vzit veli¢inu A=/+1/2. Fazovy posuv uz spo¢teme snadno kdyz od skute¢né faze
odecteme fazi odpovidajici volné ¢astici

00

12
1+1/2)°
o(p)= [p2—2mV(r) —%] -prdr +£1 %)g : (14.26)
Pro velké hodnoty / je také velka hodnota a, takZze mizeme interakcni potencial povazovat za poruchu. Ze

(14.26) dostaneme

J,(p) =-m V(r) mdr . a =M . (14.27)
{ ) (z+1/2)2] p
A

14.3 Rozptyl pri vysokych energiich

Pro sféricky symetricky potencial mizeme (13.10) upravit na

f(pﬁ - 13) = —ip.[[exp{%é_(p)} —I}JO (psinﬁp) pd p
0 (14.28)

m e
_‘Z_J;V(p,Z)dZ

sin9=(nf +nz)l/2 , d(p)

y

Porovnejme to s vyrazem (12.22)
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f(pﬁ_ﬁ):Li(zm ) exp{2i6,(p} ~1]B(cos6) . (14.29)
Pro malé uhly plati

B (cosf) = ((H;jsinﬁj : (14.30)

takze

f(pii - ﬁ)=#i(l+%j[exp{2i5z(l’)} -1], ((1 %)Singj : (14.31)

coz po nahrazeni (/+1/2) - p p a Al=(1+1+1/2) =(I +1/2) - pd p vede skute¢né k (14.28).

14.4 Rozptyl pri nizkych energiich
Pti nizkych energiich budeme pfti feseni rovnice (14.15) rozliSovat tii oblasti. Oznacime jako a polomér

oblasti, kde je interakce vyrazna. V prvni oblasti mizeme zanedbat kinetickou energii Castice, tj.

2
d ‘/jzz(r)_ l(ljl) V()| (r) =0 . osrsa . (1432)
dr r
V dalsi oblasti miizeme zanedbat i potencidlni energii
2
d;ﬂiz(r)‘l(lrjl)‘/’/(r)zo , asrsé , (14.33)

Konecné ve vnéjsi oblasti uz poklesne efektivni potencial natolik, ze musime uvazovat i kinetickou energii

dz;”—iz(r){phl(lr—jl)}w,(r):o , %Srsoo : (14.34)
Resenim rovnice (14.33) je
gi(r)=ar™ +e,r . (14.35)
Resenim rovnice (14.34) je
l//,(r):dlrj,(pr)+d2rn,(pr) . (14.36)
Asymptoticky tvar (14.36) pro velké hodnoty argumentu je podle (9.19)
12
v, (r) = (a7 +pd§) sin(pr-zgm,(p)j . tand(p) = —% , (14.37)
I

zatimco pro malé hodnoty argumentu podle (9.20)
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! . 20-1)1 _
%UF%E%WW”%L?%*’. (14.38)

Porovnanim (14.38) a (14.35) ziskdme vyjadreni koeficientl d pomoci koeficientt ¢, a dosazeni do (14.37)

dava vyraz pro fazovy posuv

20+1
5 (p)=tang (p)= G (14.39)
1(P) l(p) cz((2l—1)!!)2 (2l+1)
Pro amplitudu rozptylu dostdvame
2i0, -1
fl(p):eXp{ ! ,(p)} :,_51(p)~p21 ‘ (14.40)

2ip p

Je proto vétSinou mozné povazovat rozptyl pifi malych energiich za s-rozptyl.

15 NepruZzny rozptyl

15.1 Parcialni viny

Budeme se snazit o co nejvetsi podobnost s popisem pii pruzném rozptylu. Tak vinovou funkci napiSeme

ve stejném tvaru, tj. jako (12.23)

0

) B (cos6)| (1) exp{ i p7} =S,exif ip} | (15.1)

r= O

ale nebude jiz platit |S,| =1. Amplituda rozptylu bude mit také stejny tvar

()-%2}(2”1)( ~1) B, (cos6) . (15.2)

Rozdil musime brat v uvahu pfi vypoctu u€innych prafezi. Mame

o=>d" , d"=d"+d" . (15.3)

=0

(Indexy total, elastic a reaction). Pro pruzny rozptyl

o = 21+1)1-5f (15.4)
p

pro nepruzny rozptyl

0= (27+1)(1-s 155
ot = (2r1) (15 ) (15.5)

a pro celkovy ucinny prifez
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o) =27 (21+1)(1-0s)) . (15.6)
p
Vyznamnymi hodnotami jsou S, =1 - Zadny rozptyl, S, =-1 - maximalni pruzny rozptyl a S, =0 - Gplna
absorpce. Celkovy ucinny pruaiez je tedy
0, =273 (21+1)(1-0s,) . (15.7)

=0

Dosazeni =0 do imaginarni ¢asti (15.2) a porovnani s (15.7) dava zobecnéni optického teorému

p
UrloF —o, . 15.8
7(0F 4’ (1>.5)
Pro parcidlni amplitudy
()
p O,
£ ! . 15.9
f’(p): 4m21l+1 ( )

Pti zdmeén¢ rozbihavé viny za sbihavou nebudeme moci vyuzit komplexniho sdruzeni, ale zamény p — —p

a S, -1/S,.Jepak

1
—-1
S, -1 S 15.1
/i (p) T f1(-p) wyl (15.10)
odkud po vylouceni S, dostaneme vztah mezi f, ( p) a f (— p) , ktery 1ze upravit na tvar
b +ip—(—1 —ip}:O - L +ip=g,(p2) , (15.11)
/i (p) fi(=p) £ (p)
takze
1
fi(p)=——v— - (15.12)
g,(p)—zp

15.2 Komplexni index lomu prostiedi
M¢jme prostiedi, skladajici z mnoho rozptylovych center. Bude-li velikost amplitudy rozptylu malé ve
srovnani se stfedni vzdalenosti ¢astic d =(V/ N )l/ } , mizeme vyslednou amplitudu rozptylu v prostiedi

povazovat za prosty soucet jednotlivych amplitud. Dale si zavedeme efektivni potencial, ktery bude takovy,
ze vyjadieni amplitudy v Bornove aproximaci budeme davat spravnou hodnotu amplitudy rozptylu dopredu

(tzn efektivni potencidl bude komplexni). Podle (6.12) (budeme ted’ psat i Planckovu konstantu)
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N 2 Th?
U, =—
V. m

f(0,E) . (15.13)

Rovinnou vinu prochazejici prosttedim zapiSeme s komplexnim vilnovym vektorem

_ ) _ 1 _ 1/2
w=exp{ikd k—%[2m(E Ug)| (15.14)
Index lomu je pak
172 12
U N 2mh’
n=1-—L| =[1+— 0,E : 15.15
{ E } { V. mE f( )} ( )
Neni-li index lomu pfili§ odli$ny od jednicky, mizeme psat
N2 N o
Oe 225 70,8 22 15.16
vV Kk f( E% V 2k ( )

16 Priklady

16.1 Rozptyl nukleonu
Pti malych energiich mizeme psat pro amplitudu rozptylu protonu na neutronu (uvazujeme pouze s-rozptyl,
tj. /=0)

1 1

R — . (16.1)
g(k*) =ik —K0+;r0k2—ik

Amplituda ma singularitu (v komplexni rovin€ impulst k) pro
k=ik , K=K, +%r0/(2 . (16.2)

Uginny priifez je pak

47T

1 2
(KO _EI’O kzj +k2

o=4nf] = (16.3)

Malou tGpravou dostaneme

2
o= an = M (14nk,) (16.4)

(¥ +K2){1—r0/( +‘11r02 (k +/(2)} ~m(E -+

kde m=m, m, / (m » +mn) a —& je energie vazaného stavu castic (deuteronu).
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16.2 Rozptyl rychlych neutroni na jadie

Efektivni polomér jadra oznatme a. Predpokladdme splnéni podminky kvasiklasické aproximace
ka=2ma/ A>1. Dale predpokladdme, Ze viechny neutrony s momentem impulsu /<[ =ka, tj.
s impaktnim parametrem p=h//mv=I/k<a jsou absorbovany. Jako model miZeme pak vzit

Fraunhoferovu difrakci na nepropustném terc¢iku polomeéru a. Pro diferencidlni u€inny prufez dostavame

hned

,Ji (kab)
do,=ma ————dQ . (16.5)
ida
Z obecného vztahu pro rozptyl je
0 I<] 1 &
S =—2" = G)=——)> (21+1)P (cosb) . 16.6
: {1 1>1, /(6) 2ik,§( )11 (c0s6) (166

V sumé budou nejdulezitejsi ulohu hrat velké hodnoty 1, takze ve znamé aproximaci

J, (kab)

I .
f(e):;jf.fo(ef)dgzza (16.7)
0
Celkovy ucinny prufez pruzného rozptylu je
(72 (kao
Je:ﬂaZJMZ Tal 6= m’ . (16.8)
ida
0
16.3 Rozptyl rychlych elektront na atomu
Ozna¢me hustotu rozlozeni naboje v atomu
p(?):en(r)—Ze5(F) , (16.9)

kde e je naboj elektronu a n (r) hustota pravdépodobnosti vyskytu elektronu. Poissonovu rovnici

A (7) =——p(7) (16.10)

1
80
feSime pomoci Fourierovy transformace, tj.

gVFﬁIG(é)eXp{icﬁif} @G ., 9 =[dAexf 5gF a'F . (611
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Z rovnic (16.10) a (16.9) méme

o(q)=—(F(q)-2) . F(q)=[n(r)exo{-iq & d’F . (16.12)

&9

Integrace vzhledem k uhlovym proménnym déava

4—jn )sin(qr)rdr . (16.13)
q

Do vztahu (11.33) dosadime V(q) =e (D(q) , takze mame

2
me
= Mme  (;_F 16.14
)= ‘%qz( (4)) (16.14)
a kone¢né pro ucinny prufez
2 2
da:4(#} (z-F(q))aq . (16.15)
Mame
¢ =L (pii-p) :2(312(1 —cos6) :(2£sing]2 : (16.16)
1 h noo2

Je vidét, ze pro velmi malé uhly rozptylu Ize povazovat g za malé (oznacime-li a polomér koule, kde je

n (r) vyznamné rizné od nuly, znamena “malé ¢” podminku ¢ a <2 77) a mame pfiblizné
F(q)ijn(r)[l —iq# —%(CY [ﬂ)z}cf? . [n(r)a'F=z
) 2
[n(r)@@Ea*7=0 , [n(r)(qF) d3F:%jn(r)r2d3F : (16.17)

1 -
q):ngjn(r)rz a&’v .

Dosazenim do (16.15) dostavame pro rozptyl pod malymi thly

[ me* % ’
dJ—[3£Oh2J.n(r)r4drj dQ . (16.18)

0
Uginny priifez je pro velmi malé rozptylové ihly konstantni. Naopak pro g a>>2 77 miizeme F (q) oproti Z

zanedbat a dostavame

2 2
daz( ze ZJ Q (16.19)

tedy klasicky Rutherfordiv vztah.
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Dosadime-li do (16.13) Thomasovu — Fermiho hustotu pravdépodobnosti

n(r) :Z—zp(zw ﬁj (16.20)
b3 b bl .
dostaneme
4z | P gb
F(q): qb3 Jp(ZlBstm(qr)rdr =Z¢£Wj . (16.21)
0

Derivovanim (16.16) dostdvame vyjadreni elementu prostorovéhu uhlu jako

dQ=(ﬁJ qdqdd . (16.22)
p

Diferencialni t€inny prifez (16.15) bude po dosazeni ze (16.21) a (16.22)
2 2 2
Jo=| _meZ I_W(q_ﬁj 49 4 4=
2irghp Z q

meb V(b b
24/3(2]7 - J ¢(—qu/3jd(—qu/3jd¢
&hp

Integraci (16.23) dostavame velmi obecny vyraz pro u¢inny praiez rozptylu rychlého elektronu na atomu

(16.23)

Z4/3
T E

o (16.24)

17 Rozptyl identickych éastic

Zvolime téZistovy soufadny systém. Vymeéna €astic znamend zménu orientace vektoru spojujiciho ¢astice.

Ve sférickych soufadnicich to znamena zaménu azimutalniho thlu 8 - 77— . Mame tedy pro vinovou

funkeci
] ] exp{ikr}
t//=exp{zkz} iex;{ —zk}; +—[f(6?) if(ﬂ—éﬂ . (17.1)
r
Je-li celkovy spin Castic sudy, je ufinny prufez
do,=|f(8)+f(m-9[dQ , (17.2)

zatimco pro celkovy spin lichy je
do,=|f(6)-s(m-6[ dq . (17.3)

V experimentech se jen malo vyuziva polarizovanych svazkl. Je tedy vhodné mit stifedni hodnoty.
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Z celkového poctu (2 s+ 1)2 stavl je pro ¢astice s polo¢iselnym spinem s (2 s+ 1) stavll se sudym spinem a

(s +1) (2s +1) stavi s lichym spinem. Mame tedy pro castice s polo¢iselnym spinem

do=—2> do, + 51 do, =
2s5+1 2s+1

V@) -9 5 (9 (- gr (45 Ylaa

(17.4)

Pro castice s celoCiselnym spinem je naopak s(2s+l) stavl s lichym spinem a (s +1)(2s +1) stavl

se sudym spinem. Mame tedy

s+1
do= do, + do, =
2s5+1 2s+1

1@ +|r(n-of +

(17.5)

( (91 (m§+r( q*f(zr)ﬂdQ :

18 Excitace atomu pri sraZce s ¢astici

Ptredpokladejme, ze miizeme vyuzit Fermiho pravidla. Pocate¢ni stav obsahuje atom hmotnosti M a

nabojem jadra —Z e v zdkladnim stavu a volnou ¢éstici hmotnosti m anabojem ze s hybnosti p ; konecny
stav obsahuje atom v n-tém excitovaném stavu (n je multiindex) a opét volnou &astici s hybnosti p'.

Interak¢ni potencial je V' . Zakon zachovani energie v soustave, ve které se atom v pocatecnim stavu jako
celek nepohybuje, zapiSeme jako

N

2
/2 2 _
P__2P +M+En ~E, =0 . (18.1)
2m 2m 2M

Velké zjednoduseni ptinese predpoklad, ze bude mozné pohyb atomu v kone¢ném stavu zanedbat. Mdme

pak pro pravdépodobnost pifechodu za jednotku ¢asu

/2 2 d3 —/
L P g -E | —L_ . (18.2)
2m  2m (2771)

_2myy p
dw, = 7‘<n D
Integraci vzhledem k p’ (piseme d°p' =p'* d p’ d Q) odstranime delta funkci

(n.5'

Piejdeme ted’ k soufadnicové representaci. Normovani vinové funkce ¢éstice v konecném stavu musi

A

> 2m(E, -E
dw _mp’ ~2m(E, ~E,) Vo,13>rdQ . (18.3)

g 4717 Kt
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odpovidat nami vybrané hustot¢ koncovych stavii v (18.2), t;.
=\ _ s D™D -\ _ i
= = Y (F)=exps—pl; . 18.4
<p1|p2> ( 2 7h ] l//p( ) p{hp } ( )

Zvolime-li normovéni dopadajici viny na jednotkovy tok

12 )
‘ﬂ-(f):[ﬁj exp{éﬁﬁ} : (18.5)

p

spoc¢teme pak pfimo Uc¢inny prifez. Interakéni potencial je

2
__ze £_£+ —”1*j , (18.6)
dmg\ r Tir-r,

Dostavame tak po dosazeni do vztahu (18.3) vyraz pro diferencialni u¢inny prifez pfi exvitaci atomu

do, =
zem Y AP —2m(E, -E, ol g (8D
() o[£+ 2y oot o] aa

kde jsme oznacili g :( p - [3) / . Fourierlv obraz potencidlu vyjadiive pomoci vztahu

Jexp{ zq[ZF} r—exp{—zq[Z}JeXp{ zq[Z P = 4”exp{—zq@} (18.8)
q

Dalsi tprava spociva ve vyjadieni elementu prostorového uhlu za vztahu

q 2%([92 +p'? —2pp/c059) =

» p oy (18.9)
qdq = S ——dQ
Vyraz pro diferencialni ucinny prafez (18.7) prepiSeme tedy na
do, =
;N2
e o2+ Stz Jo) 42 Y
Pro pruzny rozptyl (n=0) méame tedy zndmy vztah
do :877(2—62}2 [Z—F(q)]zﬁ . (18.11)
‘ 41T & hv q

Zde jsme vyuzili definice rozptylového faktoru
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F(g)=[n(r)exp{~ig F a*F :j<o|;5(f —7)[0)exp{ 47 B} d'F =

(18.12)
Ol  exe{-ia o) -
Pro nepruzny rozptyl mame s uvaZenim ortogonality stavi (tj. <n z O| O> =0)
do, =Y do, =
nz0
E 2 dq (18.13)
z .
8ﬂ(4ﬂe5 hvj ; <n|;exp{ iq [Zfa} |0> ? .
Obecné plati
Sl =2 tota =200 (1), =(£ 1),
’ . o ) . (18.14)
2l =l =l =77 ) |
Aplikujeme-li ted’ obecny vysledek na matici v (18.13), mdme s vyuzitim (18.12)
2
2. [(n[2 exp{~ig 7} [0) =
nz0 a
2
O Stz -7 Ho) -0 e - 70 (18.15
a b a
77 (g) + (O[S exe{ia 5, -7 }0) -
azb
Dosazeni do (18.13)
do =
(18.16)

sl 2o |2 ()OI elia s 730 |24

4mrghy s



