
3 – Důkaz pro ideálnı́ kvantový plyn Petr Šafařı́k
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3 – Důkaz pro ideálnı́ kvantový plyn

Zadánı́

Použı́jte výsledku z minulého přı́kladu (2) k důkazu, že pro ideálnı́ kvantový plyn
platı́:

S = −
∑
i

[ni · ln ni ∓ (1± ni) ln (1± ni)] ,

kde vrchni znaménko patřı́ bosonům, spodnı́ znaménko pro fermiony; ni je průměrné
obsazovacı́ čı́slo pro jedno-částicové energiové hladiny i.

Řešenı́

Pravděpodobnost Pr pro Kanonický a Grandkanonický ansámbl:

Pr = Ce−Er/T = C ′e−(E′r−µN ′r)/T

kde Er = n0ε0 + n1ε1 + n2ε2 + . . . a Nr = n0 + n1 + n2 + . . .

Prvně vyjádřı́me průměrné obsazovacı́ čı́slo ni

ni =
∑
r

niPr (1)

Za ni a Pr z rovnice (1) dosadı́me a vyjádřı́me sumu pro kažné n. Limity sumy jsou
od 0 do nekonečna pro bosony, do jedné pro fermiony.

ni = C ′ ·
{∞,1}∑
n0=0

e−(ε0−µ)n0/T ·
{∞,1}∑
n1=0

e−(ε1−µ)n1/T ·
{∞,1}∑
n2=0

e−(ε2−µ)n2/T ·. . .·
{∞,1}∑
ni=0

nie−(εi−µ)ni/T (2)

C ′ je konstanta volená tak, aby
∑
r Pr = 1. Odtud:

C ′ =
1

{∞,1}∑
n0=0

e−(ε0−µ)n0/T · . . . ·
{∞,1}∑
ni=0

e−(εi−µ)ni/T

(3)

Dosadı́me (3) do (2)

ni =

{∞,1}∑
n0=0

e−(ε0−µ)n0/T ·
{∞,1}∑
n1=0

e−(ε1−µ)n1/T · . . . ·
{∞,1}∑
ni=0

nie−(εi−µ)ni/T

{∞,1}∑
n0=0

e−(ε0−µ)n0/T
{∞,1}∑
n1=0

e−(ε1−µ)n1/T · · . . . ·
{∞,1}∑
ni=0

e−(εi−µ)ni/T

(4)

Jednotlivé sumy se vykrátı́, zůstane pouze:

ni =

{∞,1}∑
ni=0

nie−(εi−µ)ni/T

{∞,1}∑
ni=0

e−(εi−µ)ni/T

(5)

Nynı́ je možné pro fermiony (tedy pro sumy od nuly do jedné) dosadit a spočı́st

ni;ferm =
e−(εi−µ)/T

1 + e−(εi−µ)/T
(6)
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a po úpravě:

ni;ferm =
1

1 + e(εi−µ)/T
(7)

Pro bosony je již situace dı́ky nekonečným sumám složitějšı́. Jmenovatel je ne-
konečná geometrická řada, přičemž:

∞∑
ni=0

e−(εi−µ)ni/T =
1

1− e−(ε−µ)ni/T

jedná se o součet S nekonečné řady, přičemž S = a0
1−q , kde a0 je prvnı́ člen řady

(ao = e0 = 1) a q je kvocient (q = e−(ε−µ)ni/T ).

Tedy po dosazenı́ do (5) zı́skáme:

ni =

∞∑
ni=0

nie−(εi−µ)ni/T

1
1− e−(ε−µ)/T

(8)

ni =
∞∑
ni=0

ni

(
e−(εi−µ)/T

)ni (
1− e−(ε−µ)/T

)
(9)

Zavedeme substituci pro
e−(εi−µ)/T = a

ni =
∞∑
ni=0

ni ani (1− a) (10)

ni = (1− a)
∞∑
ni=0

ni ani

Tuto sumu následně program maple[1] vyřešı́1 jako

ni =
a

1− a

Zpětná substituce a = e−(εi−µ)/T

ni =
e−(εi−µ)/T

1− e−(εi−µ)/T

ni =
1

e(εi−µ)/T − 1
(11)

Pokud tedy dáme oba (7), (11) vzorce “dohromady”, zı́skáme rovnici pro průměrné
obsazovacı́ čı́slo ni pro bosony a fermiony

ni =
1

e(εi−µ)/T ∓ 1
(12)

1Je možné toto vyřešit nejen maplem, ale i úvahou, že
∞X

ni=0

ni ani = a
d

da

∞X
ni=0

ani

přičemž
∞P

ni=0
ani je nekonečná suma

∞X
ni=0

ani =
1

1− a

proto

(1− a)

∞X
ni=0

ni ani = (1− a) a
d

da

1

1− a
=

a

1− a
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Vyjádřı́me si Pr

Pr =
∏
i e(ε−µni)/T

Z

Pr =
1
Z

∏
i

[
e(ε−µ)/T

]−ni
Je-li ni = 1

e(εi−µ)/T∓1
(rovnice (12)), poté je

e(εi−µ)/T =
1± ni

ni
(13)

Pr =
1
Z

∏
i

[
1± ni

ni

]−ni
Pro snadnějšı́ zacházenı́ si Pr zlogaritmujeme a budeme se držet pravidla, že
ln AB = ln A + ln B.

ln Pr = ln

[
1
Z

∏
i

[
1± ni

ni

]−ni]

ln Pr = ln
1
Z

+ ln
∏
i

[
1± ni

ni

]−ni
ln Pr = ln

1
Z
−
∑
i

ni ln
[

1± ni
ni

]
Nynı́ využijeme důkazu z přı́kladu (2), který jsme taky řešili (a je v zadánı́).

S = −
∑
r

Pr ln Pr

S = −
∑
r

Pr

[
−
∑
i

ni ln
(

1± ni
ni

)
+ ln Z

]

S =
∑
r

Pr

[∑
i

ni ln (1± ni)−
∑
i

ni ln ni + ln Z

]

S =
∑
r

Pr
∑
i

ni ln (1± ni)−
∑
r

Pr
∑
i

ni ln ni +
∑
r

Pr ln Z

Včlenı́me
∑
r Pr do sum přes i:

S =
∑
i

∑
r

Prni ln (1± ni)−
∑
i

∑
r

Prni ln ni +
∑
r

Pr ln Z

Když se podı́váme na rovnici (1) zjistı́me, že:

S =
∑
i

ni ln (1± ni)−
∑
i

ni ln ni + ln Z
∑
r

Pr

Dále
∑
r Pr = 1. Zı́skáme tak:

S =
∑
i

ni ln (1± ni)−
∑
i

ni ln ni + ln Z (14)

V rovnici (14) zbývá vyjádřit stavovou sumu Z, resp. jejı́ logaritmus ln Z. Docı́lı́me
toho přes rovnost:

Ω = −T ln Z

ln Z = −Ω
T

(15)
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Jedná se o ideálnı́ kvantový plyn, proto pro popis celého systému stačı́ popis jediné
částice.

e−Ω/T =
{∞,1}∑
n0=0

e−(ε0−µ)n0/T ·
{∞,1}∑
n1=0

e−(ε1−µ)n1/T ·
{∞,1}∑
n2=0

e−(ε2−µ)n2/T · . . . (16)

Rovnice (16) je opět jednoduchý součet pro fermiony a součet nekonečné řady pro
bosony; jako tomu bylo už v několika přı́padech; násobeno i:

e−Ω/T =
∏
i

(
1∓ e−(εi−µ)/T

)∓1

(17)

Vyjádřı́me si tedy Ω z rovnice (17)

Ω = −T ln
∏
i

(
1∓ e−(εi−µ)/T

)∓1

(18)

Ω = ±T
∑
i

ln
(

1∓ e−(εi−µ)/T
)

(19)

Výjádřı́me si tedy, čemu se rovná ln Z — rovnice (15). Dále začlenı́me rovnici (13).

ln Z = ∓
∑
i

ln
[
1∓

(
ni

1± ni

)]
(20)

ln Z = ∓
∑
i

ln
1

1± ni

ln Z = ±
∑
i

ln (1± ni) (21)

Rovnici (21) dosadı́me do rovnice (14) a budeme kouzlit. . . .

S =
∑
i

ni ln (1± ni)−
∑
i

ni ln ni ±
∑
i

ln (1± ni) (22)

Všechny sumy v (22) jsou přes i, proto to napı́šeme jen do jedné:

S =
∑
i

[ni ln (1± ni)− ni ln ni ± ln (1± ni)] (23)

S = −
∑
i

[
ni ln ni − ln (1± ni)

(ni±1)
]

(24)

S = −
∑
i

[ni ln ni − (ni ± 1) ln (1± ni)] (25)

A konečně:

S = −
∑
i

[ni ln ni ∓ (1± ni) ln (1± ni)] (26)
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