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F7070 — Statistická fyzika a termodynamika

9 – Tepelná kapacita

Zadánı́

Ukázali jsme si, že termodynamické chovánı́ pevných látek je popsáno phonony —
vlnami ve struktuře pevných látek. Stejne tak 2dimm vlny na rozhranı́ mezi povr-
chem tekutiny a jejı́mi parami je popisován harmonickými mody, zvanými ripplony;
přičemž směr jejich polarizace je kolmý na povrch. Disperznı́ křivka pro tyto excitace
je isotropnı́ a dána vztahem:

ε = ~ω = bk3/2

kde k =
√
k2
x + k2

y. Pro vzorek o dimm L × L je vlnový vektor k = 2π
L (nx, ny), přičemž

nx, ny mohou nabývat libovolných kladných i záporchých celých čı́sel.

Najděte matematické vyjádřenı́ přı́spěvku ripplonů ke konstantnı́ oblasti tepelné ka-
pacity, jejı́ závislost na teplotě a vyneste graficky.

Řešenı́

Ripplony je možné popsat B-E statistikou stejně, jako chovánı́ fotonů, kde µ = 0 —
stav systému můžeme popsat stavem jedné částice s polarizacı́ 1. Volná energie F v
tomto přı́padě je rovna

F = T
∑
i

ln
(
1− e−~ωi/T

)
. (1)

Abychom vyjádřili F pro celou plochu, tak sumu nahradı́me integrálem přes hustotu
stavů v podprostoru vlnových vektorů:∑

i

=
∫
ρ(k)d2k (2)

Dosazenı́m (2) do (1) dostaneme

F = T

∫
ρ(k)d2k ln

(
1− e−~ωi/T

)
(3)

přičemž

ρ(k)d2k =
(
L

2π

)2

d2k

Převedeme na sférické souřadnice:

ρ(k)d2k =
A

4π2
kdkdφ =

A

4π2
k

dk
dω

dφ dω

Ze zadánı́ vyjádřı́me k:
~ω = bk3/2

k =
(

~
b

)2/3

ω2/3 (4)

Rovnici (4) zderivujeme podle ω

dk
dω

=
(

~
b

)2/3 2
3
ω−1/3 (5)

a (5) dosadı́me do vsechno (3)
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F = T

∫ ωD

0

2
3
A

4π2

(
~
b

) 2
3
(

~
b

) 2
3

ω
2
3ω−

1
3 dω ln

(
1− e−~ω/T

)∫ π/2

0

dφ (6)

Spočteme co se dá:

F = T

∫ ωD

0

A

12π2

(
~
b

) 4
3

ω
1
3 dω ln

(
1− e−~ω/T

)
(7)

F = T
A

12π

(
~
b

) 4
3
∫ ωD

0

ω
1
3 dω ln

(
1− e−~ω/T

)
(8)

Budeme řešit metodou per-partes:

u = ln
(
1− e−~ω/T ) v′ = ω−

1
3

u′ =
1

e−~ω/T − 1
~
T

v =
3
4
ω

4
3

Po derivaci dostaneme:

F = T
A

12π

(
~
b

) 4
3

[3
4
ω

3
4 ln

(
1− e−~ω/T

)]ωD

0

− 3
4

~
T

ωD∫
0

ω
4
3

e−~ω/T − 1
dω

 (9)

Uděláme substituci pro:
~ω
T

= a (10)

a ~ωD = TD, tedy Debayova teplota.

Dosadı́me (10) a TD do (9):

F = T
A

16π

(
~
b

) 4
3

(TD~
) 3

4

ln
(
1− eTD/T

)
− ~
T

TD/T∫
0

(
T
~
)4/3

a4/3

ea − 1
T

~
da

 (11)

F = T
A

16π

(
~
b

) 4
3

(TD~
) 3

4

ln
(
1− eTD/T

)
−
(
T

~

)4/3
TD/T∫
0

a4/3

ea − 1
da

 (12)

Dalšı́ řešenı́ je možné pouze v aproximaci pro nı́zké či vysoké teploty.

Pro vysoké teploty

• T →∞

• TD
T
→ 0

• ea − 1→ a

• ln
(
1− e−TD/T

)
→ ln

(
TD

T

)
• ~ω

T → 0

F = T
A

16π

(
~
b

) 4
3

(TD~
) 3

4

ln
(
TD
T

)
−
(
T

~

)4/3
TD/T∫
0

a1/3da

 (13)
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Spočteme integrál:
TD/T∫
0

a1/3da =
3
4

(
TD
T

)4/3

A dosadı́me

F = T
A

16π

(
~
b

) 4
3
[(

TD
~

) 3
4

ln
(
TD
T

)
−
(
T

~

)4/3 3
4

(
TD
T

)4/3
]

Vytkneme
(
TD

~
)4/3

F = T
A

16π

(
~
b

) 4
3
(
TD
~

)4/3
[
ln
(
TD
T

)
− 3

4

(
T

T

)4/3
]

Vykrátı́me ~

F = T
A

16π

(
TD
b

) 4
3
[
ln
(
TD
T

)
− 3

4

]
(14)

Vzhledem k počtu dimenzı́ (2), bude počet stavů 2N . Integrál přes hustotu stavů tak
bude

ωD∫
0

ρ (ω) dω = 2N

ωD∫
0

ρ (ω) dω =
A

12π

(
~
b

) 4
3
ωD∫
0

ω1/3dω

ωD∫
0

ρ (ω) dω =
A

16π

(
~
b

) 4
3
(
TD
~

) 4
3

Tedy:

2N =
A

16π

(
TD
b

) 4
3

Zpět k rovnici (14)

F = 2NT
[
ln
(
TD
T

)
− 3

4

]
(15)

Tepelná kapacita je

CV = −T ∂
2F

∂T 2
(16)

Po dvou derivacı́ch F zı́skáme
CV = 2NT

T

TD

TD
T 2

Konečně tedy pro vysoké teploty je tepelná kapacita CV rovna

CV = 2N (17)
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Pro nı́zké teploty

• T → 0

• TD
T
→∞

• ln
(
1− e−TD/T

)
→ 0

Rovnice (12) přejde do tvaru:

F = −T A

16π

(
T

b

)4/3
TD/T∫
0

a4/3

ea − 1
da (18)

F = − A

16πb4/3
T 7/3B4/3 (0) (19)

kde

B4/3(0) =

TD/T∫
0

a4/3

ea − 1
da

Tepelná kapacita je

CV = −T ∂
2F

∂T 2
(20)

Dvakrát zderivujeme (18) a vynásobı́me −T

CV =
7

36πb4/3
T 4/3B4/3 (0)

2N =
A

16π

(
TD
b

) 4
3

CV = 2N · 28
9
B4/3 (0)

Pro nı́zké teploty je vztah složitějšı́ než pro vysoké.

Obrázek

Cv

T/TD

2N

Cv~2N

Obrázek 1: Přibližný graf závislosti Tepelné kapacity CV na poměru T/TD
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