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Verze 1.2, květen 2007
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Úvod

Tento kompilát jsem sepsal během své př́ıpravy ke státńı zkoušce z astronomie a astrofy-
ziky na MFF UK v roce 2005. Je rozdělen do několika část́ı, a to tak, jak to odpov́ıdalo
požadavk̊um (jež jsou u každé části/kapitoly uvedeny) ke státńı zkoušce v daném roce.

Některé části textu jsem psal sám (dle poznámek z přednášek apod.), u většiny
jsem však použil systém ”OCR + následná (zpravidla velmi mı́rná) úprava textu“.
Některé části jsou proto doslova a do ṕısmene převzaty z nejr̊uzněǰśıch jiných astro-
nomických a astrofyzikálńıch př́ıruček, knih, script a učebńıch text̊u, jejichž autor̊um se
t́ımto omlouvám za použit́ı celých myriád jejich myšlenek bez jejich vědomı́ a přesných
citaćı. Na konci každé kapitoly je však alespoň uvedeno, odkud jsem čerpal.

Tento text dávám v plen sice veřejně, avšak naprosto volně a zdarma ke stažeńı
z internetu. Pokud se tedy tento text někdy dostane k někomu, komu by části připomı́naly
jeho vlastńı text, je to docela dobře možné, a já se ještě jednou omlouvám. Jak už jsem
zmı́nil, je to předevš́ım KOMPILÁT, nad kterým jsem ovšem strávil 2 měśıce času, a o
kterém si mysĺım, že neńı úplně nejhorš́ı, a proto bych byl nerad, aby posloužil pouze
pro mě a jednorázově. Snad tedy poslouž́ı daľśım zájemc̊um o astronomii a astrofyziku,
a předevš́ım daľśım generaćım student̊u na MFF UK.

3.1.2007, Mgr. TOMı́k

P.S.: Je třeba dodělat kapitolu o Slunečńı soustavě (morfologie, planety, malá tělesa
a podobné ”nesmysly“) a exoplanetách . . . A samozřejmě části Relativita a Nebeská
mechanika . . .
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Soustava hmotných bod̊u a tuhé těleso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Rozděleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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Klasická statistika a jej́ı aplikace – Liouville̊uv a ekvipartičńı teorém . . . . . . . . . . . . 95
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5.4 Problém dvou těles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
Moment hybnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
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Dodatek o nukleosyntéze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334

Literatura a zdroje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337

8



9

12 Slunce 338
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Elektromagnetické zářeńı erupce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347

12.4 Helioseismologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349
Literatura a zdroje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354
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Srážky v plně ionizovaném plazmatu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 411
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Požadavky

Klasická a kvantová mechanika: Porovnáńı popisu systému v klasické a kvantové me-
chanice, popis stavu. Kauzalita a měřeńı. Formalismus teoretické mechaniky a kvantové
mechaniky – pohybové rovnice, Hamilton̊uv-Jacobiho formalismus, operátory fyzikálńıch
veličin, zákony zachováńı. Variačńı principy. Fyzikálńı efekty, které nelze vysvětlit kla-
sicky. Rotace těles, setrvačńıky – př́ıklady z vesmı́rného prostřed́ı. Základy mechaniky
kontinua, Navierova-Stokesova rovnice.

Kvantováńı fyzikálńıch veličin: Operátory fyzikálńıch veličin, diskrétńı a spojité spek-
trum. Hladiny energie v atomech, molekulách a pevných látkách. Moment hybnosti a jeho
kvantováńı, orbitálńı a spinový moment hybnosti, skládáńı moment̊u hybnosti. Jemná a
hyperjemná struktura hladin. Magnetický moment a jeho interakce s vněǰśım polem. Kla-
sický a kvantově mechanický lineárńı harmonický oscilátor. Kvantováńı spinu. Pauliho
princip. Interakce spinu s vněǰśım polem.

Elektromagnetické pole: Maxwellovy rovnice. Lorentzova transformace. Semiklasický
a kvantový popis elektromagnetického pole, fotony. Interakce atomu se zářeńım. Absorpce
a emise, Einsteinovy koeficienty. Přirozená š́ı̌rka spektrálńı čáry.

Jaderná a subjaderná fyzika: Stavba atomového jádra. Klasifikace mikročástic. Slabá
a silná interakce. Jaderné reakce.

Termodynamika a statistická fyzika: Stavové veličiny, zákony termodynamiky, entro-
pie. Statistická interpretace termodynamiky. Kanonické rozděleńı. Fermiony a bozony.
Matice hustoty. Stavové rovnice. Termodynamika zá̌reńı, zá̌reńı absolutně černého tělesa.

Otázky

• Popis systému v klasické a kvantové mechanice, popis stavu, kauzalita a měřeńı.
• Pohybové rovnice, Hamilton̊uv-Jakobiho formalismus.
• Variačńı principy v teoretické mechanice. Zákony zachováńı.
• Základńı rovnice mechaniky kontinua.
• Operátory fyzikálńıch veličin v kvantové mechanice. Relace neurčitosti.
• Klasický a kvantově mechanický lineárńı oscilátor.
• Vlnová funkce, Schrödingerova rovnice, diskrétńı a spojité spektrum kvantováńı.
• Moment hybnosti a jeho kvantováńı, skládáńı moment̊u hybnosti. Jemná a hyperjemná

struktura hladin.
• Atom vod́ıku - moment hybnosti a jeho kvantováńı, energie hladin, orbitálńı a spinový

moment hybnosti, magnetický moment.
• Maxwellovy rovnice.
• Lorentzova transformace, aberace a Doppler̊uv jev.

• Interakce atomu se zá̌reńım, Einsteinovy koeficienty. 1

• Stavba atomového jádra.
• Klasifikace mikročástic.
• Silná a slabá interakce, jaderné reakce.
• Entropie v zákonech termodynamiky.
• Souvislost klasické termodynamiky a statistické fyziky. Matice hustoty.
• Boltzmannova rovnice a Liouville̊uv teorém.
• Klasické částice, fermiony a bosony. Rozděleńı Boltzmannovo, rozděleńı Fermi-Diracovo

a Bose-Einsteinovo. Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı rychlost́ı.
1 !!!Zpracováno v sekci Astrofyzika – zářeńı, hvězdné atmosféry!!!
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• Základńı pojmy teorie zá̌reńı – intenzita tok, tlak a hustota zá̌reńı (monochromatické, sťredńı,

integrálńı). 1

• Termodynamika zá̌reńı – Planck̊uv zákon a s ńım souvisej́ıćı zákony Rayleighův-Jeans̊uv, Wienův,

Wienův zákon posuvu a Stefanův-Boltzmannův. 1

• Netepelné zá̌reńı. Pohyb elektronu v magnetickém poli, cyklotronové a synchrotronové zá̌reńı.

Comptonův jev. 2

2 !!!Zpracováno v sekci Kosmická elektrodynamika!!!



Kapitola 1

Klasická a kvantová mechanika

Klasická a kvantová mechanika: Porovnáńı popisu systému v klasické a kvantové me-
chanice, popis stavu. Kauzalita a měřeńı. Formalismus teoretické mechaniky a kvantové
mechaniky – pohybové rovnice, Hamilton̊uv-Jacobiho formalismus, operátory fyzikálńıch
veličin, zákony zachováńı. Variačńı principy. Fyzikálńı efekty, které nelze vysvětlit kla-
sicky. Rotace těles, setrvačńıky – př́ıklady z vesmı́rného prostřed́ı. Základy mechaniky
kontinua, Navierova-Stokesova rovnice.

Kvantováńı fyzikálńıch veličin: Operátory fyzikálńıch veličin, diskrétńı a spojité spek-
trum. Hladiny energie v atomech, molekulách a pevných látkách. Moment hybnosti a jeho
kvantováńı, orbitálńı a spinový moment hybnosti, skládáńı moment̊u hybnosti. Jemná a
hyperjemná struktura hladin. Magnetický moment a jeho interakce s vněǰśım polem. Kla-
sický a kvantově mechanický lineárńı harmonický oscilátor. Kvantováńı spinu. Pauliho
princip. Interakce spinu s vněǰśım polem.

• Popis systému v klasické a kvantové mechanice, popis stavu, kauzalita a měřeńı.
• Pohybové rovnice, Hamilton̊uv-Jakobiho formalismus.
• Variačńı principy v teoretické machanice. Zákony zachováńı.
• Základńı rovnice mechaniky kontinua.
• Operátory fyzikálńıch veličin v kvantové mechanice. Relace neurčitosti.
• Klasický a kvantově mechanický lineárńı oscilátor.
• Vlnová funkce, Schrödingerova rovnice, diskrétńı a spojité spektrum kvantováńı.
• Moment hybnosti a jeho kvantováńı, skládáńı moment̊u hybnosti. Jemná a hyperjemná

struktura hladin.
• Atom vod́ıku - moment hybnosti a jeho kvantováńı, energie hladin, orbitálńı a spinový

moment hybnosti, magnetický moment.
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16 KAPITOLA 1. KLASICKÁ A KVANTOVÁ MECHANIKA

1.1 Klasická mechanika

§ Základńı kinematické veličiny

Kinematika se zabývá popisem pohybu. Důležitým pojmem je hmotný bod - idealizace,
kdy se libovolné těleso nahrazuje bodem (často pohybem těžǐstě) s danou hmotnost́ı.
Základńım kinematickým pojmem je trajektorie. Je to spojitá vektorová funkce času
~r = ~r(t). Trajektorii obyčejně zadáváme parametricky, jej́ı délku nazýváme dráha. Pohyb
částice (tj. změnu polohy v čase) charakterizujeme rychlost́ı:

~vp =
~r(t1)− ~r(t2)
t1 − t2

(pr̊uměrnou) ,

~v = lim
t1→t2

~vp = lim
t1→t2

~r(t1)− ~r(t2)
t1 − t2

≡ d~r(t)
dt

(okamžitou) .

Pokud je velikost rychlosti konstantńı, pohyb nazýváme rovnoměrný, jinak nerov-
noměrný. Př́ımočarý pohyb je charakterizován t́ım, že pohyb prob́ıhá podél konstantně
směřuj́ıćıho vektoru. Nepř́ımočarý pohyb je křivočarý. Při pohybu se měńı jednak veli-
kost a jednak směr pohybu:

~v ≡ d~r
dt

=
dr
dt
~er + r

d~er
dt

= ~vr + ~ω × ~r .

Vektor ~ω = dϕ/dt nazýváme úhlová rychlost.
Změna rychlosti se popisuje zrychleńım:

~a ≡ d~v
dt

=
d2~r

dt2
= at~et + an~en ,

které má tečnou a normálovou (dostředivou) složku, at = dv/dt resp. an = v2/R =
= ω2R, viz kruhový pohyb. Tečné zrychleńı tedy charakterizuje změnu velikosti rychlosti
s časem, normálové souviśı se zakřiveńım dráhy. Pohyb charakterizovaný konstantńım
zrychleńım nazýváme rovnoměrně zrychlený. Analogicky k úhlové rychlosti se zavád́ı
i úhlové zrychleńı ~ε = d~ω/dt.

§ Newtonovy pohybové zákony

Dynamika zkoumá př́ıčiny pohybu; základem klasické teorie jsou Newtonovy pohy-
bové zákony.

1. NZ, setrvačnosti: Těleso setrvává v klidu nebo v rovnoměrném př́ımočarém pohybu,
dokud neńı nuceno vněǰśımi vlivy (p̊usobeńım jiného tělesa) tento sv̊uj stav změnit. Po-
kud tedy najdeme těleso, na které nep̊usob́ı žádné vněǰśı vlivy, můžeme s ńım spojit
speciálńı inerciálńı soustavu souřadnou (tj. dané těleso je v̊uči ńı v klidu nebo v pohybu
rovnoměrném př́ımočarém). Ostatńı soustavy jsou neinerciálńı. Prvńı Newton̊uv zákon
nám tedy v podstatě definuje inerciálńı vztažnou soustavu, ve které je vysloven zákon
č́ıslo 2.

2.NZ, śıly, zavád́ıme śılu a hmotnost: Śıla p̊usob́ıćı na těleso je úměrná součinu jeho
hmoty a zrychleńı, které mu tato śıla uděluje.

~F = m~a
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Pokud známe silové p̊usobeńı na vyšetřované těleso, můžeme pomoćı pohybové rovnice
určit jeho trajektorii:

~F = m~a = m
d2~r

dt2

3.NZ, akce a reakce: Každá akce vyvolává reakci stejné velikosti a opačného směru.
Existuj́ı r̊uzné druhy sil p̊usob́ıćıch v inerciálńı vztažné soustavě: např. t́ıhová śıla
~F = m~g nebo dostředivá F = mω2R mı́̌ŕıćı do středu kruhu. Pokud provád́ıme popis
v neinerciálńı soustavě, lze použ́ıt druhý Newton̊uv zákon, ale k silám je nutno přič́ıst ne-
fyzikálńı śıly (tzv. zdánlivé), které kompenzuj́ı vliv zrychleného pohybu neinerciálńı sou-
stavy. Nejznáměǰśımi př́ıklady těchto sil (maj́ı p̊uvod v otáčeńı se neinerciálńı soustavy
v̊uči inerciálńı) jsou odstředivá śıla (která má stejnou velikost jako śıla dostředivá, mı́̌ŕı
od osy a p̊usob́ı pouze na body mimo osu otáčeńı) nebo śıla Coriolisova ~FC = 2m~v′×~ω,
p̊usob́ıćı pouze na tělesa, která se v̊uči neinerciálńı soustavě pohybuj́ı rychlost́ı ~v′, jej́ıž
směr neńı shodný se směrem osy otáčeńı. Tyto efekty lze zjistit např́ıklad měřeńım gra-
vitačńıho zrychleńı v r̊uzných zeměpisných š́ı̌rkách (měřené gravitačńı zrychleńı je vek-
torovým součtem t́ıhového a odstředivého, na pólu je největš́ı a na rovńıku nejmenš́ı);
opačný smysl rotace v́ı̌rivých větr̊u – cyklon̊u – na severńı a jižńı polokouli lze naopak
vysvětlit Coriolisovou silou (Země je neinerciálńı vz.s.) . . .

§ Daľśı mechanické veličiny

K vystižeńı celkového p̊usobeńı śıly na hmotný bod použ́ıváme veličinu zvanou práce:

dW = ~F .d~s resp. W =
∫
~Fd~s ,

rychlost konáńı práce charakterizuje výkon

P =
dW
dt

.

Každému bodu v prostoru je možno přǐradit určité silové p̊usobeńı, č́ımž charakterizu-
jeme pole. Pole děĺıme na konzervativńı (

∮
~Fd~s = 0) a nekonzervativńı (

∮
~Fd~s 6= 0).

V konzervativńım poli nezáviśı vykonaná práce na tvaru dráhy (záviśı pouze na počáteč-
ńım a koncovém bodu dráhy) a můžeme zavést potenciálńı energii U , která charakte-
rizuje práci vykonanou při pohybu mezi dvěma body:

~F = −∇U .

Matematicky je tedy konzervativńı pole charakterizováno rovnićı ∇× ~F = 0. U nekonzer-
vativńıho pole (jako je např́ıklad pole třećı śıly nebo valivého odporu) potenciál zavést
nelze. Kromě potenciálńı energie se zavád́ı i pohybová/kinetická energie

Ek =
1
2
mv2 .

Součet kinetické a potenciálńı energie, tzv. mechanická energie, se zachovává. Dále je
možno zavést intenzitu silového pole, jež znač́ı śılu p̊usob́ıćı na hmotný bod o jednotkové
hmotě a potenciál, což je potenciálńı energie hmotného bodu o jednotkové hmotě.

Mechanické účinky pohybuj́ıćıho se tělesa charakterizuje hybnost

~p = m~v .
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Newton formuloval sv̊uj druhý zákon v obecněǰśım tvaru pomoćı hybnosti:

~F =
d~p
dt
.

Pokud na soustavu nep̊usob́ı vněǰśı śıly, plat́ı zákon zachováńı hybnosti. Pokud tento
vztah použijeme pro soustavu volných částic, na levou stranu dáme součet vněǰśıch
p̊usob́ıćıch sil a na pravou stranu součet hybnost́ı, dostaneme I. větu impulzovou.1

Pro popis otáčivého pohybu je vhodný moment śıly

~M = ~r × ~F

a moment hybnosti
~L = ~r × ~p .

Tyto dvě veličiny jsou vázány vztahem analogickým ke druhému Newtonovu zákonu:

~M =
dL
dt

.

Analogicky, pro soustavu volných hmotných bod̊u se součtem vněǰśıch moment̊u śıly na
levé straně a součtem moment̊u hybnosti na pravé se jedná o II. větu impulzovou; při
použit́ı na soustavu bez vněǰśıch sil zjist́ıme, že moment hybnosti se zachovává.2

§ Soustava hmotných bod̊u a tuhé těleso

Poloha soustavy N hmotných bod̊u resp. tuhého tělesa je určena hmotným středem neboli
těžǐstěm:

~rS =
∑N
i=1mi~ri∑N
i=1mi

=
∫
V ~rρdV∫
V ρdV

.

Pokud všechny body tělesa konaj́ı pohyb se stejným vektorem rychlosti, jedná se o
translaci, jinak o rotaci. Pro popis rotace tuhého tělesa nebo soustavy hmotných bod̊u
se analogicky k hmotnosti zavád́ı moment setrvačnosti (obecně je to tenzor)

J =
N∑
i=1

miR
2
i =

∫
V
R2ρdV ,

potom plat́ı

~L = J~ω, Ek =
Jω2

2
, ~M = J~ε

§ Harmonický oscilátor

Uvažujme pohyb zp̊usobený silou ~F = −kx. 3 Muśıme tedy řešit pohybovou rovnici

ẍ+
k

m
x = 0

1 Věta o hybnosti soustavy, d~P/dt = ~FE , kde ~P =
∑

i
mi~vi je celková hybnost soustavy a ~FE =

∑
i
~Fi

je výslednice vněǰśıch sil p̊usob́ıćıch na soustavu
2 tj. d~L/dt = ~ME , podmı́nkou je, že moment hybnosti i moment śıly je poč́ıtán vzhledem k témuž

bodu
3 tj. máme hmotný bod vázaný na př́ımku, na nějž p̊usob́ı śıla, která mı́̌ŕı k jednomu bodu př́ımky a

jej́ıž velikost roste úměrně se vzdálenost́ı od tohoto bodu . . .
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Řešeńım této rovnice jsou harmonické funkce

x = C sin(ω0t+ ϕ) + x0, kde ω0 =

√
k

m
.

Dostáváme harmonický pohyb s vlastńı úhlovou frekvenćı ω0. 4

Přidáme-li nav́ıc odporovou śılu úměrnou rychlosti (tj. ~F = −hẋ = −h~v), dostaneme
rovnici s tlumı́ćım členem

mẍ = −kx− hẋ → ẍ+ 2δẋ+ ω2
0x = 0 , kde 2δ = h/m

Vyřešeńım charakteristické rovnice5 dostaneme (pro δ 6= ω0)

x = C1e
(−δ+D)t + C2e

(−δ−D)t , kde D =
√
δ2 − ω2

0 .

Charakter pohybu záviśı na vztahu mezi δ a ω0.
Pro δ > ω0 dostáváme aperiodický pohyb. Obě exponenciály jsou klesaj́ıćı, okamži-

tá výchylka i rychlost pohybu klesá k nule.
Pro δ < ω0 se jedná o tlumený harmonický kmit. V argumentu exponenciály

dostaneme komplexńı č́ıslo:

x = e−δt(C1e
iωt + C2e

−iωt) = e−δt(D1 cos (ωt) +D2 sin (ωt)) →

x = Ce−δt sin (ωt+ φ), kde ω =
√
ω2

0 − δ2 .

Oscilátor kmitá s úhlovou frekvenćı ω; amplituda výchylky se ale exponenciálně zmenšuje.
Okamžitá výchylka a rychlost se bĺıž́ı k nule v nekonečnu, bod projde nekonečněkrát
rovnovážnou polohou.

Speciálńı př́ıpad mezńıho aperiodického pohybu pro δ = ω0 je popsán rovnićı

x = e−δt(C1 + C2t) .

Bod zaujme rovnovážnou polohu pouze jednou pro t = −C1/C2.
Působ́ı-li na tlumený harmonický oscilátor nav́ıc harmonická vynucuj́ıćı śıla6, muśıme

k řešeńı přič́ıst člen úměrný sin (Ωt+ φ) (konstanta φ je dána z rovnice). Po určitém čase
vymiźı člen s klesaj́ıćı exponenciálou a z̊ustane pouze člen úměrný sinu (tzv. ustálený
stav). Pro frekvenci vynucuj́ıćı śıly rovnou

√
ω2

0 − 2δ nastává rezonance7 – amplituda
je maximálńı (roste nade všechny meze, tj. přestává platit daný model).

Pro skládáńı kmit̊u plat́ı princip superpozice – dva podněty při společném p̊uso-
beńı vyvolávaj́ı reakci rovnou součtu reakćı, jaké by podněty dávaly při samostatném
p̊usobeńı . . .

4(ω0t+ϕ) je fáze, ϕ fázová konstanta, C amplituda a x0 je počátečńı poloha bodu (obvykle 0). Pohyb
je periodický, po čase se celý opakuje, viz též vztahy f = 1/T , T = 2π/ω, ω = 2πf . Řešeńı lze též psát

ve tvaru x = C1 sin (
√

k
m
t) + C2 cos (

√
k
m
t) . . .

5 λ2 + 2δλ+ ω2
0 = 0 → D0 = 4δ2 − 4ω2

0 = 4(δ2 − ω2
0) → λ1,2 = −δ ±

√
δ2 − ω2

0 = −δ ±D
6 FH = S sin (Ωt)
7 obecně malá bud́ıćı veličina zp̊usob́ı velkou odezvu . . .
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§ Lagrangeovy rovnice, D’Alembert̊uv princip

Pohyb hmotného bodu za p̊usobeńı vazbových8 sil ~R, tj. m~̈r = ~F + ~R, popisuj́ı Lagran-
geovy rovnice I. druhu

m~̈r = ~F + λ gradϕ resp. miẍi = F +
v∑
k=1

λk
∂ϕ

∂xi

ϕ(~r, t) = 0 resp. ϕk(xi, t) = 0

(pro i hmotných bod̊u a v vazeb, vazby jsou vyjádřeny druhými rovnicemi)
V pohybové rovnici ~F = m~a můžeme śılu ~Fs = −m~a klasifikovat jako setrvačnou

śılu, která př́ısluš́ı danému zrychlenému pohybu. Můžeme tak formulovat d’Alembert̊uv
princip: Śıly mechanické soustavy jsou v rovnováze, přičteme-li k silám vtǐstěným (včetně
reaktivńıch) śıly setrvačné. Matematicky můžeme tento princip formulovat pro soustavu
N hmotných bod̊u pomoćı virtuálńıch posunut́ı δxi (virtuálńı posunut́ı jsou nekonečně
malá posunut́ı, která jsou v každém okamžiku v souladu s vazbami), soustava se tedy
vyv́ıj́ı tak, že:

3N∑
i=1

(miẍi − Fi)δxi = 0 .

Speciálńımi př́ıpady d’Alembertova principu jsou:
– Newtonovy pohybové zákony miẍi − Fi = 0, nejsou vazby
– princip virtuálńıch praćı

∑
i Fiδxi = 0, neńı pohyb, podmı́nka rovnováhy, statika

V př́ıpadě konzervativńıch sil přejde podmı́nka rovnováhy na tvar

∑
i

−∂Ui
∂xi

δxi = 0 → δU = 0 .

Systém je tedy v rovnováze, pokud má potenciál extrém.
D’Alembert̊uv princip je ekvivalentńı Lagrangeovým rovnićım I. druhu.
Pro efektivněǰśı popis systému je vhodné zavést zobecněné souřadnice qi (libo-

volné parametry jednoznačně určuj́ıćı konfiguraci systému) v konfiguračńım prostoru
(= formálńı prostor všech zobecněných souřadnic daného problému).9 V popisu systému
chápeme zobecněné souřadnice qi a zobecněné rychlosti q̇i za nezávislé. Vyjdeme-li z
d’Alembertova principu, dostaneme Lagrangeovy rovnice II. druhu

d

dt

(
∂Ek
∂q̇j

)
− ∂Ek
∂qj

=
3N∑
i=1

Fi
∂xi
∂qj

= Qj ,

kde xi jsou kartézské souřadnice a Qj je tzv. zobecněná śıla, jedná se o n pohybových
rovnic, n ODR 2. řádu. Vše se odv́ıj́ı od skalárńı funkce – kinetické energie.

Pokud se jedná o konzervativńı śılu, můžeme pro popis systému zavést lagrangián

L = Ek − U .
8 śıly je možno rozdělit na vtǐstěné –

”
poctivé“ (např. ~F = m~g) – a vazbové, které jsou dány reakćı

nejr̊uzněǰśıch
”
podložek“,

”
závěs̊u“ . . .

9 nepopisuje fyzikálńı stav systému, neobsahuje informace o rychlostech! Bodem konfiguračńıho pro-
storu procháźı nekonečně mnoho trajektoríı.
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Lagrangeovy rovnice se pak daj́ı napsat ve tvaru:

d
dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 .

Jejich řešeńı ja dáno jednoznačně 2n počátečńımi podmı́nkami (viz Newton̊uv princip
determinovanosti = pohyb soustavy je jednoznačně určen počátečńımi souřadnicemi a
rychlostmi.)

Lagrange̊uv formalizmus dává nápovědu pro hledáńı přesných řešeńı pohybových rov-
nic pomoćı tzv. integrál̊u pohybu = fce tvaru f(qj(t), q̇j(t), t), která nabývá stále stejné
hodnoty v každém okamžiku t a pro každé qj(t) řeš́ıćı pohybové rovnice (tj. pro libovolné
počátečńı podmı́nky). Protože pokud df/dt = 0 → pokud L nezáviśı na některé zo-
becněné souřadnici, qi je tzv. cyklická, pak je výraz ∂L

∂q̇i
integrálem pohybu → pokud L

nezáviśı explicitně na čase, pak výraz

h(qj , q̇j , t) =
∑
j

(
∂L

∂q̇j
q̇j)− L

(tzv. ”zobecněná energie/Jakobiho integrál“) je integrálem pohybu. Tj. pokud jsou śıly
konzervativńı a vazby holonomńı (nezávislé na rychlosti) a skleronomńı (nezávislé na
čase), pak h = Ek + U = Et = konst. Podstata zákon̊u zachováńı, a to za jakých
podmı́nek jsou splněny teoreticky objasňuje teorém E. Noetherové: S každou symetríı
v př́ırodě souviśı nějaká zachovávaj́ıćı se fyzikálńı veličina. Tato veličina je danou symetríı
definována a zachovává se jen dokud výchoźı symetrie plat́ı.

Vid́ıme tedy, že základńı zákony zachováńı v mechanice jsou př́ımým d̊usledkem vlast-
nost́ı prostoru a času kolem nás. Je-li prostor homogenńı (stejný ve všech svých bodech),
zachovává se hybnost; je-li prostor isotropńı (stejný ve všech směrech), zachovává se
moment hybnosti; je -li prostor neměnný v čase, zachovává se energie.

§ Hamiltonovy kanonické rovnice

Daľśı možný zp̊usob popisu systému je pomoćı Hamiltonova formalizmu. Konfiguračńı
prostor se nahrazuje fázovým prostorem, což je opět formálńı prostor (dim 2n), který je
tvořen zobecněnými souřadnicemi a kanonicky sdruženými zobecněnými hybnostmi10

pj =
∂L

∂q̇j

Bod ve fázovém prostoru plně určuje stav systému, tj. časový vývoj (bodem fázového
prostoru procháźı v daném okamžiku právě jedna trajektorie). Přechod od proměnných
q, q̇, t k proměnným q, p, t se nazývá Legendrova duálńı tranfomace. Systém je pak
popsán hamiltoniánem – energíı přepsanou do proměnných t, qj , pj – funkćı ve fázovém
prostoru

H(qj , pj , t) ≡
n∑
j=1

pj q̇j(qi, pi, t)− L .

Pohybové rovnice pak budou vyjádřeny Hamiltonovými kanonickými rovnicemi

∂H

∂pj
= q̇j

∂H

∂qj
= −ṗj .

10 např. zobecněná hybnost k úhlové proměnné se obvykle nazývá moment hybnosti . . .
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Źıskáváme tak 2nODR 1. řádu. Tyto rovnice je možné napsat pomoćı tzv. Poissonových
závorek (obdoba komutátor̊u v kvantové mechanice)

{f, g} ≡
n∑
j=1

(
∂f

∂qj

∂g

∂pj
− ∂f

∂pj

∂g

∂qj

)
,

s vlastnostmi
{f, g} = −{f, g} ,

{f + g, h} = {f, h}+ {g, h} ,

{fg, h} = f{g, h}+ {f, h}g ,

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 .

Tvar HKR tedy je
q̇j = {qj ,H} , ṗj = {pi,H} .

Pozn. – volná částice: H = p2/2m; harmonický oscilátor: H = p2/2m + mω2x2/2. Hamiltonián se
použ́ıvá např́ıklad v kvantové mechanice a statistické fyzice (partičńı funkce). (Nebot’ Poissonovy závorky
z matematického hlediska představuj́ı Lieovu algebru. Vlastnosti Lieovy algebry jsou určeny nezávisle na
objektech, které ji tvoř́ı. Proto je možné tuto strukturu snadno přenést do kvantové mechaniky.)

§ Hamilton̊uv variačńı princip

Hamilton̊uv princip patř́ı mezi tzv. integrálńı principy11, nezáviśı na volbě souřadnic a
představuje univerzálńı formu vyjádřeńı zákon̊u pohybu ve fyzice.

Pohyb soustavy v časovém intervalu 〈t1, t2〉 se děje tak, že

δS = 0 ,

kde funkcionál S je tzv. akce/akčńı fukcionál

S =
∫ t2

t1
L(qj(t), q̇j(t), t)dt .

Rozměr je Js. Zobecněná potenciálńı energie a zobecněná kinetická energie
v lagrangiánu jsou obecně závislé na zobecněných souřadnićıch, rychlostech a čase.

Od̊uvodněńı HVP: Lagrangeovy rovnice II. druhu odpov́ıdaj́ı Eulerovým rovnićım
variačńıho počtu

d
dx

(
∂F

∂y′j

)
− ∂F

∂yj
= 0 ,

11 Principy mechaniky jsou obecné principy z nichž lze odvodit pohybové rovnice soustavy nebo
podmı́nky jej́ı rovnováhy. Každý z těchto princip̊u stanovuje jistou obecnou dynamickou podmı́nku podle
ńıž lze určit, jakým zp̊usobem se realizuje skutečný pohyb/stav tělesa/mech. soustavy. ∃ principy di-
ferenciálńı, vztahuj́ı se na určitý okamžik. Na základě těchto princip̊u se porovnává okamž. stav mech
soustavy v jediném libovolně zvoleném okamžiku s bĺızkým stavem, který vznikne jej́ım virtuálńım po-
sunut́ım, přičemž oba stavy jsou uvažovány v témže okamžiku. Např. D’Alembert. Integrálńı principy
mechaniky stanovuj́ı, že mechanická soustava se za daných sil pohybuje tak, že integrál určité skalárńı
funkce určený pro libovolně zvolený časový interval při dané poloze všech bod̊u soustavy v okamžićıch tpoč

a tkon nabývá stacionárńı, obvykle minimálńı, hodnoty. Jde při tom o porovnáńı pohybu po skutečné dráze
a po ostatńıch možných/virtuálńıch drahách mezi počátečńı a koncovou polohou ve zvoleném časovém
intervalu, které vzniknou variováńım skutečné dráhy. Skutečný pohyb je ten, pro který je variace integrálu
př́ıslušné funkce nulová.
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jež jsou nutnou podm. stacionarity/extremály funkcionálu I =
∫ b
a F (x, yj(x), y′j(x))dx.

δS je izochronńı variace = nevariuje se čas.
Slovně bychom mohli HVP formulovat takto: Pohyb mechanické soustavy v časovém

intervalu 〈t1, t2〉 prob́ıhá tak, že pro skutečnou dráhu nabývá akce extremálńı hodnoty. Ze
všech možných drah se realizuje ta, která je nějakým zp̊usobem nejvýhodněǰśı; hlediskem
výhodnosti je právě to, pro kterou dráhu je akce extrémńı/minimálńı.

V akčńım funkcionálu jsou obsaženy veškeré požadované informace o uvažovaném
problému, tj. pohybové rovnice, počátečńı a okrajové podmı́nky, apod.

Akčńı funkcionál můžeme také źıskat z Hamiltonovy-Jacobiho rovnice

H(qj ,
∂S

∂qj
, t) +

∂S

∂t
= 0 .

Tj. nalezneme hamiltonián, provedeńım formálńı substituce pj = ∂S/∂qj sestav́ıme HJ
rovnici, tuto rovnici vyřeš́ıme.

K tomu ∃ několik trik̊u: pokud H 6= H(t) → S(qj , t) = S0(qj) − E.t, kde E
je konstanta (zobecněná energie). Nebo pokud qc je cyklická, pak S(qj , t) = αcqc +
Sc(q1, . . . , qc−1, qcc+ 1, . . . , qn, t) . . . Nebo separaćı proměnných S(qj , t) = S1(q1, t) +
. . .+ Sn(qn, t) .

Řešeńı je tvaru S(qj , αj , t) a obsahuje n+1 netriviálńıch intergračńıch konstant αj .
Derivaćı akčńıho funkcionálu podle těchto netriviálńıch integračńıch konstant potom do-
staneme n rovnic ∂S/∂αi = βi (βi jsou libovolné konstanty), tj. implicitńı rovnice pro
hledané řešeńı, pro trajektorie qj(αi, βi, t).

HJ teorie/rovnice vycháźı z tzv. kanonických transformaćı = transformace sou-
řadnic (Qj = Qj(qi, pi, t), Pj = Pj(qi, pi, t); Q,P jsou nové a q, p staré souřadnice),
které zachovávaj́ı tvar HKR. Objem fázového prostoru je invariantńı v̊uči kanon. transf.
Pro kanonické transformace existuj́ı čtyři (tj. pro r̊uzné vzájemné kombinace q, p,Q, P
[kombinuj́ı v sobě vždy n starých a n nových proměnných]) generuj́ıćı funkce (jež jsou
navzájem spojeny Legendreovou duálńı transformaćı), HJ teorie je aplikaćı prvńı z nich,
tj. transformace s generuj́ıćı funkćı F1(qj , Qj , t), podmı́nky kanoničnosti ∂F1/∂qi = pi
a ∂ F1/∂ Qi = −Pi, nový ham. bude mı́t tvar H′(Qj , Pj , t) = H(qj , pj , t) + ∂F1

∂t . Pak
plat́ı HKR i v nových souřadnićıch a impulsech. Trik spoč́ıvá v použit́ı takové generuj́ıćı
funkce F1 = S(qj , Qj , t), aby H′ = 0. Pak Qj = αj = konst., Pj = −βj = konst..
Odtud ∂S(qj , αj , t)/∂αi = βi a inverźı dostáváme qj(αi, βi, t) a též HJR H(qj , pj , t) +
∂S/∂t = 0. 12,13

§ Souvislost kvantové a klasické mechaniky

Schrödingerova rovnice (viz dále):

ih̄
∂ψ

∂t
= Ĥψ .

Operátor hamiltoniánu:

Ĥ =
−h̄2

2m
4ψ + V ψ

12Analogíı HJ teorie je Fermat̊uv princip v optice, který požaduje, aby se světlo š́ı̌rilo tak, že se z mı́sta
A do mı́sta B dostane za nejkratš́ı možnou dobu.

13Poissonovy závorky jsou invariantńı v̊uči kanonickým transformaćım, {f, g}q,p = {f, g}Q,P .
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ih̄
∂ψ

∂t
=
−h̄2

2m

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)
+ V ψ

Řešeńı hledáme ve tvaru
ψ(x, y, z, t) = eiS(x,y,z,t)/h̄ .

1
2m

[(
∂S

∂x

)2

+ (
∂S

∂y

)2

+ (
∂S

∂z

)2]
+ V +

∂S

∂t
=

ih̄

2m
4S

Zavedeme ~p = gradS, tj. px = ∂S/∂x, py = ∂S/∂y, pz = ∂S/∂z, a tedy:

H(~r, ~p = gradS, t) +
∂S

∂t
=

ih̄

2m
4S .

Pokud tedy máme makroskopické těleso (tj. m� h̄), bude na pravé straně 0. V takovéto
limitě dostáváme klasickou HJ rovnici!!!
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1.2 Kontinuum

Pro popis kapalin, plyn̊u a pro vyšetřováńı mechanických děj̊u, při kterých se měńı
vzájemná vzdálenost bod̊u pevné látky, je vhodné zavést představu kontinua (spojitého
prostřed́ı). Kontinuum lze popisovat Lagrangeovým popisem, kdy sledujeme, jak se
p̊uvodńı oblast po určité době deformuje, tj. sledujeme pohyb částic, které se v čase t = 0
nacházej́ı v mı́stech o souřadnićıch xi. Souřadnice částic v čase t označ́ıme yj = yj(xi, t).
Souřadnice xi tak vymezuj́ı/pojmenovávaj́ı částice, jejichž pohyb sledujeme. Křivce po-
psané předcházej́ıćı rovnićı ř́ıkáme trajektorie. Nebo je možno použ́ıt Euler̊uv popis,
kdy měř́ıme okamžitou rychlost každé částice, která ”kolem nás“ proud́ı, tj. částice, která
se v okamžiku t nacháźı v mı́stě yj má rychlost vi = vi(yj , t). Takovéto rovnice udávaj́ı
rozložeńı rychlost́ı v celé vyšetřované oblasti. Samozřejmě plat́ı předpoklad, že rychlosti
částic v sousedńıch mı́stech nejsou př́ılǐs rozd́ılné, tj. fce vi(yj , t) jsou jednoznačné a spo-
jité i se svými parciálńımi derivacemi dle souřadnic. Pak pro každý okamžik lze kontinuem
proložit křivky, jejichž tečny v každém bodě maj́ı směr rychlosti vi = proudnice.14

Pozn. – Rychlosti částice pro L. popis je přirozeně

vj =
dyj

dt
=

dyj(xi, t)

dt
= vj(xi, t) .

Takto určenou rychlost měř́ı pozorovatelé, kteř́ı sleduj́ı
”
individuálńı částici“, rychlost danou E. popisem

měř́ı pozorovatelé stoj́ıćı v pevném mı́stě prostoru a měř́ıćı rychlost té
”
částice“, která je právě mı́j́ı. Při

E. popisu tak představuje rychlost vektorové pole v prostoru.
Zrychleńı ai ”

individuálńı částice“ v E. popisu urč́ıme tak, že veličiny yj bereme jako fce času určené
rovnicemi pro L. popis, tj. (viz též část Kosmická elektrodynamika, pojem konvektivńı derivace!!!)

ai =
dvi

dt
=
∂vi

∂yj

dyj

dt
+
∂vi

∂t
= vj

∂vi

∂yj
+
∂vi

∂t
resp. ~a = (~v.grad)~v +

∂~v

∂t
.

Pozn. o
”
tekutém objemu“ – Necht’ množina

”
částic“ v t = 0 vyplňuje oblast Ω0. Objem této oblasti

bude ∆V 0 =
∫
Ω0 d3x0. V čase t pak tyto

”
částice“ zaplńı oblast Ω(t), na kterou transformace yj = yj(xi, t)

zobraźı oblast Ω0. Jej́ı objem bude

∆V (t) =

∫
Ω(t)

d3x =

∫
Ω0

|J |d3x0 ,

kde |J | je Jakobián dané transformace. Pak

d

dt
∆V (t) =

d

dt

( ∫
Ω0

|J |dx0
)

=

∫
Ω0

d|J |
dt

d3x0 . (∗)

Prvky transformačńı matice dostaneme při rozvit́ı yj = yj(xi, t) do Taylorovy řady:

xi = x0
i + vi(x

0
k)t+

1

2
ai(x

0
k)t2 + . . . → ∂xi

∂x0
k

= δik +
∂vi

∂x0
k

t+ . . . ,

takže determinant transformačńı matice/Jakobián bude

J = 1 +
∂vi

∂x0
i

t+ . . .

Dosazeńım do (*), použit́ım věty o středńı hodnotě a pro t → 0 dostaneme:

d

dt
∆V (t) =

∫
Ω0

∂vi

∂x0
i

d3x0 = div~v

∫
Ω0

d3x0 = div~v∆V 0 .

V lim ∆V → 0:
d

dt
∆V = div~v∆V . (∗∗)

14 Obecně jsou trajektorie a proudnice r̊uzné křivky, pouze pokud rychlosti nezáviśı na čase, tak oba
druhy křivek splývaj́ı = stacionárńı/ustálený pohyb kontinua.
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§ Rovnice kontinuity

Prouděńı tekutiny určeno PDR, které jsou d̊usledkem ZZ hmotnosti a 1. věty impulsové.
Tj. hmotnost tekutého objemu M = ρ∆V muśı být zachována, dM/dt = 0. S využit́ım
rovnice (**) dostáváme 0 = dM/dt = d(ρ∆V )/dt = (dρ/dt + ρdiv~v)∆V . Toto muśı
platit pro libovolně malý objem, tj. v každém bodě plat́ı

dρ
dt

+ ρdiv~v =
∂ρ

∂t
+∇.(ρ~v) = 0 .

Toto je rovnice kontinuity vyjadřuj́ıćı ZZ hmoty!

§ Pohybová rovnice ideálńı tekutiny

Hybnost tekutého objemu je ~P = M~v. Odtud

d~P
dt

=
dM
dt

~v +M
d~v
dt

= ρ
d~v
dt

∆V .

Změna hybnosti je dle 1. impulsové věty rovna výslednici sil na tekutý objem. Jej́ı i-tou
složku lze napsat jako (∂τij/∂xj +Fi)∆V , kde 1. člen odpov́ıdá silám plošným na hranici
objemu, 2. představuje hustotu objemových sil. Tedy

dPi
dt

=
(
∂τij
∂xj

+ Fi

)
∆V = ρ

dvi
dt

∆V .

Odtud lze dostat pohybovou rovnici ve tvaru

ρ
dvi
dt

= ρ(vj
∂vi
∂xj

+
∂vi
∂t

) =
∂τij
∂xj

+ Fi .

Aby rovnice kontinuity a pohybová rce určovaly ρ a ~v jako neznámé, muśıme dále znát
vztah τij a vi. U tzv. Newtonovské tekutiny (dynamická viskozita η je konstantńı15)
se předpokládá lineárńı vztah

τij = −pδij + λ
∂vk
∂xk

δij + η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
.

Pokud λ = 0 = η mluv́ıme o dokonalé tekutině, tj. chyb́ı smyková napět́ı, plošné śıly se
uplatňuj́ı jen jako izotropńı tlak. Pohybová rovnice má tvar

∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

= −1
ρ

∂p

∂xi
+Gi resp.

∂~v

∂t
+ (~v. grad)~v = −1

ρ
grad p+ ~G

(zavedli jsme hustotu śıly, tj. Gi = Fi/ρ). Toto je Eulerova rovnice = pohybová
rovnice ideálńı tekutiny. Tu lze identicky přepsat na tvar

∂~v

∂t
+ grad

(
v2

2

)
− ~v × rot~v = −1

ρ
grad p+ ~G .

15 Viskozita je vlastnost reálné tekutiny, která zp̊usobuje vznik nenulového smykového napět́ı mezi
dvěma sousedńımi vrstvami tekutiny pohybuj́ıćımi se r̊uznou rychlost́ı; charakterizujeme dynamickou
viskozitou η(∂v1/∂x2) = η 2D12 = σ12 nebo kinematickou viskozitou ν = η/ρ. σ12 je smykové napět́ı
p̊usob́ıćı mezi vrstvami proud́ıćı tekutiny, D12 jsou složky tenzoru rychlosti deformace. Předpokládá se
laminárńı prouděńı, tj. jednotlivé vrstvy proud́ı vedle sebe, aniž se promı́chávaj́ı.



1.2. KONTINUUM 27

Dále předpokládáme barotropńı tekutinu, tj. ρ = ρ(p). Nav́ıc za předpokladu, že prouděńı
dokonalé tekutiny je nev́ı̌rivé (rot~v = 0) existuje skalárńı fce Φ, tzv. potenciál rychlosti,
taková, že ~v = gradΦ. Pokud i objemová śıla má potenciál, ~G = −gradU , a pokud
zavedeme tlakovou fci P vztahem gradP = ρ−1grad p, dostaneme Bernoulliho rci pro
nestacionárńı nev́ı̌rivé prouděńı dokonalé tekutiny

grad
(
∂Φ
∂t

+
v2

2
+ P + U

)
= 0 resp.

(
∂Φ
∂t

+
v2

2
+ P + U

)
= K(t) .

Tj. určili jsme prvńı integrál pohybové rovnice (”zákon zachováńı mechanické energie“).
U reálných tekutin nemůžeme předpokládat, že napět́ı má pouze charakter tlaku.

Tekutina je vazká, λ a η jsou nenulové. Pokud je ale tekutina nestlačitelná, tak členy s λ
vymiźı (nebot’ ρ = konst. a dle rce kontinuity div~v = ∂vk/∂xk = 0). Ze stejného d̊uvodu
bude nulový i člen ∂2vj/∂xj∂xi, a tedy

vj
∂vi
∂xj

+
vi
∂t

=
1
ρ

(
∂

∂xj

(
− pδij + η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

))
+ Fi

)
,

vj
∂vi
∂xj

+
vi
∂t

= −1
ρ

∂p

∂xi
+

η

ρ︸︷︷︸
ν

(
∂2vi
∂x2

j

+
∂2vj
∂xj∂xi

)
+ Fi ,

∂~v

∂t
+ (~v.∇)~v = −1

ρ
∇p+ ν∆~v + ~G .

Toto je Navièrrova-Stokesova rovnice pro nestlačitelnou vazkou tekutinu. Pro vazkou
tekutinu plat́ı okrajová podmı́nka ~v = 0 na hranici – prouděńı je kromě triviálńıch př́ıpad̊u
v́ı̌rivé a nelze tedy zavést rychlostńı pole.

Pozn. – Prouděńı při kterém nedocháźı k mı́̌seńı tekutiny mezi jednotlivými vrstvami jsou laminárńı
prouděńı. Pokud rychlost ~v koĺısá s časem a vznikaj́ı v́ıry (chaotické fluktuace rychlosti, hustoty a tlaku),
hovoř́ıme o turbulentńım prouděńı. Zda nastane (v trubici) laminárńı nebo turbulentńı prouděńı lze
stanovit dle Reynoldsova č́ısla Re = av/ν, kde a je poloměr trubice, v je rychlost prouděńı. Pokud toto je
menš́ı než kritická hodnota (nejčastěji mezi 1000 až 2000), nastává laminárńı, jinak turbulentńı prouděńı.
N.-V. rce lze přepsat do bezrozměrného tvaru, zde se právě vyskytuje Re a také F = Fraudeovo č́ıslo.
Pokud měńıme parametry tekutiny (viskozita atd.) pak stejným hodnotám Re a F odpov́ıdaj́ı řešeńı
geometricky podobná, d̊uležité např. pro testováńı na zmenšených modelech atd.

§ Vlny v kontinuu

Tak jako periodickou změnu v čase nazýváme kmity, periodickou změnu v prostoru
nazýváme vlny. Tekutina v rovnovážném stavu má hustotu ρ0 = konst. Pokud exis-
tuj́ı malé poruchy ρ = ρ0 +ρ1, pak tyto vyvolávaj́ı změny pole rychlosti v tom smyslu, že
vj(∂vi/∂xj) � ∂vi

∂t . Dále předpokládáme, že objemové śıly ~G vymiźı. Eulerova rce bude
mı́t tvar

∂~v

∂t
.= − 1

ρ0
grad p , (E)

rce kontinuity nabude tvaru

∂ρ1

∂t
+ ρ0 div~v .= 0. (K)

Tlak rozvineme do Taylora kolem ρ0, tj.

p(ρ) = p(ρ0 + ρ1) = p(ρ0) +
dp
dρ

∣∣∣∣
ρ0

ρ1 + . . .
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Rozvoj dosad́ıme do (E) a aplikujeme div, (K) parciálně zderivujeme dle času a dosad́ıme
z (E) do (K). Dostaneme

∆ρ1 −
1
c2
∂2ρ1

∂t2
= 0 c2 =

(
dp
dρ

) ∣∣∣∣
ρ0

,

tj. porucha hustoty ρ1 vyhovuje vlnové rovnici. V kontinuu se tedy může š́ı̌rit rozruch
ve formě vlněńı (existuj́ı 2 př́ıčné a 1 podélná vlna). V př́ıčném vlněńı kmitaj́ı jednotlivé
body kolmo na směr, ve kterém vlněńı postupuje (př́ıkladem jsou kruhy na vodńı hladině),
v podélném vlněńı kmitaj́ı ve směru, ve kterém vlněńı postupuje (př́ıkladem je zvuk). V
kapalinách a plynech se š́ı̌ŕı pouze podélné vlněńı. Kromě výše popsaného postupného
vlněńı existuje i vlněńı stojaté, kdy se prostorem neš́ı̌ŕı energie.

§ Śıly objemové/plošné, podm. rovnováhy. Tenzor napět́ı a Hook̊uv zákon

Śıly objemové jsou rozložené s určitou objemovou hustotou, např. gravitace. Śıly plošné jsou charak-
terizovány účinkem na plošku určité orientace. Je-li orientace plošky určena jednotkovým vektorem vněǰśı
normály ~v, pak na plošku p̊usob́ı śıla T (n) o složkách T

(n)
i = τijnj , kde τij jsou složky tenzoru napět́ı.

Napět́ı je veličina charakterizuj́ıćı stav kontinua vyvolaný silami, které na něj p̊usob́ı v r̊uzných

bodech. Vektor napět́ı ~T p̊usob́ıćı na rovinnou plochu S s jednotkovým vektorem ~n ve směru orientované
normály, je zaveden jako pod́ıl śıly ~F p̊usob́ıćı na tuto plochu a obsahu této plochy. Podle orientace ~n a
~T rozlǐsujeme napět́ı na čistý tah, čistý smyk, čistý tlak, obecné tahové napět́ı a obecné tlakové napět́ı
(prvńı složka vektoru je čistě tahová/tlaková, daľśı dvě složky jsou smykové a popisuj́ı smyk rovnoběžný
s osou y a z ). Úplný popis napět́ı v daném bodě kontinua dává vektor napět́ı ~Tn p̊usob́ıćı na libovolně
orientované ploše procházej́ıćı daným bodem. Stač́ı znát napět́ı na plochách kolmých k osám x1, x2, x3

kartézské s.s. Složky τij vektor̊u napět́ı ~T1, ~T2, ~T3 p̊usob́ıćıch na plochách kolmých k odpov́ıdaj́ıćım osám
x1, x2, x3, pro něž plat́ı

~T1 = (τ11, τ12, τ13)

~T2 = (τ21, τ22, τ23)

~T3 = (τ31, τ32, τ33)

tvoř́ı tenzor napět́ı. Tj. stav napět́ı v každém bodě kontinua je popsán symetrickým tenzorem napět́ı τij .
Složky tenzoru odpov́ıdaj́ı složkám vektor̊u napět’ových sil p̊usob́ıćıch na plochách proložených daným
bodem kolmo ke směru kartézských os souřadných. Vektory ~Ti nejsou navzájem zcela nezávislé, jejich
složky muśı splňovat τij = τji, tj. tenzor je symetrický.

Deformace je veličina charakterizuj́ıćı změnu vzdálenosti částic kontinua. Pokud se částice posune z
polohy X do polohy Y , dostaneme vektor posunut́ı ui = yi−xi, kde i = 1 , 2 , 3. Deformaci pak určujeme
ze změny vektoru posunut́ı v sousedńıch bodech. Bod o xi se posune do bodu yi = xi + ui, jeho soused
o xi + dxi do bodu yi + dyi, kde d~x = (dx1, dx2, dx3), d~y = (dy1, dy2, dy3), d~z = (dz1, dz2, dz3). Za mı́ru
deformace pak považujeme rozd́ıl čtverc̊u délek vzájemně si odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u d~x a d~y, tj. veličinu

|d~y|2 − |d~x|2 = dyidyi − dxidxi .

Deformaci v okoĺı bodu X pak zcela určuj́ı bezrozměrné veličiny

εkl =
1

2

(
∂uk

∂xl
+
∂ul

∂xk
+
∂uj

∂xk

∂uj

∂xl

)
k, l = 1, 2, 3

nebot’ umožňuj́ı určit ji pro libovolně zvolený směr d~x. Tyto koeficienty tvoř́ı složky symetrického tenzoru
2. řádu, tenzoru velkých deformaćı. Často je člen (∂uj/∂xk)(∂uj/∂xl) malý, pak stač́ı k popisu tenzor
malých deformaćı

εkl =
1

2

(
∂uk

∂xl
+
∂ul

∂xk

)
.

U tenzoru velkých deformaćı je nutné rozlǐsovat, jestli je vyjádřen v̊uči deformovanému nebo nedefor-
movanému stavu; u tenzoru malých deformaćı můžeme v dobrém přibĺıžeńı předpokládat, že oba tyto
tenzory (tj. εij(xi) a εij(yj)) jsou stejné.

Vztahem mezi napět́ım a deformaćı (a rychlost́ı deformace) v r̊uzných látkách se zabývá reologie.
Látka, jej́ıž chováńı lze v dobrém přibĺıžeńı vystihnout př́ımou úměrou mezi napět́ım a deformaćı se
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označuje jako hookovská látka – matematicky se vystihne Hookovým zákonem. Obecný H.z. lze vyjádřit
lineárńımi vztahy

τij = Cijklεkl i, j, k, l = 1, 2, 3

kde Cijkl je tenzor 4. řádu, jeho složky jsou elastické koeficienty (celkem 81), vystihuje materiálové chováńı

obecně anizotropńı látky. K popisu elastické hookovské izotropńı látky stač́ı 2 koeficienty, např. modul

pružnosti v tahu a ve smyku. Elementárńı H.z. pro tahovou deformaci vzorku tedy je σ = Ee, kde e je

relativńı prodloužeńı (l − l0)/l0, σ je normálové napět́ı F/S a E je modul pružnosti v tahu.
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1.3 Kvantová mechanika

§ Experimentálńı základy kvantové hypotézy

V běžné praxi od sebe můžeme jednoduše rozeznat částice (chovaj́ı se podle zákon̊u
částicové mechaniky, maj́ı hmotnost) a vlny (za vhodných okolnost́ı můžeme pozoro-
vat interferenci nebo difrakci). V některých experimentech však částice vykazuj́ı vlnové
vlastnosti a naopak.

Pokud světlo s dostatečně vysokým kmitočtem dopadne na povrch kovu, jsou z něj
emitovány elektrony – fotoelektrický jev. Pozoruhodné při tomto jevu je, že energetické
rozděleńı emitovaných elektron̊u nezáviśı na intenzitě dopadaj́ıćıho světla. Silný paprsek
téže frekvence produkuje v́ıce elektron̊u, ale středńı energie elektronu je tatáž. Na druhé
straně, energie emitovaných elektron̊u záviśı na frekvenci použitého světla. Při frekvenćıch
nižš́ıch než jistá kritická frekvence se žádné elektrony neemituj́ı.

Nad touto prahovou frekvenćı se emituj́ı elektrony s energíı od nuly do jisté maximálńı
energie, která s frekvenćı roste lineárně (ν0 je prahová frekvence):

Ek,max = h(ν − ν0). (∗)

Mezi daľśı efekty, kde se projevuj́ı částicové vlastnosti vln, patř́ı Compton̊uv jev.16

Studujeme-li rozptyl monoenergetického (rentgenového) elektromagnetického vlněńı na
fólíıch z r̊uzných látek, zjǐst’ujeme, že v rozptýleném svazku se objevuj́ı dva výrazné
peaky – kromě p̊uvodńı vlnové délky zářeńı λ to bude peak s větš́ı vlnovou délku λ′ > λ.
Dle klasické teorie by druhý peak neměl být – ”dopadne-li vlna, dojde k rozkmitáńı
elektronu, ten pak jako dipólek vyzařuje na stejné frekvenci“. Posunut́ı vlnových délek
nezáviśı na p̊uvodńı vlnové délce ani na druhu látky. Na druhu látky záviśı pouze pod́ıl
intenzit svazku rozptýleného s p̊uvodńı a větš́ı vlnovou délkou. S rostoućım protonovým
č́ıslem Z hodnota tohoto pod́ılu klesá.

Kromě částicových vlastnost́ı světla můžeme pozorovat i interferenci a difrakci
částic. Realizujeme-li např. typický interferenčńı experiment s dvoǰstěrbinou za použit́ı
svazku elektron̊u, dostaneme na st́ıńıtku interferenčńı obrazec. A to i v př́ıpadě, že elek-
trony do dvoǰstěrbiny poušt́ıme po jednom, tedy elektron interferuje sám se sebou. Tento
efekt je mnohem lépe pochopitelný, pokud si elektron představ́ıme jako vlnu.

Základ kvantové teorie položil Max Planck, který se snažil vysvětlit vlastnosti zářeńı
emitovaného horkými tělesy, AČT. Správnou formuli nalezl srovnáváńım r̊uzných funkćı s
experimentálńımi výsledky, později pak toto odvodil teoreticky, ale pouze za předpokladu,
že zářeńı je emitováno nespojitě po malých dávkách energie, kvantech, později na-
zvaných fotony. Každému fotonu přǐrazujeme energii

E = h̄ω = hν ,

kde plat́ı h̄ = h/2π = 1, 05.10−34 Js . . . redukovaná Planckova konstanta.
Planckovu myšlenku zobecnil Einstein a podařilo se mu tak vysvětlit fotoelektrický

jev – elmag. zářeńı se při fotoefektu chová jako částice; na povrchu kovu docháźı ke srážce
fotonu s elektronem, aby ho foton vyrazil, muśı mı́t větš́ı energii než je vazbová energie
elektronu v kovu . . . , tj. h̄ω = Wvýstupnı́ +mev

2/2, což je ekvivalentńı rovnici (∗).

16 = vzájemné p̊usobeńı mezi elektronem a rentgenovým nebo gama-fotonem, při němž foton předá
část své energie elektronu; foton má po setkáńı nižš́ı frekvenci a elektron vyšš́ı energii . . .
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Foton je částice s nulovou klidovou hmotnost́ı, ve vakuu se pohybuje vždy rychlost́ı
c. Je mu přǐrazena hybnost

p = mc =
E

c2
c =

E

c
=
h̄ω

c
=
hν

c
=
h

λ
.

Compton̊uv jev můžeme vysvětlit za předpokladu, že při interakci světla s hmotou
předávaj́ı fotony kromě energie také hybnost (opět po diskrétńıch kvantech). Změnu
vlnové délky tedy vysvětĺıme, pokud relativisticky vyšetř́ıme srážku fotonu např. s elek-
tronem, přičemž dopadaj́ıćı foton předá část své energie elektronu (θ je úhel rozptylu):

∆λ = λ′ − λ = λC(1− cos θ), kde λC =
2πh̄
mec

Konstanta λC se nazývá Comptonova vlnová délka (elektronu = 0,0024 nm). Foton
tedy dopadne na volný elektron v klidu, předá mu E i p → směr fotonu se změńı a
elektron se začne pohybovat (źıskal jistou kinetickou energii), energie se muśı zachovávat,
tud́ıž energie rozptýleného fotonu bude menš́ı než energie dopadaj́ıćıho fotonu, rozptýlené
fotony budou mı́t menš́ı ν a tedy větš́ı λ.

Einsteinovo vysvětleńı fotoefektu ř́ıká, že vlny se za určitých okolnost́ı projevuj́ı
jako částice. Daľśı d̊uležitou myšlenku prosazoval Louis de Broglie – můžeme-li vlně
přisoudit částicové vlastnosti, můžeme naopak částićım přisoudit vlastnosti vlnové, jako
je např́ıklad vlnová délka. Vlnovou délku fotonu můžeme vyjádřit pomoćı jeho hybnosti,
hybnost částice je p = mv. Zavedeme tedy vlnovou délku částice jako

λ =
2πh̄
p

=
2πh̄
mv

.

Hmotnost m je dána relativisticky. Zavedeme-li vlnovou délku připsanou částici, můžeme
dále zavést i vlnový vektor k = 2π/λ (popisuje změnu fáze vlněńı v prostoru), kruhovou
frekvenci ω = 2πν = 2π/T (popisuje změnu fáze vlněńı v čase), apod.

De Broglieho myšlenku následně Schrödinger zobecnil na pohyb částice v silovém poli,
a nalezl rovnici, kterou vlna popisuj́ıćı částici splňuje – Schrödingerovu rovnici.

Ve světelné vlně se v prostoru a v čase měńı periodicky elektromagnetické pole, ve zvu-
kové vlně tlak; proměnná veličina charakterizuj́ıćı de Broglieho vlny je vlnová funkce, ψ.
Fyzikálńı význam má pouze kvadrát jej́ı absolutńı hodnoty – hustota pravděpodobnosti
experimentálńıho nalezeńı částice popsané vlnovou funkćı v daném čase na daném mı́stě.

Pro vysvětleńı částicových vlastnost́ı vln a vlnových vlastnost́ı částic se tedy zavád́ı
představa korpuskulárně vlnového dualizmu: každá entita je zároveň částićı a zároveň
vlnou, to, jak se projev́ı, zálež́ı na našem měřeńı. Zaj́ımáme-li se o vlnové aspekty daného
jevu, můžeme je demonstrovat, obdobně můžeme demonstrovat i částicové vlastnosti
téhož jevu, ale nemůžeme oba aspekty demonstrovat najednou. Vlnová a kvantová teorie
světla se vzájemně doplňuj́ı.

Daľśı záhadou jež vyžaduje kvantové vysvětleńı je existence atomu.
Myšlenka, že hmota má v mikroskopickém měř́ıtku strukturu, pocháźı už z antického obdob́ı (Demo-

kritos). Konzistentńı teorie byla vyvinuta ve 20. stolet́ı.
Po objevu elektronu vyslovil Thompson domněnku, že atom je homogenńı kladně nabitá koule, v ńıž

jsou ponořeny elektrony. Tato teorie byla vyvrácena Rutherfordovým pokusem (ostřelováńım tenké zlaté
fólie částicemi alfa). Zjistilo se, že některé částice se rozptyluj́ı o velký úhel. Naměřený účinný pr̊uřez
odpov́ıdal rozptylu lehkých částic alfa na těžké, a tedy v podstatě nehybné bodové částici – muśı tedy
existovat těžká kladně nabitá část atomu = jádro. Klasickou fyzikou tento výsledek nešel vysvětlit; kdyby
se elektron pohyboval po zakřivené dráze kolem jádra, musel by vyzařovat, ztrácet energii, přibližovat se
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k jádru a spadnout do něj. Tuto nesrovnalost dovedl částečně vysvětlit až Bohr̊uv model atomu odvozený
na základě pozorováńı atomových spekter. Jeho nevýhodou bylo, že dovedl vysvětlit pouze nejjednodušš́ı
atom vod́ıku. Bohr vycházel z předpokladu, že atom má diskrétńı stacionárńı stavy o energíıch En,
tj. elektrony ob́ıhaj́ı jen po stacionárńıch drahách, na těchto stacionárńıch drahách nezář́ı, naopak při
přechodu mezi nimi vyśılaj́ı zářeńı Evyššı́ − Enižšı́ = hν . Bohr̊uv postup samozřejmě neńı kvantově
mechanický (je to sṕı̌se konstatováńı experimentálńıch fakt̊u) vede však ke stejnému výsledku. Jeho
hlavńım př́ınosem bylo postulováńı kvantováńı fyzikálńıch veličin. Současná kvantová teorie je schopná
vysvětlit i složitěǰśı atomy.

§ Relace neurčitosti

Skutečnost, že pohybuj́ıćı se těleso je nutno považovat za klubko složené z de Broglieho
vln, napov́ıdá, že existuje jistá hranice přesnosti, se kterou lze měřit jeho částicové vlast-
nosti. Můžeme přesněji určit bud’ jeho polohu, nebo jeho vlnovou délku (hybnost). Mezi
minimálńı neurčitost́ı při měřeńı polohy a hybnosti plat́ı vztah

∆xk∆pk ≥
h̄

2

zvaný relace neurčitosti. Č́ım přesněji urč́ıme polohu, t́ım méně přesně urč́ıme jeho
hybnost a opačně. Tato neurčitost je d̊usledkem vlnové povahy pohybuj́ıćıch se objekt̊u,
ne nedostatkem měř́ıćıch př́ıstroj̊u.17 Ostatńı př́ıstrojové a statistické neurčitosti tento
součin jen zvětšuj́ı. V souvislosti kvantové mechaniky se relace neurčitosti daj́ı odvodit
jako vztah mezi dvěma navzájem nekomutuj́ıćımi18 veličinami (plat́ı pro středńı kvad-
ratické odchylky). Podobný vztah jako mezi neurčitost́ı polohy a hybnosti plat́ı i mezi
neurčitost́ı energie a času, tj. jde o speciálńı př́ıpad obecně platných relaćı neurčitosti
mezi dvěma veličinami, které nekomutuj́ı ∆F 2∆G2 ≥ 〈M̂〉/4, tj. [F̂ , Ĝ] = iM̂ 6= 0, viz
dále. 19

§ Formalismus kvantové teorie

Formálńı stavbu kvantové mechaniky je možno shrnout do několika postulát̊u.
• Vlnová funkce: Veškeré informace o stavu částice jsou obsaženy ve vlnové funkci

ψ(~r, t). Absolutńı hodnota této fce v kvadrátu udává hustotu pravděpodobnosti výskytu
částice v mı́stě ~r, tedy w(~r, t) = |ψ(~r, t)|2 = ψ∗ψ. Vlnová funkce je tedy obecně komplexńı
funkce závislá na čase a na souřadnićıch, jejichž počet je roven počtu stupň̊u volnosti
soustavy.
Vlnová funkce má být:
- jednoznačná
- konečná (většinou se požaduje kvadratická integrabilita)20

- spojitá
- při konečných změnách potenciálu má mı́t spojité derivace.
Pokud se vlnové funkce lǐśı pouze o násobeńı (komplexńı) konstantou, odpov́ıdaj́ı témuž

17 Mějme vlnové klubko de Broglieho vln: š́ı̌rka takového klubka je mı́rou neurčitosti polohy částice,
kterou representuje; avšak č́ım užš́ı je vlnové klubko, t́ım větš́ı je nepřesnost určeńı vlnové délky a dle
λ = h/p i hybnosti

18 komutátor: [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â, operátory komutuj́ı pokud je jejich komutátor roven 0
19 Odvozeńı viz např. Kulhánek, Kvantová mechanika, str. 88
20 Jsou-li ψ1(x) a ψ2(x) dvě vlnové funkce popisuj́ıćı dva stavy fyzikálńıho systému, pak také c1ψ1+c2ψ2

představuje možný stav fyzikálńıho systému → vln. fce tvoř́ı lineárńı prostor kvadraticky integrabilńıch
funkćı, L2
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stavu. Vlnová funkce je pouze pomocný pojem; jej́ı fyzikálńı význam spoč́ıvá v tom, že
jej́ı kvadrát je úměrný pravděpodobnosti nalezeńı částice v daném mı́stě prostoru.

Aby byl kvadrát vlnové funkce roven pravděpodobnosti, je třeba vlnovou funkci nor-
movat: ∫ +∞

−∞
|ψ|2d3r = 1 .

Kvantová teorie je tedy teorie nelokálńı: pro popis experimentu je d̊uležitá celá jeho
geometrie, nedostáváme předpověd’ typu ”částice dopadne na mı́sto určené polohovým
vektorem ~r“, ale pouze pravděpodobnosti ”částice dopadne na mı́sto určené polohovým
vektorem ~r s pravděpodobnost́ı danou kvadrátem vlnové funkce“.
• Měřitelné veličiny a hermitovské operátory V kvantové teorii jsou veličiny

charakterizovány lineárńımi operátory, speciálně měřitelným veličinám odpov́ıdaj́ı line-
árńı hermitovské operátory, tedy operátory F̂ splňuj́ıćı podmı́nku∫

ψ∗F̂ϕdτ =
∫
ϕF̂ ∗ψ∗dτ ,

kde ψ a ϕ jsou funkce závislé na proměnných, na něž p̊usob́ı operátor F̂ . Každé měřitelné
fyzikálńı veličině je tedy přiřazen lineárńı hermitovský operátor, jehož vlastńı funkce tvoř́ı
úplný systém.

Jediné hodnoty dané fyzikálńı veličiny, které m̊užeme naměřit, jsou vlastńı č́ısla operá-
toru této veličině přiřazeného (tzv. spektrum). Při měřeńı přecháźı systém do stavu
popsaného vlastńı funkćı ψ př́ıslušej́ıćı změřené hodnotě. Podmı́nka na hermiticitu
operátor̊u přǐrazených měřitelným veličinám nám zaručuje reálné naměřené hodnoty (her-
mitovské operátory maj́ı reálná vlastńı č́ısla). Pokud je systém v okamžiku měřeńı popsán
vlnovou funkćı ψ, bude výsledkem velkého množstv́ı měřeńı kvantově mechanická středńı
hodnota

F̄ = 〈F̂ 〉 = 〈ψ|F̂ψ〉 ≡
∫
ψ∗F̂ψdτ .

(〈 | 〉 znač́ı skalárńı součin v L2: (ψ,ϕ) =
∫
ψ∗(~x, t)ϕ(~x, t)d~x)

Spektrum operátoru F̂ splývá s množinou hodnot, které lze v principu naměřit; je-li
spektrum diskrétńı → hodnoty fyz. veličiny F budou kvantovány.

Vzhledem k tomu, že libovolnou funkci lze napsat jako lineárńı kombinaci vlastńıch
funkćı ψi (vlastńı funkce hermitovského operátoru tvoř́ı úplný ortogonálńı systém)

ψ =
∞∑
i=1

ciψi

lze středńı hodnotu měřeného operátoru napsat ve tvaru

〈F̂ 〉 =
∞∑
i=1

|ci|2Fi .

Fi jsou tzv. vlastńı č́ısla, koeficienty |ci|2 lze tedy interpretovat jako pravděpodobnosti
naměřeńı hodnoty Fi. Tedy je-li systém popsán vlnovou fćı ψ, pak pravděpodobnost Pi,
že při měřeńı veličiny F nalezneme hodnotu Fi, je rovna Pi = |〈fi|ψ〉|2, kde fi je vlastńı
fce operátoru F̂ .

Měřeńı fyzikálńı veličiny F s výsledkem Fi převád́ı systém do stavu ψ′, který je
vlastńım vektorem operátoru F̂ př́ıslušej́ıćım k vlastńımu č́ıslu Fi (jenž se realizovalo při
měřeńı).
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Dvěma základńımi operátory (v souřadnicové reprezentaci) jsou operátory polohy, tj.

x̂ → x̂ψ = x.ψ

a (kanonicky sdružené) hybnosti

p̂x → p̂xψ = −ih̄ ∂
∂x
ψ resp. p̂ = −ih̄∇

Chceme-li vyjádřit jinou veličinu, najdeme pro ni klasický výraz vyjádřený pomoćı r a
p a v tomto výrazu nahrad́ıme souřadnici a impuls př́ıslušným operátorem, např. pro
kinetickou energii Ek = p2/2m tak dostáváme:

Êk =
p̂2

2m
= − h̄2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
= − h̄2

2m
∆

Pokud chceme změřit dvě r̊uzné veličiny F̂ a Ĝ popisuj́ıćı tentýž stav systému, je
nutné, aby navzájem komutovaly, tj. aby bylo splněno[

F̂ , Ĝ

]
ψ ≡ (F̂ Ĝ− ĜF̂ )ψ = 0

pro každou funkci ψ (komutuj́ıćı operátory maj́ı společný systém vlastńıch č́ısel). Např́ı-
klad nelze změřit najednou souřadnici a impuls v témž směru (např. ve směru x), protože

[r̂i, p̂j ] = ih̄δij .

Odtud vycháźı relace neurčitosti. 21

• Schrödingerova rovnice: Základńı rovnice kvantové mechaniky je Schrödingerova
rovnice (SR)

ih̄
∂Ψ
∂t

= ĤΨ ,

kde Ĥ je operátor hamiltoniánu systému. Pokud hamiltonián nezáviśı explicitně na čase,
je shodný s operátorem energie

Ĥ = − h̄2

2m
∆ + Û(~r) ,

kde prvńı člen zastupuje kinetickou energii a druhý člen energii potenciálńı.
Pokud hamiltonián nezáviśı explicitně na čase t, pak můžeme hledat řešeńı SR ve

tvaru Ψ(~r, t) = ψ(~r)ϕ(t), tj. lze separovat proměnné. Dosazeńım do SR (nazýváme ji též
časová SR) zjist́ıme, že vlnová funkce ψ muśı splňovat tzv. nečasovou SR

Ĥψ = Eψ ,

kde E je separačńı konstanta s významem energie, vlastńı č́ısla operátoru Ĥ splývaj́ı s
možnými energiemi částice, Hψn(x) = Enψn(x). Druhá rovnice źıskaná separaćı udává
časový vývoj, řešeńı má tvar

ϕ(t) = e−iEt/h̄ .

Celkově tak dostaneme partikulárńı řešeńı

Ψn(x, t) = ψn(x)e−iEnt/h̄

21 Podrobněji měřeńı viz např Kulhánek str. 83
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popisuj́ıćı stacionárńı stav SR (středńı hodnoty fyzikálńıch veličin jsou v tomto stavu
stacionárńı). Dostaneme spektrum En a vlastńı funkce ψn. Obecné řešeńı (tzv. vlnové
klubko) je dáno superpozićı stacionárńıch stav̊u

Ψ(x, t) =
∑
n

CnΨn(x, t) =
∑
n

|cn|2ψne−iEnt/h̄ ,

koeficienty cn jsou dány počátečńımi podmı́nkami.

§ Aplikace kvantové mechaniky – LHO, vod́ık . . .

Zpravidla řeš́ıme úlohu nalézt spektrum operátoru energie – tj. hodnoty, které je možno
na systému naměřit. Lze formulovat např. takto:

Ĥ|n〉 = En|n〉

Ĥ ≡ ~̂p
2

2m
+ V (~x) =

p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z

2m
+ V (x̂, ŷ, ẑ)

přičemž plat́ı komutačńı relace [x̂k, x̂l] = [p̂k, p̂l] = 0, [x̂k, p̂l] = ih̄1̂δkl. Hledáme tedy
vlastńı hodnoty operátoru energie/Hamiltonova operátoru. Rovnice pro vlastńı hod-
noty Hamiltonova operátoru je Schrödingerova rovnice. Základńı operátory, ze kterých je
složen Hamilton̊uv operátor, podléhaj́ı komutačńım relaćım.

Řešeńı Schr. rce pro konkrétńı potenciál V tedy poskytne spektrum operátoru energie
{En} jakožto množinu možných měřitelných hodnot energie!

Řešeńı Schr. rce lze nalézt pro každou hodnotu energie. Ne vždy je však toto řešeńı z
prostoru L2(R3). Je proto vždy třeba vybrat z možných řešeńı jen ta, která jsou integro-
vatelná s kvadrátem, tj. donekonečna ubývaj́ı dostatečně rychle, aby zajistila integrova-
telnost.

Existuje jednoduchý zp̊usob, jak odhadnout typ spektra pro daný potenciál. Pokud
se může v klasické mechanice částice vzdálit do nekonečna, je spektrum operátoru ener-
gie spojité. Nemůže-li se ani v jednom směru vzdálit do nekonečna je spektrum tohoto
operátoru diskrétńı.22 Vlastnosti řešeńı tedy záviśı na asymptotickém chováńı veličiny
E − V (x). Předpokládejme, že pro x → ±∞ se bĺıž́ı potenciálńı energie monotónně k
jisté lim V+ resp. V−.

1) Energie E > V− ≥ V+. Schr. rce má spojité spektrum a každé vlastńı č́ıslo je 2×
degenerované. Vlastńı fce ψ(x) pro velká x osciluj́ı, ale z̊ustávaj́ı omezené. Např. volná
částice.

22 Plat́ı omezovaćı princip = prostorové omezeńı de B. vlny vede ke kvantováńı, tj. k povoleńı jen
vybraných diskrétńıch stav̊u s diskrétńımi hodnotami energie. Analogie KM – na nekonečné struně lze
vytvořit postupnou vlnu libovolné délky/frekvence, na konečné lze vytvořit pouze stojaté vlny, jež budou
mı́t pouze jisté diskrétńı frekvence.
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2) Energie E < V+ ≤ V−. V konečném či nekonečném počtu existuj́ı izolovaná a jed-
noduchá vlastńı č́ısla E1 < E2 < E3 . . . Př́ıslušné vlastńı fce exponenciálně klesaj́ı pro
velká |x|, aspoň jako ψ(x) ∼ e+k−x pro x → −∞ resp. ψ(x) ∼ e−k+x pro x → +∞, kde

k± ≤
√

2m/h̄2√V± − E: kvadraticky integrabilńı = vázané stavy. Ostatńı řešeńı diver-
guj́ı, jsou fyzikálně nepřijatelná. Je-li nav́ıc V (x) = 0 pro |x| > x0 (potenciál s konečným
poloměrem), existuje pouze konečný počet hladin. Např. LHO.
3) Energie V+ < E < V−. Spektrum je spojité, ale nedegenerované. Vlnové fce jsou
exponenciálně tlumené pro x→ −∞ a osciluj́ı pro x→ +∞.

• Volná částice
Pro názornost přeṕı̌seme Schr. rci. do x representace:[

− h̄2

2m
∆ + V (x)

]
ψn(x) = Enψn(x) (∗)

Je-li V (x) = 0, pak (*) popisuje volnou částici, tj. máme Hamiltonián pro volný elektron, který obsahuje
pouze kinetickou energii mv2/2.

− h̄2

2m
∆ψn(x) = Enψn(x) resp. − h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) = Eψ(x) .

d2

dx2
ψ(x) +

2m

h̄2

(
mv2

2

)
ψ(x) = 0

d2

dx2
ψ(x) +

(
p

h̄

)2

ψ(x) = 0

Použit́ım de Broglieova vztahu p = h̄k, kde k je vlnočet resp. v QM vlnové č́ıslo dostaneme

d2

dx2
ψ(x) + k2ψ(x) = 0

ψ′′ + k2ψ = 0

λ2 + k2 = 0

λ = ±ik
ψ(x) = Aeikx +Be−ikx

Hledáme-li tedy řešeńı ve tvaru ψ = eikx, zjist́ıme, že

E =
h̄2k2

2m
.

Protože Ĥ 6= Ĥ(t), lze separovat proměnné, časová část řešeńı je ϕ = e−iEt/h̄. Dohromady

Ψ(x, t) = ψ(x)ϕ(t) = (Aeikx +Be−ikx)e−iEt/h̄ .

Pomoćı E = h̄ω máme
Ψ(x, t) = (Aeikx +Be−ikx)e−iωt ,
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Ψ(x, t) = Aei(kx−ωt) +Be−i(kx+ωt) .

Fce tohoto tvaru představuje postupnou vlnu, 1. člen je vlna postupuj́ıćı kladným směrem, 2. člen vlna
postupuj́ıćı směrem záporným. Převedeme na pohyb v kladném směru (B = 0 a A = C), tj.

ψ = Ceikx ,

což lze zpětně přepsat a výsledek bude

Ψ(x, t) = Ceikxe−iwt = Cei(kx−ωt)

Ψ(x, t) = Cei(px/h̄−Et/h̄) = Ce
1
ih̄

(Et−px) partikulárńı řešeńı

Ψ(x, t) =

∫ +∞

−∞
dpC(p)e

1
ih̄

(Et−px) obecné (dané superpozićı)

Vzhledem k tomu, že na vlnovou funkci nebyly kladeny žádné dodatečné podmı́nky, je spektrum spojité.

Protože plat́ı |Ψ(x, t)|2 = |e−
i
h̄

(Et−px)|2 =
(
e−

i
h̄

(Et−px)
)(
e−

i
h̄

(Et−px)
)∗

=
(
e−

i
h̄

(Et−px)
)(
e

i
h̄

(Et−px)
)

=

e0 = 1, jsou všechna mı́sta v prostoru stejně pravděpodobná a vlnová funkce je
”
zcela delokalizovaná“ v

x -prostoru.
• Elektron v potenciálové jámě, tunelováńı

Uvažujeme-li elektron v pravoúhlé potenciálové jámě, bude mı́t hamiltonián tvar

Ĥ =
p̂2

2m
+ Û(x), kde Û = 0 pro − a/2 ≤ x ≤ a/2 resp. Û = U0 jinde

Je tedy nutné řešit rovnici

d2ψI

dx2
+ k2ψI = 0 pro − a/2 ≤ x ≤ a/2

d2ψII

dx2
− α2ψII = 0 jinde ,

kde bylo použito značeńı k2 = 2mE/h̄2 a α2 = 2m(U0 − E)/h̄2. Pokud poč́ıtáme energii ode dna
potenciálové jámy, jsou všechny energie kladné, k je tedy reálné č́ıslo. Vzhledem k tomu, že vyšetřujeme
elektron v potenciálové jámě, jsou všechny energie menš́ı než U0, a i koeficient α je reálný.

Dále požadujeme, aby vlnová funkce v nekonečnu byla nulová, proto je v oblasti II brána do úvahy
pouze klesaj́ıćı exponenciála ψII = Ae−α|x| a vzhledem k symetrii hamiltoniánu vzhledem k operaci
inverze (tj. záměně x→ −x) má vlnová funkce v oblasti I tvar sinu nebo kosinu ψ

(+)
I = B cos (kx) resp.

ψ
(−)
I = C sin (kx). Daľśım požadavkem na vlnovou funkci je hladkost, je tedy třeba napsat podmı́nky pro

spojitost funkćı a jejich prvńıch derivaćı v bodě a/2. Dostaneme dvě rovnice o dvou neznámých A a B
resp. A a C. Ve výsledné vlnové funkci potřebujeme jeden volný parametr, abychom ji mohli normovat –
chceme tedy naj́ıt takové řešeńı, kdy se determinant soustavy rovná nule. Odtud dostaneme podmı́nku
pro k (a tedy i

”
dovolené energie“):

ka = (2n− 1)π − 2arcsin
h̄k√
2mU0

pro cosinové fce

ka = 2nπ − 2arcsin
h̄k√
2mU0

pro sinové fce

Řešeńım těchto transcendentńıch rovnic jsou kn z intervalu (0;
√

2mU0/h), přičemž vždy existuje alespoň
jedna energetická hladina. Diskrétńı energetické hladiny jsou pak dány vztahem

En =
h̄2k2

n

2m
.

Speciálně pro př́ıpad nekonečné potenciálové jámy se transcendentńı rovnice pro kn zjednoduš́ı a pro
dovolené energie resp. vlnové funkce plat́ı

E(∞)
n =

π2h̄2

2ma2
n2

ψ(+)
∞ =

√
2

a
cos

πn

a
x resp. ψ(−)

∞ =

√
2

a
sin

πn

a
x .
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(Řešeńı nekonečné potenciálové jámy lze dostat i z analogie se stojatou strunou – de Broglieova vlna v
x = 0 a x = a uzly. Celková energie elektronu pohybuj́ıćıho se ve středu jámy, kde Ep = 0, je Ek = p2/2m.
De Broglieova λ jde tedy vyjádřit λ = h/p = h/

√
smE → a = nλ/2 → En = (h2/8ma2)n2.)

Č́ıslo n určuje kvantový stav elektronu a nazývá se kvantové č́ıslo. Pro n = 1 máme stav základńı
(pro n = 0 elektron v jámě neńı, vázané systémy nemohou existovat ve stavu s nulovou energíı, maj́ı

vždy určitou min. energii, energii základńıho stavu), daľśı jsou excitované. Hodnota
√
a/2 je normovaćı

konstanta – hustota pravděpodobnosti je ψ2
n(x) = A2sin2((nπ/2)x), protože elektron v jámě být muśı,

plat́ı
∫∞
−∞ ψ2

n(x)dx = 1 = A2
∫ L

0
sin2((nπ/L)x)dx, odtud vyjde A.

Hlavńım rozd́ılem mezi klasickou a kvantovou mechanikou je nenulová (i když exponenciálně klesaj́ıćı)
pravděpodobnost výskytu mimo potenciálovou jámu (tedy v oblasti II). Tedy i částice, která má nižš́ı
energii, než je vrchol potenciálové jámy, se může

”
protunelovat“ z jámy ven.

Studujeme-li analogický př́ıpad potenciálového valu a částice, která má menš́ı energii než je výška valu
U0, dostaneme též jistou pravděpodobnost, že částice valem projde, tzv. tunelový jev. Uvnitř valu klesá
pravděpodobnost exponenciálně, za valem existuje nenulová pravděpodobnost výskytu. Pravděpodobnost,

že dopadaj́ıćı elektron projde bariérou určuje koeficient pr̊uchodu T ≈ e−2κL, kde κ =
√

2m(U0 − E)/h̄2.
Tunelováńı vysvětluje např. α-rozpad.

• LHO
LHO je částice kmitaj́ıćı podél osy x kolem rovnovážné polohy pod vlivem śıly př́ımo
úměrné výchylce F = −k(x− a), k > 0.23

Úlohu vyřeš́ıme v rámci klasické Schrödingerovy vlnové mechaniky. Za Hilbert̊uv
prostor zvoĺıme prostor L2(R), volba operátor̊u hybnosti a souřadnice povede na dife-
renciálńı rovnici v jedné dimenzi. Řešeńı této rovnice se provád́ı rozvojem do nekonečných
řad, které je třeba oř́ıznout tak, aby řešeńı bylo z prostoru L2(R), tj. integrovatelné s
kvadrátem. Odsud źıskáme spektrum operátoru energie. Též je možno provádět řešeńı
bez volby reprezentace – nevoĺı se konkrétńı podoba Hilbertova prostoru. Řešeńı se hledá
jen z formulace úlohy. Při tomto př́ıstupu se zavád́ı kreačńı a anihilačńı operátory, které
svým p̊usobeńım posouvaj́ı energetické hladiny o jednu výše či ńıže.
Kvantové řešeńı (v x-representaci):

H =
p2

2m
+

1
2
mω2x2 → Ĥ =

p̂2

2m
+

1
2
mω2x̂2 = − h̄2

2m
d2

dx2
+

1
2
mω2x2

Odpov́ıdaj́ıćı bezčasová (jelikož Ĥ 6= Ĥ(t)) Schr. rce:{
− h̄2

2m
d2

dx2
+

1
2
mω2x2

}
ψ(x) = Eψ(x) ,

d2ψ(x)
dx2

+
(

2mE
h̄2 − m2ω2x2

h̄2

)
ψ = 0 ,

d2ψ(x)
mω
h̄ dx2

− mω

h̄
x2ψ +

2E
h̄ω

ψ = 0 .

Následuje substituce v nezávisle proměnné, tj. ξ =
√
mω/h̄x, dostaneme

d2ψ(ξ)
dξ2

− ξ2ψ(ξ) + λψ(ξ) = 0 , λ = 2E/h̄ω .

Pro velká ξ lze zanedbat posledńı člen, tj. dále nalezneme řešeńı zjednodušené rce:

pro ξ → ±∞ :
d2ψ(ξ)

dξ2
− ξ2ψ(ξ) ≈ 0 ⇒ ψ(ξ) = e±ξ

2/2 .

23 Klasické řešeńı x = x0 sin(ωt+α), ω =
√
k/m, amplituda x0 a fáze α dány počátečńımi podmı́nkami
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Kladné z nalezených řešeńı evidentně neńı z prostoru L2(R), integrál z kvadrátu přes celý
prostor by byl nekonečný. Vlnová funkce se tedy pro velká ξ muśı chovat jako e−ξ

2/2,
řešeńı tedy hledáme ve tvaru

ψ(ξ) = u(ξ)e−ξ
2/2 .

Dosad́ıme do Schr. rce (derivace se samozřejmě mı́ńı dle nové prom. ξ):

u′′ − 2ξu′ + (λ− 1)u = 0 (♦) .

Řešeńı hledáme ve tvaru mocninné řady

u(ξ) =
∞∑
k=0

Ckξ
k ,

derivace tedy jsou

u′(ξ) =
∞∑
k=0

kCkξ
k−1 a u′′(ξ) =

∞∑
k=0

k(k − 1)Ckξk−2 .

Po dosazeńı dostaneme
∞∑
k=0

k(k − 1)Ckξk−2 −
∞∑
k=0

2kCkξk + (λ− 1)
∞∑
k=0

Ckξ
k = 0 .

Přeindexujeme, aby mocniny ξ byly stejné

∞∑
l=−2

(l + 1)(l + 2)Cl+2ξ
l −

∞∑
l=0

2lClξl + (λ− 1)
∞∑
l=0

Clξ
=0 .

Prvńı dva členy u 1. výrazu jsou rovny nule, posuneme tedy hranici na l = 0

∞∑
l=0

[(l + 1)(l + 2)Cl+2 − (2l + 1− λ)Cl]ξl = 0 .

Protože závorka muśı být rovna 0, plyne

Cl+2 =
2l + 1− λ

(l + 1)(l + 2)Cl
.

Máme tedy rekurentńı vzorec, známe-li C0 a C1 máme i zbytek, C0 a C1 jsou integračńı
konstanty řešeńı dif. rce (♦), z C0 plyne sudá a z C1 lichá část řady. Nalezené řešeńı je ve
tvaru nekonečné mocninné řady. Řeš́ı sice p̊uvodńı rovnici, ale neńı z prostoru L2(R). Aby
bylo řešeńı z L2(R) (integrovatelné s kvadrátem), muśı být řada konečná, tj. polynomiálńı.
Prakticky to znamená, že koeficienty řady muśı být od určitého l = n nulové. V rekurentńı
relaci bude čitatel pro toto l = n nulový a veškeré odvozené koeficienty Cl s l ≥ n nulové.
Vid́ıme, že nebude možné takto oř́ıznout současně sudé i liché členy řady. Proto jsou
možná jen sudá řešeńı nebo jen lichá řešeńı představuj́ıćı sudý nebo lichý polynom stupně
n. Podmı́nka oř́ıznut́ı (nulovost čitatele) je 2n + 1 − λ = 0 a plyne z ńı po vyjádřeńı λ
spektrum energie harmonického oscilátoru:

En = (n+
1
2
)h̄ω
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Sama Schrodingerova rovnice má řešeńı pro každou hodnotu energie. Tato řešeńı ale
nejsou integrovatelná s kvadrátem, až výběr integrovatelných funkćı (oř́ıznut́ı řady) vede
k diskrétńımu spektru operátoru energie (jen pro některé vybrané hodnoty energie ubývá
řešeńı v ±∞ dostatečně rychle, aby bylo integrovatelné s kvadrátem).

Základńı hladina energie E0 = h̄ω/2 je nenulová! I při nulové absolutńı teplotě neńı
harmonický oscilátor v klidu a vykonává tzv. nulové kmity (např́ıklad oscilace krystalové
mř́ıže). Při absolutńı nule se hmota nacháźı ve stavu s nejnižš́ı možnou energíı, nikoli
však v klidu.

Spektrum operátoru energie je ekvidistantńı, rozd́ıl dvou libovolných sousedńıch ener-
getických hladin je ∆E = En+1−En = h̄ω. To je právě známý Planck̊uv vztah z počátku
stolet́ı. Energie jakýchkoli kmit̊u se nemůže měnit spojitě, ale po skoćıch (energetických
kvantech).

Polynomiálńı řešeńı pro funkci u se nazývaj́ı Hermitovy polynomy a označujeme
je Hn(ξ). Pro dané n nejprve urč́ıme bezrozměrné vlastńı č́ıslo λn

λn =
2En
h̄ω

=
2(n+ 1/2)h̄ω

h̄ω
= 2n+ 1

a z rekurentńı formule urč́ıme pomoćı C0 nebo C1 (podle toho zda jde o sudý či lichý
polynom) ostatńı koeficienty rozvoje. Pro C0 = C1 = 1 se nalezené polynomy nazývaj́ı
Hermitovy. Prvńıch několik Hermitových polynomů vycháźı:

H0(ξ) = C0, H1(ξ) = C1ξ, H2(ξ) = C0(1− 2ξ2), H3(ξ) = C1(ξ − 2/3ξ3) . . .

Stupeň polynomu n udává počet nulových bod̊u polynomu (počet pr̊useč́ık̊u s osou ξ).
Každou ψ tedy tvoř́ı mnohočlen Hn sudého nebo lichého stupně v ξ, exponenciálńı

faktor e−ξ
2/2 a numerický koeficient určený z normovaćı podmı́nky

∫ +∞
−∞ |ψn|2dξ = 1.

Obecný výraz je tak dán jako

ψn =
(

2mω
h̄

)1/4

(2nn!)−1/2Hn(ξ)e−ξ
2/2

Hustota pravděpodobnosti, že částice kmitaj́ıćı s energíı En (oscilátor ve stavu |n〉)
se nacháźı v poloze x (resp. bezrozměrné poloze ξ), je dána výrazem wn = ψ∗nψn. Pro
několik prvńıch stav̊u je vykreslena na obrázku. Pravděpodobnost má osciluj́ıćı charakter
a existuje malá nenulová pravděpodobnost výskytu oscilátoru i za klasickými body ob-
ratu. Tento obraz nastává pro systémy s ńızkou teplotou a je zcela odlǐsný od klasického
řešeńı. Pro velké energie (vysoká n) by se měla křivka bĺıžit klasické pravděpodobnosti
výskytu oscilátoru. Vid́ıme však, že oscilace jsou sice velmi husté, ale existuje značné
množstv́ı bod̊u, ve kterých je kvantová pravděpodobnost nulová. Nic takového však u
makroskopických systémů neměř́ıme. Proč? Je to dáno rozlǐsovaćı schopnost́ı makrosko-
pických př́ıstroj̊u. Žádný př́ıstroj nebude měřit polohu s takovou přesnost́ı, aby regis-
troval jednotlivá minima pravděpodobnosti u vysokých energetických stav̊u. Př́ıstroj ve
skutečnosti určuje polohu s konečnou přesnost́ı, do které se vejde řada minim a registruje
jen středńı hodnotu hustoty pravděpodobnosti. A tou je právě klasická křivka.

Pozn.- Řešeńı bez volby representace, anihilačńı a kreačńı operátory

Hamilton̊uv operátor nejprve přeṕı̌seme do bezrozměrného tvaru:

Ĥ(X̂, P̂ ) =
1

2
mω2X̂2 +

P̂ 2

2m
→ Ĥ

h̄ω
=
mω

2h̄
X̂2 +

1

2mh̄ω
P̂ 2 .
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(Převedeńı do bezrozměrného tvaru neńı nutné, veškeré daľśı úvahy by bylo možné provádět i s rozmě-
rovým hamiltoniánem a všechny následuj́ıćı vztahy by se lǐsily o konstantu h̄ω, kterou jsme hamiltonián
vydělili. Ovšem vztahy źıskané z bezrozměrného hamiltoniánu jsou poněkud názorněǰśı.)

Pro komutuj́ıćı č́ısla je možné součet kvadrát̊u
”
odmocnit“ pomoćı vztahu a2 + b2 = (a+ ib)(a− ib).

U nekomutuj́ıćıch objekt̊u neńı situace tak jednoduchá. Zaved’me operátory:

â =

√
mω

2h̄
X̂ + i

√
1

2mh̄ω
P̂ ,

â+ =

√
mω

2h̄
X̂ − i

√
1

2mh̄ω
P̂ .

Oba tyto operátory jsou pro kvantovou teorii velmi d̊uležité. Nazývaj́ı se anihilačńı a kreačńı operátory
(smysl tohoto názvu uvid́ıme za chv́ıli). Kreačńı a anihilačńı operátory, jako jedny z mála v kvantové
teorii, nejsou hermitovské a nep̊usob́ı tedy v obou částech skalárńıho součinu stejně. Plat́ı pro ně některé
d̊uležité relace, např́ıklad:

Ĥ

h̄ω
= â+â+

1

2
(1)

Ĥ

h̄ω
= ââ+ − 1

2
(2)

X̂ =

√
h̄

2mω
(â+ + â) (3)

P̂ = i

√
mh̄ω

2
(â+ − â) (4)[

Ĥ, â
]

= −h̄ωâ (5)[
Ĥ, â+

]
= +h̄ωâ+ (6)[
â, â+

]
= 1̂ (7)

Relace (1) a (2) jsou zobecněńım relace a2+b2 = (a+ib)(a−ib) pro nekomutuj́ıćı objekty a představuj́ı
formálńı odmocněńı hamiltoniánu. Kreačńı a anihilačńı operátory jsou lineárńı kombinaćı operátoru
souřadnice a operátoru hybnosti. Proto je možné naopak operátor souřadnice a hybnosti vyjádřit jako
lineárńı kombinaci kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u – viz relace (3) a (4). Známe-li kreačńı a anihilačńı
operátor, můžeme z relaćı (1) až (4) zpětně zrekonstruovat hamiltonián, operátor souřadnice a operátor
hybnosti. Komutačńı relace (5) až (7) vyjadřuj́ı základńı vlastnosti kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u:
relace (5) znamená, že anihilačńı operátor posouvá stavy systému o energetickou hladinu h̄ω dol̊u a relace
(6) znamená, že kreačńı operátor posouvá stav o energetickou hladinu h̄ω vzh̊uru. Relace (7) je potom
vzájemnou relaćı mezi anihilačńım a kreačńım operátorem.

Věta: Necht’ Ĥ|n〉 = En|n〉. Potom â+|n〉 ∼ |n+ 1〉.
D̊ukaz :

Ĥâ+|n〉 = (6) = (â+Ĥ + h̄ωâ+)|n〉 = (â+En + h̄ωâ+)|n〉 = (En + h̄ω)â+|n〉 →

Ĥâ+|n〉 = (En + h̄ω)â+|n〉 →
â+|n〉 ∼ |n+ 1〉

Zcela analogicky můžeme z relace (5) ukázat, že pro anihilačńı operátor plat́ı â|n〉 ∼ |n− 1〉. Zavedeme-li
normovaćı konstanty (požadujeme, aby všechny stavy byly normovány k jedné, tj. ortonormálńı bázi z
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vlastńıch vektor̊u operátoru energie), můžeme posouváńı v energetickém spektru prováděné kreačńım a
anihilačńım operátorem jednoduše zapsat jako

â+|n〉 = α+
n |n+ 1〉 â|n〉 = α−n |n− 1〉 .

resp. po určeńı normovaćıch konstant

â+|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉 â|n〉 =

√
n|n− 1〉 .

Nalezeńı spektra – Hamilton̊uv operátor je součtem kvadrát̊u dvou Hermitových operátor̊u a je proto
pozitivně definitńı, tj. jeho vlastńı č́ısla jsou nezáporná. Kreačńı a anihilačńı operátory posouvaj́ı ve
spektru energie o konstantńı hodnotu (energetické kvantum). Muśı tedy existovat stav s nejnižš́ı možnou
energíı, která je nezáporná. Tento stav nazýváme základńı stav a označujeme ho |0〉. Zap̊usob́ıme-li
na základńı stav anihilačńım operátorem, muśıme dostat nulový vektor (neńı již co anihilovat, jsme v
základńım stavu s nejnižš́ı možnou energíı). Pro základńı stav tedy plat́ı Ĥ|0〉 = E0|0〉 a â|0〉 = 0.
Nalezněme kvadrát velikosti posledńı relace (skalárńı součin prvku se sebou samým):

〈0|â+â|0〉 → (1) → 〈0| Ĥ
h̄ω
− 1̂

2
|0〉 →

1

h̄ω
〈0|Ĥ|0〉 − 1

2
〈0|1̂|0〉 = 0 →

(
E0

h̄ω
− 1

2

)
〈0|0〉 →

E0

h̄ω
− 1

2
= 0 → E0 =

h̄ω

2
Známe-li hodnotu základńıho energetického stavu, můžeme daľśı hodnoty energíı źıskat p̊usobeńım kre-
ačńıho operátoru, ten posouvá v energii o konstantu h̄ω, je tedy jasné

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω n = 1, 2, 3 . . .

Spektrum harmonického oscilátoru jsme źıskali jen z vlastnost́ı Hamiltonova operátoru, resp. jen z for-

mulace úlohy LHO. Kreačńı a anihilačńı operátory, se kterými jsme se zde poprvé setkali, maj́ı značný

význam v kvantové teorii pole, kde pomoćı podobných operátor̊u kreujeme a anihilujeme jednotlivé částice

př́ıtomné v systému. Zde u harmonického oscilátoru jen kreujeme či anihilujeme energetické kvantum a

t́ım se dostáváme o jednu hladinu výše nebo ńıže.

• Sféricky symetrický potenciál – moment hybnosti,vod́ık. . .
Sféricky symetrickým (centrálńım) nazýváme potenciál, který záviśı jen na vzdálenosti
od určitého centrálńıho bodu. Pro popis pohybu těles ve sféricky symetrickém potenciálu
je velmi výhodný sférický souřadnicový systém. Mezi nejznáměǰśı sférické potenciály
patř́ı sférická jáma (1) a Coulomb̊uv potenciál (2). Sférická jáma přibližně odpov́ıdá
potenciálu, který pocit’uje neutron zachycený v atomovém jádře. Jaderné śıly na hranici
jámy (r = a) jsou značné, v jiných oblastech naopak velmi slabé. Coulomb̊uv potenciál
V (r) = qQ/4πε0r = −α/r se uplatńı např́ıklad ve vod́ıkovém atomu, kdy osamocený
elektron podléhá p̊usobeńı jediného protonu v atomovém jádře.

V klasické mechanice bude systém popsán Lagrangeovou funkćı, zobecněnými hyb-
nostmi a energíı a Hamiltonovou funkćı ve sférickém souřadnicové systému takto:

L =
1
2
mṙ2 +

1
2
mr2sin2θϕ̇2 +

1
2
mr2θ̇2 − V (r) ,
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pr = mṙ , pϕ = mr2sin2θϕ̇ , pθ = mr2θ̇ ,

E =
1
2
mṙ2 +

1
2
mr2sin2θϕ̇2 +

1
2
mr2θ̇2 + V (r) ,

H =
p2
r

2m
+

p2
θ

2mr2
+

p2
ϕ

2mr2sin2θ
+ V (r) =

p2
r

2m
+

~L2

2mr2
+ V (r) .

Zobecněné hybnosti odpov́ıdaj́ıćı úhlovým proměnným jsou komponenty momentu hyb-
nosti. Druhá část Hamiltonovy funkce odpov́ıdá rotačńım stupň̊um volnosti a lze ji za-
psat pomoćı vektoru momentu hybnosti ~L vzhledem k ose z, od které je odvozen sférický
souřadnicový systém.

Jednotlivé komponenty momentu hybnosti nejsou současně měřitelné a nekomutuj́ı
spolu. Současně ale můžeme měřit kvadrát momentu hybnosti a libovolnou z jeho kom-
ponent.24 U sféricky symetrického problému budeme preferovat třet́ı osu a třet́ı kompo-
nentu. Osa z má preferované postaveńı při budováńı sférického souřadnicového systému,
ve skutečnosti je však lhostejné, kterou z komponent momentu hybnosti zvoĺıme do úplné
množiny pozorovatelných. Je-li v systému př́ıtomno vněǰśı magnetické pole, voĺıme zpra-
vidla souřadnicový systém tak, aby třet́ı osa mı́̌rila ve směru tohoto pole, osa z je potom
současně směrem vněǰśıho magnetického pole.

Je-li systém sféricky symetrický, potom s operátory L̂2 a L̂3 ještě komutuje Hamil-
ton̊uv operátor Ĥ. Vı́me totiž, že zobecněné souřadnice nekomutuj́ı jedině se svými zo-
becněnými hybnostmi. V komutátoru [L̂2, L̂3] mohou tedy být jediné nenulové členy s
úhlovou část́ı Hamiltoniánu, tou je ale právě násobek L̂2. Operátor sám se sebou komu-
tuje, takže výsledek může být jedině nulový. Podobně komutátor [L̂3, Ĥ] může mı́t jediné
nenulové části s úhlovou část́ı Hamiltoniánu, tj. ∼ [L̂3, L̂

2]. Tento komutátor je ale opět
nulový podle [L̂2, L̂k] = 0. Nalezli jsme tak trojici nezávislých komutuj́ıćıch operátor̊u,
která tvoř́ı úplnou množinu pozorovatelných u nerelativistického sféricky symetrického

24 Vyjdeme ze základńıch komutačńıch relaćı pro hybnost a souřadnici, komutačńı relaci mezi prvńı a
druhou komponentou momentu hybnosti lze odvodit zdlouhavým (ale př́ımočarým) výpočtem:

[L̂1, L̂2] = [x̂2p̂3 − x̂3p̂2, x̂3p̂1 − x̂1p̂3] = dle pravidel Lieovy algebry = ih̄(x̂1p̂2 − x̂2p̂1) = ih̄L̂3

Hledanou komutačńı relaci postupně dle pravidel rozmělňujeme až na elementárńı relace mezi
souřadnicemi a hybnostmi. Analogickým postupujeme pro ostatńı komponenty momentu hybnosti. Neńı
to ale nutné, stač́ı je źıskat cyklickou záměnou souřadnicových os. Kompletńı komutačńı relace pro mo-
ment hybnosti potom jsou:

[L̂1, L̂2] = ih̄L̂3, [L̂2, L̂3] = ih̄L̂1, [L̂3, L̂1] = ih̄L̂2

Výsledkem je, že současně neńı možné změřit žádné dvě komponenty momentu hybnosti. Měřeńı každé
komponenty ovlivńı měřeńı kterékoli jiné komponenty.

Zaved’me operátor kvadrátu velikosti momentu hybnosti L̂2 = L̂2
1 + L̂2

2 + L̂2
3. Stejným postupem jako

dř́ıve dopočteme komutačńı relace kvadrátu momentu s jednotlivými komponentami. Po výpočtu dosta-
neme: [L̂2, L̂k] = 0, kde k = 1, 2, 3. Neńı tedy možné současně změřit dvě r̊uzné komponenty momentu
hybnosti. Vždy je ale možné změřit kvadrát velikosti momentu hybnosti a jednu z jeho libovolných kom-
ponent. Ze zat́ım provedených úvah je zřejmé, že současně můžeme měřit dynamické proměnné {x, y, z}
nebo {px, py, pz} nebo {L2, L3}. V př́ıpadě sféricky symetrického potenciálu je s posledńı množinou kom-
patibilńı ještě energie. Jde o základńı tři úplné množiny pozorovatelných (ÚMP = maximálńı nezávislá
množina vzájemně kompatibilńıch dynamických proměnných, jakákoli daľśı dynamická proměnná už s
nimi neńı kompatibilńı; řekneme, že známe stav systému, známe-li výsledek měřeńı některé ÚMP, sta-
vem tedy nazveme jen to, co lze ve skutečnosti současně změřit) pro nerelativistickou částici. V př́ıpadě,
že dynamické proměnné spolu současně měřit nelze, se muśıme ptát, jak moc naruš́ı akt měřeńı jedné
proměnné akt měřeńı proměnné druhé. Na tuto otázku odpov́ıdaj́ı Heisenbergovy relace neurčitosti . . .
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problému (v relativistické úloze k těmto proměnným ještě přibude spin):

[L̂2, L̂3] = [L̂2, Ĥ] = [L̂3, Ĥ] = 0 .

U soustavy nezávislých vzájemně komutuj́ıćıch operátor̊u je možné hledat společné
vlastńı vektory ke všem operátor̊um. U sféricky symetrického problému budeme tedy
řešit soustavu tř́ı rovnic (označme ji (♥)) pro vlastńı vektory

Ĥ|ν, l,m〉 = Eν |ν, l,m〉 ,

L̂2|ν, l,m〉 = λl|ν, l,m〉 , (♥)

L̂3|ν, l,m〉 = µm|ν, l,m〉 .

Index ν č́ısluje energetické stavy, index l stavy kvadrátu momentu hybnosti a index
m stavy projekce momentu hybnosti do libovolné osy (zvolili jsme třet́ı). Vlastńı č́ısla
jsme označili E, λ, µ. Tuto soustavu je třeba řešit současně. Co by se stalo, kdybychom
např́ıklad řešili jen rovnici pro energii? Nalezená vlastńı č́ısla E by samozřejmě byla
v pořádku, ale ke každému vlastńımu č́ıslu (každé hodnotě energie) by existovalo v́ıce
nezávislých vlastńıch vektor̊u (ve skutečnosti se od sebe lǐśı č́ısly l a m, to ale nev́ıme,
protože řeš́ıme jen prvńı rovnici). Tomuto typu spektra ř́ıkáme degenerované spek-
trum. Znamená to jen to, že k danému vlastńımu č́ıslu existuje v́ıce vlastńıch vektor̊u.
Odlǐsili bychom je od sebe až pomoćı daľśıch operátor̊u, které komutuj́ı s operátorem,
jehož spektrum právě hledáme.

Dále se budeme zabývat momentem hybnosti, tj. druhou a třet́ı rovnićı. Řešeńı pro
moment hybnosti je stejné pro všechny pr̊uběhy potenciálńı energie. Řešeńı pro energii
(energetické spektrum) již samozřejmě záviśı na pr̊uběhu potenciálńı energie. Nav́ıc řešeńı
pro energii záviśı na č́ıslech l a m. To je logické: moment hybnosti souviśı s rotačńımi
stavy systému a ty k energii přisṕıvaj́ı. Vid́ıme to konec konc̊u i v hamiltoniánu, kde je
právě rotačńı část energie vyjádřena přes kvadrát momentu hybnosti.

Moment hybnosti: základńımi vztahy jsou:

[L̂1, L̂2] = ih̄L̂3 + cykl. zám. ,

[L̂2, L̂3] = 0 .

Zaved’me tzv. posuvné operátory L̂± ≡ L̂1 ± iL̂2, analogické kreačńım a anihilačńım operátor̊um u LHO.
Budou nás totiž posouvat ve spektru momentu hybnosti. Plat́ı vztahy (lze odvodit z def. pos. operátor̊u
a komut. relac. mom. hybnosti):

L̂1 = (L̂+ + L̂−)/2 (1)

L̂2 = (L̂+ − L̂−)/2i (2)

L̂+
± = L̂∓ (3)

L̂+L̂− = L̂2 − L̂2
3 + h̄L̂3 (4)

L̂−L̂+ = L̂2 − L̂2
3 − h̄L̂3 (5)[

L̂+, L̂−
]

= 2h̄L̂3 (6)[
L̂3, L̂±

]
= ±h̄L̂± (7)[

L̂2, L̂±
]

= 0 (8)

Známe-li posuvné operátory, můžeme z relaćı (1), (2) a (6) zrekonstruovat celý moment hybnosti.
Úlohu, kterou budeme nyńı řešit, lze zformulovat takto:

L̂2|λ, µ〉 = λ|λ, µ〉 ,



1.3. KVANTOVÁ MECHANIKA 45

L̂3|λ, µ〉 = µ|λ, µ〉 .
Abychom mohli spektrum momentu hybnosti odvodit standardńım zp̊usobem, muśıme mı́t ještě dvě
tvrzeńı:
1) Posuvné operátory posouvaj́ı vlastńı vektory ve třet́ı komponentě momentu hybnosti o Planckovu
konstantu, tj.

L̂±|λ, µ〉 ∼ |λ, µ± h̄〉
Ve spektru operátoru L̂2 nedělaj́ı posuvné operátory nic. L̂± tedy měńı jen hodnotu projekce momentu
hybnosti do zvolené osy.
2) Při daném λ je spektrum operátoru L̂3 omezené, tj. existuje µmin a µmax.

Řešeńı:
Podobně jako u harmonického oscilátoru zap̊usob́ıme posuvným operátorem na prvńı (resp. posledńı

stav). Výsledek p̊usobeńı muśı být nulový, protože daľśı stav již neexistuje:

L̂+|λ, µmax〉 = 0 L̂−|λ, µmin〉 = 0

vytvořme kvadrát normy těchto vektor̊u:

〈λ, µmax|L̂−L̂+|λ, µmax〉 = 0 〈λ, µmin|L̂+L̂−|λ, µmin〉 = 0

Součiny operátor̊u vyjádř́ıme z (4) a (5):

〈λ, µmax|L̂2 − L̂2
3 − h̄L̂3|λ, µmax〉 = 0 〈λ, µmin|L̂2 − L̂2

3 + h̄L̂3|λ, µmin〉 = 0

Po zap̊usobeńı operátor̊u máme:

(λ− µ2
max − µmaxh̄)||λ, µmax||2 = 0 (λ− µ2

min + µminh̄)||λ, µmin||2 = 0

vynulováńım koeficient̊u u obou relaćı dostáváme:

λ = µ2
max + µmaxh̄ λ = µ2

min − µminh̄

neboli
λ = µmax(µmax + h̄) λ = µmin(µmin − h̄) (∗)

Posuvné operátory posouvaj́ı ve spektru třet́ı komponenty momentu hybnosti o Planckovu konstantu,
proto muśı také současně platit:

µ = µmin, µmin + h̄, µmin + 2h̄, . . . µmax − h̄, µmax

zaved’me bezrozměrné č́ıslo m = µ/h̄. Potom

m = mmin, mmin + 1, mmin + 2, . . . mmax − 1, mmax

Označme mmax = l. Z relaćı (*) snadno zjist́ıme, že mmin = −l. Č́ıslo m tedy může nabývat celkem
2l + 1 r̊uzných hodnot z množiny m ∈ {−l,−l + 1,−l + 2, . . . , l − 1, l}. Počet hodnot 2l + 1 muśı být
nezáporné celé č́ıslo a proto samo č́ıslo l může nabývat jen poloč́ıselných hodnot l ∈ {0, 1/2, 1, 3/2 . . .}.
Vlastńı č́ıslo λ = µmax(µmax + h̄) = lh̄(lh̄+ h̄) = h̄2l(l + 1).
Závěr : Výsledky celého odvozeńı můžeme zformulovat takto:

L̂2|l,m〉 = l(l + 1)h̄2|l,m〉, l ∈ {0, 1/2, 1, 3/2, 2 . . .};

L̂3|l,m〉 = mh̄|l,m〉, m ∈ {−l,−l + 1,−l + 2, . . . , l − 1, l};
L̂±|l,m〉 ∼ |l,m± l〉.

Poznámky k řešeńı: (d̊uležitěǰśı než samo řešeńı!!!)
Č́ıslo l č́ısluje velikost momentu hybnosti a nazývá se vedleǰśı kvantové č́ıslo (hlavńı

kvantové č́ıslo č́ısluje energii). Č́ıslo m č́ısluje projekci momentu hybnosti do libovolné
osy. Vzhledem k tomu, že nabitá rotuj́ıćı částice má nenulový magnetický moment, a toto
č́ıslo bylo poprvé zavedeno pro elektron v atomárńım obalu vod́ıku, nazývá se magnetické
kvantové č́ıslo.
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Možné hodnoty velikosti momentu hybnosti a jeho projekce do třet́ı osy jsou:

|L| =
√
l(l + 1)h̄ , l = 0, 1, 2, 3, . . .

L3 = mh̄ , m = −l,−l + 1, . . . , l .

Poloč́ıselné hodnoty, které jsme odvodili pro č́ıslo l jsou skutečně také možné. Reali-
zuj́ı se u spinu, jehož operátor má stejnou komutačńı strukturu jako moment hybnosti.
(V Schrödingerovské x reprezentaci tyto hodnoty nedostaneme. Volba reprezentace zde
znamená ztrátu části řešeńı.)

Z výsledku odvozených vztah̊u plyne skutečný význam Planckovy konstanty. Jedná se
o elementárńı kvantum momentu hybnosti. Při měřeńı momentu hybnosti budeme
vždy měřit projekci momentu do určité osy, dané měř́ıćım zař́ızeńım. Tato projekce je
vždy násobkem Planckovy konstanty.

Vid́ıme, že stavy s konkrétńım vedleǰśım kvantovým č́ıslem l jsou degenerovány, tj.
existuje v́ıce vlastńıch vektor̊u |l,m〉, které př́ısluš́ı stejnému kvantovému č́ıslu l. Tyto
vektory se od sebe lǐśı kvantovým č́ıslem m a jejich počet je 2l+1 (tzv. stupeň degenerace,
který označujeme #).

Historicky byly označovány kvantové stavy velikosti momentu hybnosti elektronu v
obalu atomu vod́ıku ṕısmeny s, p, d, f podle následuj́ıćı tabulky:

l = 0 s m = 0 # = 1
l = 1 p m = −1, 0, 1 # = 3
l = 2 d m = −2,−1, 0, 1, 2 # = 5
l = 3 f m = −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3 # = 7

Řešeńı v x representaci, vod́ık, kulové funkce
V x reprezentaci budeme problém sférického potenciálu řešit ve sférických souřadni-

ćıch (jsou nejbližš́ı symetrii potenciálńı energie). Je třeba řešit soustavu rovnic (♥), která
bude mı́t nyńı tvar:

Ĥψ(r, ϕ, θ) = Eνψ(r, ϕ, θ)

L̂2ψ(r, ϕ, θ) = λlψ(r, ϕ, θ)

L̂3ψ(r, ϕ, θ) = µmψ(r, ϕ, θ)

Operátory zapsané ve sférických souřadnićıch maj́ı tvar:

Ĥ =
~p2
r

2m
+
~L2

2l
+ V (r) = − h̄2

2m
4r −

h̄2

2mr2
4θϕ + V (r) ,
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L̂2 = −h̄24θϕ ,

L̂3 = −ih̄ ∂

∂ϕ
,

4 = 4r +
1
r2
4θϕ ,

4r =
d
dr

1
r

d
dr
r ,

4θϕ =
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

Kinetická energie v Hamiltonově operátoru vede v Schrödingerově rovnici na člen

− h̄2

2m
4 = − h̄2

2m
(4x +4y +4z) = − h̄2

2m

(
4r +

1
r2
4θϕ

)
.

V kartézských souřadnićıch se Laplace̊uv operátor štěṕı na součet druhých derivaćı podle
jednotlivých os, tomu odpov́ıdá rozklad kinetické energie na složky Tx, Ty a Tz. Ve
sférických souřadnićıch se Laplace̊uv operátor děĺı na radiálńı a úhlovou část, tomu od-
pov́ıdá rozklad kinetické energie na radiálńı a úhlovou část. Právě úhlová část kinetické
energie je rotačńı energie spojená s momentem hybnosti a proto kvadrátu momentu hyb-
nosti odpov́ıdá úhlová část Laplaceova operátoru.

Hledané řešeńı ψ(r, ϕ, θ) samozřejmě záviśı na kvantových č́ıslech ν, l, m. Řešeńı bu-
deme hledat v separovaném tvaru

ψ(r, ϕ, θ) = f(r)g(ϕ)h(θ) .

Nejdř́ıve řešme posledńı z rovnic (♥):

−ih̄ ∂

∂ϕ
f(r)g(ϕ)h(θ) = µmf(r)g(ϕ)h(θ)

−ih̄ dg
dϕ

= µmg → g(ϕ) = cei
µm
h̄
ϕ .

Nalezené řešeńı muśı být periodické v úhlu ϕ, tj.

g(0) = g(2π) → µm = mh̄, m = 0, ±1, ±2, . . . .

V x reprezentaci jsme opět odvodili kvantováńı projekce momentu hybnosti. Projekce mo-
mentu hybnosti může nabývat jen celistvých násobk̊u Planckovy konstanty. Poloč́ıselná
řešeńı nelze v x reprezentaci nalézt. Přechodem ke konkrétńı reprezentaci přicháźıme o
část řešeńı. Hledané řešeńı má nyńı tvar:

ψ(r, ϕ, θ) = f(r)
1√
2π
eimϕh(θ), m = 0, ±1, ±2, . . . , .

Konstantu c jsme zvolili tak, aby nalezené řešeńı bylo normováno k jedné.
Jako daľśı krok dosad́ıme toto řešeńı do druhé rovnice (♥), tj.

−h̄2
[

1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
eimϕh(θ) = λle

imϕh(θ) →
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1
sin θ

d
dθ

(
sin θ

dh
dθ

)
+

(
m2

sin2 θ
+
λl

h̄2

)
h = 0 .

Výsledkem je obyčejná diferenciálńı rovnice pro funkci h(θ), jej́ımž výsledkem jsou poly-
nomiálńı funkce v cos θ a sin θ, které se nazývaj́ı přidružené Legendreovy polynomy
Plm(cos θ) a jsou definované vztahem

Plm(x) =
(1− x2)m/2

2ll!
dl+m

dxl+m
(x2 − 1)l, l = 0, 1, 2, . . . , |m| ≤ l, m = 0,±1, . . .

Pro m = 0 se tyto polynomy nazývaj́ı Legendreovy polynomy. Př́ıslušné vlastńı č́ıslo je

λl = l(l + 1)h̄2 .

Celá úhlová část řešeńı se nazývá kulová funkce25 a označuje se

Ylm(ϕ, θ) =
1√
2π
eimϕPlm(cos θ)

Celkové řešeńı druhých dvou rovnic soustavy (♥) tedy je:

ψ(r, ϕ, θ) = f(r)Ylm(ϕ, θ) =
1√
2π
f(r)eimϕPlm(cos θ) ,

λl = l(l + 1)h̄2, l = 0, 1, 2, . . .

µm = mh̄, m = 0,±1, . . . ; |m| ≤ l

Odvozené kvantováńı momentu hybnosti je až na absenci poloč́ıselných hodnot shodné
se vztahy odvozenými bez volby representace. Pro radiálńı funkci f(r) lze řešeńı źıskat z
prvńı rovnice (♥). Toto řešeńı záviśı na tvaru potenciálńı energie. . .

Nyńı zbývá řešit prvńı z rovnic (♥) – rovnici pro energii. Tato rovnice nám poskytne
energetické spektrum a radiálńı část celého řešeńı ψ(r, ϕ, θ). Jak energetické spektrum,
tak radiálńı část mohou záviset na kvantových č́ıslech l a m z předchoźıho řešeńı a
budou závislé na konkrétńım tvaru potenciálńı energie V (r). V posledńı rovnici (♥)
známe p̊usobeńı rotačńı části kinetické energie Hamiltonova operátoru na celkovou vl-
novou funkci. To je dáno p̊usobeńım kvadrátu momentu hybnosti podle druhé z rovnic
(♥). Známe již i vlastńı č́ıslo λl. Po zap̊usobeńı rotačńı části zkrát́ıme úhlové části g(ϕ)
a h(θ) na obou stranách rovnice a źıskáme rovnici pro radiálńı část řešeńı:[

− h̄2

2m
d
dr

1
r

d
dr
r +

h̄2l(l + 1)
2mr2

+ V (r)
]
fνl(r) = Efνl(r) .

Povšimněte si, že v rovnici vystupuje vedleǰśı kvantové č́ıslo l a energetické spektrum
proto nezáviśı jen na radiálńım č́ısle ν, které č́ısluje energii. Řešeńı této rovnice se provád́ı
standardńımi metodami (rozvoj do řady, hledáńı asymptotického chováńı, oř́ıznut́ı ne-
konečné řady), výsledkem jsou tzv. přidružené Lagguerovy polynomy násobené expo-
nenciálou. Pro Coulombický potenciál vycháźı energetické spektrum

V (r) =
qQ

4πε0
1
r

= −α
r

→ Eνl = − α2m

2h̄2(ν + l + 1)2
= − α2m

2h̄2n2
.

25

Y00 =
1

2
√
π
, Y10 =

√
3

4π
cos θ, Y11 = −

√
3

8π
eiϕsin θ, Y1,−1 =

√
38πe−iϕsin θ, . . .
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Hlavńı kvantové č́ıslo n č́ısluj́ıćı stavy energie jsme zavedli vztahem n = ν + l + 1,
n = 0, 1, 2, . . .; l = 0, 1, . . . , n− 1. Stupeň degenerace bude

#n =
∑
l

2l + 1 =
n−1∑
v=0

2(n− ν − 1) + 1 = n2 .

Jde-li o vod́ık, může mı́t každý elektron ještě dva spinové stupně volnosti ms = ±1/2 a
celkový počet stav̊u v jedné energetické slupce je proto 2n2. Tyto stavy se lǐśı hodnotou
kvantových č́ısel l,m,ms. Spin však přirozeně vyplývá až v relativistické teorii.

Pozn. – Normovaná ψ v základńım stavu atomu vod́ıku źıskaná řešeńım Schr. rce ψ(r) = e−r/a/
√
πa3,

kde a = h3ε0/πme
2 je Bohr̊uv poloměr (≈ 53 pm), použ́ıvá se jako jednotka v mikrosvětě. Též je to

vzdálenost, ve které se elektron v základńım stavu nacháźı s největš́ı pravděpodobnost́ı (viz pravděpo-
dobnost, že se e− nacháźı ve vzdálenosti (r, r + dr) od jádra, tj. v objemovém elementu dV = (4πr2)dr,
radiálńı hustota je P (r)dr = ψ2dV = 4e−2r/ar2dr/a3 → P (r) = 4r2e−2r/a/a3).

Vod́ık empiricky: konec 19. stolet́ı – vlnové délky př́ıtomné v atomových spektrech
se řad́ı do skupin = spektrálńı série, 1. objevil Balmer – viditelné spektrum vod́ıku, čára
s nejdeľśı vlnovou délkou = Hα, s klesaj́ıćı vlnovou délkou je rozložeńı čar stále hustš́ı a
jejich intenzita slábne až k tzv. hraně série, za kterou již nejsou žádné daľśı jednotlivé čáry,
ale jen slabé spojité spektrum. Postupem času objeveny daľśı série – Lymanova (UV),
Paschenova (IR), Brackettova (IR), Pfundova (IR) . . . byl objeven empirický vzorec pro
vlnové délky z každé série

1
λ

= R

(
1
na2
− 1
z2

)
, (∗)

kde R = 1, 097.107 m−1 je Rydbergova konstanta. Pro Balmera je na = 2, z = 3, 4, 5 . . .,
pro Lymana je na = 1, z = 2, 3, 4 . . .

Přeskoč́ı-li elektron z excitovaného stavu do stavu nižš́ıho, vyzář́ı úbytek energie jako
jediný foton, Ez − Ena = hν. Pokud sem dosad́ıme výsledek pro energetické spektrum
vod́ıku En, lze po úpravách źıskat

1
λ

=
me4

8ε0ch3

(
1
na2
− 1
z2

)
,

což souhlaśı s experimentálńım vztahem, tj. zářeńı obsahuje jen určité vlnové délky, tyto
vytvářej́ı posloupnosti podle kvantových č́ısel hladin z které na kterou e− skáče. Základńı
hladina vod́ıku je −13, 6 eV.

Jemná struktura spektrálńı čáry = rozštěpeńı spektrálńı čáry na bĺızké složky
odpov́ıdaj́ıćı rozštěpeńı energetických hladin e− v d̊usledku spin-orbitálńı interakce (in-
terakce mezi orbitálńımi a spinovými magnetickými momenty elektron̊u v atomu), ve
výrazech pro jemnou strukturu a obecně v základńıch rovnićıch popisuj́ıćıch elmag. in-
terakci vystupuje tzv. konstanta jemné struktury α = e2/4πε0h̄c ≈ 1/137.
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Hyperjemná struktura spektrálńı čáry = rozštěpeńı spektrálńı čáry na velmi
bĺızké složky odpov́ıdaj́ıćı rozštěpeńı energetických hladin elektron̊u v d̊usledku hyper-
jemné interakce, tj. interakce mezi magnetickými momenty elektron̊u a magnetickým
momentem jádra.

Tj. v d̊usledku existence spin̊u elektron̊u a proton̊u neńı základńı stav atomu vod́ıku
ve skutečnosti jediným stavem s přesně určenou hodnotou energie – spiny nesou zod-
povědnost za hyperjemnou strukturu energetických hladin, všechny hladiny jsou rozště-
peny na několik hladin lež́ıćıch těsně vedle sebe. Elektron může mı́t spin orientovaný bud’
nahoru nebo dol̊u, to plat́ı i pro proton; pro každý dynamický stav atomu proto existuj́ı
4 možné spinové konfigurace; všechny 4 nemaj́ı přesně tutéž energii, jejich energie jsou
nepatrně posunuty proti hodnotě, kterou bychom očekávali bez spin̊u (posuny hladin
řádově o desetimilióntiny eV, rozd́ıl 1. a 2. hladiny cca 10 eV) → existence každého dy-
namického stavu se rozštěṕı na soustavu několika velmi bĺızkých energetických hladin =
hyperjemné rozlǐseńı, jež je zp̊usobeno vzájemnou interakćı mezi magnetickými momenty
elektronu a protonu, viz čára 1420 MHz
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• J. W. Leech, Klasická mechanika,Praha, SNTL, 1970
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Kapitola 2

Elektromagnetické pole, STR

Elektromagnetické pole: Maxwellovy rovnice. Lorentzova transformace. Semiklasický a
kvantový popis elektromagnetického pole, fotony. Interakce atomu se zářeńım. Absorpce
a emise, Einsteinovy koeficienty. Přirozená š́ı̌rka spektrálńı čáry.

• Maxwellovy rovnice.
• Lorentzova transformace, aberace a Doppler̊uv jev.

52
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2.1 Elektrické a magnetické pole – základńı vztahy

§ Intenzita elektrického pole

Pro popis silového p̊usobeńı mezi nabitými tělesy je vhodné zavést abstrakci bodového
náboje (analogii hmotného bodu v mechanice). Mezi dvěma bodovými nepohybuj́ıćımi
se náboji p̊usob́ı śıla daná vztahem

~F21 =
1

4πε0
q1q2

|~r1 − ~r2|3
(~r1 − ~r2)

zvaným Coulomb̊uv zákon, permitivita vakua ε0 = 8, 85.10−12 C2.N−1.m−2. Intenzita
elektrického pole charakterizuje pole vyvolané nábojem

q =
∫
V
ρ(~r)dV ,

kde ρ(~r) je hustota náboje. Uvažujeme-li soustavu N bodových náboj̊u ve vakuu, můžeme
jejich silové p̊usobeńı na náboj q napsat ve tvaru

~F = q~E ,

kde

~E(~r) =
1

4πε0

N∑
i=1

qi
|~r − ~ri|3

(~r − ~ri)

je intenzita (elektrostatického) pole. Jednotkou je N/C resp. V/m. Pro spojitě rozložený
náboj analogicky

~E(~r) =
1

4πε0

∫
V

ρ(~r)
|~r − ~r′|3

(~r − ~r′)d3r′ .

K źıskáńı názorné představy o pr̊uběhu pole použ́ıváme siločáry (křivky, v jejichž každém
bodě má vektor intenzity směr tečny). Siločáry vždy vystupuj́ı z kladných náboj̊u a
vstupuj́ı do záporných; nemůžou se prot́ınat.

Pro tok vektoru intenzity uzavřenou plochou můžeme formulovat Gauss̊uv zákon
elektrostatiky: Celkový tok intenzity elektrostatického pole soustavy bodových náboj̊u
libovolnou uzavřenou plochou je roven celkovému náboji uzavřenému uvnitř této plochy
dělenému konstantou permitivity. Tedy

φ =
∮
S

~E .
d~S︷︸︸︷
~ndS =

qc
ε0
, resp. ∇. ~E(~r) =

ρ(~r)
ε0

v integrálńım resp. diferenciálńım tvaru.
Potenciál elektrického pole ϕ(~r) je možno zavést vztahem

~E(~r) = −∇ϕ(~r) .

Tato definice je možná d́ıky obecné vlastnosti, nev́ırovosti, elektrického pole – vyjadřuje
rovnice ∮

l

~E .d~l = 0 , resp. ∇× ~E = 0 .

Elektrické pole je tedy potenciálńı.
Při pr̊uchodu plochou nespojitosti z̊ustávaj́ı spojité pouze tečné složky vektoru in-

tenzity elektrického pole. Normálové složky se měńı skokově; skok je úměrný náboji na
ploše nespojitosti: E1t − E2t = 0, E1n − E2n = σ/ε0.
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§ Indukce magnetického pole

Pokud se bodový náboj pohybuje rychlost́ı v v bĺızkosti vodič̊u s proudem nebo v bĺızkosti
zmagnetovaných těles, pak celková śıla p̊usob́ıćı na náboj je dána Lorentzovým vzor-
cem

~F = q( ~E + ~v × ~B) .

Tento vztah zavád́ı magnetickou indukci ~B , veličinu charakterizuj́ıćı magnetické pole.
Jednotkou je Tesla = N/Am. Je-li elektrické pole nulové a budeme-li mı́sto jediného
zkušebńıho náboje uvažovat p̊usobeńı na libovolný proud popsaný proudovou hustotou
~j(~r), dostaneme pro hustotu śıly vzorec

~f = ~j × ~B .

Pro libovolné magnetické pole plat́ı Ampér̊uv zákon pro cirkulaci magnetické indukce:
křivkový integrál magnetické indukce poč́ıtaný přes libovolnou uzavřenou křivku je vždy
roven proudu, který protéká plochou ohraničenou touto křivkou, násobenému permeabili-
tou ∮

l

~B.d~l = µ0I , resp. ∇× ~B = µ0
~j .

Magnetické pole tedy obecně neńı konzervativńı/potenciálńı.
Na druhou stranu tok1 magnetického pole (jednotka Weber, Wb = Js/C = Vs)

uzavřenou plochou je vždy nulový:

Φ =
∮
S

~B.d~S = 0 , resp. ∇. ~B = 0 .

Pro obecné rozložeńı proudové hustoty lze magnetickou indukci určit podle Biotova-
-Savartova zákona

~B(~r) =
µ0

4π

∫
V

~j(~r)× (~r − ~r′)
|r − r′|3

d3r′ ,

který je ekvivalentńı Ampérovu vzorci.
Normálové složky vektoru magnetické indukce z̊ustávaj́ı při pr̊uchodu plochou nespo-

jitosti spojité. Tečné složky se měńı skokově; skok je úměrný hustotě proudu tekoućıho
na ploše nespojitosti: B1n − B2n = 0, B1t − B2t = µ0js.

§ Indukce elektrického pole

Pro vyšetřováńı vlastnost́ı pole v př́ıtomnosti dielektrika zavád́ıme elektrickou indukci

~D(~r) = ε0~E(~r) + ~P(~r) .

Vektor polarizace ~P popisuje elektrické vlastnosti dielektrika; je zadán rozložeńım
náboj̊u vázaných v dielektriku

qp = −∇. ~P .
Potom můžeme Gauss̊uv zákon elektrostatického pole v dielektriku napsat pouze pomoćı
volných náboj̊u (ρ je hustota volných náboj̊u)

∇. ~D = ρ , resp. ∇× ~E = 0 .

Při pr̊uchodu plochou nespojitosti je vektor elektrické indukce nespojitý; nespojitost je
dána plošnou hustotou volných náboj̊u D1n −D2n = σ.

1 Obecně tok nějaké veličiny X je
∫
~X.d~S
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§ Intenzita magnetického pole

Magnetické vlastnosti látek určuj́ı tzv. vázané proudy popsané magnetizaćı [A/m]

~jv(~r) = ∇× ~M .

Magnetické pole v látkovém prostřed́ı potom popisujeme vektorem intenzity magne-
tického pole

~H =
1
µ0

~B − ~M ⇔ ~B = µ0
~H+ µ0

~M = µ0
~H+ ~Pm ,

kde ~Pm je magnetická polarizace, [Wb/m2]. Potom můžeme Ampér̊uv zákon v látko-
vém prostřed́ı napsat pomoćı volných proud̊u∮

l

~H.d~l = I resp. ∇× ~H = ~j

a nespojitost tečných složek při pr̊uchodu plochou nespojitosti je dána pouze hustotou
volných plošných proud̊u ~H1t − ~H2t = js.
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2.2 Maxwellovy rovnice

Klasickou teorii elektrických, magnetických a optických jev̊u dovršuje Maxwellova teorie.
Základem Maxwellovy teorie jsou Maxwellovy rovnice

∇. ~D = ρ ∇. ~B = 0

∇× ~E +
∂ ~B
∂t

= 0 ∇× ~H− ∂ ~D

∂t
= ~j

nebo v integrálńım tvaru ∮
S

~Dd~S = Q

∮
S

~Bd~S = 0∮
l

~E .d~l +
∫
S

∂ ~B
∂t
.d~S = 0

∮
l

~H.d~l −
∫
S

∂ ~D

∂t
.d~S = I

Slovně je lze formulovat takto:
– zdrojem elektrické indukce jsou volné náboje, výraz platnosti Gaussovy věty pro obecné
elektrické pole
– neexistuj́ı volné magnetické náboje, výraz uzavřenosti magnetických indukčńıch čar pro
obecné magnetické pole
– elektrické pole je tam, kde se s časem měńı vektor magnetické indukce, formulace
obecného zákona elmag indukce
– v́ırové magnetické pole je tam, kde se s časem měńı vektor elektrická indukce a pohy-
buje se náboj
Maxwellovy rovnice jsou soustavou parciálńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu, ob-
sahuj́ı 12 neznámých (MR je celkem 8 – 2 skalárńı a 2 vektorové + nav́ıc máme ještě
materiálové vztahy a hraničńı podmı́nky).

Pozn o zákonech zachováńı.– Zákony zachováńı lze napsat ve tvaru

dX

dt
+ I = P , resp.

∂x

∂t
+∇.~i = p .

Prvńı člen popisuje časovou změnu dané veličiny, druhý tok a třet́ı jiné vněǰśı vlivy, ztráty, apod. Z MR
můžeme pro pole odvodit zákon zachováńı energie ve tvaru

∂u

∂t
+∇.~S = ~j.~εvn −

~j.~j

σ
, kde u =

1

2
(~E . ~D + ~H. ~B) .

Prvńı člen popisuje časovou změnu hustoty energie, druhý energetický tok pomoćı Poyntingova vektoru
~S = ~E × ~H. Pravá strana obsahuje vtǐstěnou (elektromotorickou) śılu a ztráty dané Jouleovým teplem.

Daľśım d̊uležitým zákonem zachováńı je zákon zachováńı náboje, který vyjadřuje rovnice konti-
nuity

∂ρ

∂t
+∇.~j = 0 .

Zákon zachováńı hybnosti naṕı̌seme ve tvaru

∂~g

∂t
+∇.T = −~f ,

kde prvńı člen vyjadřuje hustotu hybnosti elektromagnetického pole ~g = ~D× ~B , druhý člen je symetrický
tenzor toku hybnosti elektromagnetického pole T = − ~D~E − ~B ~H+ Iu . Na levé straně pak je hustota śıly
~f = ρ~E +~j × ~B.
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§ Řešeńı Maxwellových rovnic – potenciály a vlnová rce

Z MR vyplývá, že ~B je ”rotaćı něčeho“, tj. že vektorové pole ~B je solenoidálńı, proto
můžeme zavést vektorový potenciál

~B = ∇× ~A .

Když dosad́ıme do MR (konkrétně do Faradayova zákona ∇ × ~E = −∂ ~B/∂t), zjist́ıme,
že je vhodné zavést nav́ıc skalárńı potenciál 2

~E = −∇ϕ− ∂ ~A
∂t

.

Vyřešili jsme tedy dvě Maxwellovy rce (1. série, rce bez zdroj̊u; jsou tedy splněny iden-
ticky) a zjistili jsme, že k popisu elektromagnetických poĺı ~E a ~B potřebujeme čtyři
potenciálové fce – skalárńı potenciál ϕ a vektorový potenciál ~A.

Dané rce jsou invariantńı v̊uči tzv. kalibračńı transformaci, tj. pole ~E a ~B se nezměńı
pokud měńıme ~A a ϕ současně3 podle pravidel

ϕ′ = ϕ− ∂ψ

∂t
, ~A′ = ~A+∇ψ .

Druhá série Maxw. rovnic pak dává do souvislosti potenciály a zdroje. Pro třet́ı Maxw.
rci můžeme psát

∇.(−∇ϕ− ∂ ~A/∂t) = %/ε0 ,

−4ϕ− ∂(∇. ~A)/∂t = %/ε0 .

Čtvrtou pak můžeme přepsat na

c2∇× ~B − ∂~E/∂t = ~j/ε0 ,

c2∇× (∇× ~A)− ∂(−∇ϕ− ∂ ~A/∂t)/∂t = ~j/ε0 ,

kde prvńı člen pomoćı vektorové identity

∇× (∇× ~A) = ∇(∇. ~A)−4 ~A

uprav́ıme na
−c24 ~A+ c2∇(∇. ~A) + ∂∇ϕ/∂t+ ∂2 ~A/∂t2 = ~j/ε0 .

Nyńı využijeme možnosti libovolné volby divergence ~A, tj. chceme z těchto dvou
rovnic separovat ~A a ϕ a dát rovnićım jednotnou formu. Uděláme to tak, že vezmeme

∇. ~A = − 1
c2
∂ϕ

∂t
,

2 Nebot’

∇× ~E = −∂(∇× ~A)/∂t ,

∇× (~E + ∂ ~A/∂t) = 0 ,

a tedy ~E + ∂ ~A/∂t je vektor, jehož rotace je rovna nule → tento vektor je
”
gradientem něčeho“. Z elek-

trostatiky v́ıme, že i samotné ~E je
”
gradientem čehosi“, konkrétně −ϕ (minus je věćı dohody), udělejme

tedy to samé s ~E + ∂ ~A/∂t; použ́ıváme ten samý symbol, nebot’ v elektrostatickém př́ıpadě člen ∂ ~A/∂t
vymiźı a dostaneme tedy ~E = −∇ϕ.

3 Pokud bychom měnili ~A pouze samostatně dle vztahu ~A′ = ~A+∇ψ, tak se ~E obecně změńı.
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čemuž se ř́ıká Lorentzova kalibračńı podmı́nka (volba ∇. ~A se nazývá kalibrace). Vid́ıme
tedy, že prostředńı dva členy v posledńı rci se zruš́ı, tj.

4 ~A− 1
c2
∂2 ~A
∂t2

= −
~j

ε0c2
,

4ϕ− 1
c2
∂2ϕ

∂t2
= − %

ε0
.

Źıskali jsme tedy nový druh rovnic pro potenciály ~A a ϕ, jež však maj́ı stejný tvar pro
všechny 4 naše fce ϕ,Ax,Ay,Az, jejich vyřešeńım pak z definičńıch vztah̊u pro potenciály
můžeme dostat ~E a ~B. Tato forma elektromagnetických zákon̊u je naprosto rovnocenná
Maxw. rovnićım, často se však s ńı lépe pracuje, nebot’ jde o tvar vlnové rce. Vid́ıme také,
že v oblastech, kde nejsou náboje a proudy, neńı řešeńım těchto rovnic nevyhnutelně
nulové ~A a ϕ. Existuj́ı tak řešeńı, v nichž se určitý soubor ~A a ϕ měńı s časem, ale vždy
se pohybuje dál rychlost́ı c – vid́ıme, že jde o elektromagnetické vlny.4

§ Elektrostatika

Nejjednodušš́ı pole je pole statické, kde jsou všechny úplné časové derivace nulové (náboj
nekoná pohyb). MR maj́ı tvar

∇. ~D(~r) = ρ(~r) ∇. ~B(~r) = 0
∇× ~E(~r) = 0 ∇× ~H(~r) = 0

Statické magnetické pole tedy neexistuje (vzniká pohybem náboje).
Základńı úlohou elektrostatiky je spoč́ıtat elektrické pole těles, u kterých známe

rozložeńı náboje. K tomu můžeme použ́ıt Gauss̊uv zákon (vlastně prvńı z MR) nebo
vztah pro intenzitu elektrického pole.

Při použit́ı elektrostatického potenciálu

~E = −∇ϕ

dostaneme z MR Poissonovu rovnici

∆ϕ = − ρ

ε0
,

která se při nulové objemové hustotě náboje redukuje na Laplaceovu rovnici

∆ϕ = 0 .

Představuj́ı tak vlastně podmı́nky, kterým muśı potenciál elektrostatického pole vyhovo-
vat.

4 Ve vakuu samozřejmě splňuj́ı vlnovou rci i pole ~E a ~B; stač́ı např. použ́ıt operátor rotace na rci pro
~A – protože je Laplace skalárńı operátor, můžeme ho prohodit s rotaćı, podobně i s časovou derivaćı,
č́ımž př́ımo dostaneme

4 ~B − 1

c2
∂2 ~B
∂t2

= 0 .

Analogicky použit́ım vztahu ~E = −∇ϕ− ∂ ~A/∂t dostaneme

4~E − 1

c2
∂2~E
∂t2

= 0 .
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§ Stacionárńı pole

Ve stacionárńım stavu nezáviśı žádná makroskopická veličina explicitně na čase (parciálńı
derivace jsou tedy nulové). MR maj́ı tvar

∇. ~D(~r) = ρ(~r) ∇. ~B(~r) = 0
∇× ~E(~r) = 0 ∇× ~H(~r) = ~j(~r)

Elektrické a magnetické pole jsou oddělené. Ve stacionárńım elektrickém poli z̊ustává v
platnosti Gauss̊uv zákon. Pro pohyb náboje je vhodné zavést veličinu elektrický proud

I(t) =
dq
dt

=
∫
~jd~S .

Schopnost látky vést elektrický proud charakterizuje vodivost. Kromě proudu se zavád́ı
pojem napět́ı jako rozd́ıl potenciálu mezi dvěma body UAB = ϕ(A)− ϕ(B) .

Proud muśı vyhovovat rovnici kontinuity, která je vyjádřeńım ZZNáb∫
S

~jd~S +
∂Q

∂t
= 0 , resp. ∇.~j +

∂ρ

∂t
= 0 .

Ve vodiči vyjadřuje závislost proudu a napět́ı Ohmův zákon

I =
U

R
resp. ~j = σ ~E ,

kde σ je měrná vodivost. V tomto přibĺıžeńı se studuj́ı obvody ve stacionárńım stavu.
V teorii stacionárńıho magnetického pole můžeme použ́ıt Ampér̊uv resp. Biot̊uv-Sa-

vart̊uv zákon pro výpočet magnetického pole.

§ Kvazistacionárńı pole

V kvazistacionárńım přibĺıžeńı připoušt́ıme závislost na čase a zároveň klademe podmı́nku

~j � ∂ ~D
∂t

.

MR můžeme napsat ve tvaru

∇. ~D(~r, t) = ρ ∇. ~B(~r, t) = 0

∇× ~E(~r, t) +
∂ ~B(~r, t)
∂t

= 0 ∇× ~H(~r, t) = ~j(~r, t)

Elektrické a magnetické pole je svázáno a vzniká elektromagnetické pole. Každá
časová změna magnetického pole vyvolá vznik pole elektrického. Do teorie kvazista-
cionárńıho přibĺıžeńı patř́ı elektromagnetická indukce. Bylo experimentálně zjǐstěno,
že smyčkou umı́stěnou v magnetickém poli začne v určitých př́ıpadech protékat proud.
Tyto př́ıpady jsou:
– smyčka se začne vhodným zp̊usobem pohybovat
– vhodným zp̊usobem se začnou pohybovat zdroje magnetického pole
– smyčka i zdroje jsou v klidu, ale měńı se magnetické pole uvnitř smyčky
Vznik indukovaného elektromotorického napět́ı tedy určuje změna celkového magne-
tického toku procházej́ıćıho plochou smyčky

UF (t) = −dΨ
dt

,
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(tzv. Faradaẙuv zákon elektromagnetické indukce). Směr indukovaného proudu
určuje Lenzovo pravidlo: Směr indukovaného proudu ve smyčce je takový, že vzniklé
magnetické pole p̊usob́ı proti změně toku odpovědné za vznik indukovaného proudu (tj.
znaménko minus v rovnici). Zavedeme-li veličinu vlastńı indukčnost, která charakteri-
zuje schopnost vodiče vytvářet magnetické pole, vztahem

Ψ = LI ,

dostaneme podle zákona elektromagnetické indukce

UF = −LdI
dt
.

V kvazistacionárńım přibĺıžeńı se vyšetřuj́ı stř́ıdavé obvody s ćıvkou, kondenzátorem a
odporem.

§ Nestacionárńı pole

Nejobecněǰśı př́ıpad elektromagnetického pole je pole nestacionárńı. MR plat́ı v nejo-
becněǰśım tvaru

∇. ~D(~r, t) = ρ(~r, t) ∇. ~B(~r, t) = 0

∇× ~E(~r, t) +
∂ ~B(~r, t)
∂t

= 0 ∇× ~H(~r, t)− ∂ ~D(~r, t)
∂t

= ~j(~r, t)

V nestacionárńıch poĺıch muśıme použ́ıvat zobecněný Ampér̊uv zákon s celkovou nesta-
cionárńı hustotou proudu (tj. prvńı člen v následuj́ıćı rci popisuje výslednou hustotu
kondukčńıho [přemist’ováńı volných nositel̊u náboje v látkovém prostřed́ı] i konvekčńıho
[volný pohyb nositel̊u náboje v prázdném prostoru] proudu, třet́ı má význam hustoty po-
suvného proudu v dielektrikách [pohyb náboj̊u v dielektriku při změně jeho polarizace,
tj. časové změny vázaných náboj̊u])

∇× ~H = ~jc = ~j +
∂ ~D
∂t

= ~j + ε0
∂~E
∂t

+
∂ ~P
∂t

.

Kromě volného a polarizačńıho proudu muśıme tedy zavést Maxwell̊uv proud, který
neńı spojen s pohybem náboj̊u (žádný pohyb skutečných náboj̊u nepopisuje), ale s
časovou změnou elektrického pole (existuje tedy všude [i ve vakuu], kde docháźı k časovým
změnám ~E 6= 0, tj. typicky existence elektromagnetických vln = magnetické pole ve vakuu
vzniká pouze v d̊usledku změn pole elektrického a je tedy buzeno pouze Maxwellovým
proudem).
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2.3 STR

§ Postuláty STR

STR je teoríı prostoru a času, OTR je teoríı pohybu a gravitace.
Nerelativistická mechanika je formulována vzhledem k inerciálńımu vztažnému sys-

tému. S jedńım inerciálńım systémem jich však zavád́ıme nekonečně mnoho a nerelati-
vistická mechanika nám neposkytuje prostředky k určeńı ”primárńıho“ nepohyblivého
inerciálńıho vztažného systému.

Einsteinovo řešeńı tohoto rozporu spoč́ıvá v tom, že neńı principiálně možné žádným
fyzikálńım pokusem rozhodnout, který ze dvou inerciálńıch vztažných systémů, které se
v̊uči sobě pohybuj́ı, je v klidu a který v pohybu. Tyto úvahy formuloval jako speciálńı
princip relativity: všechny inerciálńı systémy jsou rovnocenné pro formulaci všech fy-
zikálńıch zákon̊u tj. všechny fyzikálńı zákony lze vyjádřit rovnicemi, jež maj́ı stejný tvar
ve všech vztažných soustavách pohybuj́ıćıch se navzájem konstantńı rychlost́ı.

Druhým principem, na kterém je postavena STR je princip konstantńı rychlosti
světla (Einstein vycházel z experimentálńıch výsledk̊u, zvláště z Michelsonova-Morleyho
pokusu): světelné signály se š́ıř́ı v prázdném prostoru př́ımočaře, se stejnou konstantńı
rychlost́ı c ve všech časech, ve všech směrech a ve všech inerciálńıch systémech. 5

§ Lorentzova transformace

Pokud požadujeme, aby platily dva základńı principy STR, bude vztah mezi dvěma
systémy popsanými parametry (x0, x1, x2, x3) ≡ (ct, x, y, z) a (x′0, x′1, x′2, x′3) dán Lo-
rentzovou transformaćı. Ve speciálńım př́ıpadě, kdy osy x1 a x′1 splývaj́ı a systémy se
v̊uči sobě pohybuj́ı rychlost́ı v pouze ve směru této osy, mluv́ıme o speciálńı Lorentzově
transformaci, kterou můžeme napsat ve tvaru

x′µ = Λµνx
ν neboli


x′0

x′1

x′2

x′3

 =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 .


x0

x1

x2

x3

 ,

kde se použ́ıvá značeńı

γ =
1√

1− β2
, β =

v

c
.

Pokud jsou rychlosti tak malé, že můžeme zanedbat veličiny řádu β, přecháźı Lorentzova
transformace v nerelativistickou transformaci Galileovu

t′

x′

y′

z′

 =


1 0 0 0
−v 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .


t
x
y
z

 .

+ Odvozeńı: Vycháźıme z toho, že muśı být dodržena zásada rovnosti všech inerciál-
ńıch systémů, tj. abychom konečným hodnotám jednoho systému přǐradili konečné hod-
noty druhého systému, muśı být transformace lineárńı. Dále bereme v úvahu zřejmou

5 Skutečnost, že se světlo ve vakuu š́ı̌ŕı ve všech in. sys. všemi směry stejnou rychlost́ı, plyne vlastně
již ze speciálńıho principu relativity a z Maxwellových rovnic – z nich vyplývá, že se elmag zářeńı š́ı̌ŕı
ve vakuu všemi směry stejnou rychlost́ı c; rce pak jako všechny fyzikálńı zákony, muśı platit ve všech in.
sys., muśı tedy ve všech in. sys. platit i jejich d̊usledky.



62 KAPITOLA 2. ELEKTROMAGNETICKÉ POLE, STR

rovnost všech směr̊u kolmých na směr pohybu systémů → muśı tedy platit y′ = y,
z′ = z. Napǐsme tedy výchoźı lineárńı transformaci

x′ = c11x+ c10t , t′ = c01x+ c00t .

Počátek O’ se v̊uči S pohybuje rychlost́ı v → pro x′ = 0 je x = vt, tedy

0 = c11vt+ c10t , → c10 = −vc11 .

c11 si proźıravě označ́ıme γ a tedy x′ = γ(x−vt); z rovnosti systémů též plyne, že inverzńı
transformace se projev́ı jen změnou znaménka u v, tj. x = γ(x′ + vt′). Dále dle principu
konstantńı rychlosti světla plat́ı, že vyšleme-li v okamžiku O=O’ světelný signál ve směru
x, x′ je jeho rychlost v̊uči S i S’ rovna c, tj. x = ct, x′ = ct′. Po dosazeńı tak máme

ct′ = γt(c− v) , ct = γt′(c+ v) ,

vzájemně vynásob́ıme
c2 = γ2(c2 − v2) ,

γ =
1√

1− v2/c2
.

Pro určeńı c01 a c00 z x′ = γ(x − ct) a x = γ(x′ + ct′) vylouč́ıme x′, po př́ımočarém
výpočtu vyjde

t′ = γ(t− vx/c2) .

Vid́ıme tedy, že Lorentzova transformace transformuje netriviálně i časovou souřad-
nici, tj. čas ztráćı sv̊uj absolutńı význam, který měl v klasické mechanice; prostor a čas
tak jsou relativńı, absolutńı je pouze jejich spojeńı – prostoročas; v relativistické teorii
tak neńı invariantńı vzdálenost mezi dvěma body (ds)2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2, ale
zachovává se prostoročasový interval nebo též čtyřinterval 6

−c2(∆t)2 + (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 = −c2(∆t′)2 + (∆x′)2 + (∆y′)2 + (∆z′)2 ,

(ds)2 = −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 .

Též můžeme psát

(∆s)2 = ηαβ(∆xα)(∆xβ) , ηαβ =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

kde ηαβ je tzv. Minkowského tenzor.7

Vztah x′µ = Λµαx
α může vyjadřovat nejen speciálńı Lorentzovu transformaci, ale

libovolnou Lorentzovu transformaci. Lorentzova transformace ovšem muśı zachovávat
čtyřinterval, což klade omezeńı na jej́ı matici Λµα, nebot’ pro př́ır̊ustky souřadnic máme

∆x′µ = Λµα∆xα , (∗)
6

”
Fyzikálńım d̊uvodem je princip konstantńı rychlosti světla nebot’ prostoročasový interval vlastně

popisuje š́ı̌reńı kulové vlny vyšlé z koinciduj́ıćıch počátk̊u O = O’ v čase t = t′ = 0.“
7 Má dva spodńı indexy, je to tedy tenzor kovariantńı – spodńı indexy = kovariantńı, horńı indexy

jsou tzv. kontravariantńı.
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odkud
(∆s′)2 = ηµν∆x′µ∆x′ν = ηµνΛµαΛνβ∆x

α∆xβ .

Aby bylo (∆s′)2 = (∆s)2, muśı zřejmě být a stač́ı

ηµνΛµαΛνβ = ηαβ ,

což je právě nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby šlo o Lorentzovu transformaci.
Diferencováńım dostaneme vztah analogický k (*), tj.

dx′µ = Λµαdxα .

Ovšem x′µ je funkćı čtyř proměnných x′µ = x′µ(x0, x1, x2, x3) a jeho diferenciál proto lze
vyjádřit též ve tvaru

dx′µ =
∂x′µ

∂xα
dxα ,

odtud
∂x′µ

∂xα
= Λµα .

Skalár je invariantem Lorentzovy transformace; kontravariantńı čtyřvektor se trans-
formuje stejně jako př́ır̊ustky souřadnic, tj. dle vztahu

A′µ =
∂x′µ

∂xα
Aα ;

kovariantńı čtyřvektor se transformuje pomoćı inverzńı Lorentzovy matice, tj. dle vztahu

A′µ =
∂xα

∂x′µ
Aα ;

čtyřtenzory se pak transformuj́ı zp̊usobem odpov́ıdaj́ıćım poloze index̊u, tj. např.

T ′µν% =
∂x′µ

∂xα
.
∂x′ν

∂xβ
.
∂xγ

∂x′%
Tαβγ .

Kromě kovariantńıho lze zavést i kontravariantńı Minkowského čtyřtenzor jako matici
inverzńı k ηαβ pomoćı vztahu ηαβηαγ = δαγ , přičemž ηαβ má složky stejné jako ηαβ .
Pomoćı kovariantńıho Minkowského tenzoru pak můžeme snižovat indexy libovolného
tenzoru, např. Aα = ηαβA

β; analogicky pomoćı kontravariantńıho Mink. tenz. lze indexy
zase zvyšovat.

§ Základńı d̊usledky Lorentzovy transformace

Měř́ıme-li délku nějakého předmětu, který se v̊uči nám pohybuje, zjist́ıme, že se nám jev́ı
kratš́ı, než kdyby byl v klidu 8:

l = l0/γ .

8 Tj. mám tuhou tyč ve směru x, x′. Délka v S’ je l′ = x′2−x′1. Délka v S je x2−x1. Zaj́ımá mne tedy
rozd́ıl souřadnic obou konc̊u tyče za podmı́nky, že jak hodiny v mı́stě x1, tak hodiny v mı́stě x2 udávaj́ı
stejný čas t1 = t2 = t, pak

x′2 − x′1 =
x2 − vt√
1− v2/c2

− x1 − vt√
1− v2/c2

=
x2 − x1√
1− v2/c2

.
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Docháźı k tzv. kontrakci délek. Daľśım jevem plynoućım z Lorentzovy transformace je
dilatace času – nejrychleji jdou hodiny, které jsou v̊uči pozorovateli v relativńım klidu 9

∆t = γ∆t0 .

Relativistický vzorec pro skládańı rychlost́ı 10 má tvar

u =
u0 + v

1 + u0v
c2

.

Jedńım z d̊usledk̊u Lorentzovy transformace je i relativita současnosti – snadno se
přesvědč́ıme 11, že dvě ”současné“ události, které nejsou soumı́stné se v STR neodehrávaj́ı
ve stejný čas. Současnost neńı absolutńı pojem.

§ Relativistická kinematika a dynamika

Vzhledem k tomu, že časové intervaly jsou relativńı, zavád́ı se interval vlastńıho času
(tj. času měřeného ideálńımi hodinami pohybuj́ıćımi se s částićı) pomoćı prostoročasového
intervalu

ds2 = −c2dτ2 .

Vlastńı čas je čas udávaný hodinami v systému, v̊uči kterému je dané těleso v klidu.
Pohybový stav v STR určujeme pomoćı čyřrychlosti

uµ =
dxµ

dτ
= γ(c, ~u) ,

(jej́ıž derivaćı dle vlastńıho času samozřejmě dostaneme čtyřzrychleńı aµ = duµ/dτ) resp.
čtyřhybnost́ı

pµ = m0u
µ ,

jej́ıž složky tedy jsou

pi =
m0v

i√
1− v2/c2

, p0 =
m0c√

1− v2/c2
.

Vid́ıme tedy, že v STR je hmotnost tělesa závislá na jeho pohybovém stavu

m = γm0 ,

pohybuj́ıćı se těleso je těžš́ı. Pomoćı vztahu E = mc2 můžeme čtyřhybnost přepsat jako
pµ = (E/c, ~p). Pokud použijeme pohybovou rovnici analogickou nerelativistické teorii,
dostaneme čtyřśılu

Fµ =
dpµ

dτ
=

d
dτ

(m0u
µ) = γ(c

dm
dt
, ~F ) .

9 Odvozeńı analogické předchoźımu, tentokrát mne zaj́ımá interval za podmı́nky, že x′1 = x′2 = x
10 Odvozeńı

x2 − x1

t2 − t1
=

x′2−x′1
t′2−t′1

+ v

1 + v
c2

x′2−x′1
t′2−t′1

= . . .

11 Tedy

t′2 − t′1 =
t2 − t1 − (v/c2)(x2 − x1)√

1− v2/c2
,

odtud př́ımo vid́ıme, že jsou-li události v S současné t2 = t1, ale nejsou soumı́stné (x2 6= x1), nebudou
současné ani v S’.
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Snad nejznáměǰśı vztah, který Einstein dostal z postulát̊u STR je ekvivalence hmo-
ty a energie

E = mc2 = Ek +m0c
2 = Ek + E0 .

Těleso má tedy energii, i když je v klidu; proto se tato energie nazývá klidová energie.
Znamená to, že kromě jiných forem energie, jako je potenciálńı, kinetická, elektromagne-
tická, apod., se energie může projevovat i ve formě hmoty. Hmota a energie tedy jsou dva
projevy jedné entity. Plat́ı jediný zákon zachováńı hmoty-energie; hmota může zanikat,
pokud při tomto procesu vzniká dostatečné množstv́ı energie. Často je pro relativistickou
energii užitečné použ́ıt vztah

E2 = m2
0c

4 + p2c2 .

§ Lorentzova transformace a Maxwellovy rovnice

Z Galileovy transformace vyplývá, že se neměńı zrychleńı (je to druhá derivace souřadnic
podle času), neměńı se vzdálenost ∆s =

√
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 částic a daj́ı se vek-

torově skládat rychlosti. Tomu ale neodpov́ıdaj́ı vlastnosti elektromagnetických vln (š́ı̌ŕı
se konstantńı rychlost́ı c nezávisle na rychlosti zdroje). Elektromagnetické pole (MR)
je lorentzovsky invariantńı, ale nikoliv galileovsky. Nerelativistická teorie je limitńım
př́ıpadem relativistické pro malé rychlosti, nerelativistickou mechaniku je tedy třeba při
vysokých rychlostech ”opravit“. Pokud teorii elektromagnetického pole formulujeme po-
moćı MR, je tato rovnou relativistická.

Zaved’me čtyřrozměrný analog Laplaceova operátoru, tj. skalárńı součin čtyřgradien-
tu12 se sebou samým, dostaneme d’Alembert̊uv operátor

∇µ∇µ =
∂

∂t

∂

∂t
−

(
− ∂

∂x

)(
− ∂

∂x

)
−

(
− ∂

∂y

)(
− ∂

∂y

)
−

(
− ∂

∂z

)(
− ∂

∂z

)
=

∂2

∂t2
−4 = u2 ,

pak můžeme rce pro elmag potenciály zapsat ve tvaru

u2ϕ =
%

ε0
, u2 ~A =

~j

ε0
.

Veličiny na pravých stranách rovnic jsou %, jx, jy, jz, dělené konstantou ε0, jež je uni-
verzálńı ve všech souř. sous., proto se veličiny %/ε0, jx/ε0, jy/ε0, jz/ε0 transformuj́ı jako
čtyřvektor. D’Alembert se neměńı při změně souřadnicové soustavy, proto se i veličiny
ϕ,Ax,Ay,Az muśı transformovat jako čtyřvektor, tj.

Aµ = (ϕ, ~A) ,

to co nazýváme skalárńı a vektorový potenciál, jsou ve skutečnosti r̊uzné aspekty téže
fyzikálńı veličiny. Aµ nazýváme čtyřpotenciál a jµ čtyřproud. Celkem tedy źıskáme

u2Aµ =
jµ
ε0
,

kde fyzikálńı význam těchto rovnic je stejný jako význam Maxwellových rovnic, nav́ıc z
tohoto tvaru je vidět invariance elektrodynamiky v̊uči Lorentzově transformaci. Spolu se

12

∇µ =

(
∂

∂t
,−∇

)
= (

∂

∂t
,− ∂

∂x
,− ∂

∂y
,− ∂

∂z
)
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zákonem zachováńı náboje ∇µjµ = jµ,µ = 0 dává základńı zákon elektromagnetického
pole.

Tenzor elektromagnetického pole = antisymetrický tenzor druhého řádu Fαβ ,
jehož 6 nezávislých složek je definováno pomoćı ~E a ~B, popisuje elektromagnetické pole

Fαβ =


0 −E1/c −E2/c −E3/c
E1/c 0 B3 −B2

E2/c −B3 0 B1

E3/c B2 −B1 0

 .

Plat́ı
F ′αβ = Λ µ

α Λ ν
β Fµν ,

tj. elmag pole je absolutńı, el a mag zvlášt’ jsou relativńı.
Pomoćı tenzoru elmag pole můžeme též zapsat Maxw. rce – druhá série bude

Fαβ ,β = µ0j
α ,

prvńı pak
F[αβ,γ]cykl. = 0 ,

kde F[αβ,γ]cykl. znač́ı Fαβ,γ +Fβγ,α+Fγα,β, čárka samozřejmě označuje parciálńı derivaci
Fαβ,γ = ∂Fαβ/∂x

γ .
Nebo můžeme zapsat např. pohybovou rci pro částici v elmag poli

FµLor. =
d
dτ

(m0u
µ) = qFµν uν .

§ Doplňky & (h)r̊uzné . . .

Interval časové povahy, časupodobný = interval mezi dvěma událostmi A, B, pro něž
lze nalézt inerciálńı vztažnou soustavu, ve které budou tyto události soumı́stné; sAB < 0.

Interval prostorové povahy, prostorupodobný = interval mezi dvěma událostmi
A, B, pro něž lze nalézt takovou inerciálńı vztažnou soustavu, ve které budou tyto události
současné. Mezi takovými událostmi nemůže existovat př́ıčinná spojitost; plat́ı sAB > 0.

• Relativistický výklad aberace stálic

Aberace stálic = odkloněńı světelného paprsku vznikaj́ıćı skládáńım rychlosti světla s
rychlost́ı pozorovatele. Předpokládejme, že ze zdroje světla Z doraźı paprsek do počátku

O klidového systému S právě v čase t = 0. Označ́ıme-li r vzdálenost |OZ| a ϑ úhel,
který sv́ırá tento paprsek s osou x, přičemž pro jednoduchost budeme předpokládat, že
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uvažovaný paprsek lež́ı v rovině xy, pak pro parametry x, y, z, t, které určuj́ı mı́sto a čas
vysláńı světla, máme

x = r cosϑ , y = r sinϑ , z = 0 , t = −r/c .

Jsou-li x′, y′, z′, t′ odpov́ıdaj́ıćı parametry v systému S′, z Lorentzovy transformace pro
x′ a y′ plyne

x′ =
r cosϑ+ vr/c√

1− v2/c2
, y′(= y) = r sinϑ .

Z obrázku je vidět, že tgϑ′ = y′/x′, takže z předcházej́ıćıch vztah̊u dostáváme

tgϑ′ =
sinϑ

√
1− v2/c2

cosϑ+ v/c
,

což již je vzorec pro aberaci stálic. Je-li ϑ = π/2 a polož́ıme-li ϑ′ = π/2− ε, redukuje se
vzorec na ”klasický“

tg ε =
v/c√

1− v2/c2
.=
v

c
= 20, 47′′ .

• Doppler̊uv jev

Základem je transformace časového intervalu/periody zářeńı; př́ıčinou je dilatace času

∆t = t2 − t1 =
t′2 + v

c2
x′2√

1− v2/c2
−

t′1 + v
c2
x′1√

1− v2/c2
=

∆t′√
1− v2/c2

,

λ

λ′
=

perioda v xyzt
perioda v x′y′z′t′

=
1√

1− v2/c2
,

pokud zářeńı let́ı podél osy x.
V př́ıpadě šikmého dopadu pod úhlem ϑ budeme mı́t

λ

λ′
=

1 + v
c cosϑ√

1− v2/c2
,

radiálńı rychlost je vr = v cosϑ a tedy pro v � c dostaneme klasický

∆λ
λ

=
λ− λ′

λ
=
vr
c
.

Podélný Doppler̊uv jev je relativistický Doppler̊uv jev zjǐst’ovaný pozorovatelem
v mı́stě, j́ımž procháźı vektorová př́ımka rychlosti vzájemného pohybu zdroje a pozoro-
vatele. Výsledek měřeńı bude

ν = ν0

√
c± v
c∓ v

,
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kde horńı znaménka plat́ı při vzájemném vzdalováńı zdroje a pozorovatele.
Odvozeńı též

k′µ = Λµνk
ν ,

k′0 = Λ0
0k

0 + Λ0
1k

1 = γ
ω

c
∓ v

c
γ kx︸︷︷︸
ω/c

= γ
ω

c
(1∓ v/c) ,

tj.

ω′ = ω

√
1∓ v/c
1± v/c

.

Př́ıčný Doppler̊uv jev je relativistický Doppler̊uv jev pozorovaný ve směru kolmém
na rychlost zdroje; je př́ımým d̊usledkem dilatace času. Je-li ν0 frekvence zdroje, který
je vzhledem k pozorovateli v klidu, pak pohybuje-li se zdroj vzhledem k pozorovateli
rychlost́ı v kolmou na směr pozorováńı, naměř́ı pozorovatel

ν = ν0γ
−1 .

Analogicky předchoźımu, jen prohozeny souřadnice x a y, tj. bereme

Λµν =


γ 0 ±βγ 0
0 1 0 0
∓βγ 0 γ 0

0 0 0 1

 ,

tj.
k′0 = Λ0

0k
0 + Λ0

2 k2︸︷︷︸
ky=0

,

ω′ = γω .
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Jaderná a subjaderná fyzika

Jaderná a subjaderná fyzika: Stavba atomového jádra. Klasifikace mikročástic. Slabá
a silná interakce. Jaderné reakce.

• Stavba atomového jádra.
• Klasifikace mikročástic.
• Silná a slabá interakce, jaderné reakce.

70
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3.1 Atomové jádro

Atomové jádro – centrálńı oblast atomu zauj́ımaj́ıćı prostor řádově 10−15 m (tj. 1 fm též
už́ıvána jednotka 1 F (Fermi)); v této oblasti je soustředěna skoro celá hmotnost atomu
(rozměr atomu ≈ 10−10 m, proton 1840-krát těžš́ı než elektron [≈ 10−27 kg a 10−31 kg]).

A.j. má kladný elektrický náboj, sestává se z nejméně jednoho protonu a ”libovolného“
počtu neutron̊u (dohromady nukleony) vázaných jadernými silami.

Objeveno při Rutherfordově experimentu – sledován rozptyl α-částic na tenké
kovové fólii. V rozporu s tehdeǰśı představou o struktuře atomu (”pudinkový model“)
bylo zjǐstěno, že α-částice většinou velmi lehce fólíı projdou, ale na druhé straně docháźı
k jejich rozptylu i do značně velkých úhl̊u. Takové výsledky je možno objasnit představou
o velmi malém, ale velmi těžkém jádru s kladným nábojem.

Protonové č́ıslo (atomové č́ıslo), Z, je def. jako počet proton̊u v jádře, zároveň určuje
el. náboj jádra: Q = Ze . Neutronové č́ıslo, N , udává počet neutron̊u, nukleonové
č́ıslo (hmotnostńı č́ıslo), A, počet nukleon̊u v jádře, A = Z +N . Zápis A

ZX.
Zaj́ımáme-li se o jádra jen z hlediska jaderných reakćı, mluv́ıme obecně o nuklidech.

Nuklidy se stejným Z, ale rozd́ılným N jsou izotopy. Izobary jsou nuklidy se stejným
A a r̊uzným Z. Izotony jsou nuklidy se stejným N a r̊uzným A resp. Z. Nuklidy klasi-
fikujeme pomoćı nuklidového diagramu (viz obr), pro stabilńı nuklidy jsou v těchto
diagramech udány relativńı četnosti výskytu (%), pro radionuklidy poločasy rozpadu.

Informace o velikosti a struktuře jádra lze źıskat ostřelováńım e− o vysoké energii a
pozorováńım, jak jádra odchyluj́ı dopadaj́ıćı e−. Energie muśı být tak velká, aby jejich de
Broglieho vlnová délka byla menš́ı než detaily zkoumané jaderné struktury. Poloměr jádra
má pouze orientačńı význam (jádro neńı obecně sféricky symetrické ani ostře ohraničeno,
viz kvantovka), přesto experimenty s rozptylem umožňuj́ı připsat jádru efektivńı poloměr:
R = R0A

1/3, kde R0 ≈ 1, 2 fm.1

§ Vazbové śıly, vazebná energie jádra

Hmotnosti atomů měřeny s velkou přesnost́ı pomoćı moderńıch hmotnostńıch spektro-
metr̊u a z jaderných reakćı. Tyto hmotnosti udáváme pomoćı atomové hmotnostńı
jednotky u = 1/12 hmotnosti atomu 12C, 1u .= 1, 661.10−27 kg → A vyjadřuje hmot-
nost nuklidu v u zaokrouhlenou na nejbližš́ı celé č́ıslo.

1 Rozptylové experimenty – účinný pr̊uřez, σ, je veličina slouž́ıćı pro kvantitativńı popis rozptylu
částic na rozptylových centrech, popř. reakce svazku částic s

”
terč́ıkovými“ částicemi; σ je výtěžek procesu

na jednotkový tok nalétaj́ıćıch částic, jednotku času a jedno rozptylové centrum terče: σ = R/j0 tNT (R
je výtěžek procesu, j0 tok nalétaj́ıćıch částic, NT celkový počet terč́ıkových center).
Diferenciálńı účinný pr̊uřez, dσ/dΩ, pod́ıl počtu rozptýlených či v reakci emitovaných částic za jednotku
času do elementu prostorového úhlu dΩ a hustoty toku j dopadaj́ıćıch částic.
Charakteristické jednotky σ: 1 fm2 = 10−30 m2; 1 b = 10−28 m2 (1 barn =

”
stodola“).
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Vazebná energie jádra je energie, která by se uvolnila při vzniku jádra z volných
nukleon̊u, resp. energie potřebná k rozbit́ı jádra na jednotlivé nukleony; často se pracuje
s vazebnou energíı na 1 nukleon εV = EV /A. Hmotnostńı schodek je rozd́ıl mezi
klidovou hmotnost́ı jádra a Σ klidových hmotnost́ı všech nukleon̊u v jádře; tj. hmotnostńı
schodek je s vazebnou energíı spojen vztahem EV = ∆mc2. (Energie odpov́ıdaj́ıćı 1 u tedy
je 931,5 MeV.) Pokles vazebné energie pro těžké nuklidy umožňuje jaderné štěpeńı,
pokles křivky pro malá č́ısla ř́ıká, že k uvolněńı energie může doj́ıt i sloučeńım dvou
lehkých nuklid̊u na 1 středně těžký – jaderná f̊uze, viz obr.

Hodnoty energie jádra jsou podobně jako energie atomu kvantovány – jádro se může
nacházet pouze v diskrétńıch kvantových stavech s danou energíı. Typické energie jsou
zde MeV (u atomů eV). Přecháźı-li jádro z vyšš́ı hladiny na nižš́ı, je emitován γ foton.

Pro udržeńı jádra pohromadě muśı p̊usobit śıla dostatečně silná k překonáńı odpudivé
el. śıly mezi protony, muśı udržet protony i neutrony v nepatrném objemu a muśı být
silou krátkého dosahu (jej́ı p̊usobeńı nesahá př́ılǐs daleko za hranice ”povrchu“ jádra) =
jaderná śıla. Podle současných představ nepatř́ı mezi fundamentálńı fyzikálńı śıly, ale
jedná se až o druhotný projev silné śıly, která váže kvarky do neutron̊u a proton̊u.

Potenciálová jáma atomového jádra = přitažlivý potenciál jaderných sil, graf závislosti
pot. energie na vzdálenosti od středu jádra má tvar ”jámy“ se strmými okraji, hloubka
zhruba odpov́ıdá vazebné energii částice v jádře a š́ı̌rka jámy dosahu jaderných sil. Po-
tenciálový val atomového jádra = potenciál odpudivých sil, který vzniká superpozićı
elektrostatických a odstředivých sil, a který zabraňuje částićım nemaj́ıćım dostatečnou
kinetickou energii proniknout do jádra a dostat se tak pod převažuj́ıćı vliv přitažlivého
potenciálu jaderných sil, viz obr.

§ Modely jádra

Slupkový model atomového jádra (model nezávislých částic) = jednotlivé nukle-
ony obsazuj́ı diskrétńı energetické hladiny (slupky) obdobně jako e− v atomovém obalu,
dobře popisuje excitace atomových jader, kterých se zúčastňuje jen malý počet nukleon̊u,
selhává v př́ıpadě jaderných reakćı; jednočásticový kvantový model.
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Kapkový (hydrodynamický) model a.j. (kolektivńı model) = jádro chápáno jako
kapka nukleonové kapaliny, ve které se projevuj́ı objemové i povrchové śıly, pomoćı něj
lze objasnit některé členy popisuj́ıćı vazbovou energii 2 a hod́ı se pro názorné představy
pr̊uběhu jaderných reakćı – syntézy a štěpeńı; kolektivńı, ale nekvantový.

Zobecněný model a.j. = odstraňuje nedostatky a spojuje výhody předchoźıch dvou.
Skládá se ze dvou podsystémů – kolektivńı (počet nukleon̊u odpov́ıdaj́ıćı nejbližš́ımu mag.
č́ıslu 3) a jednočásticový (zbytek nukleon̊u). Kolektivńı podsystém je popisován jako
kapka kvantové kapaliny, jež může rotovat a vibrovat pouze v dovolených kvantových
stavech. Jednočásticový podsystém je popisován analogicky slupkovému modelu.

§ Jaderné reakce, radioaktivita

Radioaktivita = jev samovolné/spontánńı jaderné přeměny radionuklidu, která je do-
provázena emiśı radioaktivńıho zářeńı α, β−, β+ nebo γ, záchytem elektron̊u 4, emiśı pro-
ton̊u nebo emiśı fragment̊u. Radioaktivńı rozpad = samovolně prob́ıhaj́ıćı jednorázová
(neřetězová) jaderná přeměna; radioaktivńı nuklid samovolně emituje nějakou částici a
měńı se na jiný, který zauj́ımá odlǐsné poĺıčko v diagramu nuklid̊u. R. r. poskytl prvńı
d̊ukaz, že zákony ř́ıd́ıćı subatomový svět maj́ı statistický charakter. Neexistuje v̊ubec
žádný zp̊usob, jak předpovědět, jestli určité jádro ze vzorku bude mezi jedńım z malého
počtu jader, která se rozpadnou v následuj́ıćı sekundě. U všech jader je pravděpodobnost
rozpadu stejná. Statistickou podstatu procesu rozpadu vyjádř́ıme tvrzeńım, že pro vzorek
s N radioaktivńımi jádry je rychlost rozpadu −dN/dt úměrná N : −dN/dt = λN , kde
λ je rozpadová kontanta [s−1], integraćı předchoźıho vztahu dostaneme rozpadový
zákon:

N = N0e
−λt ,

kde N0 je počet jader v čase t = 0. Analogicky

A = A0.e
−λt = ∆N/∆t ,

kde A je aktivita (celková rychlost rozpadu, jednotka 1 Bq = 1 rozpad za 1 s). Dále
zavedeme středńı dobu života τ a poločas rozpadu T1/2, tj. dobu, po které N i A klesnou
na 1/2 p̊uvodńı hodnoty. Odtud d́ıky A0/2 = A0.e

−λT1/2 dostaneme

λ = 1/τ = ln 2/T1/2 ,

A(t) = λ.N(t) .

Rozpad α:
A
ZJ → A−4

Z−2J, α = 4
2He, korpuskulárńı zářeńı, kladné, odst́ınitelné např. listem paṕıru,

energetické spektrum diskrétńı. Model α rozpadu: částice α vzniká v jádře ještě než
unikne, následně tuneluje ven skrz potenciálovou bariéru soustavy α a zbytkového jádra.
Typické poločasy rozpadu: 10−7 s až 1010 let, viz obr.

2 Weizsäckerova formule – empir. vztah pro výpočet vazebné energie jádra EV určeného č́ısly Z a A.
3 Magická č́ısla = hodnoty protonového, neutronového resp. nukleonového č́ısla, pro která jsou atomová

jádra stabilněǰśı než jiná jádra. Existenci mag. č́ısel a jejich hodnoty objasňuj́ı propracovaněǰśı slupkové
modely jádra. 2, 8,2 0, 28, 50, 82 . . .

4 Jaderná přeměna, při ńıž docháźı k zachyceńı a pohlceńı elektronu slupky k, nejbližš́ı k jádru;
A
ZX +0

−1 e → A
Z−1Y + νe
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Rozpad β:
β+ : A

ZJ → A
Z−1J, p→ n+ e+ + νe

β− : A
ZJ → A

Z+1J, n→ p+ e− + ν̄e
Korpuskulárńı zářeńı, jež se dá odst́ınit např. plechem. Typické poločasy rozpadu jsou
cca 10−2 s až 1015 let. Emise e−/+, když v jádru nejsou??? Vznikaj́ı v pr̊uběhu emise.
Źıskáváme tak indicii, že n i p nejsou skutečné fundamentálńı částice. Při β rozpadu je
energie reakce rozdělena mezi e− a ν̄e (e+ a νe), e− (e+) tak dostává energii od 0 do jisté
maximálńı hodnoty → spektrum je spojité. Neutrina viz str. 167.

Přechod γ:
A
ZJ∗ → A

ZJ, excitované jádro vyzář́ı po deexcitaci γ foton, nedocháźı ke změně složeńı
jádra, spektrum diskrétńı/čarové, zastav́ı až silná vrstva olova.

Jaderná reakce = jaderná přeměna (proces, při kterém docháźı ke změně ve složeńı
jádra) vyvolaná vněǰśım zásahem – zpravidla interakćı s daľśı částićı. Může docházet ke
změně struktury jader i ke změně pohybových stav̊u (nepružný rozptyl).

Jaderné štěpeńı = jaderná reakce při ńıž docháźı k rozštěpeńı p̊uvodńıho jádra na
nejméně dvě částice či nová lehč́ı jádra (fragmenty). Typické štěpeńı např.

235U + n → 236U → 140Xe +94 Sr + 2n ,

oba fragmenty vysoce nestabilńı, prodělaj́ı řadu β rozpad̊u až konč́ı stabilńım produktem.
Ideálńı ”projektily“ vyvolávaj́ıćı štěpeńı jsou tepelné neutrony = neutrony v tepelné
rovnováze s okoĺım, tj. Ek = kT , pro pokojovou teplotu je Ek ≈ 0, 025 eV, neutrony jsou
bez náboje→ při přibližováńı k jádru na ně nep̊usob́ı odpudivé śıly. Představa jaderného
štěpeńı podle Bohra a Wheelera viz obr.

Obrázek 3.1: Představa jaderného štěpeńı: a) jádro terč́ıku 235U absorbuje tepelný ne-
utron, b) vytvoř́ı se 236U s nadbytkem energie, docháźı k divokým oscilaćım, c) při pohybu
se může vytvořit útvar s úzkým středem, d) Coulombovská śıla naṕıná útvar do délky,
e) dojde ke štěpeńı, f) fragmenty se odděĺı a odpař́ı se několik neutron̊u

Jaderná f̊uze = jaderná reakce, při ńıž docháźı ke slučováńı lehč́ıch jader na jádra
těžš́ı. Jako exotermická (viz dále) může j. f. prob́ıhat pouze pro jádra, která jsou lehč́ı
než železo a nikl (maj́ı v absolutńı hodnotě nejvyšš́ı vazebné energie na jeden nukleon);
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nutno překonat elektrostatické śıly a přibĺıžit se tak na dosah sil jaderných→ vysoká T =
= termonukleárńı reakce.

Pozn.:
Dominuj́ıćı interakćı v jaderných reakćıch je silná interakce, podstatný vliv však může mı́t i slabá interakce
(přeměna β) nebo elmag. interakce (potenciálový val atomového jádra).

Energie reakce, Q, je přebytek celkové kinetické energie částic po jaderné reakci nad celkovou
kinetickou energíı částic před reakćı.
Q > 0 . . . exoenergická/exotermická reakce
Q < 0 . . . endoenergická/endotermická reakce

Čerenkovovo zářeńı – vzniká, když rychlost částice je větš́ı než rychlost světla (v daném prostřed́ı!!!,
tj. vždy je menš́ı než c). Š́ı̌ŕı se v kuželu, který sv́ırá se směrem let́ıćı částice ostrý úhel θ, cos θ = c/nv,
kde n je index lomu prostřed́ı. Jde o analog rázové vlny u nadzvukové rychlosti.

Kosmické zářeńı – převážně korpuskulárńı charakter, dopadá na Zemi z okolńıho kosm. prostoru
(primárńı složka) nebo z horńıch vrstev atmosféry (sekundárńı složka); až energie 1020 eV (větš́ı než v
pozemských urychlovač́ıch). Zdrojem procesy ve hvězdách, při jejich zániku (novy, SN), jádra galaxíı . . .
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3.2 Interakce

Základńı fyzikálńı interakce: gravitačńı, elektromagnetická, silná, slabá. Interakce
je obecněǰśı než śıla, zahrnuje nejen silové p̊usobeńı částic, ale i mechanismy jejich roz-
pad̊u.

Typ Relativńı śıla Dosah [m] Zprostředkovatel
silná 1 10−15 (hadrony) gluony

∞ (kvarky)
elmag 10−2 ∞ foton
slabá 10−13 10−18 intermed. bosony

W+/−, Z0

gravit 10−38 ∞ graviton ???

Gravitačńı interakce: projevuje se univerzálně mezi všemi typy hmotných objekt̊u,
dosah ∞, nejslabš́ı známá, tj. v mikrokosmu nemá vliv, v megakosmu dominuje (neexis-
tuje záporná) . . .

Elektromagnetická interakce: v klasické i relativistické fyzice popsáno Maxwellem,
kvantový popis možný v rámci kvantové teorie pole. Předpokladem je existence el. náboje
nebo magnetického momentu u interaguj́ıćıho objektu. Dosah∞, na rozd́ıl od grav. se ne-
uplatňuje v megakosmu – docháźı ke kompenzaci z d̊uvodu existence + a −. Má největš́ı
škálu projev̊u (drž́ı atomy, výrazný projev u r̊uzných typ̊u chem. vazby . . . ). Na atomové
úrovni p̊usob́ı dle Coulombova zákona, hlubš́ı pohled ukazuje, že e− pocit’uje př́ıtomnost
druhého e− tak, že si s ńım vyměňuje fotony (popisuje kvantová elektrodynamika). Kdyby
e− emitoval γ a jeho stav z̊ustal nezměněn, nezachovávala by se energie. K porušeńı ZZE
ale nedojde uváž́ıme-li relace neurčitosti ∆E.∆t ≈ h̄ → můžeme přečerpat jistou energii
∆E, za předpokladu, že ji vrát́ıme během času ∆t, jež je dán relacemi neurčitosti.

Silná interakce: z dnešńıho pohledu představuje základńı interakci mezi kvarky,
krátký dosah, nejsilněǰśı. Jaderná pouze zbytkový projev s. i. mezi kvarky tvoř́ıćımi inter-
aguj́ıćı hadrony; s. i. mezi kvarky = tzv. asymptotická volnost = docháźı k r̊ustu přitažlivé
śıly na prakticky neomezenou hodnotu už na vzdálenostech přesahuj́ıćıch lineárńı rozměry
hadron̊u, v těsné bĺızkosti je naopak relativně malá. Uplatňuje se ve stavbě hadron̊u a v
jejich vzájemném p̊usobeńı i při jejich rozpadu.

Slabá interakce: projevuje se univerzálně u všech typ̊u elementárńıch částic, velmi
malý dosah. Nevytvář́ı žádné vázané systémy částic, ale projevuje se pouze rozpadem
elementárńıch částic (viz β). Kvantem jsou intermediálńı bosony (na rozd́ıl od fotonu
hmotné 5: W± má hmotnost 80,6 GeV/c2, neutrálńı Z má 91,2 GeV/c2, tj. jsou cca
stokrát těžš́ı než proton) – předpovězené teoríı elektroslabé interakce 6 potvrzeny 1983,
CERN, Carlo Rubbia.

Rozpad je relativně pomalý, trvá 10−10−10−6 s (nebot’ některé běžně se zachovávaj́ıćı
veličiny [parita, podivnost] se při procesech zp̊usobených slabou interakćı nezachováva-
j́ı, proto je rozpad částic [pion̊u, mion̊u . . . ] ”zakázaný“ a o mnoho řád̊u pomaleǰśı než
rozpad částic silnou interakćı).

5 W s nábojem ±e
6 Teorie s. s. rozvinuta analogicky k teorii elmag. śıly; nakonec se ukázalo, že slabá a elmag. jsou pouze

rozd́ılné projevy elektroslabé śıly



3.2. INTERAKCE 77

Všechny procesy, při nichž se vyskytnou neutrina, jsou zp̊usobeny slabou interakćı.
Dı́ky malému dosahu sl. interakce je malá pravděpodobnost interakce neutrina s hmotou.
Pokud se tak stane, předpokládaný scénář: odehrává se tak uvnitř nukleon̊u – neutrino
jež se ke kvarku přibĺıž́ı na méně než 10−17 m si s ńım vyměńı boson, náboj kvarku předán
neutrinu, jež se změńı na př́ıslušný lepton → můžeme tak nepř́ımo pozorovat neutrina
resp. vzniklou částici, např. pomoćı Čerenkovova zářeńı . . .
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3.3 Elementárńı částice, jejich klasifikace

Známé částice: protony, neutrony, elektrony + neutrina. Od 30. let 20. stolet́ı se postupně
zjǐst’uje, že částic je podstatně v́ıce – nejprve objeveny v kosmickém zářeńı (pozitrony,
miony, piony), od 50. let použ́ıvány urychlovače (srážky mezi p a e . . . urychlenými
na vysoké energie, např. Fermilab (Chicago), CERN (Ženeva), SLAC (Stanford), DESY
(Hamburk); běžné urychlovače už́ıvaj́ı el. pole k urychleńı a magnetické pole k zakřivováńı
dráhy iont̊u; např. cyklotron, synchrotron – přihĺıž́ı k relativistickým změnám hmotnosti
= měńı se indukce mag. pole . . . ) → dnes známo několik stovek částic. Lze vnést řád
provedeńım hrubých řez̊u a rozřazeńım právě do jedné ze dvou skupin dle určitých fy-
zikálńıch charakteristik . . .

Fermiony nebo bosony ???
Všechny částice maj́ı vlastńı moment hybnosti – spin (~S). Základńı vlastnost částice,
neńı možno ji objasnit jako rotaci částice. Mı́sto velikosti spinu |~s| se při popisu použ́ıvá
kvantové č́ıslo s dané vztahem |~s| =

√
s(s+ 1)h̄, který je analogíı vztahu pro orbitálńı

moment hybnosti; s je spinové kvantové č́ıslo, jež může nabývat bud’ hodnot poloč́ıselných
(1/2,3/2,. . . ) nebo celých (0,1,2,. . . ). Kromě velikosti spinu lze určit pouze jednu kom-
ponentu spinu (např. ve směru z), která je kvantovaná a pro kterou lze psát sz = msh̄,
kde ms = s, s− 1, . . . ,−s je spinové magnetické kvantové č́ıslo.

Částice s poloč́ıselným spinem = fermiony, ř́ıd́ı se Fermiho-Diracovou statistikou,
p,n,e. Pro fermiony plat́ı Pauliho vylučovaćı princip – v daném stavu se může nacházet
jediná částice.

Částice s celoč́ıselným (nulovým) spinem = bosony, ř́ıd́ı se Boseho-Einsteinovou
statistikou, fotony. Bosony se neř́ıd́ı P.v.p. – v daném kvantovém stavu může být libovolný
počet boson̊u; maj́ı tendenci zauj́ımat stav s nejnižš́ı energíı.

Hadrony nebo leptony ???
Částice můžeme tř́ıdit podle sil, které na ně p̊usob́ı resp. zda na ně p̊usob́ı silná śıla.
Působ́ı-li = hadrony (např. protony, neutrony, piony . . . ), nep̊usob́ı-li (a dominantńı
silou je śıla slabá) = leptony (např. elektrony nebo neutrina). Daľśı děleńı hadron̊u:
jsou-li bosony = mesony (např. pion), jsou-li fermiony = baryony (např. proton).

Částice nebo antičástice ???
Dirac předpověděl, že e− by měl mı́t kladný protěǰsek (se stejnou hmotnost́ı a spi-
nem) – pozitron e+. Postupně se přǐslo k poznáńı, že ke každé částici existuje odpov́ıdaj́ıćı
antičástice. Členové takových dvojic maj́ı stejnou hmotnost a spin, ale opačné znaménko
náboje resp. daľśıch kvantových č́ısel. Původńı řazeńı: známé (p,n,e−) jsou částice, zř́ıdka
pozorované protěǰsky antičástice. U ostatńıch méně známých se řazeńı děje tak, aby bylo
konzistentńı s určitými zák. zachováńı mikrosvěta. Setkáńı částice a antičástice může vést
k anihilaci = obě částice zmiźı, jejich energie se objev́ı v jiných formách (fotony γ) . . .

§ Leptony a zákony zachováńı mikrosvěta

K lepton̊um patř́ı např. e− a ν̄e, jež ho doprováźı u β rozpadu. Dále např. mion µ± (stř.
doba života ≈ 2, 2.10−6 s), jež se rozpadá: µ+ → e+ + ν + ν̄. Bylo zjǐstěno, že neutrino
z rozpadu µ neńı totožné s neutrinem z β rozpadu → máme mionové a elektronové
neutrino. Dále byl objeven tauon, τ . Rovněž k němu existuje přidružené neutrino.

Všechny leptony jsou fermiony, maj́ı spin 1/2. Leptony jsou rozděleny do 3 rodin –
každá obsahuje částici a k ńı přidružené neutrino. Nemaj́ı žádnou rozeznatelnou vnitřńı
strukturu ani měřitelné rozměry, při interakćıch se chovaj́ı jako skutečné bodové funda-
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mentálńı částice.

Rodina Částice Symbol Hmotnost [MeV/c2] Náboj Antič.
elektron elektron e− 0,511 -1 e+

el. neutrino νe 0 ??? 0 ν̄e
mion mion µ− 105,7 -1 µ+

mionové neutr. νµ 0 ??? 0 ν̄µ
tauon tauon τ− 1777 -1 τ+

tauonové neutr. ντ 0 ??? 0 ν̄τ

ZZ leptonového č́ısla: v každé ze tř́ı rodin můžeme definovat kvantové č́ıslo, tzv.
leptonové č́ıslo: L = +1 pro částici, L = −1 pro antičástici. Částice jiných druh̊u (např.
p) maj́ı L = 0. Je ověřeno, že leptonové č́ıslo se zachovává pro každou rodinu zvlášt’ – jsou
vlastně 3 leptonová č́ısla.

Analogicky existuje ZZ baryonového č́ısla, baryon máB = +1, antibaryonB = −1,
částice jiných druh̊u maj́ı B = 0. Nemohou prob́ıhat takové částicové reakce, které měńı
celkové baryonové č́ıslo.

Částice maj́ı ještě daľśı charakteristiky než hmotnost, náboj, spin, leptonové a ba-
ryonové č́ıslo. Např. podivnost = kvantové č́ıslo charakterizuj́ıćı elementárńı částice,
zachovává se ve všech základńıch interakćıch mimo slabé, zde docháźı ke změně podiv-
nosti o ±1. Je-li p 6= 0, hovoř́ıme o podivných částićıch. Obsahuj́ı podivný kvark (viz
dále). Např. kaon, prvńı objevený zástupce této tř́ıdy.

Dále existuj́ı p̊uvab = p̊uvabné částice, obsahuj́ı p̊uvabný kvark, zachová se ve všech
interakćıch mimo slabé, zde změna o±1. Krása = krásné částice, krásný kvark, zachováńı
mimo slabé (změna o ±1); pravda . . .

§ Kvarkový model

Existuje 8 baryon̊u se spinem 1/2; sestav́ıme-li graf podivnost (S ) vs. náboj (Q) dosta-
neme jeden z obrazc̊u tzv. Osminásobné cesty: Též existuje 9 mezon̊u se spinem 3/2,

jež tvoř́ı obraz ”kuželńıku“ etc. Jedná se diagramy Osminásobné cesty, název z východńı
mystiky, 8 odpov́ıdá 8 kvantovým č́ısl̊um, která už́ıvá teorie založená na předpokladu
určité symetrie a která předpov́ıdá existenci podobných diagramů. Obrazce Osminásobné
cesty maj́ı podobný význam jako periodická tabulka v chemii. Prázdná mı́sta ukazuj́ı směr
bádáńı, předpov́ıdáńı vlastnost́ı daných částic.

Existence diagramů Osminásobné cesty ukazuje, že mezony a baryony by měly mı́t
nějakou vnitřńı strukturu, pomoćı ńıž lze pochopit dané vlastnosti, symetrie . . .
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. . . v roce 1964 Gell-Mann poukazuje, že diagramy Osminásobné cesty pochoṕıme,
když budeme předpokládat, že mezony a baryony jsou složeny z částeček, které nazval
kvarky.

Částice Symbol Hmotnost [MeV/c2] Náboj Podivnost Bar.č́ıslo Antič.
Up u 5 +2/3 0 +1/3 ū

Down d 10 -1/3 0 +1/3 d̄
Charm c 1500 +2/3 0 +1/3 c̄
Strange s 200 -1/3 -1 +1/3 s̄

Top t ∼180000 +2/3 0 +1/3 t̄
Bottom b 4300 -1/3 0 +1/3 b̄

Všechny kvarky maj́ı spin 1/2 a jsou to fermiony. Kvantová č́ısla Q, S a B u an-
tikvark̊u maj́ı opačná znaménka. ”Jména kvark̊u“ = tzv. v̊uně (flavors). Nejsou známy
žádné mezony či baryony, jejichž vlastnosti nelze pochopit jako výsledek vhodné kombi-
nace kvark̊u. Naopak každá možná kombinace kvark̊u (u,d,s) odpov́ıdá nějakému pozo-
rovanému mezonu či baryonu. Každý baryon je tvořen 3 kvarky (→ baryonové č́ıslo
bude 3× 1/3 = 1, spin bude 2× paralelně a 1× antiparalelně = 1/2 . . . ). Mezony jsou
dvojice kvark + antikvark. Předpokládá se, že každá ”v̊uně“ existuje ve třech druźıch
tzv. ”barvách“ – červená, žlutá a modrá. Antikvarky maj́ı odpov́ıdaj́ıćı antibarvy. Śıle
p̊usob́ıćı mezi kvarky (tj. silná) se pak také ř́ıká barevná a př́ıslušné teorii v analogii s
kv. eldyn. kvantová chromodynamika. V př́ırodě se mohou vyskytovat pouze neutrálńı
kombinace – všechny 3 barvy/antibarvy či barva + př́ıslušná antibarva.

Kvarkový model umožňuje porozumět struktuře elementárńıch částic. Podle součas-
ných poznatk̊u jsou kvarky a leptony fundamentálńı částice!!! Nebo ne? ;-)
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Termodynamika a statistická fyzika

Termodynamika a statistická fyzika: Stavové veličiny, zákony termodynamiky, entropie.
Statistická interpretace termodynamiky. Kanonické rozděleńı. Fermiony a bozony. Matice
hustoty. Stavové rovnice. Termodynamika zářeńı, zářeńı absolutně černého tělesa.

• Entropie v zákonech termodynamiky.
• Souvislost klasické termodynamiky a statistické fyziky. Matice hustoty.
• Boltzmannova rovnice a Liouville̊uv teorém.
• Klasické částice, fermiony bosony. Rozděleńı Boltzmannovo, rozděleńı Fermi-Diracovo

a Bose-Einsteinovo. Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı rychlost́ı.

82



4.1. TERMODYNAMIKA A MOLEKULOVÁ FYZIKA 83

4.1 Termodynamika a molekulová fyzika

Termodynamika je fenomenologická věda, která se zabývá studiem nejobecněǰśı rov-
nováhy makroskopických systémů, zejména v souvislosti s přenosem tepla a s teplotou.

Mezi základńı termodynamické pojmy patř́ı pojem systému – daného předmětu zkou-
máńı. Obyčejně požadujeme, aby byl makroskopický (a popsatelný klasickou fyzikou) a
aby byly přesně definovány jeho hranice a t́ım pádem i okoĺı.

Stav systému pak popisujeme souhrnem nezávislých makroskopických parametr̊u.
Stav může být statický, obvykle zvaný rovnovážný, charakterizovaný nepř́ıtomnost́ı tok̊u
fyzikálńıch veličin a jejich časovou neměnnost́ı; stacionárńı, kde připoušt́ıme toky, a ne-
stacionárńı, kde připoušt́ıme i situace, kdy systém v některých okamžićıch nemůžeme
popsat obvyklými makroskopickými parametry v̊ubec. Posloupnost stav̊u systému pak
nazýváme termodynamický děj.

Parametry popisuj́ıćı systém mohou být extenzivńı (aditivńı; objem, energie) nebo
intenzivńı (v rovnováze se vyrovnaj́ı; tlak, teplota).

• Rovnovážný stav soustavy je charakterizován nepř́ıtomnost́ı tok̊u a časovou
neměnnost́ı fyzikálńıch veličin (vnitřńıch parametr̊u). Termodynamika je založena na
dvou postulátech:

– prvńı postulát termodynamiky nám ř́ıká, že libovolný izolovaný systém po uply-
nut́ı určité doby dospěje do rovnovážného stavu, který neńı nikdy spontánně narušen . . .

– podle druhého postulátu termodynamiky je stav systému v rovnováze jedno-
značně určen souborem všech vněǰśıch parametr̊u a jediným parametrem vnitřńım; tento
postulát zaručuje existenci stavové rovnice/stavových veličin, které vážou systém v rov-
nováze . . .

• Teplota je stavová intenzivńı veličina určuj́ıćı stav systému. Předpokládáme-li plat-
nost druhého postulátu termodynamiky a dále, že stav termodynamické rovnováhy je
tranzitivńı (tj. jsou-li v rovnováze tělesa 1 a 2, a zároveň tělesa 1 a 3, jsou v rovnováze i
tělesa 2 a 3), můžeme odvodit, že existuje funkce závislá pouze na parametrech systému,
která má v rovnováze všude stejnou hodnotu. Nazveme ji empirická teplota. Jednou z
možných empirických teplot je např. Celsiova měřená pomoćı rtut’ového teploměru . . .
• Teplo je forma energie. Existuj́ı pouze dva možné zp̊usoby přenosu energie, jedńım

je práce, druhým teplo – vždy přecháźı z tepleǰśıho tělesa na chladněǰśı. Teplo můžeme
definovat jako souhrn mikroskopických proces̊u mezi systémem a okoĺım. Práce popisuje
uspořádaný, vratný proces, zat́ımco teplo je popisem procesu chaotického. Práce i teplo
jsou veličiny dějové, vázané na děj/přenos energie, nikoliv na stav.

Přenos tepla prob́ıhá každým prostřed́ım, obecně r̊uzně snadno/těžko, r̊uzná prostřed́ı
maj́ı r̊uznou tepelnou vodivost. Poměr mezi př́ır̊ustkem tepla a př́ır̊ustkem teploty nazý-
váme tepelnou kapacitou

Cproces =
(

dQ
dT

)
proces

.

Udává nám, kolik tepla je potřeba k zahřát́ı tělesa o 1 K. Obecně záviśı na podmı́nkách,
za nichž k předáńı tepla došlo. Rovněž můžeme zavést i měrnou tepelnou kapacitu (na
jednotku hmotnosti nebo na 1 mol).
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§ Hlavńı věty termodynamiky

• Prvńı věta termodynamiky nám ř́ıká, že vnitřńı energie soustavy se m̊uže zvýšit
dodaným teplem a sńı̌zit praćı, jež soustava vykonala 1

dU = dQ− dW

dU je úplný diferenciál 2; vnitřńı energie charakterizuje stav (množstv́ı vnitřńı energie
nezáviśı na zp̊usobu přechodu). Naopak dQ a dW nejsou úplné diferenciály; teplo a
práce charakterizuj́ı děj a ne stav. Prvńı věta termodynamiky vyjadřuje zákon zachováńı
energie (vznik nebo zánik energie neńı možný).
• Druhá věta termodynamiky: zavád́ı daľśı stavovou funkci, entropii,S. Všechny

př́ırodńı procesy jsou spojené s r̊ustem entropie, všechny vratné procesy jsou spojené
s jej́ı nulovou změnou. Existuje v́ıce formulaćı 2.VT, např. transformace tepla na práci
bez změny stavu tělesa nebo okoĺı neńı uskutečnitelná nebo v každém okoĺı každého stavu
teplotně homogenńıho systému existuj́ı adiabaticky nedosažitelné stavy.

Teplo je jedńım z ústředńıch pojmů termodynamiky a je proto obzvláště nepř́ıjemnou
záležitost́ı, že neńı ve tvaru úplného diferenciálu. Naštěst́ı lze ukázat, že vždy existuje
integračńı faktor, který teplo převede na diferenciálńı formu ve tvaru úplného diferenciálu.
Touto nově vzniklou úplnou diferenciálńı formou/veličinou je právě entropie a integračńı
faktor obsahuje termodynamickou teplotu

dS =
dQ
T

.

Tento vzorec tedy můžeme také považovat za formulaci druhé termodynamické věty (pro
vratný děj). Též můžeme ř́ıci, že S =

∫ 2
1
dQ
T je stavová funkce. Nebo že neńı možné

sestrojit periodicky pracuj́ıćı stroj, který by jen odeb́ıral teplo z rezervoáru a vykonával
práci (perpetuum mobile 2. druhu) . . .

1 resp. obecněji vnitřńı energie soustavy se m̊uže zvýšit dodaným teplem nebo přidáńım daľśıch částic
a sńı̌zit praćı, jež soustava vykonala, dU = dQ− dW + dUN , kde dUN = µdN . Koeficient úměrnosti µ se
nazývá chemický potenciál soustavy a záviśı na typu látky, ze které se soustava skládá.

2 diferenciál = malý př́ır̊ustek fce v́ıce proměnných. Např. k fci f(x, y) = x2 + y2 je prvńım dife-
renciálem výraz df = 2xdx + 2ydy. V termodynamice nás zaj́ımá předevš́ım obrácená úloha, tj. zda
existuje funkce, ke které by výraz byl prvńım diferenciálem. Výrazy tohoto typu se obecně nazývaj́ı
Pfaffovy diferenciálńı formy a zapisujeme je ve tvaru dω = ak(x)dxk. Položená otázka tedy je: Kdy je
Pfaffova forma ve tvaru úplného diferenciálu nějaké funkce? Obecně všechny diferenciálńı formy se děĺı
na dvě velké skupiny. Prvńı z nich neńı ve tvaru úplného diferenciálu nějaké funkce a tento typ nemá
žádné

”
hezké“ vlastnosti. Druhý typ je ve tvaru úplného diferenciálu nějaké funkce, má mnoho velmi

elegantńıch vlastnost́ı a velmi snadno se s ńım pracuje – plat́ı tzv. věta o pěti ekvivalenćıch: Necht’ má
diferenciálńı forma dω = akdxk koeficienty, které maj́ı spojité derivace do druhého řádu včetně. Potom
jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:
1) Existuje funkce f(x1, . . . , xn) taková, že forma je jej́ım prvńım diferenciálem, tj. koeficienty formy jsou
parciálńımi derivacemi této funkce: ak = ∂f/∂xk.
2) Existuje funkce φ taková, že křivkový integrál mezi dvěma body je jen rozd́ılem koncové a počátečńı

hodnoty této funkce (nazýváme ji potenciálem diferenciálńı formy):
∫ B

A
= akdxk = φB − φA.

3) Křivkový integrál mezi dvěma body nezáviśı na křivce (cestě integrace).
4) Křivkový integrál po jakékoli uzavřené křivce z diferenciálńı formy je nulový.
5) Koeficienty formy splňuj́ı relace: ∂ak/∂xl = ∂al/∂xk ∀ k, l.
Máme-li diferenciálńı formu, bud’ pro ni plat́ı všechny vlastnosti vyjmenované ve větě o pěti ekvivalenćıch
nebo žádná z nich. Neexistuje nic mezit́ım. Páté tvrzeńı je vlastně návodem jak poznat

”
správné“ dife-

renciálńı formy, tj. formy ve tvaru úplného diferenciálu. Ověř́ıme-li, že plat́ı vlastnost 5), plat́ı už i všechny
vlastnosti ostatńı. Ve fyzice bychom řekli, že koeficienty ak diferenciálńı formy tvoř́ı konzervativńı pole.
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Entropie charakterizuje mı́ru neuspořádanosti systému. Umožňuje matematicky for-
mulovat 2.VT, a tak kvantitativně vyjádřit podmı́nku pro nevratné procesy, které mohou
bez zásahu prob́ıhat v termodynamické soustavě jen v jednom směru (posloupnost těchto
děj̊u dána navýšeńım entropie – s časem roste, definujeme ”̌sipku času“). V isolovaných
soustavách prob́ıhaj́ı jen takové procesy, při nichž entropie roste. Přestane r̊ust, pokud
izolovaná soustava dosáhne rovnovážného stavu, který se vyznačuje maximálńı hodnotou
entropie za daných podmı́nek. 3

Spojeńım prvńı a druhé věty, dostaneme

dU ≤ TdS − dW

(rovnost plat́ı pro vratné děje).
• Třet́ı termodynamická věta nám ř́ıká, že neńı možné dosáhnout absolutńı nuly:

vratná nulová izoterma splývá s adiabatou. Též čistou látku nelze ochladit konečným
počtem pochod̊u na nulovou termodynamickou teplotu. Rovněž existuje Planckova defi-
nice limT→0 S = 0, tato zároveň umožňuje určit entropii jednoznačně, protože jej́ı nulová
hodnota př́ısluš́ı teplotě 0 K.

+ Pozn. o základńıch termodynamických procesech:
Izotermický, T je konst. → dT = 0, pro ideálńı plyn, kde je vnitřńı energie pouze fćı
teploty dostaneme dU = 0 → dQ = dW = pdV ; Boyle–Mariott̊uv zákon: pV = konst.
Izochorický, V je konst. → dV = 0, nekoná se práce, 1.VT bude mı́t tvar dQ = dU
Izobarický, p je konst. → dp = 0 → dW = p0dV
Adiabatický, C = 0, dQ = 0 → dU = −dW (např. prob́ıhá-li děj rychle, aby se
nestačila vyrovnat teplota s okoĺım . . . )
Polytropický, CL je konst., (dQ/dT ) = CL = konst.

+ Pozn. o Carnotově cyklu: Ideálńı C.c. je vratný cyklický děj (soustava se vraćı do p̊uvodńıho
stavu, změna entropie celého systému je 0), který se skládá ze dvou adiabatických a dvou izotermických
část́ı. Je to dobré schéma činnosti tepelných stroj̊u. Nakresĺıme-li si Carnot̊uv cyklus v pV -diagramu,
bude plocha, kterou křivky ohraničuj́ı, rovna źıskané práci. U Carnotova cyklu můžeme snadno určit jeho
účinnost (na adiabatách je dQ = 0):∫

1

dQ

T1
+

∫
2

dQ

T2
= 0 ⇒ Q1

Q2
=
T1

T2
.

Odtud plyne, že tepelná účinnost η = W/Q2 = |Q2−Q1|/Q2 = T2−T1/T2 id. Carn. cykl. záviśı pouze na
teplotě chladiče a ohř́ıvače, a nezáviśı na zp̊usobu jakým byl C.c. proveden ani na použité hmotě. Poměr
Q/Q0 = T/T0 byl položen za základ porovnáváńı termodynamických teplot dvou těles a jako základ
termodynamické teploty – je-li teplotou T0 zvolená základńı t.t., je uvedeným vztahem definována t.t.,
základńı teplotou je teplota trojného bodu vody = 273,16 K (stanoveno tak aby se K a ◦C co nejv́ıce
shodovaly).

§ Stavová rovnice, ideálńı plyn

Parametry popisuj́ıćı rovnovážný stav na sobě nejsou nezávislé, ale jsou svázány vztahy,
které nazýváme stavové rovnice. Rovnici, která stanovuje vnitřńı energii systému,
nazýváme kalorickou U = U(ai, T ), rovnice spojuj́ıćı ostatńı veličiny jsou rovnicemi
termickými Aj = Aj(ai, T ). V těchto vztaźıch a označuje vněǰśı parametry, A vnitřńı.
Stavovou rovnici nemůžeme v rámci termodynamiky odvodit.

3 ∃ Boltzmannova statistická definice enropie: S = klnwp, kde wp je počet mikrostav̊u (= počet zp̊uso-
b̊u realizace daného rozděleńı) u mikrokanonického rozděleńı (tj. pro uzavřený izolovaný soubor, viz též
str. 92). Pro směsi plat́ı Gibbs̊uv teorém: entropie směsi v objemu V je dána sumou entropíı komponent
v objemu V.
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Kalorická a termická stavová rovnice na sobě nejsou nezávislé, ale jsou svázány rovnićı

”devadesáti procent“

T

(
∂A

∂T

)
a

=
(
∂U

∂a

)
T

+A(a, T ) .

V termodynamice často studovaným systémem je ideálńı plyn. U ideálńıho plynu
předpokládáme, že nemá vnitřńı třeńı a je dokonale stlačitelný; přesně se ř́ıd́ı Boyle-
-Mariottovým zákonem (pV je konst.) a Gay-Lussacovým zákonem (při izobarickém ději
v id. plynu konstantńı hmotnosti je objem plynu V př́ımo úměrný jeho termodynamické
teplotě); rozměry molekul i.p. jsou zanedbatelně malé ve srovnáńı se středńı vzdálenost́ı
molekul od sebe + molekuly i.p. na sebe kromě vzájemných srážek nep̊usob́ı + vzájemné
srážky molekul i.p. a srážky těchto molekul se stěnami jsou dokonale pružné. Většinu
plyn̊u lze za běžných podmı́nek považovat za ideálńı.4

Termická, resp. kalorická stavová rovnice pro ideálńı plyn má tvar

p =
nRT

V
=
nNakT

V
, resp. U = n(cV T + U0) .

Jeden ze složitěǰśıch model̊u popisuj́ıćıch plyn je model van der Waalsova plynu(
p+

n2a

V 2

)
(V − nb) = nRT .

V tomto modelu započ́ıtáváme jednak přitažlivé śıly, kterými na sebe molekuly plynu
p̊usob́ı, započteńım vnitřńıho tlaku, který vzájemným p̊usobeńım vytvářej́ı, jednak od-
pudivé śıly p̊usob́ıćı na bĺızké vzdálenosti zmenšeńım objemu, do kterého ”jedna molekula
ostatńı pust́ı“.

Též lze napsat stavové rovnice pro zářeńı absolutně černého tělesa

p =
1
3
σT 4 , resp. U = σV T 4 .

§ Základy molekulové fyziky, kinetická teorie

Molekulová fyzika vykládá chováńı makroskopických systémů z vlastnost́ı molekul a ze
statistických zákonitost́ı, ale vzájemné chováńı molekul popisuje fenomenologicky, aniž
by se snažila o jeho vysvětleńı.

Důležitou charakteristikou pohybu molekul je jejich rychlost; chceme-li znát takové

”rychlostńı spektrum“ je často vhodné použ́ıt Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı

ρ(~r, ~p) = e−E/kT (E = mv2/2 + U)

ve tvaru
dn(~r, ~r + d~r, ~p, ~p+ d~p)

N
= e−

E
kT dxdydzdpxdpydpz .

Speciálně např́ıklad pro molekuly, na které nep̊usob́ı žádné śıly, dostaneme (přeintegrová-
ńım přes objem [rychlostńıho prostoru], převedeńım do sférických souřadnic a přeintegro-
váńım přes úhlovou část) výraz pro pravděpodobnost, že molekula se pohybuje rychlost́ı v

dPv =
dn
N

=
(

m

2πkT

)3/2

e−
mv2

2kT 4πv2dv .

4 Pro adiabatický děj v id. plynu plat́ı tzv. Poisson̊uv zákon: pV κ = konst., kde κ = CP /CV
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Z tohoto výrazu můžeme určit nejpravděpodobněǰśı rychlost, středńı rychlost, středńı
kvadratickou rychlost, apod.5 (viz str. 98)

Vnitřńı energie je pro jakýkoliv model plynu dána jako součet energíı všech mole-
kul; je tedy součtem kinetických energíı molekul, jejich potenciálńıch energíı ve vněǰśım
poli i potenciálńıch energíı vzájemného p̊usobeńı a vnitřńıch potenciálńıch energíı daných
strukturou molekuly (změny vedou k excitaci, ionizaci . . . ). Uvažujeme-li speciálńı př́ıpad
ideálńıho plynu bez vněǰśıch vliv̊u, budou mı́t jeho molekuly pouze kinetickou energii

Ēk =
1
2
mv̄2 .

Středńı hodnotu čtverce rychlosti můžeme určit z MB

v̄2 =
∫ ∞

0
v2ρ(v)dv =

3
2

2kT
m

→ Ēk =
3
2
kT ,

což se formuluje jako ekvipartičńı teorém: v ideálńım plynu bez vnitřńıch stupň̊u
volnosti plat́ı, že každý stupeň volnosti molekuly přidává středńı energii člen kT/2, po-
drobněji viz dále, část Statistická fyzika.

Tlak plynu můžeme modelovat jako srážky molekul se stěnami nádoby. Naraźı-li
molekula na stěnu nádoby, předá j́ı hybnost ∆px = 2mvx. Za dobu t naraźı molekula cel-
kově tvx/2l-krát (l je vzdálenost mezi protěǰśımi stěnami nádoby, mezi kterými molekula
ĺıtá a odráž́ı se tam a zpět) a předá tedy celkovou hybnost tmv2/l. Jednotlivé nárazy
na stěnu nahrad́ıme středńı silou ∆px = Fxt = tmv2/l, která vyvolává na stěnu tlak
p = Fx/S = mv2

x/V . Celkový tlak všech molekul má tedy tvar

p =
N

V
mv̄2 = 2

N

V
Ēk = 2

N

V

1
2
kT

a pro jeden mol dostáváme stavovou rci ideálńıho plynu

pV = NAkT = RT .

§ Poznámka o transportńıch jevech

Patř́ı sem viskozita tekutin, tepelná vodivost, difúze . . .
Vlivem neuspořádaného tepelného pohybu molekul docháźı v plynu ke srážkám mo-

lekul. Pokud se v plynu vyskytnou makroskopické oblasti r̊uzné hustoty nebo teploty,
překládá se přes neuspořádaný pohyb pohyb uspořádaný, který má vyrovnat zmı́něné
nehomogenity. 6

5 • Boltzmannovo rozděleńı udává rozděleńı molekul id. plynu, na který p̊usob́ı vněǰśı silové pole,
a který je ve stavu tepelné rovnováhy. Jestliže je v plynu N molekul, pak relativńı četnost mole-
kul dn/N v elementu dV = dxdydz je dána dn/N = ϕ(x, y, z)dxdydz, kde ϕ je tzv. rozdělovaćı
fce ϕ(x, y, z) = Ae−Ep(x,y,z)/kT vyjadřuj́ıćı B. rozděleńı. Konstanta A se urč́ı z normovaćı podmı́nky
A

∫ ∫ ∫
e−Ep/ktdxdydz = 1.

• Maxwellovo rozděleńı naopak udává rozděleńı rychlost́ı molekul plynu, který je ve stavu termodyna-
mické rovnováhy. Pro plyn z N stejných molekul analogicky dostáváme dn/N = f(vx, vy, vz)dvxdvydvz,

rozdělovaćı fce vyjadřuj́ıćı Max. rozd. rychlost́ı f(vx, vy, vz)(m/2πkT )3/2e−m(v2
x+v2

y+v2
z)/2kT .

• Obecně tyto vycháźı z klasického M-B rozděleńı dP (p, q) = ρ(p, q)dpdq = Ae−E(p,q)/kT dpdq, kde
E(p, q) = T (p) + U(q), tedy dP (p, q) = A.eT (p)/kT .e−U(q)/kT dpdq. Ovšem v klasické fyzice je rozděleńı
souřadnic a hybnost́ı nezávislé, dostáváme tak rozděleńı Maxwellovo dPp(p) = a.e−T (p)/kT dp a Bolt-
zmannovo dPq(q) = b.e−U(q)/kT dq.

6 Obecně makroskopické toky vznikaj́ı jako následek gradient̊u př́ıslušných veličin. Nejsou-li tyto gra-
dienty př́ılǐs velké, můžeme tyto toky vyjádřit jako lin. fce těchto gradient̊u, viz např. Fick̊uv zákon pro
dif̊uzi, Ohmův zákon pro el. vodivost . . .
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Tento uspořádaný pohyb je pak př́ıčinou jev̊u přenosu. Pokud se vyrovnávaj́ı rozd́ıly
koncentrace uvnitř plynu, docháźı k difúzi. Máme-li na počátku dva r̊uzné plyny, které
se setkaj́ı, dojde v poměrně krátké době k jejich promı́seńı, a to i proti gravitaci (tj. těžš́ı
plyn byl p̊uvodně dole, lehč́ı nahoře). Můžeme napsat zákon zachováńı částic ve tvaru

∂n

∂t
+∇. ~Jn = 0

pomoćı změny koncentrace a toku. Tok je množstv́ı částic, které projde jednotkou plochy
za jednotku času a můžeme pro něj psát Fick̊uv zákon difúze

~Jn(~r, t) = −D∇n(~r, t) ,

kde D je součinitel difúze [m2/s](lze vyjádřit pomoćı středńı rychlosti a středńı volné
dráhy molekul; obecně fćı teploty, tlaku a složeńı směsi). Použijeme-li nav́ıc výše uvedený
zákon zachováńı částic, zjist́ıme, že výsledná diferenciálńı rovnice má tvar rovnice vedeńı
tepla

∂n(~r, t)
∂t

= D∆n(~r, t) .

Pokud se nepřenáš́ı částice, ale energie, docháźı k přenosu tepla. Důvodem difúze
jsou r̊uzné chemické potenciály, d̊uvodem přenosu tepla r̊uzné teploty uvnitř plynu. Ana-
logicky lze tedy pro tok tepla (vedeńı, kondukce) źıskat ~q = −λ gradT (~q je hustota
tepelného toku, λ součinitel tepelné vodivosti).
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4.2 Statistická fyzika

§ Makrostavy a mikrostavy, ťŕıdy systémů

Stav souboru v každém časovém okamžiku určuj́ı stavy jeho jednotlivých systémů (částic).
Udáńım stavu každého systému určujeme mikrostav souboru. Výsledný stav, který
budeme bezprostředně pozorovat = makrostav souboru.

I když se z makroskopického hlediska stav souboru s časem neměńı, může se měnit
na mikroskopické úrovni – soubor bude přecházet z jednoho mikrostavu do jiného. Daný
stav může být tvořen r̊uznými mikrostavy.

Základńı předpoklad statistické fyziky (ergodická hypotéza) pak zńı: pravděpodobnost
výskytu souboru v kterémkoli z jeho př́ıpustných mikrostav̊u je stejná.

Na základě této hypotézy lze určit pravděpodobnost výskytu r̊uzných makrostav̊u.
Nejpravděpodobněǰśı je ten makrostav, který odpov́ıdá maximálńımu počtu mikrostav̊u.

Tvar výrazu pro pravděpodobnost výskytu a rozdělovaćı fce záviśı mimo jiné na tom,
jakými pohybovými zákony se př́ıslušné systémy ř́ıd́ı.

Systémy pro které vyhovuj́ı zákony klasické mechaniky maj́ı spojité spektrum energie
a jsou rozlǐsitelné. Jejich statistické zákonitosti popisuje klasická (Maxwellova-
-Boltzmannova) statistika.

Systémy ř́ıd́ıćı se zákony kvantové mechaniky maj́ı diskrétńı spektrum energie a jsou
nerozlǐsitelné. 7 Jejich stat. zákonitosti popisuje kvantová statistika. Podle chováńı
vlnové fce při vzájemné výměně systémů děĺıme nerozlǐs. syst. na bosony a fermiony.

Bosony jsou systémy, jejichž vlnová funkce je symetrická v̊uči vzájemné výměně dvou
systémů a složka spinu se rovná celoč́ıselnému násobku Planckovy konstanty h̄ (nebo 0).
Mezi bosony patř́ı např. fotony či částice složené ze dvou kvark̊u (mezony). Pro bosony
neexistuje omezeńı jejich výskytu v žádném kvantovém stavu. Soubory boson̊u popisuje
Boseho-Einsteinova statistika.

Fermiony jsou systémy, jejichž vlnová funkce je antisymetrická (v̊uči vzájemné výmě-
ně dvou systémů) a složka spinu se rovná lichému násobku poloviny Planckovy konstanty.
Patř́ı sem např. elektrony, též protony, neutrony (tj. částice tvořené třemi kvarky – ba-
ryony) . . . Pro fermiony plat́ı Pauliho princip, podle něhož každý kvantový stav může
být obsazen nejvýše jedńım fermionem. Je tedy zřejmé, že statistický popis fermion̊u a
boson̊u se bude lǐsit. Soubory fermion̊u popisuje Fermiho-Diracova statistika.

M-B statistika je limitńım př́ıpadem B-E i F-D statistiky.

§ Rozděleńı

Necht’ ∃ soubor složený z n neinteraguj́ıćıch systémů. Předpokládejme, že spektrum
energíı studovaných systémů je diskrétńı. Př́ıpustné energetické hladiny oč́ıslujeme Ei,
stupeň jej́ı degenerace 8 (degeneračńı faktor) označme gi. Počet systémů jejichž energie
je rovna Ei bude tzv. obsazovaćı č́ıslo i-té hladiny ni.

7 V kvantové teorii můžeme předpovědět jen pravděpodobnost výskytu částice v nějakém mı́stě a čase.
Tato pravděpodobnost má maximum v mı́stě klasické trajektorie a se vzdálenost́ı od ńı exponenciálně
ubývá a dosti daleko od klasické trajektorie je sice velmi malá, nikoli však nulová. Máme-li dvě stejné
částice, nikdy si nemůžeme být jisti, která částice je která. Pravděpodobnost výskytu jedné částice v
mı́stě druhé je nenulová. Hovoř́ıme o tom, že stejné částice jsou nerozlǐsitelné. To ve svém d̊usledku vede
k rozděleńı všech částic na dva základńı typy, fermiony a bosony.

8 Degenerace = př́ıpad, kdy r̊uzným vlastńım fćım př́ısluš́ı stejné vlastńı hodnoty vybrané pozorova-
telné veličiny (zpravidla energie); jako mı́ra d. se uvád́ı počet vlastńıch fćı se stejnou vlastńı hodnotou.
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Uvažujeme uzavřený soubor, tj. celková energie E a počet částic n se neměńı – plat́ı
ZZE a ZZpočtu systémů:

r∑
j=1

njEj = E a
r∑
j=1

nj = n .

Množina {nj} všech obsazovaćıch č́ısel splňuj́ıćı dané ZZ se nazývá rozděleńı a charakte-
rizuje jeden makrostav souboru. Makrostav se nezměńı vzájemnou výměnou kterýchkoliv
dvou systémů→ hledáme počet w mikrostav̊u tvoř́ıćıch daný makrostav, tj. počet zp̊usob̊u
realizace. Ten muśıme poč́ıtat r̊uzně pro jednotlivé tř́ıdy systémů.

a) rozlǐsitelné systémy: bez omezeńı. Mějme n systémů v makrostavu {nj}. Mi-
krostavy tvoř́ıćı makrostav mohou vznikat jednak vzájemnou výměnou systémů mezi
r̊uznými hladinami = chceme určit počet rozděleńı n rozlǐsitelných systémů na r rozlǐsi-
telných hladin, tak aby na 1. hladině bylo právě n1 systémů, na 2. hladině n2 . . .

w′r =
n!∏r

j=1 nj !

a jednak výměnou systémů mezi r̊uznými stavy na téže hladině energie; pro gj násobně
degenerovanou hladinu obsazenou nj systémy je počet mikrostav̊u gnj

j , pro všechny hla-
diny dostaneme součin

w′′r =
r∏
j=1

g
nj

j .

Celkový počet mikrostav̊u tvoř́ıćıch daný makrostav je pro rozlǐsitelné systémy roven
součinu obou výraz̊u, tj.

wr = n!
r∏
j=1

g
nj

j

nj !

Analogický postup lze aplikovat na ostatńı tř́ıdy systémů.
b) Bosony: nerozlǐsitelné (mikrostavy lǐśıćı se pouze výměnou systémů mezi r̊uznými

hladinami energie jsou totožné), obsazeńı nepodléhá omezeńı, tj. celkový počet mik-
rostav̊u tvoř́ıćıch makrostav je dán součinem počtu mikrostav̊u na jednotlivých hladinách

wB =
r∏
j=1

(nj + gj)!
nj !gj !

.

c) Fermiony: nerozlǐsitelné, Pauliho princip → žádný stav nemůže být obsazen v́ıce
než jedńım systémem, u fermion̊u tedy plat́ı nj ≤ gj . Celkem dostaneme

wF =
r∏
j=1

gj !
nj !(gj − nj)!

.

• Mikrokanonické rozděleńı: soubor může vyměňovat energii s okoĺım, ale počet
systémů je stálý.9 Nejpravděpodobněǰśı je ten makrostav, jenž je tvořen největš́ım počtem
mikrostav̊u. Vlastnosti reálného souboru v termodynamické rovnováze jsou (do značné
mı́ry přesnosti) vlastnostmi tohoto nejpravděpodobněǰśıho makrostavu.

9 Těž existuje grandkanonické rozděleńı, u něhož se připoušt́ı výměna částic s okoĺım, prvńı větu TD
uvažujeme v plném rozsahu . . .
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Určujeme tedy při jakých hodnotách proměnných nj nabývá maxima výraz w. Jed-
nodušš́ı je určit při jakých hodnotách nabývá maximum výraz lnw (jenž nabývá extrémů
ve stejných bodech), proměnné nj považujeme (vzhledem k jejich velikosti) za spojité.
Jde o úlohu určit extrém fce s vedleǰśımi podmı́nkami ZZE a ZZpočtu systémů, řeš́ıme
pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u:

∂ lnwp
∂ni

+ α
∂n

∂ni
+ β

∂E

∂ni
= 0 ∀ i ∈ 〈1, r〉 (∗)

r∑
j=1

nj − n = 0 a
r∑
j=1

njEj − E = 0

Dostáváme r+2 rovnic pro neznámé ni, α, β. Protože je vždy ∂n/∂ni = 1 a ∂E/∂ni = Ei,
dostáváme

∂( lnwp)
∂ni

+ α+ βEi = 0 ∀i (∗∗)

S uvážeńım velikosti obsazovaćıch č́ısel a degeneračńıch faktor̊u lze už́ıt tzv. Stirlin-
gova přibližného vzorce 10 a nav́ıc v něm klást lnn − 1 = lnn. Dostáváme tak jeho
zjednodušený tvar

lnn! = n lnn− n = n( lnn− 1) .= n lnn .

Pro soubor rozlǐsitelných systémů = Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı
máme

wr = n!
r∏
j=1

g
nj

j

nj !

lnwr = n lnn+
∑

nj ln gj −
∑

nj lnnj
.= n lnn+

∑
nj ln

gj
nj

∂ lnwr
∂ni

= ln
gi
ni
− ni

1
ni

.= ln
gi
ni

Dosazeńım do (∗∗) dostaneme

ln
gi
ni

+ α+ βEi = 0

ln
ni
gi

= α+ βEi

ni = gie
α+βEi ∀ i .

Analogickým (ale podstatně zdlouhavěǰśım výpočtem) źıskáme pro bosony Boseho-
-Einsteinovo

ni =
gi

e−α−βEi − 1
, ∀ i

a pro fermiony Fermiho-Diracovo rozděleńı

ni =
gi

e−α−βEi + 1
, ∀ i .

10 n! =
√

2πnnne−n → lnn!
.
= (n + 1

2
) lnn − n + 1

2
ln (2π) → pro velká n pak daľśı aproximace

lnn! → n lnn− n



92 KAPITOLA 4. TERMODYNAMIKA A STATISTICKÁ FYZIKA

Vlastnosti logaritmu nejpravděpodobněǰśıho rozděleńı lnwp:
1) w je určeno jednoznačně zadáńım obsazovaćıch č́ısel {nj} → lnwp je jednoznačnou
funkćı makrostavu souboru
2) počet zp̊usob̊u realizace nejpravděpodobněǰśıho rozděleńı souboru složeného ze dvou
nezávislých podsoubor̊u je dán součinem počt̊u zp̊usob̊u realizace wpI a wpII nejpravdě-
podobněǰśıch rozděleńı d́ılč́ıch soubor̊u, tj. wp(I+II) = wpI .wpII a odtud

lnwp(I+II) = lnwpI + lnwpII

3) přechod izolovaného souboru z makrostavu 1 do makrostavu 2 může nastat jen v
př́ıpadě, že wp2 ≥ wp1, nebot’ rovnovážný stav souboru je stav s maximálńım počtem
mikrostav̊u. Odtud

lnwp2 ≥ lnwp1

a tedy hodnota lnwp nikdy neklesá a při vratných děj́ıch z̊ustává konstantńı! Vlastnosti
lnwp jsou shodné s vlastnostmi entropie zavedené v termodynamice a dostáváme tak
Boltzmannovu statistickou definici entropie

S = k ln wp .

Vyjdeme-li z (∗), vynásob́ıme-li každou z těchto rovnic diferenciálem dni a sečteme
je přes všechna i, dostaneme

r∑
i=1

∂( lnwp)
∂ni

dni + α
r∑
i=1

∂n

∂ni
dni + β

r∑
i=1

∂E

∂ni
dni = 0

resp.
d( lnwp) + αdn+ βdE = 0 .

Odtud plyne (
∂ lnwp
∂E

)
n

= −β a
(
∂ lnwp
∂n

)
E

= −α

Jejich přenásobeńım Boltzmannovou konstantou dostaneme(
∂S

∂E

)
n

= −kβ a
(
∂S

∂n

)
E

= −kα .

Z termodyn. máme pro entropii souboru, který nekoná/nepřij́ımá práci (dW = 0)

dS =
1
T

dE − µ

T
dn ,

a tedy (
∂S

∂E

)
n

=
1
T

a
(
∂S

∂n

)
E

= −µ
T
.

Srovnáńım źıskáme
β = − 1

kT
a α =

µ

kT
.

Pro jednotlivá statistická rozděleńı tak lze psát finálńı výsledek

ni B/F/r =
gi

e
Ei−µ

kT − /+ /nic 1
.
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§ Statistická interpretace I. a II. věty termodynamické

Diferenciál Boltz. stat. def. entropie je

dS = kd( lnwp) ,

kde wp je počet zp̊usob̊u realizace nejpravděpodobněǰśıho rozděleńı. Protože wp je funkćı
pouze obsazovaćıch č́ısel ni, můžeme psát

dS = k
r∑
i=1

∂ lnwp
∂ni

dni

a za derivaci logaritmu dosadit z podmı́nky (**). Dostaneme tak

dS = k
∑

(−α− βEi)dni = −αk
∑

dni − βk
∑

Eidni .

Prvńı výraz je roven nule (pro mikrokanonické rozděleńı,
∑

dni = d
∑
ni = dn), do

druhého dosad́ıme β = −1/kT a dostaneme

dS =
1
T

∑
Eidni .

Protože II.VT je ve stavu rovnováhy dQ = TdS, obdrž́ıme srovnáńım statistickou
interpretaci tepla dodaného do souboru

dQ =
∑

Eidni .

Teplo, které soubor přijme z okoĺı při vratném ději, je rovno té části změny energie sou-
boru, která je výsledkem změny rozděleńı systémů mezi jednotlivými hladinami energie.
Teplo je tedy pojem, jenž neńı definován v čisté mechanice, nebot’ úzce souviśı s neme-
chanickým pojet́ım teploty.

I.VT pro uzavřený soubor je dE = dQ− dW . Vnitřńı energie souboru E je totožná
s úhrnnou energíı všech systémů E =

∑r
i=1 niEi a pro jej́ı diferenciál tak dostáváme

dE =
∑

Eidni +
∑

nidEi .

Prvńı výraz je roven teplu dQ (viz předchoźı odstavec), význam druhého źıskáme srovná-
ńım s I.VT: ∑

nidEi = −dW .

§ Poznámky k jednotlivým rozděleńım, Boltzmannova rce

Pro rozlǐsitelné systémy se multiplikátor α určuje zpravidla jinak než vztahem µ/kT .
Dosad́ıme-li M-B rozděleńı do ZZpočtu systémů a užijeme-li pro druhý multiplikátor
β = −1/kT , dostaneme

r∑
i=1

gie
α−Ei/kT = n ,

odkud plyne
eα =

n∑
gie

− Ei
kT

.
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Funkce ve jmenovateli se nazývá partičńı funkce, označuje se

Z =
r∑
i=1

gie
− Ei

kT

a jedná se o základńı funkci už́ıvanou pro výpočet termodynamických vlastnost́ı rozlǐsi-
telných systémů. Též se j́ı ř́ıká stavová suma, nebot’ ji lze psát i ve tvaru

∑
s e
−Es/kT , kde

sč́ıtáme přes všechny př́ıpustné stavy systémů. Užit́ım partičńı fce lze psát eα = n/Z,
odtud α = ln n

Z a M-B můžeme zapsat

ni =
n

Z
gie

− Ei
kT . 11, 12

Mějme dvě r̊uzné energetické hladiny, např. Ei < Ej . Nejpravděpodobněǰśı obsazovaćı
č́ısla těchto hladin jsou

ni = gie
− Ei

kT a nj = gje
−

Ej
kT ,

a jejich vzájemný poměr je (Boltzmannova rovnice)

nj
ni

=
gj
gi
e−

Ej−Ei
kT .

Protože Ej − Ei > 0 a T > 0, je
nj
ni

<
gj
gi
.

11 M-B rozděleńı, se kterým se relativně snadněji pracuje než s B-E a F-D rozděleńım, je limitou těchto
rozděleńı pro e−α−βEi � 1, tj. pro ni/gi � 1 (dle ni/gi = 1/(e−α−βEi ∓ 1)). Pokud tato podmı́nka
plat́ı ∀i mluv́ıme o

”
rozředěných systémech“ (většina stav̊u neńı obsazena). Polož́ıme-li pro jednoduchost

Ei = 0, budou pro i 6= 1 hodnoty Ei > 0 a maximálńı ni/gi bude pro n1/g1 = eα. Na základě vztahu
ni/gi ≤ n1/g1 = eα = n/Z (viz předchoźı odstavec). Odtud

n

Z
� 1 ,

což je podmı́nka použitelnosti klasického M-B rozděleńı pro bosony a fermiony. (U rozředěného souboru
je pravděpodobnost výskytu dvou systémů v jednom stavu nepatrná, st́ırá se tedy rozd́ıl mezi bosony a
fermiony). M-B rozd. je tedy vhodné pro statistický popis reálných plyn̊u (n/Z ∼ 10−5), ale nevhodné
pro popis např. elektronového plynu v kovech (n/Z ∼ 103).

12 Partičńı suma má jednoznačný vztah k volné energii a můžeme ji určit z experimentálńıho měřeńı
volné energie: F = −kT lnZ. (Volná energie společně s entalpíı či Gibbsovým potenciálem patř́ı mezi
daľśı veličiny, jež tvoř́ı diferenciálńı formy ve tvaru úplného diferenciálu.) + Při ńızkých teplotách je
nutno vždy použ́ıt kvantovou statistiku. Vı́me, že pro teplotu 0 K jsou všechny fermiony na nejnižš́ıch
hladinách energie (př́ıpustných dle Pauliho principu). To lze učinit jedńım nebo nejvýše několika málo
zp̊usoby. Bosony budou všechny na nejnižš́ı energetické hladině, což lze opět uskutečnit jen velmi malým
počtem zp̊usob̊u. Proto je entropie zavedená Boltzmannovou definićı rovna 0 resp. několika málo k a ve
srovnáńı s hodnotami entropie při běžných teplotách ≥ 1024 můžeme psát S = 0 pro T = 0.
Chováńı rozděleńı v lim T → 0 je na obrázku, N̄i je středńı počet částic v i-tém stavu, εi je energie
i-tého stavu. Fermiony : všechny stavy jsou zaplněné po jedné částici až po tzv. Fermiho mez εF = µ.
Nad Fermiho meźı jsou stavy neobsazené. Fermiho mez je tak posledńı obsazenou energetickou hladinou
při nulové teplotě. Chemický potenciál je při absolutńı nule roven Fermiho mezi. Fermiony se chovaj́ı

”
nesnášenlivě“. Je-li nějaký stav obsazen částićı, daľśı částice již tento stav nemůže obsadit. Při absolutńı

nule se snaž́ı zaujmout stav s co nejnižš́ı energíı. Jeli již obsazen, obsad́ı nejbližš́ı daľśı volný. T́ım dojde
k tomu, že při absolutńı nule jsou obsazené všechny stavy až po Fermiho mez. Bosony : Při absolutńı nule
všechny obsad́ı základńı energetický stav. V reálných systémech je počet částic konečný. Stav látky při
kterém se částice hromad́ı v základńım stavu nazýváme bosonový kondenzát.
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Vid́ıme tedy, že vyšš́ı energetická hladina, je obsazena méně (relativně ke stupni degene-
race). Tento poměr je t́ım výrazněǰśı, č́ım nižš́ı je teplota souboru. Při ńızkých teplotách
zvýhodňuje M-B rozd. obsazeńı nižš́ıch energetických hladin. Při vysokých teplotách
Ej − Ei � kT je nj/ni

.= gj/gi, tj. obsazeńı hladin je úměrné počtu stav̊u na nich.
Statistická rovnováha tedy představuje rovnováhu mezi silami tepelného vlivu, které
maj́ı tendenci k rovnoměrnému obsazováńı všech hladin a mechanickou tendenćı souboru
zauj́ımat stavy s nejnižš́ı možnou energíı.

§ Klasická statistika a jej́ı aplikace – Liouville̊uv a ekvipartičńı teorém . . .

Má-li systém f stupň̊u volnosti, udává jeho stav v každém časovém okamžiku f obecných
souřadnic q1, q2, . . . , qf a f jim přǐrazených hybnost́ı p1, p2, . . . , pf . Různé stavy každého
systému tak můžeme zobrazit bodem ve fázovém prostoru Γs, tzv. representativńı
bod systému. Dim je 2f . Měńı-li se s časem stav systému, vytvoř́ı representativńı body
ve fázovém prostoru fázovou trajektorii systému. Pro časovou změnu souřadnic a
impuls̊u plat́ı HKR q̇i = ∂H/∂pi a ṗi = −∂H/∂qi. Pravděpodobnost, že representativńı
bod systému se bude nacházet v časovém okamžiku t v objemovém elementu dΦs = dqdp
označme dws. Tuto pravděpodobnost lze psát

dws = ρs(q, p, t)dΦS ,

kde fce všech souřadnic a impuls̊u představuje hustotu rozděleńı pravděpodobnosti v Γs
= rozdělovaćı fce systému. Splňuje normovaćı podmı́nku∫

Γs

ρs(q, p, t)dΦs = 1.

• Liouville̊uv teorém
Pokusme se určit výraz pro časovou změnu rozdělovaćı funkce v daném mı́stě prostoru
Γ. Pro jednoduchost budeme uvažovat, že zobrazujeme stavy N nezávislých identických
systémů (stejné složeńı, stejný počet stupň̊u volnosti . . . ) Stav každého systému je v
každém časovém okamžiku popsán jedńım representativńım bodem v prostoru Γ, pro N
systémů tak dostáváme v každém časovém okamžiku N representativńıch bod̊u.

Vytkněme si nyńı objemový element dΦ prostoru Γ. Počet representativńıch bod̊u
uvnitř objemu dΦ v časovém okamžiku t bude

Nρ(q, p, t)dΦ .

Též zavedeme vektor rychlosti pohybu representativńıch bod̊u

~vr = (q̇(1)
1 , ṗ

(1)
1 , . . . , q̇

(n)
f , ṗ

(n)
f ) .
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Počet zobrazovaných systémů je stálý→ celkový úbytek počtu systémů z libovolného
objemu ∆Φ je roven počtu systémů, které projdou za daný čas plochou S ohraničuj́ıćı
∆Φ:

− ∂

∂t

∫
∆Φ

NρdΦ =
∮
S
Nρ~vrd~S ,

užit́ım Gaussovy věty i.p. dostaneme

−
∫
∆Φ

∂ρ

∂t
dΦ =

∫
∆Φ

divr(ρ~vr)dΦ ,

−
∫
∆Φ

[
∂ρ

∂t
+ divr(ρ~vr)

]
dΦ = 0 .

Muśı platit pro libovolný objem, tedy

∂ρ

∂t
+ divr(ρ~vr) = 0 . (4)

Dále lze psát

divr(ρ~vr) =
N∑
j=1

f∑
i=1

[
∂(ρq̇(j)i )

∂q ji
+
∂(ρṗ(j)

i )

∂p ji

]
=

=
N∑
j=1

f∑
i=1

[
∂ρ

∂q
(j)
i

q̇i
(j) +

∂ρ

∂p
(j)
i

ṗi
(j) + ρ

(
∂q̇

(j)
i

∂q
(j)
i

+
∂ṗ

(j)
i

∂p
(j)
i

)]
.

Z Hamiltonových rovnic plyne

∂q̇
(j)
i

∂q
(j)
i

+
∂ṗ

(j)
i

∂p
(j)
i

=
∂

∂q
(j)
i

(
∂H

∂p
(j)
i

)
+

∂

∂p
(j)
i

(
− ∂H

∂q
(j)
i

)
= 0 ,

Dostáváme tak 1. formulaci Liouvilleova teorému

∂ρ

∂t
= −

N∑
j=1

f∑
i=1

(
∂ρ

∂q
(j)
i

q̇i
(j) +

∂ρ

∂p
(j)
i

ṗi
(j)

)
.

Uvědomı́me-li si, že ρ = ρ(q, p, t), plat́ı

dρ
dt

=
∂ρ

∂t
+

N∑
j=1

f∑
i=1

(
∂ρ

∂q
(j)
i

q̇i
(j) +

∂ρ

∂p
(j)
i

ṗi
(j)

)
,

źıskáme
dρ
dt

= 0 ,

což je 2. formulace Liouvilleova teorému: Celková časová změna hustoty rozděleńı
pravděpodobnosti ve fázovém prostoru souboru podél jeho trajektorie je rovna nule nebo
hustota (rozdělovaćı funkce) se neměńı a pravděpodobnost výskytu systém̊u ve fázovém
prostoru se chová jako nestlačitelná kapalina. Jedná se o analogii rce kontinuity.
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Důsledkem L.t. je zachováńı objemu fázového prostoru při pohybu representativńıch
bod̊u13 a existence pouze jediné veličiny (energie) na které může záviset rozdělovaćı fce
systému (a tedy i objem fázového prostoru je pouze funkćı energie systému).

• Daľśı dodatek k M-B rozděleńı
Energetické spektrum kvantově mechanických systémů je zpravidla degenerované. Kla-
sické mechanice je pojem degenerace ciźı. Pro skutečně klasický zápis M-B rozděleńı tak
využijeme skutečnosti, že existuje těsná souvislost mezi objemem ve fázovém prostoru a
počtem kvantových stav̊u v něm: počet kvantových stav̊u v objemu ∆Φ fázového prostoru
systému je roven přibližně

∆g .=
∆Φ
hf

,

kde f je počet stupň̊u volnosti.14

Použit́ım tohoto vztahu lze vypoč́ıtat degeneračńı faktor pro M-B rozděleńı

gi =
dq1. . . . .dqf .dp1. . . . .dpf

hf
.

Jsou-li jednotlivé energetické hladiny natolik těsně uspořádány, že můžeme přej́ıt ke
spojitému spektru, nahrad́ıme jednotlivé energetické hladiny úzkým intervalem energíı
(E,E + dE), uvnitř něhož je faktor e−βE prakticky konstantńı. Při výpočtu partičńı fce
přejdeme od sč́ıtáńı k integraci, tj.

Z =
∫
(q1)

. . .

∫
(pf )

e−
E
kT dq1. . . . .dqf .dp1. . . . .dpf

hf

a M-B rozděleńı přejde na

dn
n

=
dq1. . . . .dqf .dp1. . . . .dpf

Z.hf
,

kde dn/n je relativńı počet stav̊u systému se souřadnicemi a impulsy v objemovém ele-
mentu dq1 . . .dpf . Celkem dostáváme nejčastěji už́ıvaný tvar M-B rozděleńı

dn
n

=
e−

E
kT dq1. . . . .dpf∫

(q1) . . .
∫
(pf ) e

− E
kT dq1. . . . .dpf

.

13 V okamžiku t vytkneme ve fázovém prostoru objem 4Φ. Počet representativńıch bod̊u v tomto
objemu je ∆N = ρ(q, p, t)∆Φ. Představme-si, že objem ∆Φ je ohraničen blánou. Pomoćı HKR jsou
v každém bodě prostoru Γ určeny směrnice tečen fázových trajektoríı, a to jednoznačně → dvě r̊uzné
trajektorie se nemohou protnout → obalová blána se může posunout, roztáhnout, smrštit, ale žádné
body j́ı nemohou proj́ıt →

d

dt
(∆N) = 0 .

Odtud plyne
d

dt
(ρ∆Φ) =

dρ

dt
∆Φ + ρ

d(∆Φ)

dt
= 0 .

Dle L.t. je dρ/dt = 0, muśı tedy platit

d

dt
(∆Φ) = 0 . QED

14 Souviśı s relacemi neurčitosti ∆qi.∆pi
.
= h, takže poloha systému ve 2f rozměrném prostoru je

nejistá v objemovém elementu ∆q1. . . . .∆qf .∆p1. . . . .∆pf
.
= hf . Protože neurčitost vycháźı př́ımo ze

základ̊u kvantové mechaniky, je přirozené předpokládat, že tento objem souviśı s jednotlivým kvantovým
stavem.
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Použit́ım tohoto výrazu na soubor molekul ideálńıho plynu zjist́ıme, že relativńı počet
molekul, které maj́ı souřadnice z interval̊u (x, x + dx), (y, y + dy), . . . , (pz, pz + dpz) je
roven

dn(x, y, z, px, py, pz)
n

=
e−

1
2mkT

(p2x+p2y+p2z).e−
1

kT
(x+y+z)dxdydzdpxdpydpz∫

x . . .
∫
pz
e−

1
2mkT

(p2x+p2y+p2z).e−
1

kT
(x+y+z)dxdydzdpxdpydpz

.

Odtud je zřejmé, že rozděleńı molekul dle souřadnic a impuls̊u je nezávislé, tj. pro relativńı
počet molekul, jež maj́ı složky impuls̊u v př́ıslušných intervalech dostaneme

dn(px, py, pz)
n

=
e−

1
2mkT

(p2x+p2y+p2z)dpxdpydpz∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ e−

1
2mkT

(p2x+p2y+p2z)dpxdpydpz
.

Takže
dn(px, py, pz)

n
= (2πmkT )−3/2e−

1
2mkT

(p2x+p2y+p2z)dpxdpydpz .

Odtud źıskáme pomoćı p = mv relativńı počty molekul, jež maj́ı složky rychlost́ı z inter-
val̊u (vx, vx+dvx), (vy, vy+dvy), (vz, vz +dvz), tj. jeden z tvar̊u Maxwellova rozděleńı
rychlost́ı

dn(vx, vy, vz)
n

=
(

m

2πkT

)3/2

e−
m

2kT
(v2x+v2y+v2z)dvxdvydvz .

Ve sférických souřadnićıch v ∈ 〈0,∞), ϑ ∈ 〈0, π〉, ϕ ∈ 〈0, 2π〉 máme

dn(v, ϑ, ϕ)
n

=
(

m

2πkT

)3/2

e−
mv2

2kT v2 sinϑdvdϑdϕ ,

kde

v =
√
v2
x + v2

y + v2
z , ϑ = arctg

√
v2
x + v2

y

vz
, ϕ = arctg

vy
vz
.

Rozděleńı dle velikosti rychlosti źıskáme integraćı přes ϑ a ϕ, tj.

dn(v)
n

= 4π
(

m

2πkT

)3/2

e−
mv2

2kT v2dv .

Pomoćı tohoto vztahu lze určit daľśı veličiny, např. středńı rychlost15 dostaneme

v̄ =
∫
v
dn
n

= 4π
(

m

2πkT

)3/2 ∫ ∞

0
v3e−

mv2

2kT dv = 4π
(

m

2πkT

)3/2

.
1
2

(
2kT
m

)2

=

√
8kT
πm

.

nebo nejpravděpodobněǰśı rychlost vp, pro kterou muśı platit[
dρ(v)
dv

]
v=vp

= 0 ,

15 Středńı hodnota dynamické proměnné D se v klasické statistické fyzice vypočte dle

D̄ =

∫
(qf )

. . .

∫
(pf )

D
dn

n
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kde ρ(v) je hustota stav̊u s rychlostmi (v, v + dv)

ρ(v) = 4π
(

m

2πkT

)3/2

e−
mv2

2kT v2 .

Dosazeńım a derivováńım dostaneme

vp =

√
2kT
m

.

• Ekvipartičńı teorém pro LHO
Energie klasického LHO je E = p2/2m+ κx2/2, kde κ je elastická konstanta oscilátoru:

T̄ =
∫
x

∫
p

p2

2m
dn
n
,

pomoćı nejčastěji už́ıvaného tvaru M-B rozd.

T̄ =
∫∞
−∞

∫∞
−∞

p2

2me
−( p2

2mkT
+ κx2

2kT
)dxdp∫∞

−∞
∫∞
−∞ e−( p2

2mkT
+ κx2

2kT
)dxdp

.

Části s eκx
2/2kT se zkrát́ı, zbytek pomoćı Laplaceova resp. Poissonových integrál̊u:

T̄ =
1
2
kT

Analogicky

Ū =
1
2
kT .

Středńı hodnota celkové energie LHO je

Ē = T̄ + Ū = kT .

Podobné odvozeńı se dá udělat pro obecný systém s f stupni volnosti: v klasické fyzice
připadá na jeden stupeň volnosti systému středńı hodnota kinetické energie kT/2 a je-li
tvar U =

∑f
i=1 κiq

2
i /2, pak i potenciálńı energii odpov́ıdá kT/2 na jeden stupeň volnosti

Ē = T̄ + Ū = f.kT .
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§ Úvod k nerovnovážné statistice, Boltzmannova kinetická rce

Zat́ım jsme se zabývali systémy v termodynamické rovnováze, ze které vyplynulo kano-
nické nebo grandkanonické rozděleńı. Hustota pravděpodobnosti se ale v obecném př́ıpadě
měńı s časem.

Systém může být složen z několika druh̊u částic (e−, n, ionty . . . ), které budeme
označovat indexem α. Označme hustotu pravděpodobnosti výskytu částic druhu α

fα = fα(t, ~x,~vα) .

V termodynamické rovnováze hustota pravděpodobnosti nezáviśı na čase a splývá s
rozdělovaćı funkćı ρ. Obecně se však pravděpodobnosti výskytu částic druhu α měńı
s časem z d̊uvodu srážek částic s ostatńımi stejného druhu i s částicemi ostatńıch druh̊u:

d
dt
fα(t, ~x,~vα) =

∑
β

Sαβ .

Členy napravo se nazývaj́ı Boltzmannovy srážkové integrály16. Rozepǐsme úplnou derivaci
na levé straně:

∂fα
∂t

+
∂fα
∂xk

dxk
dt

+
∂fα
∂vkα

dvkα
dt

=
∑
β

Sαβ .

Časové derivace poloh jsou rychlosti a časové derivace rychlost́ı zrychleńı, která vyjádř́ıme
pomoćı śıly z II.NZ:

∂fα
∂t

+ vkα
∂fα
∂xk

+
Fkα
mα

∂fα
∂vkα

=
∑
β

Sαβ .

Členy přes které se sč́ıtá zaṕı̌seme jako p̊usob́ıćı operátory:

∂fα
∂t

+ (~v.∇~x)fα +
1
mα

(~Fα.∇~v)fα =
∑
β

Sαβ .

Dostáváme tak Boltzmannovu rovnici, která je základńı rovnićı statistiky nerovnovážných
proces̊u. Členy na pravé straně se nazývaj́ı Boltzmann̊uv srážkový integrál (lze je vyjádřit
jako integrál přes část fázového prostoru). Podle možných zp̊usob̊u vyjádřeńı srážkového
integrálu tuto rovnici nazýváme r̊uznými zp̊usoby:
– Boltzmanova (kinetická) rovnice: Srážky jsou obecné a vyjadřuj́ı se pomoćı sráž-
kového integrálu.
– Fokker-Planckova rovnice: Srážkový člen započ́ıtává jen párové Coulombovy inter-
akce, pro které je účinný pr̊uřez dobře znám.
– Landauova rovnice: Jako dolńı mez vzdálenosti párových Coulombových srážek
zvoĺıme vzdálenost, při které se srážej́ıćı částice odchýĺı o pravý úhel (srážka na menš́ı
vzdálenosti je málo pravděpodobná) a jako maximálńı vzdálenost srážky Debyeovu vzdá-
lenost (vzdálenost přirozeného st́ıněńı bodových zdroj̊u).
– Vlasovova rovnice: Srážky zcela zanedbáváme (na pravé straně je nula) a p̊usob́ıćı
śıla je jen Lorentzova śıla. Nejméně přesná, ale nejčastěji použ́ıvaná aproximace.

Aplikace, momenty Boltz. rce etc. viz část Kosmická elektrodynamika, str. 381 . . .

16 Tyto výrazy jsou dány t́ım, že pravděpodobnost srážky dvou částic je úměrná součinu hustot
pravděpodobnost́ı obou částic (tj. výskytu částic v daném mı́stě fázového prostoru) násobené účinným
pr̊uřezem srážky.
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(H)r̊uzné doplňky a
”
výǩriky do

tmy“ . . .

Soǔradnice

Sférické:
x = r cosϕ sin θ

y = r sinϕ sin θ

z = r cos θ

dl2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2

Ek =
1
2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2)

Obecně lze kinetickou energii do zobecněných souřadnic přepsat pomoćı tzv. délkového
elementu dl2 = gijdqidqj , kde gij je metrika/metrický tenzor . . . Tedy

Ek =
1
2
m
dl2

dt2
=

1
2
mgij

dqidqj
dt2

=
1
2
mgij q̇iq̇j .

Prostorový úhel

Prostorový úhel,Ω, kužele je pod́ıl obsahu A plochy, kterou tento kužel vyt́ıná na povrchu
koule se středem ve vrcholu kužele, a druhé mocniny poloměru r této koule, Ω = A/r2.
Skoule = 4πr2 → ”celkový prostorový úhel“ je 4π sr = 12,5664 . . .
Kužel s vrcholým úhlem ϑ vyt́ıná Ω = 2π(1− cosϑ/2) . . .

Často už́ıvané integrály

Laplace̊uv integrál

I =
∫ ∞

0
e−αx

2
dx =

1
2

√
π

α

Laplaceovy-Poissonovy integrály

I2n =
∫ ∞

0
x2ne−αx

2
dx =

1.3. . . . .(2n− 1)
2n+1αn

√
π

α

speciálně

I2 =
∫ ∞

0
x2e−αx

2
dx =

1
4α

√
π

α



I4 =
∫ ∞

0
x4e−αx

2
dx =

3
8α2

√
π

α

Pravděpodobnostńı integrál

φ(x) =
2√
2π

∫ x

0
e−t

2/2dt

Pro konečná x se tento integrál dá vypoč́ıtat pouze numericky. Pro x→∞ přecháźı φ(x)
v násobek Laplaceova integrálu

φ(∞) =
2√
2π

∫ ∞

0
eαt

2
dt ,

kde α = 1/2, takže φ(∞) = 1 odpov́ıdá úhrnné pravděpodobnosti.
Daľśı integrály

I2n+1 =
∫ ∞

0
x2n+1e−αx

2
dx =

n!
2αn+1

speciálně

I1 =
∫ ∞

0
xe−αx

2
dx =

1
2α

I3 =
∫ ∞

0
x3e−αx

2
dx =

1
2α2
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Požadavky

Astronomie a pozičńı astronomie: Souřadnicové systémy a jejich transformace. Po-
hyb pozorovatele a zdroje zářeńı, aberace, Doppler̊uv jev. Vliv atmosféry na pozorováńı,
refrakce, extinkce. Paralaxa. Precese, nutace. Vlastńı pohyby hvězd. Metody určováńı
souřadnic. Čas a jeho měřeńı.

Efemeridová astronomie: Problém dvou těles, elementy dráhy, výpočet efemeridy.
Určováńı drah těles Slunečńı soustavy a dvojhvězd. Zatměńı a zákryty. Omezený problém

ťŕı těles.

Slunečńı soustava: Popis pohybu Měśıce. Planetky, satelity planet, komety. Mezipla-
netárńı plyn a magnetické pole, prach a drobná pevná těĺıska, vliv zářeńı na jejich pohyb.
Meteority. Metody datováńı. Charakteristické procesy ve vývoji terrestrických planet a
planet velkých. Exoplanety. Představy o tvorbě planetárńıch soustav.

Př́ıstroje a metody pozorováńı: Optické systémy, jejich vady, metody navrhováńı. Da-
lekohledy. Zpracováńı sńımk̊u fotografických, CCD. Fotometrie. Interferometry. Instru-
menty družicových observatoř́ı. Spektrografy, spektroskopie.

Otázky

• Astrometrická pozorováńı - přehled vliv̊u p̊usob́ıćıch na souřadnice a zp̊usoby jejich
redukce (refrakce, precese, nutace, aberace, vlastńı pohyby, paralaxa . . . )
• Optické systémy a jejich vady. Interferometrie.
• Př́ıstroje a detektory pro astronomickou fotometrii.
• Metody redukce fotometrických a spektroskopických dat. (Př́ıstroje a metody pro ast-

ronomickou fotometrii. Př́ıstroje a metody pro astronomickou spektroskopii.)
• Př́ıstroje pro astronomickou spektroskopii na pozemských a družicových observatoř́ıch.
• Př́ıstroje a metody pozorováńı kosmického zářeńı, neutrin a gravitačńıch vln.
• Metody hledáńı periodicity v astronomických datech.
• Výpočet efemerid v nerušeném problému dvou těles.
• Metody určováńı drah těles ve Slunečńı soustavě (Laplaceova metoda ze změřené rych-

losti a polohy, Gaussova metoda ze tř́ı pozorováńı, Olbersova metoda . . . )
• Přehled a návaznost metod určováńı vzdálenost́ı ve vesmı́ru (radarová pozorováńı, trigo-

nometrická paralaxa, pohybové hvězdokupy, modul vzdálenosti, cefeidy, . . . , Hubble̊uv
zákon . . . )
• Přehled metod určováńı hmotnost́ı kosmických objekt̊u - dvojhvězdy, hvězdokupy, ga-

laxie, věta o viriálu . . .
• Spektrálńı klasifikace hvězd, barevné indexy, bolometrická korekce, přehled definic po-

vrchové teploty hvězd a metod k jejich určováńı

• Pohyby hvězd v Galaxii, rotace galaxíı, Oortovy konstanty, stabilita kruhové dráhy, epicykl. 17

• Stavba Galaxie - hvězdné populace, rozložeńı mezihvězdného plynu a prachu, HI oblasti. H2, CO a

daľśı molekuly v mezihvězdném prostoru, chemický vývoj látky v Galaxii. Morfologická klasifikace

galaxii. 19

• Prostorové rozložeńı a pohyby galaxíı. Pozorováńı reliktńıho zá̌reńı (dipólová anizotropie . . . ) 19

17 !!!Zpracováno v sekci astrofyzika – Galaxie a mezihvězdná látka!!!
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Astrometrická pozorováńı

Astronomie a pozičńı astronomie: Souřadnicové systémy a jejich transformace. Po-
hyb pozorovatele a zdroje zářeńı, aberace, Doppler̊uv jev. Vliv atmosféry na pozorováńı,
refrakce, extinkce. Paralaxa. Precese, nutace. Vlastńı pohyby hvězd. Metody určováńı
souřadnic. Čas a jeho měřeńı.

Efemeridová astronomie: Problém dvou těles, elementy dráhy, výpočet efemeridy.
Určováńı drah těles Slunečńı soustavy a dvojhvězd. Zatměńı a zákryty. [Omezený problém
tř́ı těles = viz otázky z odd́ılu nebeská mechanika!].

• Astrometrická pozorováńı - přehled vliv̊u p̊usob́ıćıch na souřadnice a zp̊usoby jejich
redukce (refrakce, precese, nutace, aberace, vlastńı pohyby, paralaxa . . . )
• Výpočet efemerid v nerušeném problému dvou těles.
• Metody určováńı drah těles ve Slunečńı soustavě (Laplaceova metoda ze změřené rych-

losti a polohy, Gaussova metoda ze tř́ı pozorováńı, Olbersova metoda . . . )
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5.1 Soǔradnicové systémy

Definovány základńı rovinou, počátkem souřadnic (v mı́stě pozorovatele = topocentrické,
ve středu Země = geocentrické, ve středu Slunce = heliocentrické . . . ) a základńım
směrem. Souřadnicové śıtě určujeme na jednotkové nebeské sféře. Hlavńı kružnice maj́ı
střed v počátku s. s., vedleǰśı kružnice maj́ı střed mimo počátek s. s..

Souřadnice obzorńıkové/horizontálńı, H. Základńı rovinou je rovina vodorovná
prot́ınaj́ıćı nebeskou sféru v hlavńı kružnici zvané obzorńık/horizont. Př́ımka vedená
kolmo k této rovině je př́ımka vertikálńı a prot́ıná nebeskou sféru v zenitu/nadhlavńıku a
nadiru/podnožńıku. Vedleǰśı kružnice rovnoběžné s horizontem = almukantaraty. Hlavńı
kružnice procházej́ıćı zenitem jsou vertikály/výškové kružnice. Výšková kružnice prochá-
zej́ıćı jižńım a severńım bodem je meridián/mı́stńı poledńık. Prvńı vertikál pak prochá-
źı západńım a východńı bodem. Souřadnice jsou azimut A a výška h (objektu nad ob-
zorem). Azimut (astronom.!) je úhel mezi jižńım bodem a patou výškové kružnice měřený
ve směru S→W→N→E. Mı́sto výšky se též už́ıvá zenitová vzdálenost z = 90◦ − h.

Soustava rovńıkových souřadnic 2. druhu, Q2. Základńı je rovina rovńıku jenž
prot́ıná nebeskou sféru v hlavńı kružnici zvané nebeský rovńık. Na rovńıku lež́ı jarńı
bod (který určuje základńı směr, v současnosti v souhvězd́ı Ryb). Vertikálńı osa je rov-
noběžná s rotačńı osou Země a prot́ıná nebeskou sféru v severńım a jižńım nebeském
pólu. Hlavńı kružnice procházej́ıćı těmito body jsou deklinačńı kružnice. Deklinačńı
kružnice procházej́ıćı jarńım a podzimńım bodem = kolur rovnodennosti. Souřadnice jsou
rektascenze α a deklinace δ. Rektascenze se měř́ı od jarńıho bodu směrem k východu,
deklinace od rovńıku kladně na sever a záporně na jih.

Rovńıkové souřadnice 1. druhu, Q1 jsou analogické předchoźı soustavě. Mı́sto
rektascenze se zavád́ı hodinový úhel t, který je měřen od meridiánu k hvězdě ve směru
jej́ıho denńıho pohybu. Plat́ı θ = α + t, kde θ je mı́stńı hvězdný čas (tj. je definován
jako hodinový úhel jarńıho bodu).

+ rektascenze Slunce během roku roste, přibližně o 1◦ za den; kulminace je pr̊uchod
hvězdy hlavńım poledńıkem a v té době bude mı́t výšku nad obzorem danou rovnićı
h = 90◦ − ϕ+ δ, kde ϕ je zeměpisná š́ı̌rka; astronomické souřadnice viz obr. 5.1.

Daľśı soustavou je soustava ekliptikálńı, E. V ńı je referenčńı rovinou rovina eklip-
tiky (sv́ırá s rovinou rovńıku přibližně úhel 23,5◦) a vertikálńı osa mı́̌ŕı do severńıho pólu
ekliptiky (v Dra). Souřadnice jsou ekliptikálńı délka λ (měřena od jarńıho bodu k
východu, tj. ve směru zdánlivého ročńıho pohybu Slunce) a ekliptikálńı š́ı̌rka β (od
ekliptiky analogicky deklinaci).

Nakonec máme ještě souřadnice galaktické, G. Referenčńı rovinou je rovina Galaxie
(prot́ıná nebeskou sféru v hlavńı kružnici zvané galaktický rovńık, v Mléčné dráze) a
počátek této soustavy souřadné je ve Slunci. Souřadnicemi jsou galaktická délka l a
galaktická š́ı̌rka b.

• Souřadné soustavy H a Q1 se hod́ı pro pozorováńı oblohy, souviśı se souřadnicemi
na dělených kruźıch dalekohledu v závislosti na typu jeho montáže. Horizontálńı se už́ıvá
k určeńı polohy na pevnině či moři. Souřadnice se d́ıky rotaci Země neustále měńı s
časem.
• E jsou vhodné pro sledováńı drah těles ve Slunečńı soustavě, pomalu se měńı v

d̊usledku precese a nutace, a v d̊usledku aberaćı.
• Q2 se použ́ıvá pro katalogy a mapy, souřadnice se opět pomalu měńı v d̊usledku

precese a nutace (proto se mapy vztahuj́ı k určitému okamžiku, ekvinokcium).
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Obrázek 5.1: Astronomické souřadnice

Obrázek 5.2: Galaktické souřadnice

• G jsou nejvhodněǰśı pro popis rozložeńı útvar̊u v Galaxii a ve vzdáleném vesmı́ru.

Tyto systémy souřadnic sférické, tj. např. pro polohový vektor ~r v rovńıkové soustavě
2. druhu plat́ı:
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~r =

 x
y
z


QII

=

 sin δ cosα
sin δ sinα
cos δ

 .

§ Transformace soǔradnic

Nejvhodněji pomoćı matic rotace. Popisuj́ı transformaci mezi dvěma kartézskými s. s.
vzájemně pootočenými o úhel ψ. Jednotlivé matice rotace maj́ı tvar:

Rx(ψ) =

 1 0 0
0 cosψ sinψ
0 − sinψ cosψ

 , Ry(ψ) =

 cosψ 0 sinψ
0 1 0

− sinψ 0 cosψ

 ,

Rz(ψ) =

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1

 .

Převod ze soustavy Q2 do E je tedy vlastně rotaćı kolem osy x o úhel 23,5◦. Plat́ı pro
něj vztah:  x

y
z


E

=

 1 0 0
0 cos ε sin ε
0 − sin ε cos ε


 x
y
z


Q2

.

Protože je rotace kolem osy x z grupy rotaćı, plat́ı pro ni: R−1
x (ψ) = RT

x (ψ). Opačná
transformace pak má tvar: x

y
z


QII

=

 1 0 0
0 cos ε − sin ε
0 sin ε cos ε


 x
y
z


E

.

• Transformace polohového vektoru z H do soustavy Q1 a obráceně: x
y
z


H

=

 cosh cos (−A)
cosh sin (−A)

sinh

 ,

 x
y
z


Q1

=

 cos δ cos (−t)
cos δ sin (−t)

sin δ


• Transformace od H ke Q1 je rotaćı kolem osy y o úhel 90◦ −ϕ. Transformace opačná
je rotace kolem osy y o úhel ϕ−90◦.
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• Tranformace od Q1 ke Q2 a obráceně se děje pomoćı formulky θ = α+ t.
• Transformaci od Q2 k E provedeme pomoćı rotace kolem osy x o úhel ε.
⇒ Vzájemné převody je vhodné (a nejjednodušš́ı) provádět pomoćı naznačených vztah̊u
v postupné řadě:

H
Ry(90◦−ϕ)−→ Q1 α=θ−t−→ Q2

Rx(ε)−→ E,

E
Rx(−ε)−→ Q2 t=θ−α−→ Q1

Ry(ϕ−90◦)−→ H.

• Transformace G v Q2 už neńı tak jednoduchá a sestává se ze tř́ı krok̊u:
- otočeńı xQ2, aby jarńı bod splynul s pr̊useč́ıkem rovńık̊u obou soustav, RzQ2(90◦−α0),
- rovinu rovńıku otoč́ıme do galaktické roviny, RzQ2(90◦ − δ0),
- provedeme splynut́ı os xQ2 a xG, RzQ2=zG(−θ + 90◦)).

Celková transformace má tvar: x
y
z


G

= Rz(90◦ − θ)Rx(90◦ − δ0)Rz(90◦ − α0)

 x
y
z


Q2

.

§ Sférická trigonometrie

Základem je jednotková sféra a hlavńı kružnice na ńı. Vektory ~A, ~B a ~C se společným
počátkem ve středu sféry vyt́ınaj́ı na povrchu sféry sférický trojúhelńık. Pr̊useč́ıky vektor̊u
se sférou označ́ıme A, B a C, strany sférického trojúhelńıka a, b, c (maj́ı vlastně význam
úhl̊u sevřených jednotlivými vektory ~A, ~B nebo ~C). Dále označme α, β a γ vnitřńı úhly
našeho sférického trojúhelńıka.

Sférická sinová věta:
sinα
sin a

=
sinβ
sin b

=
sin γ
sin c

Sférická kosinová věta:

cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos γ

Nautický trojúhelńık = sférický trojúhelńık daný zenitem, severńım pólem a po-
lohou hvězdy (viz obrázek 5.3). Pod́ıvejme se na něj z pohledu souřadnicových soustav
a proved’me mezi nimi transformaci. Půjde nám o převod Q1 do H. Napřed ale pro
sférický nautický trojúhelńık napǐsme sinové a kosinové věty. Źıskáme tři rovnice:

cos z = cos (90◦ − δ)︸ ︷︷ ︸
sin δ

sinϕ+ sin (90◦ − δ)︸ ︷︷ ︸
cos δ

cosϕ cos t,

cos (90◦ − δ)︸ ︷︷ ︸
sin δ

= cos z sinϕ− sin z cosϕ cos (180◦ −A)︸ ︷︷ ︸
cosA

,

sin t
sin z

=
sinA
cos δ

.

A nyńı proved’me transformaci souřadnic: cos δ cos t
− cos δ sin t

sin δ

 =

 sinϕ 0 cosϕ
0 1 0

− cosϕ 0 sinϕ


 sin z cosA
− sin z sinA

cos z

 .
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Obrázek 5.3: Nautický trojúhelńık

Proved’me tuto transformaci explicitně. Dostaneme tři rovnice:

cos δ cos t = sinϕ sin z cosA+ cosϕ cos z,

− cos δ sin t = − sin z sinA,

sin δ = − cosϕ sin z cosA+ sinϕ cos z.

Vid́ıme, že druhou a třet́ı rovnici je možno ztotožnit se sférickou kosinovou resp.
sinovou větou 1 ⇒ transformačńı vztahy lze odvodit i řešeńım sférického/nautického
trojúhelńıka. . .

1 prvńı rovnici lze ztotožnit se sférickou sinus-kosinovou větou pro stranu a přilehlý úhel:

sin a cosβ = sin c cos b− cos c sin b cosα, sin a cos γ = sin b cos c− cos b sin c cosα, . . .
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5.2 Vlivy p̊usob́ıćı na soǔradnice, jejich redukce

= relativně malé změny souřadnic nebeských objekt̊u maj́ıćı nejr̊uzněǰśı př́ıčiny:

• pohyb objektu - vlastńı pohyb hvězd, Edmund Halley 1718

• pohyb pozorovatele a konečná rychlost světla - aberace

- ročńı - pohyb Země kolem Slunce, James Bradley 1729

- denńı - rotace Země unášej́ıćı pozorovatele

- sekulárńı - pohyb Slunečńı soustavy v Galaxii

. . . ročńı + denńı + sekulárńı = stelárńı (nezávislá na vzdálenosti a pohybu
pozorovaného objektu) + oprava ze š́ı̌reńı světla (zp̊usobeno pohybem pozorovaného
objektu, nezávislé na pohybu pozorovatele) = planetárńı aberace (uvažuje se u
pozorováńı těles slunečńı soustavy)

• přechod od jedné vztažné soustavě k jiné - paralaxa

a) topocentrická - počátek s. s. v mı́stě pozorovatele
b) geocentrická - vztažená ke středu Země
c) heliocentrická - vztažená ke středu Slunce
d) barycentrická - vztaženo k těžǐsti Slunečńı soustavy

a) → b) ⇒ denńı paralaxa (∼ 1◦ u Měśıce . . . )
b) → c) ⇒ ročńı paralaxa (∼ 0,7˝ u Prox. Cent. . . . , F.W.Bessel 1738)

• pohyb souřadných os v prostoru -

- precese = rotačńı osa Země koná dlouhoperiodický pohyb (25 725 let, tzv. Platón-
ský rok) po plášti kužele; p̊usobeńım Slunce, Měśıce a planet; Hipparchos
(. . . lunisolárńı precese [v d̊usledku p̊usobeńı Slunce a Měśıce → změna polohy
světového rovńıku vzhledem ke hvězdám, tj. pohyb jarńıho bodu o ∼ 50˝/rok] +
+ planetárńı precese [rozd́ılný sklon drah ostatńıch planet k dráze Země→ zmenšo-
váńı sklonu ekliptiky o ∼ 0,47˝/rok a posun jarńıho bodu o ∼ 0,125˝/rok] =
= generálńı/obecná precese [výsledný posuv jarńıho bodu])

- pohyb pól̊u = rotačńı osa Země se pohybuje v tělese Země, pohyb Zemských pól̊u
po nepravidelných křivkách kolem středńı polohy (výchylka max. 15 m)

- nutace = rotačńı osa Země se pohybuje kolem středńı polohy s periodou 18,61
let, zp̊usobeno Měśıcem

• vliv atmosféry = refrakce - na rozhrańı vakuum/atmosféra se paprsek láme ke
kolmici → objekty vid́ıme bĺıže k zenitu, Tycho Brahe

• ohyb světla v gravitačńım poli Slunce - A. Einstein, potvrzeno 1919; při okraji
Slunce ∼ 1,73˝ × kolmo ke spojnici Země-Slunce ∼ 0,001˝ (1 mas)

§ Vlastńı pohyb

tgµ .= µ[rad] =
vt[km/s] . k[s]

D[km]
→ vt[km/s] = konst .

D[pc] . µ[ ′′/rok]
k[s]

→

v t[km/s] = 4,74 .D[pc] . µ[ ′′/rok] + Doppler ⇒ prostorová rychlost: v2 = v2
t +v2

r
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- největš́ı vlastńı pohyb: Barnardova šipka, µ .= 10′′/rok
- obvykle: µ ≤ 1 ′′/rok

§ Aberace

• ročńı - okamžitý bod, ke kterému Země směřuje (rychlost́ı ≈ 20-30 km/s) = apex.
Touto rychlost́ı je unášen každý př́ıstroj na povrchu Země → abychom hvězdu viděli ve
středu zorného pole dalekohledu, muśıme jej sklonit o α směrem k apexu, viz obrázek.
Úhel α je závislý na v, c a β = vzdálenost hvězdy od apexu. Maximálńı aberaci jev́ı
hvězdy vzdálené o 90◦, nebot’ tgα = v. sinβ

c → α = 20, 47˝. sinβ, kde 20,47˝ je tzv.
aberačńı konstanta a zároveň maximálńı hodnota aberace (→ aberace objevena dř́ıve
než paralaxa).

Obrázek 5.4: Aberace

V d̊usledku aberace opisuje hvězda na obloze malou elipsu. Velká poloosa této elipsy
je u všech hvězd (nezávisle na jejich vzdálenosti, odlǐsné od paralaxy) rovna aberačńı
konstantě. Malá poloosa je t́ım menš́ı, č́ım je hvězda bĺıže k ekliptice (na ekliptice se
hvězdy pohybuj́ı po úsečce, na pólu ekliptiky po kružnici).
• denńı - rychlost pozorovatele na rovńıku ≈ 463 m/s → denńı aberace je max. pro
pozorovatele na rovńıku ≈ 0, 3˝
• sekulárńı - zp̊usobena pohybem Slunečńı soustavy v Galaxii (≈ 230 km/s), neznáme
přesně směr → nezapoč́ıtává se

§ Trigonometrické paralaxy

Paralaxa = mı́ra vzdálenosti. U bĺızkých těles slunečńı soustavy vzniká vlivem rotace
Země tzv. denńı paralaxa; u bĺızkých hvězd (do vzdálenosti několika set světelných
rok̊u) v d̊usledku oběhu Země kolem Slunce ročńı paralaxa; vlivem pohybu celé slunečńı
soustavy směrem k apexu (Her) vzniká sekulárńı paralaxa.
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Ekvatoreálńı horizontálńı paralaxa je úhel, pod kterým (např. z Měśıce) vid́ıme
poloměr zemského rovńıku. Prakticky lze určit paralaxu bud’ změřeńım polohy Měśıce
v r̊uzných mı́stech na Zemi ve stejném okamžiku, nebo z jednoho stanovǐstě určováńım
zenitových vzdálenost́ı při pr̊uchodu a jistou dobu po pr̊uchodu meridiánem.

Určeńı délky AU je ekvivalentńı stanoveńı rovńıkové paralaxy Slunce (tj. úhel pod
kterým bychom viděli rovńıkový poloměr Země ve středńı vzdálenosti Země – Slunce,
kolmo k zornému paprsku), nejstarš́ı určeńı Aristarchos – měřil úhel ξ v okamžiku prvńı
resp. posledńı čtvrti v pravoúhlém trojúhelńıku ZMS, odtud spočteme r. Dnes 8,8˝.

Oprava o denńı paralaxu dána zeměpisnou š́ı̌rkou a délkou, nadmořskou výškou a
natočeńım Země v prostoru (hvězdný čas); tato č́ısla udávaj́ı okamžitou hodnotu vektoru
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spojuj́ıćıho střed Země a mı́sto pozorovatele. Má smysl jen pro objekty ve slunečńı sou-
stavě, pro objekty nad ≈ 70 AU je denńı paralaxa neměřitelně malá → pro určováńı
vzdálenost́ı hvězdných objekt̊u voĺıme větš́ı základnu, tj. poloměr dráhy Země → ročńı
paralaxa. Hvězda vykoná na sféře během roku pohyb obecně po elipse, který úplně od-
pov́ıdá tvaru zemské dráhy, jak bychom ji viděli z hvězdy, viz obrázek. Paralaxy hvězd
vesměs menš́ı než 0,1˝ (Proxima Centuri = 0,763˝).

§ Refrakce

Obrázek 5.5: Refrakce

Jev zp̊usobený atmosférou, postupné zhušt’ováńı při pr̊uchodu → lom ke kolmici,
paprsek se zakřivuje a hvězda se jev́ı výše nad obzorem než ve skutečnosti je. Roste se
vzr̊ustaj́ıćı zenitovou vzdálenost́ı, při obzoru ≈ 0,5◦.

Lom mezi vrstvami j, j+1 :
nj
nj+1

=
sinψj+1

sinψj

n0

n1
=

sinψ1

sinZ0
. . .

nj
nj+1

=
sinψj+1

sinψj
. . .

nk−1

nk
=

sinZ
sinψk−1

→ n0

nk
=

sinZ
sinZ0

→

1
nk

=
sinZ

sin(Z +R)
→ nk sinZ = sinZ cosR︸ ︷︷ ︸

≈1

+cosZ sinR︸ ︷︷ ︸
≈R

→ R = (nk - 1) tg Z

Výsledek plat́ı pro malé zenitové vzdálenosti. Přesný výpočet muśı brát v úvahu
kulovou atmosféru, změny atmosférického tlaku a teploty ovzduš́ı.

R = αβ γ tgZ ,

kde α = 60,236˝− 0, 070˝ tg2 Z je korekce na kulovou atmosféru, β = B / 1013, 25 a
γ(f). B je tlak vzduchu v hPa a f je tlak vodńıch par v hPa (plat́ı pro λ = 590 nm a
pro daleké objekty – pro bĺızké objekty [Měśıc...] je refrakce menš́ı o tzv. paralaktickou
refrakci r a celková refrakce je tedy R − r). Středńı hodnoty refrakce a jejich opravy na
teplotu a tlak jsou tabelovány v tzv. refrakčńıch tabulkách (Pulkovské tabulky 1985).
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Refrakce urychluje východ a opožd’uje západ nebeských těles o několik minut. Zp̊usobuje
deformaci slunečńıho a měśıčńıho kotouče nad obzorem . . .

+ vliv seeingu = rozmazáńı téměř bodového obrázku hvězdy do neostrého kotoučku
← v reálné atmosféře uvid́ıme skvrnky neustále se přeskupuj́ıćı s typickou frekvenćı 20
Hz, statisticky se nejčastěji vyskytuj́ıćı v maximu Airiho fce; seeing je pak dán pr̊uměrem
obálky všech teček

§ Precese

Dlouhoperiodický kuželový pohyb zemské osy zp̊usobený momentem śıly. Důsledek od-
chylky tvaru Země od sféry.

Přitažlivé śıly Měśıce a Slunce p̊usob́ı dvojićı sil na rovńıkovou výdut’ Země a snaž́ı se
dostat rovńık do oběžné roviny Měśıce a do ekliptiky. Země reaguje precesńım pohybem,
lunisolárńı preceśı, při ńıž zemská osa oṕı̌se kužel jednou za 25 725 let. Osa opiso-
vaného precesńıho kužele je kolmá k ekliptice a prot́ıná oblohu v pólu ekliptiky (Dra).
Polovičńı vrcholový úhel je roven sklonu rovńıku v̊uči ekliptice, tj. 23,5◦. Precesńım pohy-
bem zemské osy se měńı poloha světového pólu na obloze (za 12 000 let bude bĺızko Vegy).
S otáčeńım osy se také měńı poloha světového rovńıku, posouvaj́ı se tedy i jeho pr̊useč́ıky
s ekliptikou, jarńı a podzimńı bod (po ekliptice západńım směrem, proti zdánlivému po-
hybu Slunce). Vlivem lunisolárńı precese se oba body posunou po ekliptice o 50,40˝ za
rok, z čehož větš́ı d́ıl (30˝) připadá na p̊usobeńı Měśıce. Jarńı bod je počátkem systému
rovńıkových souřadnic → rektascenze a deklinace se s časem pomalu měńı.

Zat́ımco Měśıc a Slunce p̊usob́ı lunisolárńı precesy zemské osy, gravitačńı přitažlivost
planet p̊usob́ı na polohu zemské dráhy. Vzniká tak periodická změna polohy ekliptiky na
obloze, planetárńı precese. Planetárńı precese přidává k posuvu jarńıho bodu posuv
0,12˝ za rok a současně zmenšuje sklon ekliptiky o 0,47˝ za rok (→ sklon ekliptiky koĺısá
v meźıch 21◦55’ až 24◦18’ s periodou 40 000 let).

Souhrnné p̊usobeńı lunisolárńı a planetárńı precese = všeobecná precese. Působ́ı
posuv jarńıho bodu po ekliptice o 50,26˝ za rok proti směru zdánlivého pohybu Slunce.
Za rok tedy Slunce neoṕı̌se plných 360◦ → tropický rok je o něco kratš́ı než hvězdný rok.

Generálńı precese v délce je p = pls − ppl cos ε .= 50, 26˝/rok. Předpokládá se, že
změna cos ε resp. sin ε za rok je nepatrná. Celková precese v deklinaci je

n = jar.bod0 → D = pls sin ε = 20, 04311′′ − 0, 00853′′ T .

Celková precese v rektascenzi je

m = D → jar.bod = pls cos ε = 46, 12436′′ + 0, 02793′′T .

Pro (ročńı) změnu polohy hvězdy v d̊usledku precese plat́ı

∆α/rok = m (t2 − t1) + n (t2 − t1) tg δ sinα

∆δ/rok = n (t2 − t1) cosα ,

kde T je čas od okamžiku standardńı epochy J2000.0 (2 451 545.0) do doby t1 (obvykle
začátek roku), t2 je okamžik pozorováńı. Hodnoty m a n pro daný rok spočteny v ročence.
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§ Nutace

Periodické koĺısáńı zemské osy, překládaj́ıćı se přes precesńı pohyb s periodou≈ 18,6 roku.
Měśıčńı dráha je skloněna k ekliptice o ≈ 5◦ a gravitačńı śıly Slunce se snaž́ı měśıčńı dráhu
narovnat do roviny ekliptiky. Výsledkem je precesńı pohyb měśıčńı dráhy s periodou 18,6
let. Z toho plynou periodické změny ve směru, ve kterém se sč́ıtaj́ı maximálńı rušivé
śıly Slunce a Měśıce na rotuj́ıćı zemi (tj. nutace jsou z fyzikálńıho hlediska kmity volně
rotuj́ıćıho setrvačńıku, kdy osa rotace je nesymetrická k rozložeńı hmoty). Světový pól
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tak opisuje kolem středńı precesńı polohy nutačńı elipsu s velkou poloosou 9,21˝. Nutace
měńı polohu jarńıho bodu na ekliptice a zároveň sklon ekliptiky. Nutace v ekliptikálńı
délce ∆ψ (dána pohybem jarńıho bodu) a nutace ve sklonu ekliptiky ∆ε vyjadřovány ve
tvaru řady s 263 členy:

∆ψ =
263∑
i=1

[(Ai + A′i) sin(arg) +A′′i cos(arg)] ,

∆ε =
263∑
i=1

[(Bi + B′i) sin(arg) +B′′i cos(arg)] ,

kde arg dány lineárńımi kombinacemi Delaunayových proměnných (viz část Nebeská
mechanika, např. střed. anom. Měs. a Sl., střed. délka výstup. uzlu dráhy Měs. . . . ).

Celkem precese + nutace: x
y
z


t2

=

matice nutace Rx(−ε−∆ε)Rz(−∆ψ)Rx(ε)︷︸︸︷
N P︸︷︷︸

matice precese

 x
y
z


t1

Skutečný pól opisuje vlivem precese a nutace na obloze vlnovku.

§ Pohyb pól̊u

Prvńı teorie Euler, 1756, na základě pohybu setrvačńıku resp. pohybu rotačńı osy v tělese
setrvačńıku. Pro tuhou Zemi odvodil periodu 305 dńı.
Skutečně nalezeno až 1884 (obt́ıžné měřeńı), pomoćı Harrelow-Talcott metody, zenit te-
leskop - během roku se mikrometrem měř́ı polohy (vzdálenosti od optické osy) hvězd ve
vybraných pásech → źıskáme variace během roku → variace zeměpisné š́ı̌rky.
Chandler, 1892, teorie pohybu pólu - pohyb má dvě periody:
- ročńı, záviśı na pokryt́ı Země sněhem, na klimatu . . .
- 427 dńı = Chandlerova perioda - ekvivalent Eulerovy periody (Země neńı tuhá, ale
deformovaná slapy → rozd́ıl od p̊uvodńıch 305 dńı). . .
Pr̊uměr oblasti, ve které se pól pohybuje ≈ 15 m. Dř́ıve sledovalo a zaznamenávalo 50
stanic IPMS (International Polar Motion Service), od vypuštěńı Hipparcha v kompetenci
IERS (International Earth Rotation Service).
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5.3 Čas v astronomii

Slunečńı hodiny, vodńı hodiny (klepsidry), přesýpaćı hodiny (cca 8. stol.), mechanické
hodiny (Evropa, 13. stol., pražský orloj 1409), pásmový čas ve světě zaveden 1879, me-
zinárodńı atomový čas zaveden 1972. Dnes měřeny intervaly s přesnost́ı až 10−11 s.

§ Typy čas̊u

• hvězdný čas = hodinový úhel jarńıho bodu; hvězdný den je doba mezi dvěma horńımi
za sebou následuj́ıćımi pr̊uchody jarńıho bodu mı́stńım poledńıkem. Jarńı bod se d́ıky
precesy pohybuje tak, že rektascenze hvězd s časem roste. Máme dva jarńı body: středńı
postupuj́ıćı rovnoměrně a ovlivněný pouze preceśı, a pravý nerovnoměrný a ovlivněný
preceśı i nutaćı. Rozd́ıl udává rovnice ekvinokcíı.

θ − θ =

nutace v délce︷ ︸︸ ︷
(∆ψ + dψ) cos ε

GMST = Greenwichský středńı hvězdný čas (G. Mean Sidereal Time), čas na mı́stńım
poledńıku pak označován jako LMST (Local MST).

• slunečńı čas = hodinový úhel Slunce zvětšený/zmenšený o 12 hodin; slunečńı den
pravý = doba, která uplyne mezi dvěma spodńımi kulminacemi skutečného Slunce.
Slunečńı hodiny ukazuj́ı pravý slunečńı čas, ten je nepravidelný, variace ± 15 min (2.
Kepler̊uv zákon a sklon roviny rovńıku a ekliptiky ⇒ v únoru nastává pravé poledne
později než středńı (cca 15 min), v listopadu nastává pravé poledne dř́ıv (cca 17 min),
viz analema). Rozd́ıl mezi pravým a středńım slunečńım časem vyjadřuje časová rovnice.

Za jeden tropický rok (365,2422 dne) vykoná středńı Slunce 365,2422 zdánlivých
oběh̊u po obloze. Za tutéž dobu však jarńı bod vykoná o jeden denńı oběh v́ıce (středńı
Slunce, které se za rok dostane opět do jarńıho bodu se o celý jeden denńı oběh opozd́ı):

365,2422 dńı středńıch = 365,2422 + 1 dńı hvězdných ⇒
⇒ 24 hodin středńıch = 24h03m56, 555 42s času hvězdného

• universálńı čas UT - nejčastěji jsou okamžiky střed̊u astronomických pozorováńı
udávány ve světovém čase (Universal Time, UT) – vztažen k lokálńımu času na gree-
nwichskému poledńıku, měř́ı se jako občanský čas od p̊ulnoci každého dne. 2 Universálńı

2 Do konce roku 1924 použ́ıvali astronomové greenwichský středńı čas (Greenwich Mean Time, GMT),
ve kterém zač́ınal den vždy v poledne.
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čas se odvozoval od rotace Země a nutně zahrnoval implicitńı předpoklad, že rok trvá celý
počet sekund. To ovšem neńı striktně splněno a nav́ıc v rotaci Země docháźı ke změnám.
3 Pro civilńı použit́ı byl proto zaveden tzv. koordinovaný universálńı čas UTC, který je
měřen v sekundách podle současné definice, tj. atomovými hodinami. UTC je čas, který
je š́ı̌ren rozhlasovými stanicemi. Plat́ı, že UTC se od atomového času TAI lǐśı vždy o
celý počet sekund a to tak, aby rozd́ıl nebyl větš́ı než 0,9 s. V praxi to znamená, že cca
jedenkrát za rok se vkládá či vypoušt́ı přestupná sekunda. Pokud tedy potřebujeme ana-
lyzovat časové řady s vysokými požadavky na přesnost, je dobré převést universálńı čas
na čas terestrický, a to podle vztahu TT = UT + ∆T, kde ∆T je pravidelně zveřejňovaná
korekce, dosahuj́ıćı zhruba 65 s (začátek 2007).

• efemeridový čas ET - rovnoměrně plynoućı (dle Newtonovského pojet́ı), stanoven dle
pohybu Země kolem Slunce a dle pohybu Měśıce (měřeńı zákryt̊u), sekunda definována
jako d́ıl (1/31 556 956, 9747) tropického 4 roku 1900, přesnost 1 ms, udržován křemennými
hodinami.

• terestrický čas TT - TDT = terestrický dynamický čas, nahradil ET, definován obec-
nou relativitou jako vlastńı čas pozorovatele, později přejmenován na TT = terestrický
čas, jenž se už́ıvá v geocentrických efemeridách těles slunečńı soustavy = v ročenkách,
dnes odvozován z TAI.

• atomový čas TAI 5 - v současnosti nejpřesněǰśı rovnoměrně plynoućı čas. 6 Udržován
Rb a Cs hodinami (už́ıvá se vážený pr̊uměr z několika nejlepš́ıch atomových časových
laboratoř́ı). Roku 1967 sekunda definována na jejich základě, TT = TAI + 32,184 s.

• čas GPS - základńı okamžik 6.1.1980 (GPS = TAI), dnes GPS = TAI − 19 s

§ Změny v rotaci Země

Ideálńı přesné hodiny srovnávané s hodinami jdoućımi dle rotace Země odhaĺı:
- ročńı periodu s amplitudou přibližně 22 ms (pravidelné klimatické změny)
- p̊ulročńı periodu s amplitudou zhruba 10 ms (daná elipticitou dráhy Země, a t́ım i pe-
riodickým koĺısáńım gravitačńıho p̊usobeńı Slunce na rotuj́ıćı Zemi)
- periodu 13,8 a 27,6 dne s amplitudou pod 1 ms (daná excentricitou měśıčńı dráhy)
- sekulárńı změny rotace (brzděńı, dáno předevš́ım slapovým p̊usobeńım, př́ıliv a odliv)

§ Kalendá̌r

Gregoriánský. . . , v astronomii při výpočtech nelze už́ıvat začátku normálńıho občanské-
ho roku, jelikož se nikdy nerovná délce roku tropického. Proto se použ́ıvá počátek roku
astronomického, který zač́ıná v okamžiku kdy rektascenze středńıho slunce je 18h40m;
nazýván annus fictus či rok Bessel̊uv.

§ Juliánské datum

Zavedl Joseph Scaliger (1583), název na počest svého otce Julia. Začátek periody 1.1.4713
př. n. l.; juliánský den = 24×60×60 SI, juliánský rok = 365,25 juliánských dn̊u; výhodné

3 Mluv́ıme o tzv. rotačńıch časech = vázané na rotaci Země, ovšem rotace nepravidelná . . . Patř́ı sem
samozřejmě hvězdný a slunečńı čas.

4 doba mezi dvěma po sobě následuj́ıćımi pr̊uchody Slunce jarńım bodem
5 Temps Atomic International
6 přesnost cca 1 ns
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pro hledáńı periodicity v dlouhých obdob́ıch (datováńı spojité, neobsahuj́ıćı nepravidelné
měśıce a přestupné dny a roky). MJD = modifikované juliánské datum, zač́ıná o p̊ulnoci,
MJD = JD − 2 400 000, 5 dne. 7

Podrobněji viz (H)r̊uzné doplňky . . .

§ Epochy

Význačná mı́sta na časové stupnici, k těmto epochám se dělaj́ı katalogy a atlasy. Polohy
hvězd tedy rozlǐsujeme na zdánlivá mı́sta, tj. polohy skutečně pozorované, opravené o
refrakci a denńı aberaci; pravá mı́sta, tj. zdánlivá mı́sta opravená o ročńı aberaci a pa-
ralaxu; středńı mı́sta, tj. pravá mı́sta při započteńı nutace a precese převedená na jisté
datum, tj. epochu/ekvinokcium (kresĺı se do katalog̊u a atlas̊u). Mezi jednotlivými mı́sty
se přecháźı pomoćı redukčńıch vzorc̊u.

7 2000 = JD 2 451 545.0000 = MJD 51 544.5000 = gregoriánský kalendář 1.1.2000 12h UT 1
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5.4 Problém dvou těles

Zvolme souřadnicový systém pro dvě tělesa A a B, jejichž hmotnosti jsou mA a mB,
polohové vektory pak ~rA a ~rB. Definujme vektor vzájemné polohy obou těles ~r = ~rB−~rA.
Napǐsme pohybové rovnice8 v inerciálńım prostoru:

mA~̈rA = −GmAmB

r2
~r

r
,

mB~̈rB = G
mAmB

r2
~r

r
.

Vykráceńım ma resp. mB a odečteńım výsledných rovnic dostaneme:

~̈rB − ~̈rA = ~̈r = G
mA +mB

r2
~r

r
.

Toto je pohybová rovnice v relativńıch souřadnićıch v neinerciálńım prostoru.
Spočtěme výraz d

dt(~r × ~̇r).

d

dt
(~r × ~̇r) = ~̇r × ~̇r + ~r × ~̈r = 0

Výsledek je roven nule, jelikož se jedná o vektorové násobeńı vektoru se sebou samým
resp. s vektorem úměrným. Z tohoto vyplývá, že výraz ~r × ~̇r bude roven konstantńımu
vektoru, označme jej ~C. T́ım jsme dokázali, že problém dvou těles se odehrává
v rovině a vektor ~C bude na tuto rovinu kolmý. Proto zavedeme jiný systém souřadnic,
mı́sto kartézských x a y zavedeme polárńı r a v (vzdálenost mezi tělesy a tzv. pravá
anomálie). Plat́ı převodńı vztahy:

x = r cos v , y = r sin v .

Převed’me do těchto souřadnic vztah ~r × ~̇r = ~C.

ẋ = ṙ cos v − r sin vv̇ , ẏ = ṙ sin v + r cos vv̇

r =

 x
y
0

 , ṙ =

 ẋ
ẏ
0



~r × ~̇r =

 ~i ~j ~k
x y 0
ẋ ẏ 0

 =

 0
0

xẏ − ẋy


8 pouze s úvahou gravitace
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xẏ − ẋy = x(ṙ sin v + r cos vv̇)− y(ṙ cos v − r sin vv̇) =

= rṙ cos v sin v + r2 cos2 vv̇ − rṙ cos v sin v + r2 sin2 vv̇ →

r2v̇ = C

Toto je jedna z formulaćı 2. Keplerova zákona.
Druhý Kepler̊uv zákon – plošná rychlost pohybu tělesa po kuželosečce je kon-

stantńı. Označ́ıme-li plošnou rychlost jako w a zavedeme ji vztahem w = 1
2r

2 dv, je vztah
mezi plošnou rychlost́ı a zavedenou konstantou C = 2w.

Pro eliptickou dráhu zavád́ıme bod centrálńımu tělesu nejbližš́ı – pericentrum Π
(např. perihelium, perigeum, periastr) a nejvzdáleněǰśı – apocentrum A (např. afelium,
apogeum, apastr).

§ Moment hybnosti

Moment hybnosti ~L vyjadřujeme v̊uči těžǐsti systému v tzv. těžǐst’ové inerciálńı soustavě.

~L = ~rB ×

~pB︷ ︸︸ ︷
mB

˙~rB +~rA ×

~pA︷ ︸︸ ︷
mA

˙~rA

Vektory ~rA a ~rB jsou tentokráte polohové vektory jednotlivých hmotných bod̊u v̊uči
těžǐsti (viz obr). V d̊usledku toho je vztah mezi nimi a vektorem ~r, který jsme zaváděli
jako polohový vektor tělesa A v̊uči tělesu B

~rB − ~rA = ~r

V těžǐst’ové soustavě plat́ı zákon zachováńı momentu sil ve tvaru:

mA~rA = −mB~rB.

Z toho vypoč́ıtáme:

~rA =
mB

mA +mB
~r , ~rB = − mA

mA +mB
~r.

Označ́ıme-li M = mA +mB, můžeme moment hybnosti poč́ıtat:

~L = −mA

M
mB~r × (−mA

M
)~̇r +

(
mB

M

)2

mA~r × ~̇r =
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=
mAmB

M2
~r × ~̇r(mA +mB) =

mAmB

M
~r × ~̇r,

kde
mAmB

(mA +mB)
= µ

je tzv. redukovaná hmotnost; ~r × ~̇r = ~C →

~L = µ~C = µ

 0
0
C

 .

Posledńı rovnost plat́ı v kartézské soustavě souřadnic (x, y, z), kde rovina dráhy je
xy a počátek soustavy souřadné je v tělese B. Obecně je ale referenčńı rovina jiná, než
je rovina dráhy. Tato rovina se s referenčńı rovinou (např. ekliptikou) prot́ıná v uzlové
př́ımce. Odchylku obou rovin označ́ıme i a budeme j́ı ř́ıkat sklon dráhy, natočeńı roviny
v̊uči souřadné ose popisuje úhel Ω – délka výstupného uzlu. Moment hybnosti pak
bude mı́t rozklad na složky:

Lx = L sinΩ sin i , Ly = −L cos Ω sin i , Lz = L cos i.

§ Hledáńı pohybových rovnic se soǔradnicemi r a v 9

Vyjdeme z langrangiánu soustavy:

L = T − U =
1
2
mA~̇r

2
A +

1
2
mB

˙~rB
2
+G

mAmB

r
=

=
1
2
mA

m2
B~̇r

2

(mA +mB)2
+

1
2
mB

m2
A~̇r

2

(mA +mB)2
+G

mAmB

r
=

=
1
2

mAmB

(mA +mB)2
~̇r
2
(mB +mA) +G

mAmB

r
=

9 r je velikost pr̊uvodiče tělesa A vzhledem k tělesu B
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=
1
2

mAmB

mA +mB︸ ︷︷ ︸
µ

~̇r
2
+G

mAmB

r
.

Protože

~̇r =

 ẋ
ẏ
0

 =

 ṙ cos v − r sin vv̇
ṙ sin v + r cos vv̇

0


~̇r · ~̇r = ẋ2 + ẏ2 = ṙ2 + r2v̇2

je

L =
1
2
µ(ṙ2 + r2v̇2) +G

mAmB

r
.

Nyńı již jen vyřeš́ıme Lagrangeovy rovnice 2. druhu:

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0.

Dosad́ıme-li za q souřadnici r, dostaneme:

d

dt

(
1
2
µ2ṙ

)
− 1

2
µv̇22r +

GmAmB

r2
= 0

µ(r̈ − v̇2r) = −GmAmB

r2

Ve výsledku:

r̈ − rv̇2 = −GmA +mB

r2
,

což je pohybová rovnice. Souřadnice v je cyklická (L na ńı explicitně nezáviśı) →

d

dt
(µr2v̇) = 0 → r2v̇ =

konst

µ
= C.

Dostali jsme opět druhý Kepler̊uv zákon a vid́ıme, že konst = L.10

Z pohybové rovnice budeme hledat tvar dráhy. Zaved’me substituci u = 1/r. Tečkou
budeme dále značit derivaci podle t, čárkou derivaci podle v, tedy: ṙ = dr

dt a r′ = dr
dv .

Druhý Kepler̊uv zákon dostane jiný tvar: r2v̇ = C → v̇ = Cu2.

ṙ =
dr

dv

dv

dt
=
d( 1

u)
dv

dv

dt
= − 1

u2
v̇u′ = −Cu′,

r̈ =
dṙ

dt
=
dṙ

dv

dv

dt
= −Cu′′v̇ = −C2u2u′′.

Pohybová rovnice pak nabude tvaru:

C2u′′ + C2u = G(mA +mB) ⇒ u′′ + u =
G

C2
(mA +mB) .

10 moment hybnosti
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Posledńı tvar pohybové rovnice se nazývá Binetova rovnice 11. Jej́ım řešeńım jsou
harmonické funkce, tj. např́ıklad u = G(mA+mB)

C2 +k cos (v − ω), kde k a ω jsou integračńı
konstanty. Pak

r =
1
u

=
1

G(mA+mB)
C2 + k cos (v − ω)

=

parametr p︷ ︸︸ ︷
C2

G(mA +mB)

1 +
kC2

G(mA +mB)︸ ︷︷ ︸
numerická excentricita

cos (v − ω)
→

r =
p

1 + e cos (v − ω)
.

Posledńı rovnice je rovnice kuželosečky v polárńım tvaru, dostali jsme 1. Kepler̊uv
zákon.

Prvńı Kepler̊uv zákon ř́ıká, že planety ob́ıhaj́ı po elipsách (bĺızkých kružnićım), v
jejichž společném ohnisku je Slunce.

Z podobnosti parametr̊u geometrických 12 a dynamických źıskáme vztahy pro nume-
rickou excentricitu e a parametr p:

e =
KC2

G(mA +mB)
, p =

C2

G(mA +mB)
.

Vlastnosti kuželoseček shrnuje následuj́ıćı tabulka:

Kuželosečka e p, a
kružnice e = 0 r = a
elipsa e ∈ (0, 1) p > 0, a > 0
parabola e = 1 p = 2q, a→∞
hyperbola e > 1 p > 0, a < 0

Tabulka 5.1: Vlastnosti kuželoseček.

§ Pohyb po elipse

Vı́me, že plošná rychlost w = konst. Lze ji vypoč́ıtat z plochy elipsy a periody oběhu
P jako w = konst = πab

P , kde a je velká a b malá poloosa elipsy. Dále poč́ıtejme za
využit́ı geometrického faktu, že malou poloosu lze vypoč́ıst z velké poloosy a excentricity
(b = a

√
1− e2) a že konstanta C = 2w souviśı s parametrem elipsy p podle vztahu

p = a(1− e2) = C2

G(mA+mB) dostaneme:

w =
πa2

P

√
1− e2 =

C

2
=

1
2

√
a(1− e2)G(mA +mB).

11 umožňuje naj́ıt trajektorii v poli centrálńı śıly
12 Kuželosečky lze definovat pomoćı ř́ıd́ıćı př́ımky, ohniska a excentricity. Je-li F ohnisko, X bod na

kuželosečce a P kolmý pr̊umět bodu X do ř́ıd́ıćı př́ımky, plat́ı: |FX|
|PX| = e a r

D−cos v
= e, kde D je vzdálenost

ohniska od ř́ıd́ıćı př́ımky. Pak také p
D

= e, r = eD
1+e cos v

= p
1+e cos v

a p = a(1− e2), kde a je velká poloosa
dráhy tělesa (někdy – v př́ıpadě paraboly zcela nutně – se mı́sto velké poloosy použ́ıvá parametr q, tj.
vzdálenost v pericentru).
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Umocněńım a daľśımi úpravami dostáváme:

π2a4

P 2
(1− e2) =

1
2
a(1− e2)G(mA +mB),

a3

P 2
=
G(mA +mB)

4π2
.

Posledńı výraz je formulace 3. Keplerova zákona.
Třet́ı Kepler̊uv zákon ř́ıká, že poměr třet́ı mocniny velké poloosy dráhy planety a

druhé mocniny jej́ı oběžné periody je konstantńı. Vyjádř́ıme-li velkou poloosu v astrono-
mických jednotkách a periodu v roćıch, dostaneme č́ıslo přibližně rovné jedné. 13

§ Keplerova úloha

Všimněme si, že řešeńı pohybové rovnice, které jsme nalezli, je ve tvaru r = r(v). Časové
závislosti r = r(t) a v = v(t) analyticky vyjádřit nelze. 14

Keplerova úloha = nalezeńı zp̊usobu výpočtu r = r(t) a v=v(t). Trajektoríı tělesa
v rovině je elipsa, v jej́ımž jednom ohnisku S je Slunce (viz obrázek). Pravou anomálii
v budeme odeč́ıtat od směru velké poloosy, jež vede k perihelu Π. Elipse oṕı̌seme kružnici
(bude mı́t tedy poloměr právě a) = tzv. Keplerova kružnice. Planeta se bude nacházet
v bodě P na elipse a pr̊umětem, kolmým na hlavńı osu elipsy, vznikne jej́ı obraz na
Keplerově kružnici Q. Patu pr̊umětové př́ımky označme N . Úhel, jehož vrchol je ve
středu Keplerovy kružnice, jedno jeho rameno tvoř́ı hlavńı poloosa elipsy ve směru k
perihelu a druhé polopř́ımka procházej́ıćı bodem Q, budeme označovat E = excentrická
anomálie. Potřebujeme ještě jeden údaj, který nám celou situaci poṕı̌se v čase. Zvolme
tedy časový okamžik pr̊uchodu periheliem, T .

13 Velikost rychlosti tělesa kdekoli podél jeho trajektorie lze určit pomoćı zákona zachováńı živé
śıly: v2 = G(mA + mB)

(
2
r
− 1

a

)
. Živá śıla (vis vita) je veličina, která se v astronomii použ́ıvala dř́ıve

než enerige, plat́ı h = E/µ. ZZŽS lze odvodit pomoćı ZZE (E = 1
2
µv2 − µGmA+mB

r
) a 2.KZ.

14 pouze ve tvaru řady
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Z geometrie plyne, že |PN |
|QN | = b

a . Pak poč́ıtejme plochy některých vybraných obrazc̊u
v čase t, oběžná perioda planety bude Po:
– plocha sektoru SΠP = w(t− T ) = πab

Po
(t− T )

– plocha sektoru SΠQ = a
b
πab
Po

(t− T ) = πa2

Po
(t− T )

– plocha trojúhelńıku OSQ = 1
2ae.a sinE

– plocha kruhové výseče OΠQ = πa2 E
2π .

Posledńı obrazec lze též složit z plochy trojúhelńıka OSQ a sektoru SΠQ. Dostaneme:

πa2 E

2π
=

1
2
a2e sinE +

πa2

Po
(t− T ),

E − e sinE =
2π
Po

(t− T ) = n(t− T ) = M.

Této rovnici se ř́ıká Keplerova rovnice. Veličina M se nazývá středńı anomálíı a n
středńım denńım pohybem.

Algoritmus výpočtu Keplerovy úlohy:
1) Vyjdeme z oběžné doby P0 a z okamžiku pr̊uchodu perihelem T . Vypoč́ıtáme středńı
anomálii M = 2π

Po
(t− T ).

2) Vyřeš́ıme Keplerovu rovnici a źıskáme tak excentrickou anomálii E.
3) Vypoč́ıtáme v = v(t) pomoćı E. Plat́ı: tg2E

2 = (1−e)(1−cos v)
(1+e)(1+cos v) = 1−e

1+etg
2 v

2 . 15

4) Vypoč́ıtáme r = p
1+e cos v(t) .

16

§ Keplerova rovnice diferenciálně 17

Vı́me, že plat́ı:
~Cz = C = |~r × ~̇r|z = −(ẋy − xẏ),

x = a(cosE − e),
y = a

√
1− e2 sinE,

ẋ = −a sinEĖ,
ẏ = a

√
1− e2 cosEĖ.

15 Plyne ze srovnáńı souřadnic x, y bodu P vyjádřených pomoćı anomálíı, tj. x = r cos v = a(cosE−e) ,
y = r sin v = a

√
1− e2 sinE .

16 V kartézských souřadnićıch se algoritmus mı́rně modifikuje:
3) x = x(E), x = a(cosE − e)
4) y = y(R), y = a

√
1− e2 sinE.

Pak:
r2 = x2 + y2 = (a cosE − ae)2 + a2(1− e2) sin2 E = . . . = a2(1− e cosE)2

a tedy r = a(1− e cosE).
17 = odvozeńı integraćı z 2.KZ . . .
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Pak

C = −(−a2
√

1− e2 sin2EĖ − a2
√

1− e2 cos2EĖ + a2e
√

1− e2 cosEĖ) =

= a2
√

1− e2(sin2EĖ + cos2EĖ − e cosEĖ)Ėa2
√

1− e2(1− e cosE) →

Ė(1− e cosE) =
C

a2
√

1− e2
.

Tuto dif.rov. vyřeš́ıme separaćı proměnných, integrujeme z perihelu do bodu P .

E∫
0

(1− e cosE)dE =
t∫

T

C

a2
√

1− e2
dt

Použijeme-li dř́ıve odvozeného vztahu C2 = G(mA+mB)a(1− e2), dostaneme rovnici ve
tvaru:

E−e sinE =

√
G(mA +mB)a(1− e2)

a4(1− e2)
(t−T ) =

√
G(mA +mB)

a3
(t−T ) = M = n(t−T ).

Toto je Keplerova rovnice odvozená diferenciálně.

§ Pohyb po parabole

Pro pohyb po parabole plat́ı Barkerova rovnice, analogie a limitńı př́ıpad Keplerovy
rovnice pro poloosu jdoućı k nekonečnu a excentricitu bĺıž́ıćı se k jedné.

1
3

tg 3 v

2
+ tg

v

2
=

√
G(mA +mB)

2q3
(t− T )

§ Pohyb po hyperbole

Pro hyperbolu plat́ı prakticky Keplerova rovnice, jen je zapotřeb́ı ji mı́rně modifikovat:

e sinhH −H = k1|a|−3/2(t− T ) = N,

kde N je analogíı středńı anomálie a H = iE, tj. sinhH = i sinE, coshH = cosE.
Plat́ı také analogie třet́ıho Keplerova zákona ve tvaru n = k1|a|−3/2, kde ale n nelze

poč́ıtat podle vztahu n = 2π
Pob

(hyperbola je neperiodický pohyb).

§ Keplerovy (geometrické) elementy dráhy

Pohybová rovnice je diferenciálńı rovnićı druhého řádu pro tři složky pr̊uvodiče r. Můžeme
tedy při řešeńı očekávat zavedeńı šesti integračńıch konstant, které čińı řešeńı jedno-
značným. 18

18 např. 3 složky mı́sta startu a 3 složky vektoru rychlosti; my stanovujeme elementy dráhy, které určuj́ı
velikost i tvar dráhy a jej́ı orientaci vzhledem ke stanovené rovině
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Ω délka výstupného uzlu Ω ∈< 0◦, 360◦)
a velká poloosa dráhy a ∈ R
i sklon ekliptiky/dráhy i ∈< 0◦, 90◦) pro prográdńı pohyb,

i ∈ (90◦, 180◦) pro retrográdńı pohyb
e excentricita e ≥ 0
ω argument perihelu ω ∈< 0◦, 360◦)
T okamžik pr̊uchodu perihelem –

Parametry Ω a i popisuj́ı polohu roviny oběžné dráhy tělesa v̊uči referenčńı rovině
(např́ıklad ekliptice), a a e formuj́ı tvar dráhy v rovině a ω definuje polohu hlavńı osy v
rovině dráhy. T je zbývaj́ıćım parametrem, který celý pohyb lokalizuje v čase.

§ Poč́ıtáńı efemerid v problému dvou těles

Výchoźım bodem výpočtu efemeridy jsou Keplerovy elementy (a, e, i,Ω, ω a T ). Pro
nerušený pohyb budou tyto elementy po celou dobu jeho pohybu konstantńı. Ve skutečnos-
ti jsou pohyby ve vesmı́ru vždy rušené a všechny parametry jsou pomalu proměnné v
čase. Tedy dokonalá elipsa se skutečné dráze vždy jen přimyká, tvoř́ı oskulačńı elipsu.
Keplerovy elementy jsou tedy konstantńı a plat́ı se stanovenou přesnost́ı vždy jen kousek
dráhy, ř́ıkáme jim oskulačńı elementy.

Výpočet efemeridy u komet a planetek pak ve skutečnosti prob́ıhá tak, že použ́ıváme
oskulačńı elementy vždy jen na krátké úseky dráhy, kdy vyhovuj́ı se stanovenou přesnost́ı.

Postup při výpočtu efemeridy
1) Pro čas t vypočteme středńı anomálii M : M = n(t− T ).
2) Řeš́ıme Keplerovu rovnici → excentrickou anomálii E: E − e sinE = M .
3) Z excentrické anomálie stanov́ıme souřadnice v rovině dráhy tělesa 19 x

y
z

 =

 a(cosE − e)
a
√

1− e2 sinE
0

 .

19 osa x směřuje k perihelu
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4) Provedeme rotaci souřadnicových soustav:
a) Osu x otoč́ıme do uzlové př́ımky: Rz(−ω).
b) Skloṕıme rovinu dráhy do roviny ekliptiky: Rx(−i).
c) Osu x ztotožńıme se směrem k jarńımu bodu: Rz(−Ω).
Dohromady tak máme operaci Rz(−Ω)Rx(−i)Rz(−ω), což je matice 3×3: Px Qx Rx

Py Qy Ry
Pz Qz Rz

 .

Posledńı sloupec nás nezaj́ımá, protože výsledkem jeho aplikace na polohový vektor v
rovině dráhy bude nula (p̊usob́ı na z-tovou souřadnici, která je nulová). Ostatńım šesti
prvk̊um matice se ř́ıká vektorové elementy dráhy. Výsledkem jsou heliocentrické
pravoúhlé souřadnice; sklopeńım o úhel −ε kolem osy x je převedeme do souřadnic
heliocentrických ekvatoreálńıch.

5) Vypoč́ıtáme geocentrickou efemeridu (geocentrické ekvatoreálńı souřadnice). Máme
pro tři tělesa (těleso, Zemi a Slunce) obecný vektorový trojúhelńık, jehož jednot-
livé strany označme: vektor Slunce→těleso ~r (heliocentrický pr̊uvodič), vektor
Země→těleso ~ρ (geocentrický pr̊uvodič) a vektor Země→Slunce ~R (pravoúhlé
souřadnice Slunce). Předchoźım výpočtem jsme źıskali heliocentrický pr̊uvodič,
pravoúhlé souřadnice Slunce najdeme v ročence nebo vypoč́ıtáme pomoćı programové
rutiny schválené IAU (poč́ıtá se rozvojem). Co nás zaj́ımá je geocentrický pr̊uvodič
tělesa. Ve výsledku źıskáme základ geocentrické efemeridy:

~ρQII = ~R+ ~rQII .

6) Provedeme opravy o aberace, nutaci a precesi.
7) Vypoč́ıtáme topocentrické souřadnice a oprav́ıme je o rotaci Země (denńı aberaci) a

paralaxu.

Pozn. - metody řešeńı Keplerovy rovnice: Keplerova rovnice E−e sinE = M je transcendentńım
typem, který nelze vyřešit analyticky → řeš́ı se numericky:
1) V dobách prehistorických se tato rovnice řešila pomoćı tabulek a nomogramů.
2) Nejjednodušš́ı iteračńı metoda: stanov́ı se prvotńı odhad hodnoty excentrické anomálie a dosad́ı se

do upravené rovnice, v ńıž na levé straně necháme jen lineárńı člen v E a na stranu pravou dáme
zbytek. Vypoč́ıtáme E, porovnáme s předchoźım výsledkem a jestliže jsme ještě nedosáhli požadované
přesnosti, výpočet opakujeme, tj.:
a) E0 = M , b) E1 = M + e sinE0, c) E2 = M + e sinE1 . . .
Výpočet konč́ı v okamžiku, kdy |En − En−1| je menš́ı než zadaná přesnost.

3) Iteračńı metodou, která konverguje rychleji je Newtonova metoda – stanovuje, jak z předchoźı hodnoty
stanovit hodnotu následuj́ıćı, aby rychleji konvergovala do námi očekávaného výsledku.

4) Pro e→ 1− velmi dobře funguje Hartmann̊uv vzorec, analogický Newtonově metodě:

En+3 = M + e sin

[
En +

En+1 − En

1− En+2−En+1
En+1−En

]
,

startovaćı hodnoty E0, E1, E2 urč́ıme pomoćı obyčejné iteračńı metody . . .
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5.5 Metody určováńı drah – element̊u ve Slunečńı soustavě

Pokud známe elementy dráhy nějakého tělesa, můžeme určit jeho efemeridy. Chceme tedy
z pozorováńı stanovit dráhu tělesa. Protože elementy neznáme, muśıme využ́ıt jiných 6
počátečńıch podmı́nek a elementy dráhy naj́ıt. Bylo navrženo mnoho metod – např. La-
place, Gauss, Olbers (zaměřil se na komety) . . .

Stanoveńı element̊u pokud:
a) známe souřadnice a složky rychlosti v daném časovém okamžiku tj. ~r, ~̇r → elementy,
rozpracoval Laplace, nejjednodušš́ı př́ıpad
b) nebo máme potřebný počet pozorováńı = známe zdánlivé souřadnice/zdánlivá mı́sta
alespoň pro 3 časové okamžiky, složité, např.:
• Gaussova metoda ze 3 pozorováńı (α, δ v časech ti pro i = 1, 2, 3) časy pozorováńı od
sebe mohou být libovolně vzdáleny
• α, δ v časech ti pro i = 1, 2, 3, kdy časy pozorováńı jsou si bĺızké
• Olbersova (geometrická) metoda (1804, pro komety) . . . atd. apod. etc.. . .

§ Laplaceova metoda

Většinou u družic a umělých těles. Vždy vede k ćıli. Postup:
- urč́ıme ~̇r (na základě Dopplerova jevu),
- urč́ıme ~r (pomoćı radiolokace, laserové lokace).

Předpoklady: známe x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, ż0 pro čas t0; ma
mb

→ 0 tj. centrická gravitačńı
konstanta k1 → k (Gaussova gravitačńı konstanta20).
1) Vektor rychlosti je dle integrálu živé śıly

ẋ2
0 + ẏ2

0 + ż2
0 = v2 = k2

(
2
r0
− 1
a

)
,

20 Při poč́ıtáńı je d̊uležitá správná volba jednotek. Jsme ve Slunečńı soustavě → za jednotku voĺıme
hmotnost Slunce M� = 1. Pro zjednodušeńı výpočt̊u je vhodné přej́ıt od klasické Newtonovy gravitačńı
konstanty G k nové konstantě k = Gaussova gravitačńı konstanta, plat́ı: G = k2. (Newtonovu
gravitačńı konstantu nelze z astronomických pozorováńı určit, stanovil ji v r. 1798 H.Cavendish . . . ) Pokud
dále za jednotkou délky zvoĺıme AU (středńı vzdálenost Země-Slunce) a za jednotku času středńı slunečńı
den, bude hodnota Gaussovy gravitačńı konstanty rovna k = 0, 0172 rad= 3548.2 ” (jedná se o středńı

denńı pohyb Země vyjádřený jako úhel; ze 3.KZ resp. středńıho denńıho pohybu n =
√
G(mA +mB)/a3.

Gauss při svém výpočtu použil hodnotu středńıho slunečńıho dne ze siderického roku, který má
365.256 383 5 takových dńı a poměr hmotnosti Země ku hmotnosti Slunce m⊕/M� = 1/354 710. IAU na
svém zasedáńı v roce 1976 stanovila hlasováńım moderńı hodnotu tohoto poměru m⊕/M� = 1/332 946,
v d̊usledku čehož by se musela hodnota Gaussovy gravitačńı konstanty změnit. Protože však již bylo s
touto hodnotou učiněno mnoho výpočt̊u, bylo rozhodnuto, že hodnota Gaussovy gravitačńı konstanty se
zachová, ale změńı se velikost velké poloosy zemské dráhy, která má podle usneseńı z téhož roku hodnotu
a⊕ = 1.000 000 02 AU.

V soustavě SI má Gaussova gravitačńı konstanta hodnotu, jež př́ımo vycháźı z hodnoty gravitačńı
konstanty Newtonovy G = (6 675± 1)× 10−14 m3/kg . s2 = k2.

V astronomii se ale takováto konstanta neměř́ı – měř́ıme konstantu gravitačńı v součinu s hmotnostmi
jednotlivých těles, jichž se problém týká. Vzniká tak centrická gravitačńı konstanta k1, jej́ıž hodnota
je závislá na tělese, u něhož měřeńı provád́ıme (centrické gravitačńı konstanty se měř́ı z oběžné periody
a velké poloosy oběžné dráhy), G(M� +m) = k2

1.
(Gravitačńı konstanta a jej́ı hodnota v SI: heliocentrická = 13 271 244, 0 × 1013 m3s−2; geocent-
rická = 398 600, 5× 109 m3s−2; selenocentrická: 4 902, 8× 109 m3s−2)
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r0 =
√
x2

0 + y2
0 + z2

0 .

Jedinou neznámou je velká poloosa a ; pokud a → ∞ tak je výhodněǰśı hledat pr̊uvodič
perihelu q = a(1− e).
2) Z projekce momentu hybnosti plat́ı následuj́ıćı vztahy:

√
p sin i sinΩ =

1
k
(y0ż0 − ẏ0z0),

√
p sin i cos Ω =

1
k
(x0ż0 − ẋ0z0),

√
p cos i =

1
k
(x0ẏ0 − ẋ0y0).

Odtud máme p , i , Ω . Pomoćı p = a(1− e2) dostaneme e .
3) Okamžik pr̊uchodu perihelem lze určit pomoćı derivace pr̊uvodiče dle času, jež dosta-
neme z

r0ṙ0 = x0ẋ0 + y0ẏ0 + z0ż0.

Plat́ı ṙ0 = kp−1/2e sin v0, jež společně s rovnićı kuželosečky r0 = p
1+e cos v0

dá v . Z rovnice

tgv02 =
√

1−e
1+etg

E0
2 urč́ıme E0 , z Keplerovy rovnice E0− e sinE0 = M0 dostaneme M0 .

Okamžik pr̊uchodu perihelem T je pak dán t0 − T = M0
n , kde n = ka−3/2 je středńı

denńı pohyb. Známe tak všechny elementy až na argument perihelu ω , který urč́ıme ze
třet́ı rovnice následuj́ıćı sady:

x0 = r0[cos (v0 + ω) cos Ω− sin (v0 + ω) sinΩ cos i],

y0 = r0[cos (v0 + ω) sinΩ + sin (v0 + ω) cos Ω cos i],

z0 = r0[sin (v0 + ω) sin i].

(Prvńı rovnici rozš́ı̌ŕıme cos Ω, druhou sin Ω a sečteme; sadu źıskáme ze sférických troj-
úhelńık̊u těleso-uzel dráhy-pr̊uniky os x,y,z s nebeskou sférou.)

§ Elementy ze ťŕı pozorováńı

Metody zpravidla založeny na srovnáváńı dynamických veličin s geometricky určenými
veličinami.21

Postup zpravidla:
a) nalezneme geocentrické vzdálenosti
b) s jejich pomoćı urč́ıme elementy.
Část b) je ekvivalentńı určováńı element̊u dráhy, známe-li pravoúhlé souřadnice ve dvou
časových okamžićıch, 22 v daľśım tedy popis a).

21 např. srovnáváńı ploch sektor̊u určených z 2.KZ a ploch trojúhelńık̊u určených geometricky
22 Tj. máme x1, y1, z1 a x2, y2, z2 v t1 a t2. Jednotkový vektor určuj́ıćı normálu k rovině dráhy má

složky sin i sinΩ, − sin i cosΩ, cos i. Z vektorového počtu plat́ı

y1z2 − y2z1 = |~r1 × ~r2| sin i sinΩ ,

z1x2 − x2z1 = −|~r1 × ~r2| sin i cos Ω (44)
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Mějme tři polohy (planety), jež odpov́ıdaj́ı časovým okamžik̊um t1 < t < t2. Necht’
λi, µi, νi jsou odpov́ıdaj́ıćı směrové cosiny jednotlivých poloh, tj.

λi = cos δi cosαi,
µi = cos δi sinαi, j = 1, nic, 2
νi = sin δi.

Označme %j vzdálenost planety v tj , Rj = (Xj , Yj , Zj) jsou pravoúhlé souřadnice Slunce.
Viz obrázek 5.6 a.

Obrázek 5.6: Poloha planety: ~r je heliocentrický pr̊uvodič planetky, ~ρ je geocentrický
pr̊uvodič planetky, −~R jsou pravoúhlé souřadnice/geocentrický pr̊uvodič Slunce. Tedy
~% = ~r + ~R resp. po složkách %x = % cos δ cosα = x + X, %y = % cos δ sinα = y + Y a
%z = % sin δ = z + Z.

Rovnice uvedené u obrázku tak lze přepsat na

x1 = λ1%1 −X1 ; x = λ%−X ; x2 = λ2%2 −X2

y1 = µ1%1 − Y1 ; y = µ%− Y ; y2 = µ2%2 − Y2 (∗∗)
z1 = ν1%1 − Z1 ; z = ν%− Z ; z2 = ν2%2 − Z2

x1y2 − x2y1 = |~r1 × ~r2| cos i .

Zároveň |~r1 × ~r2| = 1
2
r1r2 sin (v2 − v1) = 1

2
r1r2 sin 2f (∗), kde r2j = x2

j + y2
j + z2

j a vj jsou hodnoty pravé
anomálie odpov́ıdaj́ıćı rj . Kombinaćı těchto výraz̊u urč́ıme i,Ω a rozd́ıl v2 − v1.

Nejsložitěǰśı je určit parametr dráhy p (viz dále). Pokud tento známe, tak kombinaćı vztah̊u v1−v2 = 2f ,
r = p

1+e cos v
a definice sj = p/rj − 1 (pro j = 1, 2) dostaneme soustavu

e cos v1 = s1

e cos v2 = e cos (v1 + 2f) = s2

jež společně s (*) umožňuje určit excentricitu a obě pravé anomálie. Daľśı záviśı na tvaru dráhy – např.
pro eliptickou potřebujeme velkou poloosu a, okamžik pr̊uchodu perihelem t a argument perihelu ω.

Poloosu urč́ıme z p = a(1−e2), pomoćı n = ka−2/3 dostaneme středńı denńı pohyb, z tg v0
2

=
√

1−e
1+e

tgE0
2

źıskáme excentrickou anomálii E a z Keplerovy rovnice odpov́ıdaj́ıćı středńı anomálii. Okamžik pr̊uchodu
perihelem je pak dán T = t1 −M1/n (viz analogicky Laplaceova metoda).

Výpočet parametru vede na transcendentńı rovnici řešenou iteraćı, a to proto, že neznáme složky rych-
losti a nelze využ́ıt integrál energie/živé śıly – muśıme proto už́ıt 2.KZ ploch = plochu eliptického sektoru
ohraničeného vektory ~r1 a ~r2 lze psát jako S = 1

2
kp1/2(t2 − t1). Pokud je t2 − t1 velmi krátký, je plocha

sektoru ≈ ploše trojúhelńıka určeného ~r1, ~r2 a úhlem v2−v1, tj. S4 = 1
2
r1r2 sin 2f . Problém hledáńı para-

metru je tak převeden na problém hledáńı poměru sektoru a trojúhelńıka – pokud tento nalezneme, nalez-
neme i parametr p. Pro určováńı poměru existuje řada analytických metod (např. Eulerova-Lambertova
věta pro elipsu . . . ), jejich význam dnes malý (numerické výpočty) . . .
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Dále chceme nalézt rovnice vhodněǰśı pro hledáńı geocentrických pr̊uvodič̊u – problém
dvou těles je problém rovinný, tj. vektory ~r1, ~r, ~r2 jsou lineárně závislé a plat́ı

α1~r1 + α~r + α2~r2 = ~0,

kde α1, α, α2 nejsou současně rovny nule. Vylouč́ıme-li z úvah př́ımkovou dráhu23, lze
posledńı vzorec skoro vždy převést na

n1~r1 − ~r + n2~r2 = ~0, (∗ ∗ ∗)

kde veličiny n1 a n2 maj́ı geometrický smysl: po vektorovém přenásobeńı ~r1 a ~r2 máme

n1 =
|~r × ~r2|
|~r1 × ~r2|

, n2 =
|~r × ~r1|
|~r2 × ~r1|

.

Tj. veličiny n1 a n2 odpov́ıdaj́ı poměr̊um ploch trojúhelńık̊u, jež sv́ıraj́ı př́ıslušné vektory
(viz 5.6 b). Rovnice (***) je výchoźım vztahem pro určováńı drah nebeských těles ze tř́ı
pozorováńı. Dosad́ıme-li do ńı složky vektor̊u ~ri z předchoźı strany, budeme mı́t:

n1λ1%1 − λ%+ n2λ2%2 = n1X1 −X + n2X2 ,

n1µ1%1 − µ%+ n2µ2%2 = n1Y1 − Y + n2Y2 (4)
n1ν1%1 − ν%+ n2ν2%2 = n1Z1 − Z + n2Z2 .

Nejjednodušš́ım př́ıpadem obecného problému určeńı dráhy z pozorováńı je parabolická
dráha. Obecně se v problému dvou těles realizuj́ı pouze eliptické a hyperbolické dráhy,
avšak řadu drah lze parabolou aproximovat. Potřebujeme nalézt pouze 5 element̊u, tj.
můžeme volit jednu podmı́nku, jež nám pomůže při řešeńı. Nejznáměǰśı metodou pro
výpočet parabolické dráhy je metoda Olbersova. Základńı idea: paraboličnost dráhy a
jeden vztah mezi %1 a %2 zajǐst’uje tzv. Eulerova věta, jež dává do souvislosti ~r1,~r2, tětivu
mezi těmito vektory s a časový interval t2− t1 (6τ = (r1 + r2 +s)3/2∓ (r1 + r2−s)3/2, lze
odvodit z Lambertovy-Eulerovy věty či např. z Barkerovy rovnice). Druhý pak dostaneme
ze základńı soustavy (4) vyloučeńım %. Dostaneme tak

%2 = H%1 + h ,

tj. lineárńı vztah mezi 1. a 3. polohou (představuje námi zvolenou dodatečnou podmı́nku).
Plat́ı (použijeme-li prvńı dvě rovnice z (4)):

H =
λ1µ− λµ1

λµ2 − λ2µ
.
n1

n2
= K

n1

n2
,

h =
λY1 − µX1

λµ2 − λ2µ
.
n1

n2
− λY − µX
λµ2 − λ2µ

.
1
n2

+
λY2 − µX2

λµ2 − λ2µ
= L1

n1

n2
+ L2

1
n2

+ L3 .

Veličiny n1 a n2 se v př́ıpadě obecné dráhy vyjadřuj́ı jako řady s n0
1 = τ1

τ = t−t1
t2−t1 a

n0
2 = τ2

τ = t2−t
t2−t1 (např. tzv. Oppolzerovy formule . . . ). Prvńı aproximaci geocent-

rických vzdálenost́ı dostaneme dosazeńım nultých člen̊u řad do výraz̊u pro h a H. Nyńı
do výpočtu dostaneme předpoklad, že se jedná o parabolickou dráhu, a to užit́ım Eule-
rovy rovnice (do které jsme předt́ım pomoćı (**) zavedli geocentrické vzdálenosti). Dále
se geocentrické vzdálenosti hledaj́ı iteračně, dokud neńı dosaženo požadované přesnosti.

23 jež ani nemůže nastat
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Předchoźı postup převád́ı problém určeńı element̊u parabolické dráhy na problém
určeńı element̊u známe-li geocentrické souřadnice pro dvě pozorováńı, viz předch. pozn.

Tj. urč́ıme rozd́ıl pravých anomálíı krajńıch bod̊u v1− v2 = 2f , a to pomoćı trojúhel-
ńıka sv́ıraného ~r1 a ~r2. 24 Pr̊uvodič perihelu q a pravé anomálie krajńıch poloh urč́ıme
ze vztah̊u ( rjq )1/2 cos 1

2vj = 1, j = 1, 2 , tj. (r1/q)1/2 cos v1/2 = 1 a (r1/q)1/2 sin v1/2 =
cotg f − (r1/r2)1/2cosec f . Okamžik pr̊uchodu perihelem T urč́ıme z Barkerovy rovnice.
Elementy i a Ω urč́ıme z (44); argument perihelu ω z rovnic analogických posledńı sadě
Laplaceovy metody:

rj cos vj + ω = xj cos Ω + yj sinΩ
rj sin vj + ω = zjcosec i .

Nejobecněǰśı problém určeńı dráhy nebeského tělesa ze tř́ı pozorováńı, kde excentricita
je jednou z neznámých (nemáme předpoklad tvaru dráhy, nelze tedy využ́ıt Eulerovu
větu . . . ) řeš́ı např. Lagrangeova-Gaussova metoda, viz např. P.Andrle, Základy
nebeské mechaniky.

24 sin f = 1
2
[ (s−r1+r2)(s+r1−r2)

r1r2
]1/2 , s je tětiva/třet́ı strana trojúhelńıka
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5.6 Zatměńı a zákryty

Slunce se pro pozorovatele na Zemi posunuje za den asi o 1◦ k východu. Měśıc se pohy-
buje po dráze k ekliptice zhruba o 5◦ skloněné, za den asi o 13◦ k východu. Měśıčńı dráha
se tak se Slunečńı křižuje ve dvou uzlech. Pokud se setká v uzlu Slunce s Měśıcem, který
je v novu, nastane zatměńı Slunce (částečné, úplné či prstencové – podle pozice pozo-
rovatele resp. délky st́ınu Měśıce). Poloha uzl̊u se měńı, jelikož se měńı i měśıčńı dráha.
Uzly se posouvaj́ı k západu, Měśıc k jednomu z nich doraźı vždy za ≈ 27,212 dne = dra-
konický měśıc. Se Sluncem se měśıc setkává po 29,531 dne = synodický měśıc. Setkáńı
v uzlu, nutné pro vznik zatměńı, se tak opakuje v periodě 18 let 11 dn̊u 7 h 43 m = saros,
obsahuj́ıćı celistv́ı počet násobk̊u synodického a drakonického měśıce (223 a 242).

Počet dn̊u ale neńı přesně stejný (242 synodických měśıc̊u = 18l 11d 8h 40m), pr̊uchod
Měśıce uzlem nastane v př́ı̌st́ım obdob́ı sarosu o hodinu později než v obdob́ı předešlém,
tj. zatměńı nebudou přesně stejná (např. zatměńı Měśıce začne jako částečné, po několika
periodách sarosu bude úplné, pak zase částečné, až zanikne, aby bylo nahrazeno nově vzni-
kaj́ıćım zatměńım). V periodě saros vznikaj́ı postupně zatměńı, vždy posunutá zhruba
o 115◦ zeměpisné délky na západ oproti předchoźımu (Země v okamžiku souhlasné po-
lohy všech tř́ı těles a uzlu vzhledem k předcházej́ıćımu zatměńı pootočena o 7 h 43 m),
vytvářej́ı tak sérii saros – trvá zhruba 1300 let, v jej́ım pr̊uběhu nastává 70 zatměńı (41
slunečńıch a 29 měśıčńıch). Séríı saros prob́ıhá současně v́ıce a proĺınaj́ı se. Na celém
povrchu Země za rok nastane max 7 zatměńı (z toho 4 až 5 slunečńıch), min 2 (obě
slunečńı).

Zatměńı Měśıce vzácněǰśı, ale viditelné z celé zemské polokoule. Během zatměńı Měśıc
z oblohy nemiźı – zemský st́ın neńı zcela temný ← d́ıky rozptylu a lomu do něho vniká
hodně slunečńıho světla, hlavně červeného (tečné paprsky muśı u povrchu Země proj́ıt
atmosférou, kde se lámou směrem do st́ınu).

Analogicky vznikaj́ı zákryty hvězd a planet Měśıcem. Pomáhaj́ı k zpřesněńı určeńı
měśıčńı dráhy.
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• Př́ıhoda P., Pr̊uvodce astronomíı, HaP Praha, 2000
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Kapitola 6

Observačńı výsledky; p̌ŕıstroje

Př́ıstroje a metody pozorováńı: Optické systémy, jejich vady, metody navrhováńı. Da-
lekohledy. Zpracováńı sńımk̊u fotografických, CCD. Fotometrie. Interferometry. Instru-
menty družicových observatoř́ı. Spektrografy, spektroskopie.
+
Hvězdy – p̌rehled observačńıch výsledk̊u: Fotometrické systémy, magnitudy. Určováńı hmotnost́ı kos-

mických objekt̊u, dynamická paralaxa, funkce hmotnosti. Určováńı rozměr̊u hvězd, efektivńı teplota,

úhlové pr̊uměry. Teploty hvězd, spektrálńı klasifikace. Hertzsprungův-Russell̊uv diagram (HRD). Vztah

hmotnost – zá̌rivý výkon.

• Optické systémy a jejich vady. Interferometrie.
• Př́ıstroje a detektory pro astronomickou fotometrii.
• Metody redukce fotometrických a spektroskopických dat. (Př́ıstroje metody pro astro-

nomickou fotometrii. Př́ıstroje a metody pro astronomickou spektroskopii.)
• Př́ıstroje pro astronomickou spektroskopii na pozemských a družicových observatoř́ıch.
• Př́ıstroje a metody pozorováńı kosmického zářeńı, neutrin a gravitačńıch vln.
• Metody hledáńı periodicity v astronomických datech.
• Spektrálńı klasifikace hvězd, barevné indexy, bolometrická korekce, přehled definic po-

vrchové teploty hvězd a metod k jejich určováńı1

• Přehled a návaznost metod určováńı vzdálenost́ı ve vesmı́ru (radarová pozorováńı, trigo-
nometrická paralaxa, pohybové hvězdokupy, modul vzdálenosti, cefeidy, . . . , Hubble̊uv
zákon . . . )
• Přehled metod určováńı hmotnost́ı kosmických objekt̊u - dvojhvězdy, hvězdokupy, ga-

laxie, věta o viriálu . . .

1 efektivńı teploty etc. viz část astrofyzika
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6.1 Optické systémy, dalekohledy; Interferometrie

Dalekohled = základńı astronomický př́ıstroj; shromážd́ı v́ıce světla než oko, uvi-
d́ıme tak slabš́ı hvězdy; zvětš́ı pozorovaný obraz, zvětš́ı rozlǐsovaćı schopnost.
Montáž dalekohledu - azimutálńı Dobsonova, paralaktická - německá (s protizávaž́ım)
nebo anglická (bez protizávaž́ı, např. vidlicová , podkovová . . . )

Refraktor (soustava dioptrická), 1610 G.Galilei & Reflektor (soustava katoptrická),
1668 I.Newton; kombinovaná soustava - zrcadločočkový dalekohled = katadioptrická sou-
stava (odstraněńı kulové vady pomoćı skleněné korekčńı desky - např. Schmidtova ko-
mora, Maksutovova komora nebo meniskový Cassegrain)

Zvětšeńı – např. Kepler̊uv dalekohled: z bodu v ∞, který se jev́ı prostému oku
v úhlové vzdálenosti od osy α vzniká v ohniskové rovině reálný obraz ve vzdálenosti
y’ od osy. Ten je pak promı́tán okulárem do nekonečna, pozorovaćı zorný úhel je α’,
Z = |tgα

′

tgα | = y′/f2
y′/f1

= f1/f2 , viz obr. Dá se zjistit i z poměru vstupńı D (pr̊uměr
objektivu) a výstupńı d pupily, Z = D/d .

Dalekohledem vid́ıme slabš́ı objekty – přicháźı do našeho oka v́ıce světla. Aby se světlo
neztrácelo, muśı být výstupńı pupila menš́ı než vstupńı pupila oka (asi 8 mm). Nejmenš́ı
rozumné zvětšeńı dalekohledu (tzv. normálńı zvětšeńı) je tak dáno (Z = D[mm]/8).
Naopak, abychom plně využily zvětšeńı, muśıme rozlǐsovaćı schopnost δ zvětšit alespoň na
rozlǐsovaćı schopnost oka, tj. asi 120˝, odtud Z = 120/δ = 120/(114/D[mm]) ≈ D[mm].
Jde o tzv. užitečné zvětšeńı. Obvykle se voĺı o něco větš́ı, max 2D. Při větš́ım zvětšeńı je
výstupńı pupila př́ılǐs malá, obraz ztráćı na kontrastu a ostrosti, nespatř́ıme žádné daľśı
podrobnosti, výrazné uplatněńı neklidu vzduchu = mrtvé zvětšeńı.

Rozlǐsovaćı schopnost – obraz objektu vytvořený objektivem pozorujeme v ohnis-
kové rovině okulárem jako lupou (resp. sem umı́st́ıme CCD, spektrograf . . . ). Množstv́ı
světla jež dalekohled zachyt́ı je určeno pr̊uměrem objektivu, aperturou; pr̊uměr objektivu
zároveň určuje rozlǐsovaćı schopnost dalekohledu – č́ım je pr̊uměr větš́ı, t́ım větš́ı detaily
lze rozlǐsit. Následkem ohybových jev̊u je obrazem bodu ploška konečných rozměr̊u –
minimálńı úhlová vzdálenost, na ńıž je možno rozeznat např. dvě hvězdy jako hvězdy
r̊uzné, je určena Rayleighovým kritériem – tj. rozeznatelné jsou když nulové maxi-
mum padne do prvńıho minima druhé, č́ıselně (š́ı̌rka maxima v jedné polovině výšky)
δmin = 1, 22λ/D [rad] resp. prakticky δmin = 114/D [˝], kde D je pr̊uměr objektivu
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v mm a konstanta 114 plat́ı pro žluté světlo. (Airyho/ohybové kroužky - ”obraz“ stálice
v ohniskové rovině je dán ohybovým jevem na obrubě objektivu, pr̊uměr ”obrazu“ dán
pr̊uměrem 1. tmavého kroužku, což je malý obraz otvoru, j́ımž světlo vstupuje do da-
lekohledu). K zvětšeńı rozlǐsovaćı schopnosti pozemských dalekohled̊u pomáhá aktivńı
a adaptivńı optika. Aktivńı optika = systém elektronických opěr, které automaticky
upravuj́ı tvar a polohu optického dalekohledu tak, aby byly odstraněny optické chyby
vzniklé při pozorováńı (deformace hlavńıho zrcadla při r̊uzné orientaci dalekohledu, tep-
lotńı změny). Aktivńı optika sleduje kvalitu obrazu referenčńı hvězdy, vypoč́ıtává chyby
(komu, astigmatismus) a opravuje tvar i nastaveńı zrcadel tak, aby je kompenzovala.
Zabývá se pomalými změnami vlnoplochy (několikrát za minutu). Adaptivńı optika = od-
straňuje zhoršeńı kvality obrazu zp̊usobené pr̊uchodem světla atmosférou, systém rychle
(až několiksetkrát za sekundu) reaguj́ıćıch elektronických opěr kompenzuj́ıćıch deformaci
vlnoplochy vzniklé při pr̊uchodu světla atmosférou. Deformace vlnoplochy měřena po-
moćı referenčńı hvězdy, která může být uměle vytvořena ve výšce kolem 90 km, laserová
hvězda. U velkých dalekohled̊u dnes nezbytné, lze tak ze Země dosáhnout (praktické)
rozlǐsovaćı schopnosti setin obloukové sekundy (narozd́ıl od hodnot okolo 1˝ (dáno se-
eingem) u soustav bez adaptivńı optiky, ekvivalentńı 15 cm př́ıstroji). Každý systém
adaptivńı optiky má tři části: přij́ımač schopný rozlǐsit rozd́ıly ve fázi dopadaj́ıćı vlno-
plochy, deformovatelná zrcadla schopná tento rozd́ıl korigovat a rychlý poč́ıtač.

§ Vady optických soustav

Aberace monochromatické – vznikaj́ıćı v soustavě i při použit́ı jediné vlnové délky
světla.
Aberace polychromatické (barevné vady) – dány závislost́ı indexu lomu použitého
skla na vlnové délce.

Polychromatické vady
B́ılé světlo se pr̊uchodem přes lámavé optické plochy rozkládá do spektra = disperze,
zp̊usobeno závislost́ı indexu lomu prostřed́ı na vlnové délce procházej́ıćıho světla → ne
u zrcadel. Červené paprsky se tedy v čočce lomı́ méně než modré či fialové, ohnisková
vzdálenost je pro červené paprsky větš́ı než pro fialové – obraz nelze zaostřit. Částečně
lze odstranit vhodnou kombinaćı r̊uzných skel s opačnou hodnotou disperze (korunová
spojka a flintová rozptylka . . . ) = achromatický objektiv, achromat. Zbytkovou ba-
revnou vadu potlačuj́ı troj resp. v́ıcečočkové objektivy = apochromaty, potlačuj́ı ba-
revnou vadu v celém viditelném spektru (ale ne 100%, principiálně neńı možné odstranit
barevnou vadu pro všechny vlnové délky, libovolná soustava je vždy zat́ıžena zbytkovým
chromatismem = sekundárńı spektrum). ∃ chromatická vada ohnisková a zvětšeńı.

Monochromatické vady
Sférická aberace, kulová vada – paprsky jdoućı krajem čočky se lomı́ v́ıce než pa-
prsky jdoućı bĺızko středu, rovnoběžné paprsky se po pr̊uchodu soustavou neprot́ınaj́ı
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přesně v ohnisku. Odstraňuje se spolu s barevnou vadou soustavou dvou čoček (spojka a
rozptylka maj́ı opačné znaménko sférické aberace, jejich vhodnou kombinaćı lze tuto abe-
raci zmenšit), tento objektiv = aplanát (odstraňuje i komu). Nebo lze použ́ıt asférických
ploch (paraboloid) mı́sto kulových resp. korekčńıch desek (menisk . . . ).
Asymetrická chyba, koma – narušeńı symetrie svazku paprsk̊u, vycházej́ıćıch z mimo-
osového předmětového bodu. Bodové objekty maj́ı se vzr̊ustaj́ıćı vzdálenost́ı od optické
osy protažený/kometovitý tvar. Odstraněńı vhodným návrhem optické soustavy, tak aby
byla souměrná v̊uči středové cloně, popř. doplněńım optické soustavy o prvek s opačnou
hodnotou této aberace (komakorektory).
Astigmatismus a sklenut́ı obrazu – astigmatismus = světelné paprsky předmětu
položeného mimo optickou osu, které dopadaj́ı kolmo na okrajové oblasti čočky/zrcadla,
se lámou jinak, něž paprsky dopadaj́ıćı šikmo. Sklenut́ı obrazu/pole = zakřiveńı optických
ploch má za následek, že zobrazované body obrazu se zobrazuj́ı ostře v r̊uzných za sebou
lež́ıćıch rovinách, obrazová ”rovina“ neńı rovina, ale je zakřivena; obraz je sklenutý. Sou-
stavy s odstraněným astigmatismem a rovinným obrazovým polem = anastigmaty.
Zkresleńı/distorze – je-li zvětšeńı optické soustavy v bĺızkosti optické osy jiné než na
okraji pole→ zkresleńı, čtverec nebude čtverec, zkresleńı poduškové nebo soudkové. Sou-
stavy čoček s korigovaným zkresleńım = soustava ortoskopická.
Vady (s výjimkou barevné) popisuje komplexně Seidelova aberačńı funkce, každý člen
odpov́ıdá určité vadě.
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§ Dalekohledy dneška

Hubble̊uv kosmický dalekohled, HST – vypuštěn 1990, pr̊uměr zrcadla 2.4 m, po
opravách(korekce vady primárńıho zrcadla . . . ) a modernizaci (IR kamera, spektrograf)
je mezńı hvězdná velikost 29 mag, rozlǐseńı 0.043˝. Nı́zká kruhová dráha cca 600 km.
Omezeńı pozorováńı: nelze pozorovat bĺıže než 50◦ od Slunce, 15.5◦ od osvětleného po-
vrchu Země . . .
VLT – čtveřice zrcadlových dalekohled̊u, každý o pr̊uměru 8.2 m na Cerro Paranal,
Chile, poušt’ Atacama – nejsušš́ı oblast na světě, ESO. 2 Při simultálńım provozu celková
plocha odpov́ıdá zrcadlu o pr̊uměru 16.4 m, adaptivńı optika.
KECK I, II – největš́ı pr̊uměr = 9.82 m, simultálńı provoz ekvivalentńı 14 m zrcadlu,
složeno z 36 šestiúhelńıkových zrcadel, jež d́ıky aktivńı optice vytvář́ı jedinou souvislou
optickou plochu. Od 2001 interferometr. Na vrcholku Mauna Kea, Havaii.
SST – Spectroscopic Survey Telescope, 1999, největš́ı specializovaný dalekohled světa,
11 m, 91 segment̊u, Mount Graham, Arizona.
Subaru – největš́ı monolit, pr̊uměr 8.3 m, provozovatel Japonsko, opět umı́stěn na vr-
cholku Mauna Kea.

§ Interferometrie, určeńı pr̊uměru hvězd

Pr̊uměr hvězd lze odhadnout jednak pomoćı fotometrie (ze znalosti sv́ıtivosti a efektivńı
teploty – viz dále), jednak z interferometrických měřeńı. 3

Princip interferometrického měřeńı pr̊uměr̊u hvězd: světlo z bodového zdroje o λ do-
padá na st́ıńıtko se dvěma štěrbinami ve vzdálenosti d, procháźı těmito štěrbinami (S1,
S2) a dopadá na daľśı st́ıńıtko ve vzdálenosti D, viz obr. Na druhém st́ıńıtku vznik-

2 Nejlepš́ı podmı́nky pro pozorováńı = daleko od civilizace, sucho (molekuly vody rozptyluj́ı zářeńı),
stálé klima (nevelké teplotńı výkyvy)

3 Pro dvojhvězdy ještě pomoćı vzájemných zákryt̊u jednotlivých složek zákrytových dvojhvězd: mějme
dvě složky o pr̊uměrech D a d, dráha délky L lež́ı v zorném paprsku, doba oběhu v kruhové dráze je P ;
ze světelné křivky lze určit L, P, t1, t2, t3, t4 (počátek poklesu jasnosti, počátek úplného minima . . . ); z
geometrie plyne:

(t4 − t1)/P = (D + d)/L a (t4 − t2)/P = (D − d)/L

Odtud lze určit pr̊uměry obou složek. V reálu složitěǰśı (sklon ne přesně 90◦, hvězdy mohou být zploštělé,
rozděleńı jasu na hvězdném disku nerovnoměrné . . . ).
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nou tmavé a jasné obrazy štěrbin – interferenčńı jevy = superpozice maxim a minim
světelných vln. Vzdálenost interferenčńıch proužk̊u od optické osy je

x = λ
D

d
n kde n = 0,±1 ,±2 . . .

Štěrbiny S1 a S2 mohou být umı́stěny před objektivem dalekohledu a v ohnisku daleko-
hledu se pak pozoruje interferenčńı jev. Vzdálenost interferenčńıch proužk̊u je x = λf/d ,
kde f je ohnisková vzdálenost objektivu dalekohledu. Z ohniska objektivu je vzdálenost
x viděna pod úhlem α = λ/f a úhlová vzdálenost dvou sousedńıch jasných proužk̊u
je α = λ/d. Jakmile je objektiv osvětlen dvěma stejně jasnými zdroji, jejichž úhlová
vzdálenost je %, budou proužky zachovány popř. ześıleny pokud % = nα. Interferenčńı
jev naopak zmiźı pokud % = (n+ 1/2)α. Dokud %� α a úhlová vzdálenost obou zdroj̊u
je nepatrná, pak interference z̊ustává zachována, nebot’ zdroj se stále chová jako bo-
dový. Zvětšováńım rozestupu d je možno dosáhnout (při stálé hodnotě %) toho, že pro
% = λ/2d proužky zmiźı, pro % = λ/d se opět objev́ı . . . Maxima tedy nastávaj́ı pro
% = 0, λ/d, 2λ/d . . . Minima pro λ = 1

2λ/d,
3
2λ/d,

5
2λ/d . . . Poměr λ/d je znám,

změnou vzdálenosti štěrbin d je tak možno určit úhlovou vzdálenost obou zdroj̊u. Toto
se uplatńı při výpočtu dvojhvězd. Ale i zdánlivý disk hvězdy se chová jako dva světelné
body – ”levá a pravá p̊ulka kotoučku hvězdy se chovaj́ı jako dva samostatné zdroje“.
Přesným výpočtem lze odvodit, že je-li zdánlivý pr̊uměr kotoučku %∗, pak prvńı zmizeńı
interferenčńıch obrazc̊u nastane pro % = 0, 41%∗, tj. 0, 41%∗ = 1

2λ/d. Pr̊uměr hvězdy je
dán %∗ = 1, 22λ/d0, kde d0 je minimálńı vzdálenost štěrbin, při které interferenčńı jev
zmiźı. Pro obř́ı hvězdy ze slunečńıho okoĺı provedeno již Michelsonem (∼ 1920), např. pro
Betelegeuse určen pr̊uměr 0,047˝, při znalosti paralaxy (vzdálenosti) je možno stanovit
absolutńı pr̊uměr ∼ 750 pr̊uměr̊u Slunce.

Též intenzitńı interferometrie – světlo hvězdy dopadá na dva fotonásobiče, vzdálené
několik deśıtek až stovek metr̊u. Signál obou násobič̊u je zpracováván tak, že na výstupu
je možno reprodukovat interferenčńı jev obdobně jako v optickém interferometru. Dı́ky
dlouhé základně jsou měřitelné úhlové zdroje 10−4 až 10−5 obloukových vteřin. Tento
princip se běžně už́ıvá v radioastronomii k rozlǐseńı struktury či úhlového rozměru rádio-
zdroj̊u, základny jsou ale až tiśıce kilometr̊u, mı́sto fotonásobič̊u jsou antény radiote-
leskop̊u (deľśı vlnové délky → nižš́ı požadavky na přesnost součástek).

V dnešńı době už́ıvány tzv. dalekohledy se složenou aperturou – dva i v́ıce dalekohled̊u
rozmı́stěných až několik set metr̊u od sebe, jejichž obrazy jsou opticky spojeny (možno
d́ıky vynálezu optických vláken). Dosahovaná přesnost až 10−5˝. Viz obr., např. VLT
nebo KECK . . .
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6.2 Fotometrie

Měřeńı jasnost́ı objekt̊u. Asi 150 let před začátkem našeho letopočtu publikoval Hippar-
chos katalog poloh a jasnost́ı asi 800 hvězd. Jasnosti hvězd v něm rozdělil do šesti kate-
goríı, přičemž v prvńı byly hvězdy nejjasněǰśı. Ptolemaios později tento katalog rozš́ı̌ril o
daľśıch 200 hvězd. To se stalo základem postupně se vytvořivš́ı škály hvězdných velikost́ı.
Ukázalo se, že pro empiricky se vyvinuvš́ı škálu hvězdných velikost́ı velmi přibližně plat́ı,
že rozd́ılu pěti hvězdných velikost́ı odpov́ıdá stonásobný rozd́ıl jasnost́ı. Jasnost́ı zde ro-
zumı́me veličinu úměrnou množstv́ı zářivé energie z uvažované hvězdy, které procháźı
jednotkovou plochou v mı́stě použitého detektoru. Lidské oko vńımá lineárně se měńıćı
osvětleńı na logaritmické škále4. Na základě tohoto zjǐstěńı byla zavedena moderńı škála
hvězdných velikost́ı na návrh Pogsona (1856) tak, že zmı́něný přibližný vztah byl přijat
jako plat́ıćı přesně. Matematicky tedy hledáme logaritmický vztah, který zároveň převraćı
směr č́ıselné osy tak, aby větš́ımu osvětleńı odpov́ıdala menš́ı hvězdná velikost, tj.

m1 −m2 = −a log
E1

E2
,

kde mi a Ei, i = 1,2 označuje hvězdné velikosti a na Zemi měřené jasnosti, úměrné toku
zářivé energie, pro hvězdu 1 a hvězdu 2. Konstantu a zjist́ıme z přijaté definice škály
hvězdných velikost́ı, nebot’ muśı platit, že

5 = a log 100 .

Pracovńı vztah pro výpočet hvězdných velikost́ı, nazývaný dnes Pogsonova rovnice ,
je tedy

m1 −m2 = −2.5 log
E1

E2
.

Opačný vztah je E1/E2 = 100,4(m2−m1) = b(m2−m1), kde b = 5
√

100 .= 2, 512. Jak vid́ıme,
je pátá odmocnina ze sta numericky podobná konstantě úměrnosti v rovnici a proto může
docházet k záměně!!! Rozd́ıl hvězdných velikost́ı ∆m = −2, 5n odpov́ıdá poměru intenzit
10n : 1. Jasnost hvězdy prvńı velikosti je tedy stokrát větš́ı než jasnost hvězdy šesté
magnitudy a desettiśıckrát větš́ı než jasnost hvězdy jedenácté magnitudy . . .

Hvězdné velikosti se udávaj́ı v jednotkách nazývaných magnituda označovaných hor-
ńım indexem m nebo zkratkou mag za č́ıselnou hodnotou5.

Skládáńı hvězdných velikost́ı (např. u dvojhvězd): protože Pogsonova rovnice je v dife-
renčńım tvaru, nezálež́ı při udáváńı jasnost́ı na použitých jednotkách. Z řešeńı světelných
křivek zákrytových dvojhvězd lze obvykle určit poměr jasnost́ı obou složek L2/L1 vy-
jádřený v jednotkách celkové jasnosti v daném oboru vlnových délek (L1 + L2 = 1).
Hvězdné velikosti jednotlivých složek tedy zřejmě urč́ıme z pozorované hvězdné velikosti
dvojhvězdy m podle vztah̊u

m1 −m = 2, 5 log
(

1 +
L2

L1

)
a m2 −m = 2, 5 log

(
1 +

(
L2

L1

)−1)
.

Např. je-li dvojhvězda složena ze dvou stejně jasných složek, bude se dvojhvězda jevit
o 2, 5 log 2 .= 0,m 75 jasněǰśı, než by se ve stejné vzdálenosti od nás jevila každá ze

4 Weber̊uv-Fechner̊uv psychofyzikálńı zákon = měńı-li se podnět geometricky, vńımáme to aritmeticky
. . .

5 v SI: 0 mag ⇔ j0 = 2, 54.10−6 lx (jasnost = (plošná) hustota světelného toku = osvětlenost, lux;
1 lx = 1 lm/m2 ; světelný tok, lumen, 1 lm = 1 cd.sr)
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složek dvojhvězdy. Analogicky můžeme odhadnout, jakou celkovou hvězdnou velikost m
naměř́ıme, pokud se do zorného pole našeho fotometru dostanou dvě velmi bĺızké hvězdy
o známých hvězdných velikostech m1 a m2. Dle předchoźıho tak muśı plat́ı m =
= m1 − 2, 5 log (1 + 10−0,4(m2−m1)).

Je zřejmé, že Pogsonova rovnice nedefinuje nulový bod škály hvězdných velikost́ı. A
nav́ıc zářeńı hvězd je rozloženo do celého elektromagnetického spektra, a proto muśıme
při praktickém použ́ıváńı dodat, pro jakou vlnovou délku hvězdnou velikost udáváme.
Obvykle se hvězdné velikosti v r̊uzných mezinárodně přijatých fotometrických systémech
voĺı tak, aby nulový bod škály odpov́ıdal historicky vzniklé škále hvězdných velikost́ı.
Žádný detektor a žádná detekčńı soustava nedokáže se stejnou účinnost́ı registrovat tok
zářeńı v r̊uzných vlnových délkách. Většina detektor̊u má u určité vlnové délky maximum
citlivosti a na obě strany od ńı jejich citlivost klesá. Výsledná funkce relativńı citlivosti
detekčńı soustavy v závislosti na vlnové délce se obvykle označuje výrazem spektrálńı
propustnost Rλ. Můžeme ji zásadńım zp̊usobem ovlivnit, jestliže při pozorováńı jasnosti
hvězd zařad́ıme před detektor nějaký barevný filtr propouštěj́ıćı zářeńı pouze v určitém
známém intervalu vlnových délek. Obecně můžeme pro tok zářivé energie zaznamenaný
fotometrem psát

E =
∫ ∞

0
E(λ)R(λ) dλ.

Visuálńı hvězdné magnitudy mvis – lidské oko je nejcitlivěǰśı ke žluté barvě a proto
je historická škála hvězdných velikost́ı vázána na jasnosti hvězd ve žluté části spektra.
Přesnost odhad̊u založených pouze na pozorováńı lidským okem je obvykle několik málo
desetin magnitudy. Po vynálezu fotografických emulźı začaly být jasnosti hvězd źıskávány
proměřováńım fotografíı hvězd – fotografické hvězdné velikosti mpg. Dosahovaná přesnost
určeńı hvězdných velikost́ı čińı zhruba 0,m1. Protože ale běžné fotografické desky maj́ı
maximum citlivosti v modré oblasti spektra, lǐśı se takto źıskané hvězdné velikosti od ve-
likost́ı visuálńıch v závislosti na barvě (a tedy povrchové teplotě) hvězdy. Astronomové
velmi brzo zjistili, že existuje dobře definovaný vztah mezi spektrálńım typem hvězd
(určený podle vzhledu jejich čárového spektra) a mezi barevným indexem (mpg −mvis).
Prvńı fotoelektrická měřeńı jasnosti hvězd byla prováděna okolo 1920. Přesnost měřeńı
tak vzrostla na 0,m 01-0,m 02. V obdob́ı mezi dvěma válkami se postupně začaly použ́ıvat
fotometry s fotonásobičem a zdrojem vysokého napět́ı. Vzhledem k vyšš́ı citlivosti fo-
tonásobič̊u bylo možné zač́ıt použ́ıvat r̊uzné barevné filtry. Z hlediska š́ı̌rky pásma
barevné propustnosti se rozlǐsuj́ı filtry širokopásmové (propustnost v š́ı̌ri několika málo
stovek nm), středopásmové (několik deśıtek nm) a úzkopásmové (obvykle méně než 2 nm).

§ Standardńı barevné systémy

• Johnson̊uv UBV systém – definováný třemi širokopásmovými filtry:
U : propustnost od 300 nm do 420 nm s maximem u 360 nm
B : propustnost od 360 nm do 560 nm s maximem u 420 nm
V : propustnost od 460 nm do 740 nm s maximem u 535 nm

tj. ultrafialovým, modrým a žlutým. Johnson a jeho spolupracovńıci proměřili mnoho
tiśıc hvězd a publikovali jejich UBV magnitudy. Dı́ky tomu a d́ıky jasně definovaným
vztah̊um mezi určitými fyzikálńımi vlastnostmi hvězd a barvami v UBV systému (ty
charakterizujeme tzv. barevnými indexy (B−V ) a (U−B) = rozd́ıl měřených hvězdných
velikost́ı ve dvou sousedńıch filtrech) se jejich systém stal velmi populárńı a dnes patř́ı
mezi nejuž́ıvaněǰśı.
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• Strömgren̊uv uvby systém – Nevýhodou Johnsonova systému je to, že filtr U zahr-
nuje oblast vlnových délek před i za Balmerovým skokem. Aby bylo možno výšku Balme-
rova skoku z fotometrie určovat, navrhl Strömgren středněpásmový systém s následuj́ıćımi
čtyřmi filtry:

u : pološ́ı̌rka 38 nm, maximum u 350 nm
v : pološ́ı̌rka 20 nm, maximum u 410 nm
b : pološ́ı̌rka 10 nm, maximum u 470 nm
y : pološ́ı̌rka 20 nm, maximum u 550 nm

Dı́ky užš́ım pásmům propustnosti poskytuje tento systém přesněǰśı a lépe definovaný od-
had některých základńıch vlastnost́ı hvězd. Kalibrovaná veličina y magnitudy je př́ımo
navázána na Johnsonovu magnitudu V , což je možné d́ıky obvykle hladkému pr̊uběhu
spojitého zářeńı hvězd ve žluté oblasti spektra. Strömgren zavedl několik barevných in-
dex̊u – kromě index̊u (b − y) a (u − b), analogických Johnsonovu systému, jsou to ještě
c1 = (u− v)− (v− b) = u+ b− 2v a m1 = (v− b)− (b− y) = v+ y− 2b, které jsou citlivé
na chemické pekuliarity a překrýváńı spojitého spektra spektrálńımi čarami.6

+ daľśı systémy – Johnson̊uv UBV systém byl rozš́ı̌ren do červené a infračervené
oblasti spektra pomoćı širokopásmových filtr̊u R (700 nm), I (900 nm), J (1250 nm), K
(2200 nm) a L (3400 nm). Mezi kanadskými astronomy je už́ıván DAO systém (podle
Dominion Astrophysical Observatory ve Victorii), který použ́ıvá tři filtry a je dosti bĺızký
UBV systému. Známý je sedmibarevný systém středopásmové fotometrie, použ́ıvaný as-
tronomy ženevské observatoře (filtry U , B, V , B1, B2, V1, G). Existuj́ı i r̊uzné systémy
použ́ıvané na družićıch, které byly kalibrovány, např. širokopásmová a velmi přesná a
dobře standardizovaná měřeńı jasnosti źıskávaná družićı Hipparcos.

§ Redukce fotoelektrických mě̌reńı jasnosti hvězd

Fotoelektrická měřeńı jasnosti hvězd jsou nejpřesněǰśı měř́ıćı technikou, která se použ́ıvá
již od dob prvńı světové války. Intensita světla každé hvězdy je funkćı vlnové délky zářeńı
a ve velmi hrubém přibĺıžeńı lze zářeńı hvězdy aproximovat zářeńım absolutně černého
tělesa s teplotou odpov́ıdaj́ıćı efektivńı teplotě hvězdy. Pro reálné hvězdy – stejně jako pro
absolutně černá tělesa – plat́ı, že maximálńı intenzita jejich zářeńı se s rostoućı teplotou
posouvá směrem ke kratš́ım vlnovým délkám.

Přechod od měřených k mezinárodně srovnatelným hvězd. velikostem
(tzv. absolutńı fotometrie)
Osvětleńı, které zaznamená detektor našeho fotometru (fotonásobič, CCD . . . ) neod-
pov́ıdá barevnému rozložeńı jasnosti hvězdy, protože dopadaj́ıćı zářeńı je dvoj́ım zp̊uso-
bem transformováno. Prvńım transformačńım prostřed́ım je zemská atmosféra.
V optické oblasti spektra plat́ı, že č́ım kratš́ı je vlnová délka dopadaj́ıćıho zářeńı, t́ım v́ıce
je zemskou atmosférou zeslabováno. Tomuto zeslabeńı se ř́ıká atmosférická extinkce
a je výsledným efektem absorpce a rozptylu dopadaj́ıćıho zářeńı. 7

Extinkčńı koeficient v dané barvě použ́ıvaný v praktické hvězdné fotometrii udává
procento zeslabeńı dopadaj́ıćıho světla v magnitudách po pr̊uchodu vrstvou atmosféry pro
hvězdu v zenitu (tj. na jakýsi jednotkový sloupec vzdušné hmoty, viz obr). Světlo hvězdy u

6 V některých zdroj́ıch bývaj́ı uvedeny pro jednotlivé hvězdy pouze hodnoty V , (b − y), c1 a m1.
Jednotlivé magnitudy a index (u - b) lze pak vypoč́ıtat ze vztah̊u b = V + (b− y), v = b+ (b− y)+m1 =
V + 2(b− y) +m1, u = v + (b− y) +m1 + c1 = V + 3(b− y) + 2m1 + c1, (u− b) = 2(b− y) + 2m1 + c1.

7 Absorpce: hlavně O2, O3, H2O; zálež́ı na vlnové délce (viz obr), pod 290 nm atmosféra absorbuje

”
vše“ (O3). Rozptyl: na molekulách – Rayleigh̊uv∼λ−4; aerosolový rozptyl: na prachových částićıch,

nezáviśı na λ. Celkově je ale extinkce funkćı λ → zvětšuje barevný index
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obzoru procháźı daleko větš́ım sloupcem vzdušné hmoty; zhruba plat́ı, že pro ekvivalentńı
sloupec vzdušné hmoty v hvězdných veličinách, X, je nepř́ımo úměrný kosinu zenitové
vzdálenosti (X = 1/ cosZ = secZ). 8 Pro celý rozsah vzdušných hmot, ve kterých má
ještě smysl provádět fotoelektrická měřeńı jasnosti, se dobře osvědčuje aproximačńı vztah

X = (1− 0, 0012tg2Z) secZ.

Označ́ıme-li m a m0 měřenou hvězdnou velikost hvězdy a hvězdnou velikost, kterou
bychom stejným př́ıstrojem naměřili vně zemské atmosféry a k lineárńı extinkčńı ko-
eficient, plat́ı tedy m = m0 + kX. Ke zjǐst’ováńı lze v př́ıpadě monochromatické foto-
metrie použ́ıt např. metodu Boguerovy př́ımky, viz obr c), měř́ıme jasnost jedné a
téže hvězdy v pr̊uběhu jej́ıho denńıho pohybu; protože plat́ı předcházej́ıćı vztah (tj. jde
vlastně o rovnici Boguerovy př́ımky pro jednu barvu, m0 je hvězdná velikost opravená o
extinkci), lze psát k = m1−m2

x1−x2
. 9

Ke druhé transformaci měřeného světla docháźı ve vlastńım měř́ıćım př́ı-
stroji. Všechny optické části dalekohledu a fotometru zeslabuj́ı světlo r̊uzných vlnových
délek r̊uzně a rovněž citlivost detektoru fotometru ke světlu r̊uzných barev je r̊uzná.
Měřená jasnost je proto obecně vzato složitým integrálem přes všechny křivky spektrálńı
propustnosti jednotlivých optických a detekčńıch element̊u použitého př́ıstroje.

8 Obecně: Světlo o intenzitě I0 je ovzduš́ım oslabeno na dráze l dle vztahu I = I0e
−χl = I0e

−τ ,
kde χ je absorpčńı koeficient a τ je optická tloušt’ka pro kterou plat́ı dτ = χdl. Je-li výška atmosféry

h, celková optická tloušt’ka atmosféry je τ =
∫ h

0
χdl. Zenitovou vzdálenost́ı se přibližně zvětšuje dráha

paprsku dl = sec zdh, tj. optická tloušt’ka pro zenitovou vzdálenost z je τ(z) = sec z
∫ h

0
χdh. Je-li τ(0)

optická tloušt’ka atmosféry pro zenit, pak plat́ı dosti přesně až do z = 65◦ τ(z) = τ(0) sec z.
9 Správná interpretace tohoto jednoduchého vztahu zasluhuje určitý komentář. Stav zemského

ovzduš́ı, jeho pr̊uzračnost i barevná propustnost se s časem dosti rychle měńı – d̊usledku změn stavu
ovzduš́ı docháźı ke změnám extinkčńıho koeficientu a jeho závislosti na vlnové délce. Pokud je měř́ıćı
př́ıstroj stabilńı a měř́ı osvětleńı ve formě nějak kalibrované výchylky měřićıho př́ıstroje či jako počet
puls̊u v př́ıstroj́ıch poč́ıtaj́ıćıch fotony, tedy nějakou veličinu, kterou budeme označovat d, pak plat́ı
m = 2, 5 log d + c, kde c je libovolně zvolený nulový bod škály př́ıstrojových hvězdných velikost́ı. Velmi
často neńı detekčńı aparatura během noci dokonale stabilńı a že se tedy měńı nulový bod měřené škály
hvězdných velikost́ı. Změny př́ıstrojového nulového bodu mohou nastat např. v d̊usledku měńıćı se teploty
př́ıstroje, . . . Extinkčńı koeficient k je směrnićı př́ımky udávaj́ıćı, jak rychle se v daném mı́stě a v daném
čase měńı hvězdná velikost v závislosti na měńıćı se vzdušné hmotě (viz předcházej́ıćı rovnice). Pokud
budeme určovat extinkčńı koeficient z našich měřeńı v situaci, kdy docháźı ke změnám nulového bodu
př́ıstroje, pak se můžeme dočkat toho, že námi určenými extinkčńı koeficient bude zcela nesprávný. Jinými
slovy, to co se při pozorováńı během noci v některých př́ıpadech měńı, je nulový koeficient c, nikoli sa-
motný extinkčńı koeficient k ! Zkušenost ukazuje, že časovou změnu nulového bodu lze obvykle dostatečně
dobře popsat jako lineárńı nebo kvadratickou závislost na čase. Obecná transformačńı rovnice vyjadřuj́ıćı
převod mezi vněatmosférickou a měřenou hvězdnou velikost́ı tedy bude m = m0 + kX + at2 + bt+ c, kde
t je čas měřeńı.
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Kdyby se nám jednalo pouze o spolehlivé měřeńı změn jasnosti některého objektu
v čase, vystačili bychom při d̊usledném použ́ıváńı stejného př́ıstroje pouze s opravami
o zdánlivé změny jasnosti zp̊usobené zemskou atmosférou a změnou nulového bodu
př́ıstroje. Lze tak ovšem s úspěchem činit pouze tehdy, můžeme-li si být jisti, že op-
tické vlastnosti př́ıstroje se s časem neměńı. Tak tomu ale bohužel nikdy neńı. Čerstvě
pohlińıkované zrcadlo dalekohledu odráž́ı světlo kratš́ıch vlnových délek lépe, než totéž
zrcadlo vystavené rok vlivu zemského ovzduš́ı. Je proto žádoućı i běžná měřeńı jasnosti
proměnných hvězd vždy pečlivě redukovat na standardńı systém. Skutečnost, že žádný de-
tektor neměř́ı monochromatickou hvězdnou veličinu, nýbrž hvězdnou veličinu integrálńı,
která vzniká jako součet př́ıspěvk̊u přes určitou oblast vlnových délek zp̊usobuje, že vlast-
nosti př́ıstroje maj́ı vliv i na měřené zeslabeńı světla zemskou atmosférou← horké hvězdy
vyzařuj́ı v́ıce světla pro kratš́ı vlnové délky než hvězdy chladné. Jestliže tedy měř́ıme in-
tegrálńı hvězdnou veličinu přes nějakou oblast vlnových délek, pak je zřejmé, že horká
hvězda relativně v́ıce přisṕıvá v krátkovlnné a chladná v dlouhovlnné části pásma pro-
pustnosti. Zároveň ale v́ıme, že pohlcováńı světla zemskou atmosférou roste se zkracuj́ıćı
se vlnovou délkou. V d̊usledku toho bude okamžitý extinkčńı koeficient pro libovolnou
integrálńı hvězdnou veličinu vždy poněkud vyšš́ı pro horké, než pro chladné hvězdy. Pa-
rametrická závislost extinkčńıho koeficientu na barvě hvězd byla nazvána extinkčńım
koeficientem druhého řádu nebo barevným extinkčńım koeficientem. Na rozd́ıl
od stavu zemské atmosféry se optické vlastnosti př́ıstroje a jeho spektrálńı citlivost měńı
jen zvolna s časem, takže je během jedné sezóny měřeńı můžeme považovat za stálé. Totéž
t́ım pádem plat́ı i pro barevné extinkčńı koeficienty. Barevné extinkčńı koeficienty jsou
dány vlastnostmi použitého př́ıstroje, jsou proto během pozorovaćı sezóny stálé a muśı
být určeny z co největš́ıho počtu měřeńı za celou sezónu. K jejich spolehlivému určeńı
je nezbytné poř́ıdit měřeńı jasnosti horkých i chladných standardńıch hvězd ve velkém
rozsahu vzdušných hmot, alespoň do vzdušné hmoty 2. Pokud bychom mohli měřit čistě
monochromatické hvězdné veličiny, žádné barevné extinkčńı koeficienty by nebylo třeba
určovat. Pro měřeńı v úzkopásmových filtrech je také skutečně můžeme spolehlivě za-
nedbat.

Tedy: problém nastává tehdy, chceme-li porovnávat měřeńı jasnost́ı ze dvou r̊uzných
př́ıstroj̊u resp. z téhož př́ıstroje, ale z r̊uzných let. Byly vytvořeny r̊uzné standardńı, re-
ferenčńı systémy hvězdných jasnost́ı. K definici takových systémů bylo obvykle použito
několika barevných filtr̊u o známé spektrálńı propustnosti a konkrétńı př́ıstroj, pomoćı
kterého byly změřeny stovky či tiśıce hvězd po celé obloze. Úloha barevných filtr̊u je,
zhruba řečeno, dvoj́ı:
1) Jednak představuj́ı dominantńı člen určuj́ıćı spektrálńı pr̊uběh dané integrálńı hvězdné
veličiny. To zajǐst’uje, že tento spektrálńı pr̊uběh bude pro r̊uzné př́ıstroje a danou in-
tegrálńı hvězdnou veličinu alespoň přibližně podobný.
2) Druhým d̊uležitým posláńım barevných filtr̊u je, že nám umožňuj́ı velmi dobře měřit
barvu hvězd a charakterizovat jejich spektrálńı vyzařovaćı charakteristiky.
Představme si, že bychom konkrétńı př́ıstroj, který bychom zvolili pro definici stan-
dardńıho systému, umı́stili vně zemské atmosféry a změřili s ńım pro nějakou hvězdu
standardńı UBV hvězdné veličiny. Protože sama funkce logaritmus má tendenci ”linea-
rizovat” nelineárńı pr̊uběh logaritmované veličiny, a protože v obdob́ı před zavedeńım
poč́ıtač̊u existovala snaha použ́ıvat co nejjednodušš́ı funkčńı závislosti, byl i při definici
Johnsonova systému učiněn předpoklad, že obecně neznámou a složitou funkčńı závislost
mezi vněatmosférickými hvězdnými veličinami a barvami z r̊uzných př́ıstroj̊u měř́ıćıch s
UBV filtry - či z r̊uzných sezón měřeńı týmž př́ıstrojem - lze dostatečně dobře popsat
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lineárńımi vztahy

V = v0 +H1(B − V ) +H2

(B − V ) = H3(b− v)0 +H4

(U −B) = H5(u− b)0 +H6,

kde indexem 0 jsou označeny vněatmosférické hodnoty měřené naš́ım př́ıstrojem. Koefici-
enty H jsou transformačńı koeficienty barevného systému fotometru na systém standardńı
a lze je pro danou sezónu považovat za konstanty.

§ Určováńı fyzikálńıch vlastnost́ı hvězd z fotometrických mě̌reńı

Modul vzdálenosti, bolometrická korekce a zářivý výkon hvězdy
Jak jsme si již uvedli dř́ıve, bylo velké množstv́ı hvězd proměřeno v Johnsonově UBV
systému a též ve Strömgrenově uvby. Hvězdné velikosti měřené ve žluté barvě Strömgre-
nova systému y jsou př́ımo navázány na Johnsonovy hvězdné velikosti ve žlutém filtru
V jeho systému, a totéž plat́ı i o několika daľśıch použ́ıvaných systémech. I z daľśıch
praktických d̊uvod̊u se při srovnáváńı dat z r̊uzných zdroj̊u jev́ı hvězdná velikost měřená
ve žluté barvě jako nejvhodněǰśı: rozložeńı energie hvězd se v oblasti žluté barvy kolem
550 nm měńı jen zvolna s vlnovou délkou a také extinkčńı koeficient naš́ı atmosféry je
při pozorováńı ve žluté barvě nižš́ı, než v barvě modré či fialové. Ze všech těchto d̊uvod̊u
jsou měřeńı ve žluté barvě zat́ıžena nejmenš́ımi chybami a také se nejsnáze převáděj́ı na
standardńı systém.

Chceme-li ovšem z měřeńı jasnosti ve žluté barvě źıskat představu o bolometrickém
zářivém výkonu L∗ (např. proto, abychom jej mohli porovnat s nějakým modelem),
muśıme provést několik krok̊u. Nejprve muśıme naměřenou zdánlivou hvězdnou ve-
likost přepoč́ıtat na velikost absolutńı (zde značena MV ), která je definována jako
hvězdná velikost, kterou by hvězda měla ve vzdálenosti 10 pc od nás.10 Protože tok zářeńı
v prázdném prostoru ubývá se čtvercem vzdálenosti d, je z Pogsonovy rovnice (zářivý
výkon L = 4πr2E)

MV − V = −2, 5 log
L4πd2

L4π102
= −2, 5 log

d2

100
= 5− 5 log d .

Vlivem mezihvězdné hmoty docháźı však na velkých vzdálenostech k pohlcováńı světla
hvězdy, což se obvykle popisuje absorpčńım koeficientem ve žluté barvě AV a skutečná
zdánlivá hvězdná velikost ve žluté barvě je: V0 = V − AV . 11 Pro absolutńı hvězdnou
velikost ve žluté barvě, zvanou obvykle velikost visuálńı, tak dostáváme jednoduchý pra-
covńı vztah MV = V0 + 5− 5 log d = V0 + 5 + 5 logπ, kde π = 1/d je paralaxa, vyjádřená
v obloukových vteřinách. Modulem vzdálenosti bývá označován rozd́ıl nezčervenalé
pozorované visuálńı magnitudy a magnitudy absolutńı. Pro modul vzdálenosti tedy plat́ı

MODUL = V0 −MV = V −AV −MV = 5 log d− 5.
10 ve Slunečńı soustavě je referenčńı vzdálenost 1 AU resp. pro meteory je to 100 km
11 Po proměřeńı řady hvězd, u nichž bylo možno źıskat určitou představu o jejich vzdálenosti od nás,

bylo zjǐstěno, že absorpci ve žluté barvě lze vcelku dobře popsat pomoćı vztahu AV = 3, 2E(B − V ),
kde veličina E(B − V ) = (B − V ) − (B − V )0 označuje zčervenáńı barevného indexu (B - V). Index
nula označuje ve fotometrických systémech obvykle nezčervenalé hodnoty, jaké bychom naměřili, kdyby
nebylo mezihvězdné absorpce. Zčervenáńı E(B−V ) se dá z měřeńı v Johnsonově či Strömgrenově systému
obvykle dobře určit pro hvězdy hlavńı posloupnosti. Čára zčervenáńı v diagramu (U −B) vs. (B − V ) je
bĺızká př́ımce (budeme-li danou hvězdu postupně vzdalovat, bude červenat).
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Vztah můžeme přirozeně použ́ıt jen tehdy, známe-li vzdálenost hvězdy od nás. Naopak,
známe-li modul, lze určit paralaxu – paralaxa určená z modulu vzdálenosti resp. z Po-
gsonovy rovnice = fotometrická paralaxa. Modul vzdálenosti hraje roli u určováńı
vzdálenosti galaxíı, cepheid . . .

Rozd́ıl mezi bolometrickou12 a visuálńı absolutńı hvězdnou velikost́ı se nazývá bolo-
metrická korekce BC. Bolometrické korekce byly empiricky určeny na základě měřeńı
úhlových pr̊uměr̊u hvězd pomoćı intenzitńıho interferometru, měřeńı jejich rozložeńı ener-
gie a s použit́ım model̊u atmosfér pro odhad př́ıspěvku z krátkovlnné části spektra. Jejich
přičteńım k absolutńı visuálńı velikosti dostáváme potřebnou absolutńı velikost bolome-
trickou: Mbol = MV +BC. Tuto bolometrickou hvězdnou velikost můžeme již př́ımo po-
rovnat s bolometrickou hvězdnou velikost́ı spočtenou ze zářivého toku hvězdy (udaného
v jednotkách zářivého toku Slunce); ze známé Mbol pro Slunce a jeho výkonu, lze určit
sv́ıtivost hvězdy L:

Mbol −Mbol� = −2, 5 log
L∗
L�

. 13

Barevný index: B − V = MB −MV = −2, 5 logLB/LV + konst. ; barva hvězd
záviśı na teplotě vněǰśıch vrstev hvězdné atmosféry (měř́ıme-li B a V zachyt́ıme tak
vlastně 2 body Planckovy křivky → lze něco ř́ıct o teplotě hvězdy), konst. závislá na
definici nulové hodnoty B − V (B − V ≡ 0, dáno úmluvou: hvězdy o povrchové teplotě
104 K [A0] v intervalu 5,5 -5,6 mag maj́ı pro všechny vlnové délky stejnou jasnost) ⇒
hvězdy s pozitivńım barevným indexem jsou červeněǰśı než A0, negativńı barevný index
prozrazuje hvězdy modřeǰśı; viz obr.

Efektivńı teplota hvězdy14

Efektivńı teplotu hvězdy lze odhadnout př́ımo z jej́ıho spektrálńıho typu, ∃ r̊uzné tabulky.
Ideálńı je použ́ıt k určeńı efektivńı teploty spočtené detailńı modely hvězdných atmosfér
a srovnávat pozorované a spočtené profily řady spektrálńıch čar, až nalezneme model,

12 dána ideálńım detektorem, jenž by byl schopen měřit, vyintegrovat a vyhodnotit magnitudu v celém
spektru, je odvozena ze zářivého výkonu hvězdy v celém spektru

13 Protože nověǰśı studie ukazuj́ı, že zářivý výkon Slunce se poněkud měńı během jedenáctiletého
slunečńıho cyklu, a protože hodnota sama záviśı na současné přesnosti našich měřeńı, vyskytuj́ı se v lite-
ratuře pro zářivý výkon Slunce mı́rně odlǐsné údaje. To je ovšem nepř́ıjemnost, která do našich srovnáńı
vnáš́ı zbytečnou nepřesnost nav́ıc. Proto IAU přijala na svém 23. valném shromážděńı r. 1997 resoluci,
která stanov́ı, že nadále se nebude nulový bod škály bolometrických hvězdných velikost́ı definovat po-
moćı bolometrického zářivého výkonu Slunce, nýbrž tak, že bolometrická hvězdná velikost Mbol = 0,m 0
odpov́ıdá zářivému výkonu L = 3, 055.1028 W. To jinými slovy znamená, že lze zavést absolutńı škálu
pro převod zářivého výkonu na bolometrickou magnitudu ve tvaru Mbol = 71,m 2125 − 2, 5 logL, kde
zářivý výkon je udán ve watech. Dostáváme tak: bolometrický zářivý výkon Slunce Mbol� = +4,m 75 a
L� = 3, 846.1026 W.

14viz též str. 193!!!



6.2. FOTOMETRIE 153

jehož spočtené čáry nejlépe popisuj́ı spektrum pozorované. Jestliže nějakým zp̊usobem
pro danou hvězdu urč́ıme jak efektivńı teplotu, tak i jej́ı bolometrický zářivý výkon, pak
můžeme z definice efektivńı teploty (L = 4πR2σT 4

eff ) odhadnout také poloměr hvězdy.
Plat́ı zřejmě

Mbol −Mbol� = −2, 5 log
(4πσR2

�
L�

)
− 5 log (R/R�)− 10 logTeff ,

což po dosazeńı numerických hodnot vede na vztah

Mbol = 42, 368− 5 log (R/R� − 10 logTeff ) .

Tento vztah můžeme naopak např. pro zákrytové dvojhvězdy, u nichž urč́ıme poloměr z
řešeńı světelné křivky, použ́ıt k určeńı bolometrické magnitudy a tedy k odhadu vzdále-
nosti soustavy od nás. Dnes, při znalosti mnohem přesněǰśıch paralax jasněǰśıch hvězd
z měřeńı družice Hipparcos můžeme odhadovat poloměry jednotlivých hvězd s dobrou
přesnost́ı. Kombinaćı předchoźıho vztahu se vztahy MV = V0 + 5 + 5 logπ a Mbol =
MV +BC dostáváme pracovńı vztah pro výpočet poloměr̊u hvězd

log (R/R�) = 7, 474− 2 logTeff − 0, 2BC − 0, 2V0 − logπ .

Tj. známe-li paralaxu a máme-li ze spektra alespoň hrubou představu o efektivńı teplotě,
dostaneme docela dobrý odhad poloměru.

§ Fotometrie – p̌ŕıstroje

- 2D fotometrie – lidské oko, fotografická deska, CCD . . . rozlǐseńı do 1˝
- aperturńı fotometrie – clonka vyt́ınaj́ıćı 10 ÷ 100˝ + fotonásobič (zlepšeńı = simultálńı
fotometry [v́ıce objekt̊u], v́ıcekanálové [ve v́ıce filtrech])

V současné době fotoelektrická fotometrie, transformuje tok dopadaj́ıćıho zářeńı
na elektrický proud, detektorem fotonásobič nebo prvek CCD.
• CCD = charged coupled device (zař́ızeńı střádaj́ıćı náboj), 2D detektor s vyso-

kou kvantovou účinnost́ı (∼ 80%, = schopnost detektoru přeměňovat jednotlivé fotony
na výstupńı signál), polovodičový prvek umožňuj́ıćı dle indukovaného náboje určovat
s velkou přesnost́ı energii foton̊u, které na detektor dopadly, vyznačuj́ıćı se též lineari-
tou = př́ımou úměrou mezi energíı dopadnuvš́ıho světla a velikost́ı indukovaného náboje,
citlivý předevš́ım v červené oblasti světla. Polovodičový prvek (pole křemı́kových fo-
todiod chráněných SiO2), který je fotocitlivou jednotkou, je rozdělen na rastr malých
plošek (pixel̊u), z nichž každá je schopna měřit intenzitu světla jež na ni dopadá; po
tzv. vyčteńı – zjǐstěńı velikosti indukovaného náboje – se obraz z celého detektoru skládá
ř́ıd́ıćı elektronikou. 15

Vady: temný proud = samovolná emise, šum – funkćı teploty (I = A.e−B/kT ) →
muśıme chladit (Peltier̊uv jev: dva kovy, mezi nimi vysoký proud [∼ A], jeden z nich se
bude ohř́ıvat, druhý ochlazovat až o 30 ◦C pod okolńı teplotu. Pevné C02 → až −70 ◦C.
Kapalný N2 → až −170 ◦C.); horké pixely = d́ıky sprškám kosmického zářeńı jež zp̊usob́ı
uvolněńı velkého množstv́ı elektron̊u, rychlost ∼ 1− 2/cm2/min; mrtvé pixely . . .

15 Každý pixel má pod sebou tři elektrody s proměnlivým napět́ım. Počátečńı stav: prostředńı proužek
má malé kladné napět́ı. Při expozici: vyrážej́ı se elektrony a padaj́ı do

”
jámy“ = vnitřńı fotoefekt, elektron

je vyražen z valenčńıho do vodivostńıho pásu, lze dále vyč́ıtat. Vyč́ıtáńı (read-out): po sloupćıch se
(proměnným elektrickým polem) obsahy řádk̊u přesouvaj́ı do vyč́ıtaćıho registru, vyč́ıtaćı registr se v
řádku vyčte do A/D převodńıku a odtud se data dostávaj́ı do paměti k daľśımu zpracováńı.
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Eliminace vad: dark frame = expozice s uzavřenou závěrkou, odeč́ıtáme od sńımku;
flat field = expozice rovnoměrně osvětleného čipu, děĺıme sńımek (osvětlené plátno v
kopuli = dome flat nebo cca 40-50 min před východem (po západu) Slunce v opačném
směru) - eliminujeme t́ım to, že každý element detektoru má poněkud jinou citlivost na
dopadaj́ıćı světlo . . .
• Fotonásobiče = princip fotoefektu mv2/2 = hν −W , kde W je výstupńı práce,

kvantová účinnost 10− 30% . . . viz obr . . .
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6.3 Spektroskopie

Spektrum = rozděleńı intenzity elektromagnetického zářeńı zkoumaného objektu v
závislosti na jeho vlnové délce resp. frekvenci.

Spektrum děĺıme dle energíı foton̊u na jednotlivé obory (rádio, IR, optical, UV, X,
γ) a dle charakteru spektra na spojité, emisńı, absorpčńı a jejich kombinace.

Spektrogramy hvězd jsou bohatým zdrojem informaćı a dovoluj́ı nám určovat celou
řadu údaj̊u:
radiálńı rychlost hvězdy (dále RV ) tj. rychlost do směru k pozorovateli, kterou
źıskáme porovnáńım vlnových délek známých spektrálńıch čar s nepohyblivým labora-
torńım zdrojem; kladná RV znamená, že se od nás objekt vzdaluje, jeho čáry jsou v
d̊usledku Dopplerova jevu posunuty směrem k deľśım vlnovým délkám;
centrálńı intenzitu (Ic), tj. intenzitu v jádru čáry vyjádřenou v jednotkách úrovně
spojitého zářeńı v daném mı́stě; pro absorpčńı čáry je tedy tato veličina vždy < 1;
ekvivalentńı š́ı̌rku (EW ), což je plocha spektrálńı čáry měřená opět v jednotkách
úrovně spojitého zářeńı v dané vlnové délce; jde tedy o veličinu, která záviśı pouze na
počtu absorbuj́ıćıch/emituj́ıćıch foton̊u a ne na skutečném profilu čáry; změřeńım tedy
lze určovat poměrné zastoupeńı prvk̊u
š́ı̌rku čáry (FWHM ) měřenou v polovičńı hloubce čáry mezi centrem čáry a úrovńı
spojitého zářeńı;
promı́tnutá rotačńı rychlost hvězdy (dále v sin i), tj. rovńıková lineárńı rotačńı rych-
lost v pr̊umětu do směru k pozorovateli (i je úhel sklonu rotačńı osy hvězdy v̊uči nebeské
sféře); tato veličina neńı př́ımo měřenou veličinou, určuje se z rotačńıho rozš́ı̌reńı profil̊u
spektrálńıch čar; pro konkrétńı spektrálńı čáru lze přirozeně nalézt dobrou korelaci mezi
FWHM a v sin i.

Obecněji vzato nám spektra hvězd poskytuj́ı informace o chemickém slože-
ńı jejich atmosfér a d́ıky závislosti excitace a ionizace jednotlivých chemických
prvk̊u na teplotě také o povrchových teplotách hvězd.

Ćılem prvotńıho zpracováńı spektrogramů je provést dvě kalibrace:
• Stanovit funkčńı závislost mezi lineárńı polohou s na desce od nějakého zvoleného
nulového bodu a vlnovou délkou λ ve spektru.
• Zajistit, aby zobrazeńı spektra v relativńıch intenzitách bylo úměrné toku zářeńı z
hvězdy v každé vlnové délce.
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Kalibrace vlnových délek (disperzńı křivka)
Tento úkol je společný pro fotografické i elektronické spektrogramy a lǐśı se pouze podle
toho, zda zpracováváme spektrum z hranolového či z mř́ıžkového spektrografu. Ke kalib-
raci se obvykle použ́ıvá čárové emisńı spektrum nějakého laboratorńıho zdroje s čarami
o známých vlnových délkách – nyńı je hodně rozš́ı̌reno použit́ı čar thoria, protože tento
prvek má v celém optickém oboru velké množstv́ı čar, dosti rovnoměrně rozložených po
celém spektru. Pro mř́ıžkový spektrograf lze použ́ıt formuli

λ =
D

k

(
sinα+ sin

(
s− s0
f

+ α− ψ0

))
, (∗)

kde α je úhel mř́ıžky, f je ohnisko kamery, k je řád spektra a D = 106/V je mř́ıžková
konstanta (V označuje počet vryp̊u mř́ıžky na 1 mm a faktor 106 zajǐst’uje, aby v př́ıpadě,
že všechny měřené údaje budou v mm, byla škála vlnových délek v nm). Tuto rovnici lze
pro praktické výpočty přepsat do tvaru λ = a1 + a4 sin (a2s+ a3) a koeficienty ai určit
metodou nejmenš́ıch čtverc̊u z měřeńı srovnávaćıch čar.

Kalibrace intenzit (kalibračńı křivka)
Fotografická emulze reaguje jako nelineárńı detektor, to znamená, že zčernáńı desky neńı
př́ımo úměrné dopadaj́ıćımu toku zářivé energie. Chceme-li proto dostat potřebné in-
formace z fotografického spektra, stoj́ıme před úkolem kalibrace densit na intenzitu. K
tomu účelu se obvykle exponuje na fotografickou desku tzv. kalibračńı spektrum, tj. např.
proužky, vzniklé prosvětleńım stupňovitého šedého kĺınu o známých odstupňovaných
propustnostech nějakým laboratorńım zdrojem b́ılého světla. Deska se proměř́ı na mi-
krodensitometru pomoćı zdroje světla a fotonásobiče s lineárńı odezvou, který měř́ı tzv.
transparenci T, tj. tok zdroje světla mikrodensitometru, které prošlo v tom kterém mı́stě
deskou. Z proměřeńı kalibračńıch kĺın̊u se pak urč́ı vztah mezi densitou, což je záporně
vzatý logaritmus transparence, a intenzitou a tato funkčńı závislost se pak použije na
převod density hvězdného spektra do intenzit.

S odlǐsným problémem kalibrace se setkáváme u elektronických spekter. Elektronické
detektory jsou v širokém rozsahu osvětleńı lineárńı, ale každý element detektoru má
poněkud jinou citlivost na dopadaj́ıćı světlo. To se řeš́ı tak, že se celý detektor osvětĺı
b́ılým světlem a spektrum hvězdy se pak element po elementu děĺı takto źıskaným ka-
libračńım spektrem (viz flat field). Změńı se t́ım přirozeně spektrálńı pr̊uběh, ten je ale
stejně ovlivněn barevnými vlastnostmi př́ıstroje a zemské atmosféry. Podstatné je, že
t́ımto postupem odstrańıme nespojité změny v citlivosti sousedńıch prvk̊u detektoru. Od
všech spekter se vždy nejprve odeč́ıtá vlastńı pozad’ový signál detektoru źıskaný expozićı
na zakrytý detektor, abychom pracovali s čistým signálem (viz dark frame).

Lineárńı disperze a rozlǐsovaćı schopnost spektrografu
Lineárńı disperse W udává, jaká část elektromagnetického spektra v jednotkách vlnové
délky se zobraźı daným disperzńım elementem (podle rovnice (*)) na jednotku délky na
použitém detektoru. Č́ım je disperze numericky menš́ı, t́ım větš́ı detaily v profilu čáry
můžeme pozorovat. 16

Rozlǐsovaćı schopnost R je definována vztahem

R =
λ

n.dλ
=

λ

n.W.s

kde λ je uvažovaná vlnová délka spektra v Å,W je lineárńı disperze v Å mm−1, dλ je rozd́ıl
vlnových délek mezi dvěma sousedńımi detekčńımi elementy zobrazeného spektra (zrny

16 Pozor ale, je to tak trochu jako s hvězdnými velikostmi. Zpravidla se o spektrografu s numericky
menš́ı disperzi ř́ıká, že má větš́ı disperzi.
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elmulze či pixely elektronického detektoru) v Å, s je vzdálenost střed̊u dvou detekčńıch
element̊u v mm a n udává, kolikrát je promı́tnutá š́ı̌rka štěrbiny v polovičńı hloubce
(FWHM ) větš́ı než dλ. Zpravidla se n pohybuje mezi 2 až 3. Obvyklá hodnota parametru
s čińı pro fotografické emulze 20 až 25 µm a 10 až 25 µm pro elektronické detektory.

Poměr signál/šum
Jak fotografická, tak elektronická spektra obsahuj́ı kromě signálu S odpov́ıdaj́ıćıho do-
padaj́ıćımu toku z hvězdy v dané vlnové délce také v́ıceméně náhodný šum N. U fotogra-
fických desek je tento šum dán předevš́ım zrnitost́ı fotografických emulźı, u elektronických
spekter je určen vlastńım šumem použitého detektoru. Ten lze sice ochlazeńım detektoru
značně sńıžit, ale úplně potlačit jej nelze. Pro vědecké zpracováńı spekter je žádoućı
dosáhnout co největš́ıho poměru signál/šum při co nejkratš́ı expozici. Pro dané spek-
trum lze poměr signál/šum S/N jednoduše odhadnout jako poměr pr̊uměrného signálu a
jeho středńı kvadratické chyby určené pro vhodně zvolený úsek spektra, o kterém v́ıme,

že neobsahuje žádné spektrálńı čary. Plat́ı tedy S/N =
√∑

S2−(
∑

S)2/m

m−1 , kde m je počet
bod̊u rektifikovaného spektra, ve kterých byl uvažován signál S úměrný toku zářeńı z
kontinua hvězdy. Podstatně lepš́ı poměr signál/šum mı́vaj́ı elektronická spektra.

Měřeńı radiálńıch rychlost́ı
Klasicky pomoćı formule RV = c.(λ − λ0)/λ, kde λ je měřená a λ0 laboratorńı vl-
nová délka uvažované čáry (pro červenou oblast odpov́ıdá 1 Å cca 45 km/s). K takto
źıskané radiálńı rychlosti muśıme ovšem ještě přič́ıst heliocentrickou korekci rychlosti,
která představuje opravu o pohyb Země okolo Slunce a o rotaci Země. (Pro velmi přesná
měřeńı radiálńıch rychlost́ı, např. v př́ıpadě hledáńı poruch zp̊usobených oběhem pla-
nety kolem studované hvězdy, je třeba zahrnout i korekci o pohyb kolem těžǐstě soustavy
Země-Měśıc.) Při kruhovém oběhu či rotaci plat́ı mezi obvodovou lineárńı rychlost́ı V,
periodou jedné otočky P a poloměrem kruhové dráhy R zřejmý vztah V = 2πR/P ,
který lze pro astronomické účely upravit numericky tak, abychom poloměr udávali v jed-
notkách poloměru slunečńıho (R� = 695835 km), oběžnou periodu ve dnech a lineárńı
rychlost v km.s−1. Dostáváme tak užitečný vztah V = 50, 6025R/P . Zanedbáme-li pro
orientačńı odhad malou výstřednost zemské dráhy, pak můžeme za jej́ı poloměr dosa-
dit AU dělenou poloměrem Slunce a za periodu tropický rok (365,24219 dne). Zjist́ıme,
že středńı oběžná rychlost Země kolem Slunce je 29,786 km.s−1, což je tedy maximálńı
možná korekce pro hvězdy, které se nacházej́ı právě v rovině ekliptiky. Analogicky opravu
na otáčeńı Země zjist́ıme, použijeme-li rovńıkový poloměr Země (6378 km). Ta může činit
maximálně 0,464 km.s−1. Většina redukčńıch programů již tyto korekce zahrnuje. Je
také dobře si uvědomit, že při stejné lineárńı disperzi daného spektrografu je pro měřeńı
radiálńı rychlosti z hlediska přesnosti podstatně výhodněǰśı použ́ıt červenou nebo do-
konce infračervenou oblast spektra než oblast ultrafialovou – změně vlnové délky o 1 nm
odpov́ıdá v ultrafialovém oboru mnohem větš́ı změna RV než v oblasti infračervené.

Měřeńı spektrofotometrických veličin
V rektifikovaných spektrech můžeme pro každý profil měřit několik charakteristických
veličin. Pro absorbčńı čáry jsou to tyto veličiny:
– Centrálńı intenzita Ic měřená od hladiny nulové intenzity (č́ım silněǰśı absorbčńı čára,
t́ım menš́ı č́ıslo, rozsah je od 0 do 1).
– Ekvivalentńı š́ıřka EW je plocha čáry vyjádřená v tzv. ekvivalentńıch angströmech,
jednotkou je plocha obdélńıka s výškou od nuly do jedné v rektifikovaném spektru a se
š́ı̌rkou 1 Å na ose vlnových délek. Zde ovšem plat́ı, že č́ım je čára silněǰśı, t́ım má větš́ı
ekvivalentńı š́ı̌rku.
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– Š́ıřka čáry v polovičńı hloubce FWHM (full width at half maximum), která se udává
v jednotkách vlnové délky, nm či Å, někdy též v km.s−1 (přepočteno podle vztahu pro
radiálńı rychlost).
– Promı́tnutá rotačńı rychlost v sin i se obvykle určuje srovnáváńım pozorovaného a
rotačně rozš́ı̌reného teoretického profilu spektrálńı čáry. Pro konkrétńı čáry udávaj́ı někte-
ř́ı autoři vztah mezi pološ́ı̌rkou a promı́tnutou rotačńı rychlost́ı, takže k odhad̊um lze
využ́ıt i měřeńı FWHM. Na rozd́ıl od všech předchoźıch veličin neńı promı́tnutá rotačńı
rychlost veličinou př́ımo měřenou, nýbrž určenou z pozorovaného rozš́ı̌reńı spektrálńıho
profilu na základě určitého modelu a ovlivňuj́ı ji i veličiny jako makroturbulence, mikro-
turbulence a podobně.

§ Spektroskopie – p̌ŕıstroje

Spektroskopie zkonzumuje 70− 80 % veškerého pozorovaćıho času. Spektrum źıskáme
rozložeńım elektromagnetického zářeńı disperzńım členem (hranol, dnes výhradně
mř́ıžka). K disperzi se využ́ıvá jev̊u difrakce (ohybu vln)17 a interference (skládáńı
dvou a v́ıce vlněńı). Typicky štěrbinový spektrograf = obraz zdroje vytvořený dale-
kohledem dopadá na úzkou vstupńı štěrbinu, ta vybere z obrazu úzký proužek a prošlý
rozb́ıhavý paprsek se přeměńı kolimátorem v paprsek rovnoběžný→mř́ıžka/hranol→ roz-
ložeńı na mnoho jednobarevných svazk̊u, tyto jsou pak objektivem soustředěny do ohnis-
kové roviny, tam se vytvoř́ı řada jednobarevných obraz̊u vstupńı štěrbiny, tj. spektrum
(viz obr).

17 ohyb jakéhokoliv vlněńı kolem hrany překážky nebo při pr̊uchodu malým otvorem, vzniká ohy-
bový obrazec – v př́ıpadě štěrbiny jasné a tmavé proužky, v př́ıpadě otvoru ohybový disk obklopený
soustřednými kroužky, viz Airyho disk
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Výkon spektrografu charakterizuj́ı tři veličiny:
1) disperze = udává kolik Å se vejde do 1 mm či kolik mm zabere 1 Å (běžně 0,1 - 100
nm/mm, slunečńı ∼ 0,5 nm/mm)
2) zvětšováńı disperze je omezeno světelnost́ı spektrografu, nebot’ s rostoućı disperźı se
zmenšuje intenzita ve spektru
3) užitečnou disperzi určuje spektrálńı rozlǐsovaćı schopnost (tj. poměr ∆λ/λ; ∆λ je
nejmenš́ı rozd́ıl vlnových délek, které lze od sebe ještě rozlǐsit (u dané vlnové délky λ))

Pro spektrograf plat́ı:

Šı́řka štěrbiny

λ
=

Ohnisko

Šı́řka kolimátoru

dλ
dx︸︷︷︸

lineárnı́ rozlišenı́

=
dλ
dβ
.
dβ
dx

=
1

fcam
.

1
dβ/dλ︸ ︷︷ ︸

úhlová disperze daná mřı́žkou

Mř́ıžky: na odraz, na pr̊uchod. Charakteristiky: hustota vryp̊u (počet vryp̊u na
mm, typicky 100-1000 [až 10000], mř́ıžková konstanta d = 1/počet vryp̊u), úhel vryp̊u.
Rovnice mř́ıžky (světlo dopadá pod úhlem α, pozorujeme pod úhl. β, N je řád spektra,
n je počet vryp̊u):

Nλ

d
= sinα+ sinβ →

dβ
dλ

=
N

d cosβ
. . . úhlová disperze → D =

dβ
dλ
f =

Nf

d cosβ
. . . disperze lineárnı́

λ

∆λ
= N.n
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Problém jednoduchých mř́ıžek: maximum intenzity v nultém řádu, jenž je bez disperze.
Řeš́ı se pomoćı blazeovaných mř́ıžek – difrakčńı obálka dopadaj́ıćıho zářeńı je posunuta
relativně vzhledem k interferenčńımu vzorku mř́ıžky do úhlu ve kterém chceme pracovat.
Princip viz obr a), v reálu řešeno sklonem vryp̊u, obr b).

+ chyby mř́ıžek:
st́ıněńı = klesá intenzita světla, objevuje se světlo rozptýlené/parazitické
ghosts(”duchové“) = chyba při ryt́ı (periodická → vznik periodické modulace, ”peaky
pro daný řád“, viz obr)
anomálie = chyby při blazeováńı, projev́ı se jako skoky ve spektru.

Instrumentálńı profil = profil nekonečně tenké spektrálńı čáry, vytvořený štěrbinou
a optickým systémem spektrografu (tj. inst. prof. zahrnuje š́ı̌rku štěrbiny zobrazenou na
spektrogramu včetně ohybových jev̊u, zrna fotografické emulze apod.), záviśı tedy na
rozlǐsovaćı schopnosti př́ıstroje. Při určováńı skutečných profil̊u čar na základě pozoro-
vaných profil̊u ve spektru je nutné vliv inst. prof. odstranit – metoda: Fourierova analýza
(známe-li inst. prof., provedeme dekonvoluci (tj. F obrazu, F inst. prof., poděĺıme, opět
F . . . )). Význam má u bĺızkých čar (dublety apod.), pro čáry s š́ı̌rkou > š́ı̌rka inst. prof.
zanedbáváme.
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§ Spektrálńı klasifikace

= tř́ıděńı hvězd podle spektra, a to podle rozložeńı energie ve spektru do vlnových délek
a podle př́ıtomnosti spektrálńıch čar.

Soustavněǰśı pozorováńı spekter hvězd byla prováděna zhruba od poloviny deva-
tenáctého stolet́ı, nejprve visuálně pomoćı spektroskopu a později ve spektrografech,
se záznamem na fotografickou desku. Byly činěny r̊uzné pokusy spektra podle vzhledu
klasifikovat, ujala se klasifikace, kterou postupně na základě mnoha tiśıc̊u spekter vy-
pracovala na Harvardově observatoři v USA slečna Cannonová. Spektra hvězd se podle
svého vzhledu děĺı do následuj́ıćıch spektrálńıch tř́ıd (Harvardská klasifikace):
tř́ıda O Př́ıtomny čáry ionizovaného helia He II, neutrálńıho helia He I a neutrálńıho
vod́ıku H I. Též čáry dvakrát ionizovaného kysĺıku, uhĺıku a duśıku O III, C III a N III.
tř́ıda B Dominuj́ı čáry neutrálńıho helia He I a neutrálńıho vod́ıku H I, př́ıtomny jsou
též čary O II, C II, N II, Fe III a Mg II.
tř́ıda A Chyb́ı čáry neutrálńıho helia He I a dominuj́ı čáry neutrálńıho vod́ıku H I,
nápadné jsou jednou ionizované čáry kov̊u skupiny železa jako Fe II, Ti II, V II či Cr II.
tř́ıda F Čáry neutrálńıho vod́ıku H I jsou výrazně slabš́ı, i když stále dominuj́ı, ve spek-
tru přibývá čar kov̊u.
tř́ıda G Čáry H a K ionizovaného vápńıku (Ca II 393,3 a 396,9 nm) jsou ve spektru
dominantńı, objevuj́ı se prvńı molekulárńı pásy.
tř́ıda K Spektrum je bohaté na čary neutrálńıch kov̊u.
tř́ıda M Ve spektru převládaj́ı molekulárńı pásy TiO a VO.
(Tohle jsou základńı tř́ıdy, ze všech hvězd [jasněǰśıch než 8 mag] do nich spadá 99% . . . )
tř́ıda L Tato tř́ıda byla zavedena až poměrně nedávno v souvislosti s hledáńım tzv.
hnědých trpasĺık̊u. Ve spektrech hvězd tř́ıdy L miźı molekulárńı pásy TiO a VO a obje-
vuj́ı se silné čáry neutrálńıho drasĺıku K I a také čáry Rb I, Cs I a CrH.
tř́ıda T I tato tř́ıda byla zavedena až nedávno a vyznačuje se zejména čarami methanu
CH4 a širokými spektrálńımi pásy vodńıch par H2O.

Dále existuj́ı tř́ıdy Q,P,W řazené před tř́ıdu O, nebot’ maj́ı vyšš́ı teplotu (Q jsou
novy, P plynné mlhoviny, W Wolfovy-Rayetovy hvězdy). Též tř́ıdy S, R, N řazené za
tř́ıdu M. Tř́ıdy R a N se označuj́ı jako uhĺıkové hvězdy (typ C).

Spektrálńı tř́ıdy jsou (s vyj́ımkou Q a P) dále rozděleny na deset podtř́ıd značených
0, 1, 2 . . . 9.

Je nutno si uvědomit, že laboratorńı analýza čárových spekter se rozv́ıjela souběžně
se studiem spekter hvězd a zpočátku nebylo v̊ubec jasné, že ve hvězdách muśı exis-
tovat stejné chemické prvky jako na Zemi. Výrazné spektrálńı čáry byly označovány
velkými ṕısmeny a teprve postupně byla nacházena jejich identifikace s pozemskými
prvky Mendělejevovy tabulky. Proto byl zásadńım zjǐstěńım fakt, že hvězdy spektrálńıch
typ̊u O a B se jevily jako modré a namodralé, hvězdy A a F jako b́ılé, G žluté, K
oranžové a M červené. Ve dvacátých letech 20. stolet́ı bylo již jasné, že existuje úzká
vazba mezi spektrálńımi typy a povrchovými teplotami př́ıslušných hvězd. Současně se
ale ukazovalo, že při stejné spektrálńı tř́ıdě se vyskytuj́ı rozd́ıly ve vzhledu některých
čar. V okamžiku, kdy bylo dostatek údaj̊u o vzdálenostech jednotlivých hvězd, vyšlo
najevo, že tyto rozd́ıly souviśı s rozd́ıly v jasnostech hvězd stejného spektrálńıho typu,
tedy s jejich tř́ıdou sv́ıtivosti neboli s rozd́ılem jejich poloměr̊u. To se stalo základem
dvourozměrné spektrálńı klasifikace, která je už́ıvána dodnes, MK-klasifikace.

MK-klasifikace, Morgan-Keenanova klasifikace, též Yerkesská spektrálńı klasifikace,
dvojrozměrná. Založena na dvou vlastnostech hvězd: spektrálńı typ a tř́ıda sv́ıtivosti.
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Spektrálńı tř́ıda je kvalitativńım ukazatelem efektivńı teploty hvězdy, tř́ıda sv́ıtivosti vy-
stihuje hustotu atmosféry hvězdy a t́ıži na jej́ım povrchu – hvězdy téže spektrálńı tř́ıdy
maj́ı odlǐsná spektra, předevš́ım pokud jde o profil spektrálńıch čar (např. b́ıĺı trpasĺıci, v
jejichž atmosférách je vysoká hustota a tlak maj́ı čáry značně rozš́ı̌rené v d̊usledku častých
srážek; naopak veleobři téže tř́ıdy maj́ı tytéž čáry velmi úzké, nebot’ maj́ı rozsáhlé at-
mosféry, velmi ř́ıdké a s ńızkým tlakem.
Ia jasńı veleobři (Deneb, Rigel)
Ib normálńı veleobři (Antares, Betelgeuse)
II jasńı obři
III obři (Arcturus, Capella)
IV podobři (Procyon)
V hvězdy hlavńı posloupnosti
VI podtrpasĺıci
VII b́ıĺı trpasĺıci (Sirius B)

Za symbol spektrálńı tř́ıdy se někdy připojuj́ı malá ṕısmena upozorňuj́ıćı na spektrálńı
anomálie, např. e znač́ı př́ıtomnost emisńıch čar, s označuje čáry s ostrým profilem, m
kovové čáry, p označuje zvláštńı spektrum a v proměnné spektrum.
+ HR diagram viz též část 9.1.
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6.4 Metody hledáńı periodicity v astronomických datech

Změna nějaké proměnné veličiny se nazývá periodickou, jestliže se hodnoty, jichž veličina
postupně nabývá, zcela pravidelně opakuj́ı podle určitého zákona (funkce). Délce opa-
kovaćıho intervalu se ř́ıká perioda změn, P. Často je výhodné pracovat s převrácenou
hodnotou periody, frekvenćı,

f = 1/P .

Pro jednoduše periodické děje bývá výhodné měřeńı zobrazit ve fázovém diagramu,
tj. poskládat v čase rozložená data tak, jako by byla všechna źıskána během časového
intervalu odpov́ıdaj́ıćıho délce jedné periody. Pro měřeńı źıskané v čase t spočteme cyk-
lus/fázi c resp. normovanou fázi ϕ v̊uči periodě P podle vztah̊u

c = (t− T0)/P

resp.
ϕ = frac(c),

kde T0 označuje počátek fáze. 18 Posledńı vztah transformuje každý čas měřeńı do inter-
valu hodnot od 0 do 1, a to tak, že stejné hodnoty proměnného děje s periodou P budou
mı́t stejnou hodnotu fáze. Pro konkrétńı př́ıpad proměnných hvězd se fázovému diagramu
obvykle ř́ıká světelná křivka. Pro hvězdy s proměnnou radiálńı rychlost́ı hovoř́ıme o
křivce radiálńıch rychlost́ı.

Každé pozorováńı jasnosti, radiálńı rychlosti etc. se zaznamenaným časem měřeńı
představuje jeden bod časové řady pozorováńı sledovaného objektu. Je to tedy dvo-
jice č́ısel (t;m), kde m označuje jasnost změřenou v čase t. Pokud se jasnost měńı,
zaj́ımá nás, zda jsou tyto změny pravidelné či nepravidelné; tj. jaký je jejich charak-
ter. V př́ıpadě pravidelných změn je prvńım úkolem nalézt periodu, se kterou se změny
jasnosti opakuj́ı. Vzhledem k povaze astronomických pozorováńı v optickém oboru to ne-
muśı vždy být snadný úkol. Rotace Země (opakováńı dne a noci) a nepravidelné změny
oblačnosti zp̊usobuj́ı, že časové řady astronomických pozorováńı maj́ı své charakteristické
zvláštnosti:
a) Při pozorováńı z jednoho mı́sta obsahuj́ı ”vzorkovaćı periodu“ jednoho hvězdného dne.
b) Jsou obvykle velice nepravidelně rozložena v čase.

Prvńım krokem analýzy by vždy mělo být grafické zobrazeńı studované
proměnné veličiny v závislosti na čase. Odtud poznáme: zda nedocháźı k trvalému
poklesu či r̊ustu studované veličiny, zda nejvýrazněǰśı změny nejsou zcela očividně ne-
periodické, nepravidelné . . . Pokud časová řada, kterou zkoumáme, sestává z měřeńı,
poř́ızených několika r̊uznými pozorovateli/př́ıstroji, je užitečné je v grafu odlǐsit r̊uznými
symboly → zda mezi jednotlivými pozorovateli neexistuj́ı systematické rozd́ıly v hod-
notách měřené veličiny . . .

Z dané řady měřeńı nelze prokázat př́ıtomnost periody, která je deľśı, než
délka celé série pozorováńı! Že je změna skutečně periodická, zjist́ıme teprve z dat,
která budou pokrývat několik cykl̊u.

V principu lze zkoumat, zda v daných datech neńı př́ıtomna perioda
kratš́ı než minimálńı časová vzdálenost dvou pozorováńı studovaných dat.
Když ale takovou periodu nalezneme, může j́ıt o periodu zdánlivou, vzniklou
pouze v d̊usledku fázového skládáńı! Abychom př́ıtomnost takové periody prokázali,

18Funkce frac(x) nabývá hodnoty zlomkové části x pro nezáporná x, a hodnoty [1 - absolutńı hodnota
zlomkové části x] pro x < 0. Tedy např. pro x = 3.77, frac(x)=0.77; pro x = -3.77, frac(x)=0.23 . . .
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muśıme źıskat nové řady pozorováńı s daty, jejichž časový rozestup bude alespoň o je-
den řád menš́ı než je hledaná perioda. Na potřebnou hustotu měřeńı bude mı́t vliv i
to, zda křivka s domnělou periodou má pouze jedno maximum/minimum nebo zda je
složitěǰśı → zač́ınáme-li zkoumat proměnnost nějakého objektu, o jehož změnách neńı
dosud nic známo, měli bychom zač́ıt pozorováńı nejprve hustými celonočńımi řadami
měřeńı, abychom si učinili prvotńı představu o tom, jaké nejkratš́ı měřitelné změny jas-
nosti můžeme pro zkoumaný objekt očekávat.

§ Obecné zákonitosti a problémy p̌ri hledáńı period

Všechny metody použ́ıvané v astronomii k vyhledáváńı periodicity nějakého jevu, jsou
jen obměnami dvou základńıch princip̊u (pomoćı nichž lze periodicitu v datech s nepra-
videlným časovým rozložeńım měřeńı hledat):
a) Metody, které modeluj́ı křivku změn pomoćı konkrétńıch tř́ıd matematických funkćı,
předpokládaj́ı určitý konkrétńı tvar křivky a hledaj́ı periodu, pro kterou je shoda funkce
s daty nejlepš́ı.
b) Metody, které pro každou zkusmou periodu setř́ıd́ı data do fázového diagramu a v
jednotlivých malých intervalech fáźı zkoumaj́ı rozptyl bod̊u. Za nejlepš́ı se považuje ta
perioda, pro ńıž je rozptyl ve všech intervalech fáźı nejmenš́ı.

Výhodou metod, které použ́ıvaj́ı matematické funkce, je, že źıskáme kromě periody
i analytický popis světelné křivky a můžeme vypoč́ıtat očekávanou hodnotu jasnosti
pro libovolný čas. Metody minimalizace fázového rozptylu jsou ovšem velice výhodné pro
data, pro něž tvar fázové křivky předem neznáme. Pokud tedy o proměnnosti sledovaného
objektu předem nic nev́ıme, doporučuji použ́ıt nejprve některou z metod minimalizace
fázového rozptylu, a teprve po nalezeńı správné periody změn uvažovat o vhodném ana-
lytickém popisu nalezené křivky.

Zde je ovšem d̊uležitá správná volba kroku prohledáváńı, se kterým měńıme zkusmou
periodu. Chceme přirozeně zvolit nejprve krok co nejdeľśı, aby výpočet netrval zbytečně
dlouho. Je ale zřejmé, že pokud bychom zvolili krok př́ılǐs velký, mohli bychom přehléd-
nout správnou periodu. Kdybychom např. zvolili tak dlouhý krok, že by se dvě po sobě
jdoućı zkusmé periody lǐsily od začátku do konce úseku pokrytého daty o celou 1 zkou-
manou periodu, očividně bychom zanedbali možná setř́ıděńı pro všechny periody mezi
dvěma zkusmými. Pro zhruba sinusovou světelnou křivku je proto bezpečné zvolit krok
prohledáváńı tak, aby žádné pozorováńı nezměnilo svou fázi mezi dvěma po sobě jdoućımi
zkusmými periodami o v́ıce než 0,P 1. Matematicky: jestliže zkoumaná měřeńı byla źıskána
v časech t1 až tn, pak délka intervalu pokrytého daty je T = tn − t1. K největš́ı fázové
změně může doj́ıt pro časově nejvzdáleněǰśı body. Zvolme proto čas t1 za počátek fáźı.
Požadujeme-li, aby maximálńı fázová změna mezi zkusmými frekvencemi na celém inter-
valu nepřesáhla hodnotu ∆ϕ beze změny hodnoty cyklu, pak pro krok ve frekvenci ∆ϕ
plat́ı c = f.T , c+ ∆ϕ = (f + ∆f).T , a tedy

∆f = ∆ϕ/T .

Ze tohoto vztahu vyplývá, že pro zvolenou fázovou diferenci ∆ϕ bude krok ve frekvenci
lineárńı. To je jedńım z d̊uvod̊u, proč je vhodné pracovat s frekvenćı mı́sto periodou. 19

19 Je dobré si uvědomit, jaké nároky na prohledáváńı podmı́nka klade. Jestliže na př. pozorováńı
pokrývaj́ı interval 100 dńı a budeme požadovat ∆ϕ = 0,P 1, muśıme zvolit krok ∆ϕ = 0.001 cd−1 (cykl̊u
za den), takže např. k prohledáńı všech možných period od 100 dńı dol̊u k 0,d1 budeme muset zvolit
(10-0,01)/0,001 = 9990 zkusmých frekvenćı. Budou-li ale data pokrývat třeba 1000 dńı (tedy asi 3 roky),
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Pokud provedeme hledáńı periodicity v určitém rozsahu zkusmých period, velmi často
se stane, že námi zvolená metoda nalezne v́ıce možných period. Může to znamenat, že
změny jasnosti nejsou jednoduše periodické nebo že jsou tvořeny skládáńım dvou či v́ıce
periodických děj̊u. Než však takový závěr učińıme, muśıme se přesvědčit, zda zdánlivá
multiperiodicita neńı d̊usledkem konkrétńıho časového rozložeńı dat. Rovněž je třeba
identifikovat všechny zdánlivé, falešné a přidružené periody.
• Zdánlivé periody (aliasy20) Každá řada pozorováńı proměnné hvězdy z konkrét-

ńıho mı́sta na Zemi bude v d̊usledku stř́ıdáńı dne a noci ve větš́ı či menš́ı mı́̌re ”vzor-
kována“ s frekvenćı 1 hvězdného dne. Pozorováńı slabých hvězd, při nichž se pozorovatel
vědomě vyhýbá noćım v době úplňku, budou nutně vzorkována s periodou oběhu Měśıce
kolem Země . . .

Na obr je znázorněna periodická sinusová změna jasnosti s periodou např. 0.9 dne, kte-
rou pozorujeme vždy jedenkrát denně. Vyneseme-li tato pozorováńı do grafu v závislosti
na čase, usoud́ıme, že skutečná perioda změny je 9 dńı . . . Označ́ıme-li časový krok, se
kterým źıskáváme pozorováńı k (v našem př́ıkladu k = 1), pak mezi frekvencemi obou
period zřejmě existuje vztah f(9.0) = f(0.9)− k, tj. 1/9.0 = 1/0.9− 1.

Obecněji: fr a fd jsou frekvence 1 tropického roku a 1 hvězdného dne. Protože čas
měřeńı udáváme obvykle v jednotkách středńıho slunečńıho dne a tropický rok trvá
365,24219 středńıch slunečńıch dńı - tj. 366,24219 dńı hvězdných - je frekvence 1 roku
fr = 1/365, 24219 d = 0, 002737909 cd−1. Délka 1 hvězdného dne v jednotkách středńıho
času je 366,24219/365,24219, tj. frekvence 1 hvězdného dne je

fd = 1 + fr = 1, 002737909 cd−1 .

Jestliže se jasnost proměnné, kterou sledujeme, měńı periodicky s frekvenćı f , pak pro
frekvence odpov́ıdaj́ıćıch jednodenńıch alias̊u plat́ı

f1 = fd − f a f2 = fd + f .

budeme již potřebovat 99900 zkusmých frekvenćı. Pro časově rozsáhlá data je proto velice užitečné uvážit,
zda v d̊usledku polohy měřeného objektu na nebi neexistuj́ı v datech větš́ı sezónńı časové mezery. Jestliže
ano, je přirozeně výhodné provést prvotńı hledáńı v datech z každé sezony zvlášt’, což nám umožńı použit́ı
mnohem deľśıho kroku ve fázi. Je-li studovaná změna periodická, měli bychom stejnou periodu nalézt ve
všech sezonách. Jej́ı hodnotu pak pouze zpřesńıme jemným prohledáńım úplného souboru dat v malém
okoĺı přibližné periody nalezené v jednotlivých sezonách.

20 doslova
”
překryvy“
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Např. skutečná perioda změn je P = 2.d0, pak dle předcházej́ıćıch vztah̊u maj́ı jednodenńı
aliasy periody 0,d665452 a 1,d989108 (1/(1, 002737909 ± (1/2))). Pro P = 5,d0 to bude
0,d831436 a 1,d245737 a pro P = 100,d0 dostáváme aliasy 1,d00732 a 0,d98742. Tj. s
rostoućı periodou se jednodenńı aliasy zdola a shora bĺıž́ı periodě 1 hvězdného dne.

Pro frekvence ročńıch alias̊u obdobně plat́ı f3 = f − fr a f4 = f + fr. Označ́ıme-li
Tr = 1/fr délku tropického roku, lze předcházej́ıćı vztahy přepsat na

Tr/P3 = Tr/P − 1 a Tr/P4 = Tr/P + 1 .

Vezmeme-li v úvahu definici cyklu, vid́ıme, že názorný smysl ročńıch alias̊u je, že se jedná
o periody, které se od skutečné lǐśı o délku ± 1 cyklu za dobu 1 roku.
• Falešné periody Aliasy jsou d̊usledkem př́ıtomnosti určité periodicity v časovém

rozložeńı jednotlivých pozorováńı. Naproti tomu falešné periody vznikaj́ı obvykle v d̊us-
ledku určité periodicity v systematických chybách našich měřeńı. Záludné je, že se v obou
př́ıpadech může jednat o podobné periody. Nejlépe si můžeme vznik falešné periodicity
vysvětlit opět na př́ıkladech. Budeme-li např. pořizovat dlouhé nočńı řady měřeńı jasnosti
nějaké hvězdy a nebudeme-li naměřené hodnoty opravovat o vliv extinkce nebo budou-li
naše korekce chybné, pak se určená jasnost i neproměnné hvězdy bude zdánlivě měnit s
periodou 1 hvězdného dne . . .
• Násobné periody (vyšš́ı harmonické) Většina metod hledáńı periodicity bude v

našich datech indikovat i periody dvakrát a třikrát deľśı, než je skutečná perioda změn.
To je logické, a v některých př́ıpadech je bez dodatečné informace (např. z jiného druhu
pozorováńı) nemožné rozhodnout, zda skutečná fyzikálńı perioda změn odpov́ıdá jedno-
duché (zhruba sinusové) křivce nebo křivce se dvěma minimy a maximy a dvakrát deľśı
periodou. Metody minimalizace fázového rozptylu indikuj́ı složitěǰśı křivky přirozeně lépe,
než metody založené na modelu jednoduše periodické změny.
⇒ pokud v datech nalezneme periody bĺızké 1 dni nebo 1 roku, měli bychom je

zpočátku přij́ımat s velkou reservou. (Test na falešné periody je zřejmý – měly by se
tou či onou měrou vyskytovat i v měřeńıch kontrolńıch neproměnných hvězd podobných
vlastnost́ı a polohy na obloze jako zkoumaný objekt. Proti alias̊um pomohou pouze po-
zorováńı s vhodným časovým rozložeńım. Ideálńım zp̊usobem, jak se bránit jednodenńım
alias̊um, je pozorovat hvězdu po určitou dobu z několika mı́st na Zemi, která jsou vzdálená
v mı́stńım čase.) Pečlivé zkoumáńı jednodenńıch alias̊u neńı samoúčelné – typické rotačńı
periody hvězd spektrálńıch typ̊u O a B jsou bĺızké právě k 1 dni a rovněž dvojhvězdy s
jednodenńı oběžnou periodou nejsou žádnou vzácnost́ı . . .
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6.5 Kosmické zá̌reńı, neutrina a gravitačńı vlny

• Neutrina: předpověd’ W.Pauli, 1930; středńı volná dráha ∼ 1 pc; účinný pr̊uřez ∼
∼ 10−46 m2; uvolňována v termonukleárńıch reakćıch na Slunci (cca 1038νe/s) 21 . . .

Základńı otázka: Jsou hmotná, osciluj́ı? (νe → νµ → ντ ?)

- Davis̊uv Cl detektor, 1968, 600 t C2Cl4, reakce νe + 37
17Cl→ 37

18Ar + e−, Ar má poločas
rozpadu 35 dńı, citlivost 0,814 MeV, malý σ . . . Dle teorie by měl být tok 7, 9 ± 0, 5 SNU
(slunečńı neutr. jednotka, 1 SNU = 10−36 s−1/vzniklý Ar). Změřeno 2, 2 ± 0, 4 SNU (tj.
1 at. Ar/2 dny) = asi 1/3 → oscilace?
- Galiové detektory, SAGE, 65 tun kovového Ga, reakce νe + 71

31Ga → 71
32Ge + e−, Ge

má poločas rozpadu 11,4 dńı. deficit neutrin potvrzen. GALEEX
- H2O detektory, Kamiokande, SNO. Tyto detektory měř́ı v reálném čase energie elek-
tron̊u vyprodukovaných po interakci s neutrinem ve vodě (νe + 2

1H → p + p + e− resp.
νe + p→ n + e+, elektrony produkuj́ı Čerenkovovo zářeńı, kužel o urč. velikosti a směru,
źıskáváme daľśı info i o směru).
+ SNO, Ontario, Kanada, v jednom z nejhlubš́ıch dol̊u detektor obsahuj́ıćı 1000 tun
těžké vody. Podzim 2001, prvńı výsledky tohoto experimentu potvrdily oscilačńı řešeńı
problému deficitu slunečńıch neutrin. Alespoň pro neutrina s vyšš́ı energíı (vznikaj́ıćı při
posledńı reakci pp-cyklu) jsou detekované toky ve shodě se současnými modely Slunce.
SNO je d́ıky př́ıtomnosti těžké vody citlivý na všechny tři druhy neutrin (Cl detek-
tory jsou citlivé jen na neutrina elektronová, využit́ım vody a čerenkovských detektor̊u
źıskáme částečnou citlivost i na mionová neutrina).

Jak neutrina osciluj́ı? Zdá se, že pozorov. neutrina (νe, νµ, ντ ) nejsou ”čistými“ stavy,
ale směśı tř́ı základńıch/vlastńıch stav̊u (ν1, ν2, ν3). Tyto základńı stavy při š́ı̌reńı v
prostoru interferuj́ı (jako u každého vlněńı). Občas se nějaké dvě frekvence odečtou tak,
že na okamžitý charakter významně převáž́ı vliv frekvence třet́ı. Za chv́ıli pak začne
dominovat jiný základńı stav – podle toho detekujeme bud’ e− nebo µ− či τ− neutrino.

Pokusy o určeńı hmotnosti : ta dle souč. experiment̊u muśı být menš́ı než několik eV.
Princip: β rozpad, měř́ıme velmi přesně energii jádra před rozpadem, po rozpadu a energii
odlétaj́ıćıho elektronu. Plat́ı ZZE a ZZH, lze vypoč́ıtat hmotnost odlétaj́ıćı částice.
• současné experimenty detekuj́ıćı Kosmické zářeńı: od roku 2003 na kanárských

ostrovech největš́ı dalekohled na světě (934 segment̊u, ploše 239 m2 odpov́ıdá pr̊uměru
17 m) – pro pozorováńı Čerenkovova zářeńı. Snaha nepř́ımo detekovat gama fotony s
energíı vyšš́ı než 30 GeV. (Fotony interaguj́ı s molekulami zemské atmosféry a vyvolávaj́ı
vznik spršek sekundárńıch částic, ty pak při svém pohybu vyśılaj́ı specifické zářeńı (na
hranic viditelného a UV zářeńı) pod určitým úhlem). Tyto energetické fotony na rozd́ıl od
většiny kosm. zářeńı nejsou nabité, š́ı̌ŕı se tedy př́ımočaře. Pokud se podař́ı zrekonstruovat
směr př́ıchodu k Zemi, lze určit směr zdroje v kosmu . . .

Kosmickým zářeńım nejvyšš́ıch energíı se bude zabývat Pierre Auger Observa-
tory, Argentina. Dokončeńı 2006. 1600 pozemských detektorových stanic pokryje plochu
3000 km2. Tyto budou doplněny o 24 teleskop̊u o pr̊uměru 3,6 metru. Budou sledo-
vat spršky sekundárńıch části v atmosféře. Pozemńı detektory zaznamenaj́ı počty zachy-
cených částic, dalekohledy budou pozorovat doprovodnou fluorescenci v atmosféře. Řešeńı

21 Velký tok neutrin uvolňován v nitrech kolabuj́ıćıch hvězd – supernovy, viz 1987, experiment IBM,
zachycena sprška neutrin ze SN 1987A; vyzářená neutrina uvolňuj́ı z hrout́ıćıho se nitra zanikaj́ıćı hvězdy
teplo, takže hvězda se hrout́ı pod vlastńı vahou v krátkém okamžiku – bez neutrin by takovýto gravitačńı
kolaps nebyl možný . . .
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záhady nejenergetičtěǰśıch částic (energie až 1018 eV, těch z kosmu přicháźı mnohem v́ıce
než udávaj́ı teoretické předpovědi)?
• Gravitačńı vlny: periodické změny gravitačńıho potenciálu (vlněńı zakřiveńı pro-

storu, kmitá sám prostor a čas). Předpovězeno OTR. Každá hvězda zakřivuje prostoročas
ve svém okoĺı, změńı-li náhle hvězda sv̊uj tvar (výbuch supernovy), změńı se též okolńı
geometrie a vzniklý rozruch se bude předávat dále – směrem od hvězdy se začnou š́ı̌rit
konečnou rychlost́ı (c) gravitačńı vlny. V jejich amplitudě a frekvenci je zakódovaná in-
formace o zániku hvězdy . . . Vznikaj́ı nejen při výbuš́ıch supernov ale všude tam, kde se
nerovnoměrně měńı tvar a t́ım i rozložeńı hmoty, např. dvojhvězdy . . . 22

Gravitačńı vlny slabé, např. supernova v naš́ı Galaxii bude mı́t předpokládanou am-
plitudu 10−18 a frekvenci ν ∼ 103 Hz. V podstatě nejsilněǰśı zdroj, který bychom mohli
zaznamenat, ale malá četnost, proto stavěné detektory muśı mı́t alespoň 103 krát větš́ı
citlivost (pak by mělo j́ıt zachycovat např. grav. vlny generované v kupě galaxíı v Panně
(40 mil.ly), kde v pr̊uměru vybuchne několik supernov za rok) . . .

Prvńı detektor, J. Weber, 1969, hlińıkový válec zavěšený ve vakuové komoře a izo-
lovaný od okolńıch otřes̊u, deformace válce zaznamenávány piezoelektrickými sńımači.
Pr̊uchod vlny by válec rozkmital, při vhodných frekvenćıch by rezonance zp̊usobila ześıleńı
vibraćı. K vyloučeńı falešných pozemských signál̊u dva detektory 1000 km od sebe. Cit-
livost 10−16. Nezaznamenal jednoznačný úspěch.

Nepř́ımé potvrzeńı grav. vln, 70.léta. Objeven pulsar PSR 1913+16, binárńı systém
se dvěma ob́ıhaj́ıćımi (8 hod.) neutronovými hvězdami. V takovém systému výrazné rela-
tivistické efekty (stáčeńı osy kvazieliptické dráhy o 4◦ za rok . . . ). Ukázalo se, že oběžná
doba se výrazně zkracuje – potvrzeńı OTR, obě hvězdy se k sobě spirálovitě přibližuj́ı,
ztracená vazbová energie systému je odnášena vyzařovanými gravitačńımi vlnami.

Dnes detektory interferometrické, na principu Michelsonova interferometru. Např.
LIGO, USA, ramena cca 4 km, citlivost 10−21. VIRGO, Itálie, dvě na sebe kolmá 3 km
ramena, detekce frekvenćı od 10 do 6000 Hz. LISA, Laser Interferometry Space Antenna.
Obrovské rozměry a nepř́ıtomnost siesmického rušeńı → na rozd́ıl od pozemských detek-
tor̊u výrazné zlepšeńı poměru signál/šum + možno detekovat i vlny o ńızké frekvenci
(pod 1 Hz, detekci takových vln na zemi znemožňuje seismická aktivita). Tři satelity na
heliocentrických drahách, ve formaci rovnostranného trojúhelńıku, laserový interferome-
trický kontakt. Signál bude ob́ıhat mezi družicemi dokola (ramena délky 5 mil. km), z
interferometrických měřeńı se bude určovat změna konfigurace systému. 2012?

22 Gravitačně vyzářený výkon dvojhvězdy, LG ∼
M2

1 M2
2 (1+e3)

P10/3 , pro trpaslič́ı novu, kde M1 = M2 ≈
≈ 1, 5× 1030 kg, P= 104 s dostaneme 2× 1024 W, ve vzdál. 250 pc máme tok 3× 10−15 W/m2 . . .
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6.6 Rádio a daľśı obory, jejich p̌ŕıstroje, družice

• Rádio: cca 100 m - 0,01 m, objev ve vesmı́ru = 1932, K.G.Jansky . . .
– tepelné zářeńı, Planck̊uv z., pro ńızké frekvence plat́ı aproximace Rayley-Jeans

(ex ∼ 1 + x):

Bν(T ) =
2ν2

c2
kT

Měřeńı v radioastronomii je ∼ T (k,c jsou konstanty; ν přepočteno na λ je pro danou
anténu též konstantńı) →měř́ıme jasovou/zářivou teplotu (z rádiového zdroje dopadá
na 1 m2 povrchu Země tok zářeńı S = 2kTλ−2Θ2 [W/m2Hz], Θ je úhlový pr̊uměr zdroje,
T je jasová teplota zdroje).

– netepelné zářeńı (např. synchrotronové - zářeńı vyvolané relativistickými elektrony
krouž́ıćımi v magnetickém poli), spektrálńı rozděleńı intenzity je obecně odlǐsné od Planc-
kova rozděleńı, můžeme tak rozeznat zdroje netepelného a tepelného zářeńı, netepelné
Bν ∼ ν−α , kde α je tzv. spektrálńı index (0,2 - 1,2).

Pasivńı radioastronomie: pouze vlny z vesmı́ru přij́ımá (pulsary . . . )
Aktivńı radioastronomie: pomoćı radaru vyśılá rádiové vlny a po odrazu je přij́ımá a

studuje, výzkum Slunečńı soustavy – planety a malá tělesa Slunečńı soustavy
Radiolokačńı rovnice: Jaký je maximálńı dosah př́ıstroje? Nejmenš́ı zachytitelný

signál (citlivost přij́ımače) je P0 [W], výkon vyśılače je Pv [W], ześıleńı antény Gv =
4πAp/λ2, kde plocha přij́ımaćı antény je Ap [m2]. Účinná plocha (přivrácený pr̊umět)
studovaného tělesa je σ [m2]. Tok vyslaný radarem a dopadaj́ıćı na studované těleso je

Φ1 =
GvPv
4πr2

.

Tok přicházej́ıćı zpět je tedy

Φ2 =
σGvPv
(4πr2)2

.

Přijatý výkon ozvěny P0 tedy je

P0 =
σGvPvAp
16π2r4

=
σPvA

2
p

4πr4λ2
.

Dostáváme tak

rmax = 4

√
σPvA2

p

4πλ2P0
.

Dosah radaru se zvýš́ı pokud zvýš́ıme výkon a plochu vyśılače, zmenš́ıme vlnovou délku.
Např. Arecibo má dosah asi 85 mil. km.

Radioteleskopy : Arecibo, Portoriko, pr̊uměr 304 m, nejvýkoněǰśı radioteleskop světa;
GBT (Green Bank Telescope), největš́ı pohyblivý radioteleskop na světě o 100 × 110 m;
VLA (Very Large Array), 27 antén s pr̊uměrem 25 m na kolejnićıch tvaru ṕısmene Y,
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ramena tak mohou mı́t až 21 km. Souž́ı jako radiointerferometr (rozlǐsovaćı schopnost
interferometru je srovnatelná s parabolickou anténou, jej́ıž pr̊uměr se rovná základně in-
terferometru.). Standardńı pracovńı režimy 1,3 cm - 21 cm (neutrálńı vod́ık). VLBA
(Very Long Baseline Array), deset radioteleskop̊u s pr̊uměrem 25 m, rozmı́stěných mezi
Havajskými ostrovy a Portorikem, základna je tak přes 8000 km. VLBI (Very Large Base-
line Interferometry), systém radiových interferometr̊u se základnami stovek až tiśıc̊u kilo-
metr̊u, řada radioteleskop̊u rozmı́stěných po celém světě. VSOP (VLBI Space Observa-
tory Program) rozš́ı̌reńı śıtě VLBI pomoćı satelitu HALCA = radioteleskop o pr̊uměru
8 m. Umožnila vytvořit interferometr se základnou přes 20 000 km.
• IR, 1 µm - 1 mm; objev: W.Herschel, 1800; zdroje = mı́sta chladněǰśı než hvězdy

(vznik nových hvězd, oblaka plynu) . . . Př́ıstroje: obdoba zrcadlového (refraktor nelze
už́ıt, sklo nepropoušt́ı . . . ) dalekohledu, ale odrazné plochy nemuśı mı́t takovou přesnost
+ čidla PbS, Ge+Ga . . . (polovodiče, dopadaj́ıćı foton vybud́ı elektrony ze základńı hla-
diny do vodivostńıho pásu, vznikne tak napět́ı na diodě nebo se měńı elektrická vodivost
materiálu . . . ). Družice IRAS (Infra Red Astronomical Satelite), 60 cm dalekohled, de-
tekováno 95% oblohy, přes 250 000 zdroj̊u; COBE; SIRTF (Space InfraRed Telescope
Facility, Spitzer), 2003, pracovńı oblast je 3 až 1800 µm. Umı́stěn v bodě L2. Pr̊uměr
0,85 m. Dále např. SOFIA, letecká observatoř vzniklá přestavbou Boeingu B-747, te-
leskop o 2,7 m, pro IR spektroskopii na 5-300 µm. WMAP (Wilkinson Microwave Ani-
sotropy Probe), v 2003 proměřila drobné teplotńı odchylky v kosmickém pozad’ovém
zářeńı → nové přesněǰśı hodnoty základńıch kosmologických parametr̊u našeho vesmı́ru
(dominuje skrytá látka a temná energie, stář́ı cca asi 13,7 mld. let) . . .
• UV, RTG, γ, vysokoenergetické fotony vznikaj́ıćı při vysokoenergetických explo-

zivńıch procesech (Slunce, pulsary, supernovy, galaxie, kvasary, . . . ).

extremeUV 10 - 100 nm 12 - 120 eV
soft RTG 1 - 10 nm 120 - 1200 eV

RTG 0,01 - 1 nm 1,2 - 120 keV
měkké γ 0,001 - 0,01 nm 120 - 1200 keV

γ < 0, 001 nm > 1,2 MeV

Detektory – GM č́ıtače (prostor mezi elektrodami vyplněn parami Ar + alkohol,
vlétne-li části→ vodivá stopa), scintilačńı detektory (např. NaI, fotonem vzbuzen záblesk,
zachycen fotonásobičem . . . ), Čerenkovovy detektory . . .

RTG optika – Walter, kombinace 2 křivých ploch, kde na obou nastává totálńı odraz.

Tyto obory pohlcovány atmosférou → balóny, výšková letadla, družice. Compton
GRO (Gamma Ray Observatory) 1991-2000, objevila přes 400 zdroj̊u, podařilo se re-
gistrovat přes 2500 záblesk̊u. Chandra, pro RTG, pr̊uměr teleskopu 1.2 m, délka 10 m,
rozlǐseńı 0.5˝, tvořen čtyřmi soubory souosých parabolicko-hyperbolických zrcadel . . . In-
tegral (International Gamma-Ray Astrophysics Laboratory), ESA, prvńı družice zkou-
maj́ıćı simultálně v oboru γ, RTG i optickém.
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6.7 Vesḿırné zdálenosti

Nejbližš́ı vzdálenosti ve Slunečńı soustavě určovány pomoćı laserových a radarových
měřeńı. Vzdálenost Země-Měśıc je pomoćı laseru měřena s přesnost́ı několika milimetr̊u.
Radarová měřeńı vzdálenosti Merkuru, Venuše a Marsu byla použita k určeńı vzdálenost́ı
těchto planet od Slunce (pomoćı 3.KZ). Tak byla stanovena velmi přesně AU, později
byla ověřena radarovým měřeńım vzdálenosti Země-Slunce. Vzdálenost bĺızkých hvězd
(do několika set ly) je možno určit pomoćı ročńı paralaxy, viz str. 114. Jde o trigonome-
trickou paralaxu, základnu tvoř́ı vzdálenost Země-Slunce. Velmi přesné měřeńı provedla
astrometrická družice Hipparcos (ESA, 1989 - 1993). Pro vzdálenosti kolem 1000 ly, už
chyby měřeńı Hipparca srovnatelné s měřenou paralaxou → muśıme použ́ıt nepř́ımé me-
tody (b) (už́ıvaj́ı jiné měřené vlastnosti hvězd – magnituda, sv́ıtivost, perioda cefeid,
spektrum – a vztah̊u mezi nimi – modul vzdálenosti, perioda-sv́ıtivost pro cefeidy . . . )
nebo můžeme pro některé vesmı́rné objekty využ́ıt měřeńı radiálńıch rychlost́ı a vlastńıch
pohyb̊u (a).

a) Hvězdy pohybových hvězdokup se pohybuj́ı přibližně rovnoběžně, při pohledu
ze Země se nám zdá, že se sb́ıhaj́ı do určitého bodu, vertexu. Směr k vertexu urč́ıme jako
pr̊useč́ık prodloužeńı vlastńıch pohyb̊u, známe ϑ. Tedy

tgϑ =
vt
vr

=
4, 74Dµ

vr
,

D[pc] =
vr tgϑ
4, 74µ

.

Do cca 102 pc (1980).

Nevykazuj́ı-li naopak hvězdokupy žádný systematický pohyb na obloze a předpoklá-
dáme-li, že se hvězdy pohybuj́ı nahodile (jako např. molekuly plynu), plat́ı pro pr̊uměrné
hodnoty pozorovaných složek rychlost́ı jednotlivých hvězd 2v̄2

r = v2
t = D2µ̄2, tj.

D =
(

2v̄2
r

µ̄2

)1/2

.

Jde o tzv. metodu statistické paralaxy, použitelné až do několika set pc.
Resp. viz pohyb hvězd v Galaxii: složka rychlosti hvězdy, která směřuje k antapexu a je zp̊usobena

pohybem Slunce, je největš́ı, je-li hvězda vzdálena od apexu 90◦. Avšak zdánlivý vlastńı pohyb hvězdy
vyvolaný pohybem Slunce bude t́ım menš́ı, č́ım bude hvězda dále. Jelikož délka relativńı dráhy Slunce
vzhledem k okolńım hvězdám za jeden rok je cca 6, 8.108 km, tj. asi 4 AU, je možno odhadnout z posuvu
hvězdy k antapexu jej́ı paralaxu. Takto źıskané paralaxy jsou paralaxy sekulárńı. Viz též str. 114.

Metoda výpočtu plyne z definice tangenciálńı rychlosti. Necht’ úhlová vzdálenost hvězdy od apexu
je λ, tj. jde o úhel, který sv́ırá vektor okamžité rychlosti Slunce se spojnićı Slunce - hvězda, a pro
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zjednodušeńı necht’ se hvězda pohybuje rovnoběžně se Sluncem rychlost́ı vh, tj. vektory rychlost́ı Slunce
i hvězdy jsou v jedné rovině a jsou rovnoběžné. Pak tangenciálńı rychlost pozorovaná ze Slunce/Země je

vobs = vh − v� sinλ ,

kde v� je rychlost Slunce vzhledem k okolńım hvězdám. Jelikož vobs = 4, 74µ/π, pak

vh = 4, 74
µ

π
+ v� sinλ .

Možno ř́ıci, že statisticky jsou v pr̊uměru hvězdy nehybné vzhledem k nejbližš́ımu okoĺı, tj. součet vektor̊u
okamžitých rychlost́ı hvězd je nulový v souřadném systému, jehož počátek se pohybuje po kruhové dráze
kolem středu Slunce. To znamená, že pro skupinu hvězd v jistém směru a v jisté vzdálenosti (nikoli však
př́ılǐs velké) plat́ı přibližně, že vh = 0, a tedy vobs = −v� sinλ, kde ovšem vh i v� jsou vztaženy na mı́stńı

”
klidový systém“, LSR. Plat́ı pak též, že

µ̄0 = −v� sinλ

4, 74
π̄ ,

kde µ̄0 je vlastńı pohyb nehybné hvězdy a π̄ je jej́ı paralaxa, a tedy

π̄ = − 4, 74

v� sinλ
µ̄0 .

(Resp. tedy π̄ je pr̊uměrná paralaxa skupiny hvězd a µ̄0 jejich pr̊uměrný vlastńı pohyb rovnoběžný s
vektorem okamžité rychlosti Slunce a celá skupina tak representuje nehybnou hvězdu. Princip je zřejmý,
vlastńı postup výpočtu paralaxy je poněkud složitěǰśı.) Podle metody výběru a rozložeńı hvězd, popř. s
přibráńım radiálńıch rychlost́ı rozlǐsujeme paralaxy:

a) středńı = určena výše uvedenou metodou,
b) sekulárńı = výběr hvězd se omezuje na λ = ±90◦,
c) statistické = bere v úvahu i radiálńı rychlost.

U dvojhvězd je možno źıskat tzv. dynamickou paralaxu. Jde o paralaxu určenou
pomoćı 3.KZ: a3 = (M1 +M2)P 2, kde a je velká poloosa [AU], M1 a M2 jsou hmotnosti
složek v hmotnostech Slunce, P je oběžná doba v roćıch. Základem je odpozorovaná
zdánlivá dráha složek dvojhvězdy na obloze a vztah hmotnost-sv́ıtivost. Změř́ıme-li pe-
riodu a urč́ıme-li hmotnosti obou složek (vztah hmotnost-sv́ıtivost, často lze též bez
problémů položit M1 + M2 = 2M�), lze z 3.KZ vypoč́ıtat vzájemnou vzdálenost obou
složek. Porovnáńım této vzdálenosti s měřenou úhlovou vzdálenost́ı obou složek lze určit
vzdálenost dvojhvězdy od nás. Paralaxu π tedy obdrž́ıme, vyjádř́ıme-li velkou poloosu v
obloukových vteřinách, π′′ = a/ 3

√
(M1 +M2)P 2 .

b) Většina těchto metod nepř́ımo určuje absolutńı hvězdnou velikost. Vzdálenost pak
lze stanovit pomoćı modulu vzdálenosti (rozd́ıl mezi zdánlivou a absolutńı hvězdnou
velikost́ı), viz str. 151.

Absolutńı hvězdnou velikost lze pro hvězdy hlavńı posloupnosti odhadnout např.
pomoćı spektra a HR diagramu (dosah cca 104 pc (1980, dáno přibližně minim. magnitu-
dou, kterou jsou schopné dalekohledy zaznamenat), metoda tzv. spektrálńı paralaxy).
Nejpřesněji lze touto metodou určit vzdálenosti hvězdokup, jejichž hvězdy se nacházej́ı
prakticky ve stejné vzdálenosti, a je tedy možné naj́ıt polohu hlavńı posloupnosti sestro-
jeńım barevného diagramu (analogie HR diagramu, na vodorovné ose je barevný index,
na svislé zdánlivá hvězdná velikost → dostáváme tak vlastně HR diagram posunutý ve
svislém směru o modul vzdálenosti, který tak lze źıskat, viz též str 259).

Cefeidy - nejsou př́ılǐs početně zastoupeny (v Galaxii jich je známo asi 700), maj́ı
ale d̊uležitou roli při studiu struktury Galaxie – mezi periodou jejich proměnnosti a
pr̊uměrnou sv́ıtivost́ı existuje lineárńı vztah, který dovoluje určit z pozorované periody
jej́ı absolutńı hvězdnou velikost a pomoćı modulu vzdálenosti i jej́ı vzdálenost. Vztah je
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poměrně dobře nanormován z našeho okoĺı jinými metodami,MV = a+b logP+c(B−V ).
Zářivý výkon cefeid je velký, lze tak určovat vzdálenosti až do 106 pc, tj. pro objekty
lež́ıćı v mı́stńı skupině galaxíı. Nejnověǰśı tvar kalibrace:

MV = −(2, 769± 0, 073)log− (1, 440± 0, 075) .

Viz též str. 267. Analogicky lze použ́ıt (zejména u kulových hvězdokup) proměnné typu
RR Lyrae – stejné absolutńı velikosti bez ohledu na periodu. Vyskytuj́ı se zejména v
kulové složce galaxie (téměř všechny proměnné hvězdy vyskytuj́ıćı se v kulových hvězdo-
kupách jsou RR Lyrae).

Novy - z pozorováńı nov, které vzplanuly v naš́ı galaxii plyne, že jejich absolutńı mag-
nituda souviśı jednoznačně s dobou, za kterou jasnost novy klesne o 3 magnitudy (vztah
MMRD = Maximum Magnitud versus Rate of Decline, absolutńı hvězdná velikost nov se
urč́ı z křivky světelných změn a rychlosti poklesu jasnosti novy). Výsledky této metody
souhlaśı dobře (10%) s metodou cefeid. Novy jsou ale jasněǰśı, tj. použitelněǰśı pro větš́ı
vzdálenosti (107 pc). Srovnatelných výsledk̊u lze dosáhnout použit́ım kulových hvězdokup
jako standardńıch sv́ıček – zdroj̊u o zhruba stejném zářivém výkonu (paralaxa hvězdo-
kup, využ́ıvá se předpokladu, že sv́ıtivost nejjasněǰśı hvězdy v kulových hvězdokupách
je zhruba stejná).

Supernovy typu I - vznikaj́ı v d̊usledku akrece nadkritického množstv́ı hmoty na
b́ılého trpasĺıka, viz str. 270.

Nejjasněǰśı galaxie v kupách - pro ještě větš́ı vzdálenosti nerozlǐśıme jednot-
livé hvězdy, jako indikátory užijeme magnitudy celých galaxíı. Ukazuje se, že rozložeńı
zdánlivých magnitud galaxíı v kupách galaxíı je shora dosti ostře ohraničené. Předpoklá-
dáme-li, že nejjasněǰśı galaxie v kupách maj́ı zhruba stejnou absolutńı magnitudu (abso-
lutńı mag nejjasněǰśı galaxie v kupě galaxíı v Panně, jejichž vzdálenost známe, je rovna
-21,7), můžeme pomoćı nich určovat vzdálenost až do 109 pc.

Paralaxa ze zbarveńı, č́ım je hvězda vzdáleněǰśı, t́ım je červeněǰśı v d̊usledku ze-
slabeńı (extinkce) modrého světla v mezihvězdné hmotě. 23, viz též str. 151

Kinematická paralaxa = na základě známe diferenciálńı rotace galaxie je možno z
radiálńı rychlosti zdroje (např. oblast́ı HI) odvodit jeho vzdálenost, viz str. 325.

Tullyho-Fisher̊uv vztah, 1977, poměrně přesný zp̊usob určováńı vzdálenosti spirál-
ńıch galaxíı. Založeno na vztahu mezi absolutńı hvězdnou velikost́ı M spirálńıch galaxíı
a rychlost́ı jejich rotace. Rychlost rotace se změř́ı pomoćı profilu (rozš́ı̌reného rotaćı,
rozš́ı̌reńı ∆ν0 ↔ ∆v0) H čáry 21 cm a T.-F. vztahem se převede na absolutńı hvězdnou
velikost → známe tak modul vzdálenosti, můžeme určit vzdálenost. Jde o empirický
vztah, který muśı být kalibrován na bĺızkých galaxíıch, jejichž vzdálenosti jsou určeny
jinak [Cepheidy]. Princip neńı přesně znám. Použitelný až do 300 mil. ly. Analogický
vztah existuje pro eliptické galaxie, Faber̊uv-Jackson̊uv.

Suňajev̊uv-Zeldovič̊uv jev: nepatrné oslabeńı (změna vlnové délky) foton̊u re-
liktńıho zářeńı při pr̊uchodu kupou galaxíı. Použitelný k měřeńı vzdálenosti nejvzdále-
něǰśıch galaxíı. Prostor mezi galaxiemi kupy neńı prázdný (vyplněn plazmatem) – fo-
tony reliktńıho zářeńı se na volných elektronech roztyluj́ı → reliktńı zářeńı za kupou
poněkud oslabeno. Zeslabeńı je na centimetrových vlnách cca 0,1 mK. Měřeńı obt́ıžná

23 Založeno na předpokladu rovnoměrného rozložeńı mezihvězdné hmoty, tj. ne zcela přesné . . .
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a málo přesná. Důležité použit́ı v kosmologii (dovoluje např. určit Hubbleovu konstantu
nezávisle na tradičńı kalibraci vzdálenost́ı ve vesmı́ru).

Spektra galaxíı informuj́ı nejen o pr̊uměrném spektrálńım typu hvězd v tom kterém
objektu, ale současně i o celkové radiálńı rychlosti. Již v roce 1912 bylo zjǐstěno, že
převážná většina spirálńıch galaxíı jev́ı zřetelný posuv spektrálńıch čar k červenému
konci spektra. Později Hubble zjistil korelaci mezi hodnotou posuvu spektrálńıch čar
z = ∆λ/λ a vzdálenost́ı, kterou lze vyjádřit jednoduchým vztahem Hr = zc = v, kde
H je tzv. Hubbleova konstanta [km s−1 Mpc−1], c rychlost světla, v radiálńı rychlost
a r vzdálenost. Pokud urč́ıme H (z pozorováńı bĺızkých galaxíı), pak možno tento vztah
použ́ıt i k odhadu vzdálenosti těch galaxíı, u kterých známe pouze velikost rudého posuvu.
Konstanta tedy vyjadřuje, o kolik se zvětš́ı radiálńı rychlost, jestliže se vzdálenost zvětš́ı
o jeden Mpc. Jej́ı měřeńı značně obt́ıžné, v posledńı době se nejpravděpodobněǰśı zdá
hodnota (z WMAP) okolo 75 km s−1 Mpc−1. Pokud se vyjádř́ı Mpc v kilometrech, pak
1/H je vyjádřeno v časových jednotkách a je to formálně pojaté stář́ı vesmı́ru odvozené
za předpokladu stálého rozṕınáńı (Hubbleovo stář́ı). Je to horńı odhad stář́ı vesmı́ru. H
ve skutečnosti neńı konstantou nebot’ v d̊usledku vzájemné přitažlivosti všech galaxíı se
rozṕınáńı vesmı́ru zpomaluje a H s časem klesá. Stář́ı, jež poč́ıtá se zpomalováńım, tj. s
klesaj́ıćı H, je menš́ı – Friedmannovo stář́ı.
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6.8 Vesḿırné hmotnosti

Jediná př́ımá metoda zjǐst’ováńı hmotnosti je užit́ım 3.KZ v přesném tvaru pro
dvojhvězdy. Tj. vyjdeme z

a3 =
G

4π2
P 2(M1 +M2) ,

resp. numericky upraveného
a3 = P 2(M1 +M2) ,

kde hmotnosti jsou v hmotnostech Slunce, perioda v roćıch a poloosa a v astrono-
mických jednotkách. Dosad́ıme-li velikost lineárńı poloosy a = a′′.r, kde r je vzdálenost
dvojhvězdy, vyjde z posledńıho vztahu součet hmotnost́ı složek. Je-li nav́ıc známo a′′1, a

′′
2,

plat́ı pro těžǐstě
a′′1.M1 = a′′2.M2 .

Můžeme tedy určit př́ımo hmotnosti složek.
Určeńı hmotnost́ı spektroskopických dvojhvězd (zt́ıženo neznalost́ı sklonu dráhy i) pro

př́ıpad kdy známe obě spektra (resp. funkce hmotnosti pokud známe jedno spektrum),
viz kapitola Dvojhvězdy, str. 279 a dále.

Obecně nejlepš́ı informace o hmotnostech hvězd poskytuj́ı zákrytové spektroskopické
dvojhvězdy – oběžná rovina lež́ı téměř rovnoběžně se zorným paprskem, tj. sin i ∼ 1,
popř. lze přesnou hodnotu určit z tvaru světelné křivky.

Vztah hmotnost-sv́ıtivost resp. hmotnost-zářivost; množstv́ı energie, které hvězda
každou sekundu vyśılá je závislé na jej́ı hmotnosti. Poprvé jej vypočetl Eddington, 1924.
Prakticky objeven při určováńı hmotnost́ı dvojhvězd. Obecně je závislost vyjádřena v
mocninné formě:

L

L�
=

(
M

M�

)n
.

Exponent n neńı stejný pro r̊uzné hmotnosti. Pro lehké hvězdy je kolem 2,5 (slabé červené
trpasĺıky), citlivěǰśı je závislost zářivosti na hmotnosti u hvězd podobných slunci, n je
zhruba 4. Pro masivńı hvězdy na hlavńı posloupnosti je zhruba 3.

Uvedený vztah plat́ı jen pro hvězdy na hlavńı posloupnosti, neplat́ı pro degenerované
hvězdy bez termonukleárńıch reakćı, ani pro stárnoućı červené obry s odlǐsným che-
mickým složeńım, složitou vnitřńı stavbou a pestrou paletou r̊uzných termonukleárńıch
reakćı.

Hmotu hvězdokup lze odvodit, známe-li zdánlivé rozložeńı hvězd a pr̊uběh funkce
sv́ıtivosti. 24 Rovněž lze použ́ıt větu o viriálu, viz str. 310.

24 = Funkce zářivosti pro vizuálńı obor. Funkce zářivosti udává počet hvězd resp. galaxíı o určité
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U bĺızkých galaxíı, které maj́ı relativně velké úhlové rozměry, lze celkovou hmotnost
odhadnout z rotace objektu. Spektroskopická měřeńı (v optickém oboru [ostré čáry
vznikaj́ıćı v mezihvězdném plynu galaxie] nebo čára 21 cm) umožňuj́ı zjistit radiálńı
rychlost jednotlivých část́ı galaxie v r̊uzných vzdálenostech od jádra. Z radiálńıch rych-
lost́ı je možno určit rotaci galaxie. Rychlost rotace i závislost rychlosti na vzdálenosti od
jádra záviśı jak na celkové hmotnosti, tak i na rozložeńı hmoty v dané soustavě. Byla
navržena řada model̊u pro Galaxii, které lze použ́ıt k teoretickému určeńı rotačńı rychlosti
v r̊uzných vzdálenostech od centra. Porovnáńım těchto model̊u se skutečným pr̊uběhem
rotačńı rychlosti se stanov́ı pravděpodobná hmotnost zkoumané galaxie.

Pro shluk galaxíı je možno opět použ́ıt větu o viriálu, poděleńım źıskané hmotnosti
počtem člen̊u soustavy obdrž́ıme pr̊uměrnou hodnotum pro jednotlivou galaxii ve shluku.
Viz str. 310.

Rovněž je možno k odhadu hmotnosti použ́ıt vztah hmotnost sv́ıtivost, který je
však jiný než pro jednotlivé hvězdy. Pro soustavy s malým množstv́ım prachu odpov́ıdá
přibližně L ∼M0,73. Tato závislost je splněna od kulových hvězdokup, přes galaxie až ke
kupám galaxíı, tj. od hmot 105 M� až k 1015 M�.

zářivosti v objemové jednotce, φ(M). Zpravidla se tedy uvažuje počet hvězd v jednom kubickém pc resp.
Mpc a v intervalu jedné magnitudy. V okoĺı Slunce do vzdálenosti 30 ly stoupá fce sv́ıtivosti s klesaj́ıćı
sv́ıtivost́ı a maxima dosahuje u 15. magnitudy, tj. v našem sousedstv́ı jsou nejpočetněǰśı hvězdy slabé.
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Pavel Kotrč, CSc.

• Vanýsek V., Základy astronomie a astrofyziky, Praha, Academia, 1980

• Př́ıhoda P., Pr̊uvodce astronomíı, HaP Praha, 2000

• Kleczek J., Velká encyklopedie vesmı́ru, Academia, 2002

• . . . Časopis 21. stolet́ı, Extra 1/2004



Kapitola 7

Slunečńı soustava

Slunečńı soustava: Popis pohybu Měśıce. Planetky, satelity planet, komety. Mezipla-
netárńı plyn a magnetické pole, prach a drobná pevná těĺıska, vliv zářeńı na jejich pohyb.
Meteority. Metody datováńı. Charakteristické procesy ve vývoji terrestrických planet a
planet velkých. Exoplanety. Představy o tvorbě planetárńıch soustav.

. . . viz Př́ıhoda, Vanýsek, Kleczek, aktuálńı informace na internetu . . .

. . . časem snad doṕı̌su . . . ;-)
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(H)r̊uzné doplňky a
”
výǩriky do

tmy“ . . .

Jednotky

V astronomii se běžně použ́ıvaj́ı jednotky odvozené ze základńıch fyzikálńıch vlastnost́ı
Země, Slunce a slunečńı soustavy. Jde např. o následuj́ıćı jednotky času:
Středńı slunečńı den či jen den (zkratka d) = 86400 s.
Siderický rok je doba oběhu Země kolem Slunce v̊uči inerciálńı vztažné soustavě (hvěz-
dám). Jeho délka je 365,2564 dne.
Juliánský rok je hodnota siderického roku s tou přesnost́ı, jaká byla známa tv̊urc̊um
Juliánského kalendáře: 365,25 dne. Tato hodnota se při některých úvahách už́ıvá i dnes.
Tropický rok zvaný též slunečńı či astronomický rok je doba mezi dvěma pr̊uchody
Slunce jarńım bodem. V současnosti je to 365,24219 dne.
Hvězdný den je siderická doba rotace Země (=doba rotace v inerciálńı soustavě čili
v̊uči hvězdám). Měřena v jednotkách středńıho slunečńıho dne čińı 365,24219/366,24219
= 0,997269566 dne.
Juliánské dny, zkratka JD se použ́ıvaj́ı v astronomii všude, kde je třeba analyzovat
souvislé časové řady pozorováńı. Jsou to středńı slunečńı dny, které zač́ınaj́ı vždy v po-
ledne světového času (=lokálńı čas na poledńıku procházej́ıćım observatoř́ı v Greenwichi),
přičemž počátek, tedy JD 0, připadá na středńı poledne na Greenwichi 1. ledna roku 4713
před naš́ım letopočtem (což je rok −4712 astronomického letopočtu. Např. Juliánské da-
tum 1. ledna 2004 v 0 hodin UT je JD 24530005,5.
Modifikované juliánské dny, zkratka MJD se použ́ıvaj́ı v některých oborech ast-
ronomie v posledńıch desetilet́ıch. Souviśı to s t́ım, že po většinu doby, pro kterou
existuj́ı kvantitativńı astrofyzikálńı měřeńı jsou prvńı dvě cifry Juliánského data 24.
Modifikované Juliánské datum zač́ıná o p̊ulnoci daného dne a je tedy dáno vztahem
MJD = JD− 2400000.
Heliocentrický Juliánský den, zkratka HJD se použ́ıvá všude, kde je třeba vysoká
přesnost časového údaje, např. při studiu rychle proměnných objekt̊u. Je to časový údaj
měřený v Juliánských dnech, ale vztažený k okamžiku, kdy by zářeńı studovaného ob-
jektu dorazilo do mı́sta, kde se nacháźı střed Slunce. Jeho okamžitá hodnota je pro každý
pozorovaný objekt r̊uzná. Je to dáno konečnou rychlost́ı světla ve vakuu a oběhem Země
okolo Slunce a jej́ı rotaćı. Představme si třeba, že pozorujeme zcela periodicky se opa-
kuj́ıćı zjasňováńı a slabnut́ı nějaké hvězdy. Kdybychom okamžiky maxim jasnosti měřili
v Juliánských dnech př́ımo pro pozorovaćı mı́sto, pak zjist́ıme zdanlivé prodlužováńı a
zkracováńı periody, protože světlo z hvězdy putuje k Zemi r̊uzně dlouho podle toho, kde
se Země na své oběžné dráze kolem Slunce zrovna nacháźı. To je d̊uvodem, proč je před
vlastńı analýzou časových řad pozorováńı nutné udat čas každého pozorováńı v HJD.
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Barycentrický Juliánský den, zkratka BJD, je přesněǰśı analogíı heliocentrického
Juliánského dne. Pro daný objekt je to čas vztažený k těžǐsti neboli barycentru naš́ı
slunečńı soustavy. Je dobré vědět, že rozd́ıl mezi JD a HJD se projev́ı až na 3. dese-
tinném mı́stě, rozd́ıl mezi HJD a BJD až na 5. desetinném mı́stě.

V pracech, zabývaj́ıćıch se objekty slunečńı soustavy se často za jednotku vzdálenosti
přij́ımá astronomická jednotka (zkratka AU = astronomical unit), což je středńı
vzdálenost středu Země od středu Slunce. Jej́ı hodnota je

1 AU = 149 597 870, 691 km = 1, 49597870691× 1011 m .

Astronomická jednotka se někdy už́ıvá i ve hvězdné astronomii. Z ńı také vycháźı jednotka
vzdálenosti hvězd a daľśıch kosmických těles od nás, zvaná parsek (zkratka pc). Je to
vzdálenost, ze které by se středńı poloměr zemské dráhy kolem Slunce (=1 AU) jevil pod
úhlem jedné obloukové vteřiny. Je tedy

1pc = 1AU/ sin 1′′ = 206264.80625×1, 49597870691×1011 m = 3, 085677581318×1016 m .

Často se už́ıvá jednotka vzdálenosti s názvem světelný rok. Rozumı́ se t́ım dráha,
kterou uraźı světlo ve vakuu za 1 rok. Nejde o oficiálně uznanou a řádně definovanou
jednotku, takže se lze setkat s hodnotami světelného roku odvozenými jak od tropického,
tak od siderického roku. Nejčastěji se ale světelným rokem rozumı́ dráha, kterou uraźı
ve vakuu elektromagnetické zářeńı za 1 Juliánský rok (365,25 dne). 1 světelný rok =
9, 4607305× 1015 m a tedy 1 pc = 3,26156 světelného roku.

Důležitá data

−150, Hipparchos: katalog jasných hvězd
150, Ptolemaios: Almagest, 13 knih o astronomii, geocentrický systém

1543, Koperńık: De revolutionibus, heliocentrická soustava
1609, Kepler: Astronomia nova, 1. a 2. zákon
1610, Galilei: dalekohled
1619, Kepler: Harmonices mundi, 3. zákon
1687, Newton: Principiae, gravitačńı zákon
1705, Halley: výpočet dráhy periodické komety
1781, Herschel: objev Uranu
1814, Fraunhofer: absorpčńı čáry ve spektru Slunce
1834, Bessell, Struve: paralaxa hvězd
1846, objev Neptuna na základě poruch ve dráze Uranu
1850, Pogson: fotometrie hvězd
1860, Kirchhoff: základńı zákon teorie zářeńı
1880, Pickering, Cannonová: spektrálńı klasifikace hvězd
1900, Planck: počátky kvantové teorie
1905, Einstein: speciálńı teorie relativity
1908, Hale: objev magnetického pole ve slunečńıch skvrnách
1911/13, Hertzsprung/Russell: závislost spektrum-sv́ıtivost
1916, Eddington: teorie vnitřńı stavby hvězd
1923, Hubble: extragalaktická podstat spirálńıch mlhovin



1929, Hubble: rudý posuv ve spektrech galaxíı
1930, Pluto
1932, Janský: rádiové zářeńı vesmı́ru
1938, Bethe: nukleárńı reakce ve hvězdách
1957, Sputnik
1961, Gagarin
1962, objev kvasar̊u
1968, objev pulsar̊u
1969, Armstrong & Aldrin na Měśıci
. . .

Různé

• Gnómonická projekce = mapa v projekci ze středu koule

• prográdńı = proti směru pohybu hodinových ručiček (při pohledu od severńıho
pólu (ekliptiky))

• Katalogy:

– hvězdné . . .

∗ FK = Fundamentalkatalog
∗ GC = General Catalogue
∗ SAOC = Smithonian Astrophysical Observatory Catalogue

– mlhoviny, galaxie, hvězdokupy . . .

∗ M = Messier (107 objekt̊u)
∗ NGC = New General Catalogue
∗ IC = Index Catalogue (dodatek k NGC)





Část III

Astrofyzika, hvězdy, galaxie
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Požadavky

Fyzika plazmatu: Pohyb nabité nerelativistické a relativistické částice v plazmatu. Základńı rovnice

magnetohydrodynamiky. Tepelné a netepelné zá̌reńı. Synchrotronové zá̌reńı, inverzńı Comptonův jev.

Hvězdné atmosféry : spojité a čárové spektrum. Stavba atomu vod́ıku, hélia a těžš́ıch
prvk̊u. Vlivy určuj́ıćı profily spektrálńıch čar. Einsteinovy koeficienty. Zeeman̊uv jev.
Bolzmannova a Sahova rovnice. Rovnice přenosu zářeńı. Modelováńı hvězdných atmosfér.
Redistribuce.

Vnitřńı stavba hvězd : Jaderné reakce ve hvězdách, přenos energie, stavové rovnice
hvězdné látky. Rovnice model̊u vnitřńı stavby hvězd. Vývoj hvězd, vývojové stopy v
HRD, závěrečné fáze hvězdného vývoje. Pulsace hvězd. Př́ıčiny proměnnosti hvězd.

Slunečńı fyzika: Globálńı charakteristiky Slunce, slunečńı aktivita, magnetická pole
na povrchu Slunce, procesy v erupćıch. Pozorováńı Slunce v r̊uzných oborech spektra.
Helioseismologie.

Dvojhvězdy : Fotometrie a spektroskopie dvojhvězd, určováńı element̊u. Zvláštnosti
vývoje těsných dvojhvězd. Kataklyzmické proměnné.

Mezihvězdná látka: Rozložeńı prachu a plynu v Galaxii, typy útvar̊u mezihvězdné
látky, metody pozorováńı. Atomy a molekuly v mezihvězdném prostoru - spektra, che-
mické reakce. Oblasti ionizovaného vod́ıku (HII) a jejich fyzika. Prachová zrna, fyzikálńı
vlastnosti a optické projevy. Dynamika mezihvězdné látky. Vı́cesložkový model mezi-
hvězdného plynu, role supernov, fyzika rázových vln. Stabilita oblak̊u mezihvězdné látky,
Jeansovo kritérium, fragmentace, tvořeńı hvězd.

Hvězdy - p̌rehled observačńıch výsledk̊u: Fotometrické systémy, magnitudy. Určováńı hmotnost́ı

kosmických objekt̊u, dynamická paralaxa, funkce hmotnosti. Určováńı rozměr̊u hvězd, efektivńı teplota,

úhlové pr̊uměry. Teploty hvězd, spektrálńı klasifikace. Hertzsprungův-Russell̊uv diagram (HRD). Vztah

hmotnost – zá̌rivý výkon.

Galaxie, hvězdné soustavy : Stavba Galaxie, hvězdné populace. Rotačńı křivky galaxíı,
Oortovy konstanty. Dráhy hvězd a jejich stabilita. Gravitačńı potenciál Galaxie. Pohy-
bové integrály, ergodické chováńı drah, třet́ı integrál, distribučńı funkce, Boltzmannova
rovnice, Jeansova věta. Čára 1420 MHz, rozložeńı a rychlosti vod́ıku HI. Hmotnost ga-
laxíı a skrytá hmota. Molekulárńı vod́ık, molekuly CO, molekulárńı oblaka, anomálie v
rozděleńı HI. Relaxačńı časy hvězdných soustav. Morfologická klasifikace galaxíı.

Stavba vesmı́ru: Metody určováńı vzdálenost́ı kosmických objekt̊u a jejich návaznost.
Rozložeńı galaxíı ve vesmı́ru. Hubble̊uv zákon, funkce expanze, deceleračńı parametr.
Robertson-Walkerova metrika. Einsteinovy rovnice. Friedmannovy modely vesmı́ru. Kos-
mologická konstanta. Inflačńı modely. Rané fáze vývoje vesmı́ru. Reliktńı zářeńı. Skrytá
hmota a vývoj vesmı́ru.

Otázky

• Interpretace čarových spekter hvězd, fyzikálńı podmı́nky v atmosférách hvězd, chemické
složeńı.
• Rovnice přenosu zářeńı v r̊uzných souvislostech – nitro hvězd, atmosféry hvězd, me-

zihvězdné prostřed́ı. Přenos zářeńı ve spektrálńıch čarách, koeficient absorpce, koefici-
ent emise, rozptyl zářeńı, středńı volná dráhy foton̊u . . .
• Efekty ovlivňuj́ıćı š́ı̌rku a profil spektrálńı čáry (ve spektrech hvězd, ve spektrech me-

zihvězdné látky . . . )
• Hertzsprung̊uv-Russell̊uv diagram v r̊uzných souvislostech (velikosti a hmotnosti hvězd,

vývojové stopy hvězd, klasifikace a rozmı́stěńı proměnných hvězd v HRD . . . )
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• Nitro hvězd – jaderné reakce (typy reakćı, podmı́nky pro jejich zahájeńı a udržováńı,
závislost na stavových veličinách)
• Středńı částicová hmotnost, stavová rovnice hvězdné látky a jej́ı limitńı př́ıpady
• Nitro hvězd – přenos energie (zářivý, konvektivńı, Schwarzschildovo kritérium . . . ),

opacita (př́ıčiny, teplotńı závislost . . . )
• Rovnice model̊u vnitřńı stavby hvězd, jednoduché modely vnitřńı stavby hvězd
• Prvńı tři rovnice vnitřńı stavby hvězd – rovnice zachováńı hmoty, pohybová rovnice a

rovnice hydrostatické rovnováhy jako jej́ı limitńı př́ıpad
• Řešeńı rovnic vnitřńı stavby hvězd, závisle a nezávisle proměnné, okrajové podmı́nky,

Heneyova metoda
• Vývoj hvězd v HR diagramu v závislosti na hmotnosti hvězd, základńı testy shody

teorie vývoje hvězd s pozorováńım
• Dynamika mezihvězdné látky a tvorba hvězd, Jeansovo kritérium, Jeansovy rovnice,

věta o viriálu
• Metody studia fyzikálńıch podmı́nek v r̊uzných útvarech mezihvězdné látky (interpre-

tace pozorováńı optických, rádiových, infračervených spekter; elektronové, vibračńı a
rotačńı přechody a s nimi spojená spektra a definice teplot . . . )
• Zářivé a srážkové procesy v mezihvězdném plynu (excitace, ionizace, rovnice statistické

rovnováhy, funkce ohřevu a ochlazováńı . . . )
• Mezihvězdný prach – metody pozorováńı, rozložeńı v Galaxii, role prachu při tvorbě

hvězd . . .
• Pozděǰśı vývojová stadia hvězd – stavba a vývoj v oblasti obr̊u a veleobr̊u, role

nukleárńıho hořeńı ve slupkách, hvězdný v́ıtr, pulsace hvězd a hlavńı typy pulsuj́ıćıch
hvězd, novy, supernovy, planetárńı mlhoviny, b́ıĺı trpasĺıci, pulsary
• Vývoj dvojhvězd ve stadiu výměny hmoty mezi složkami a metoda výpočtu model̊u,

vysvětleńı vývojového paradoxu polodotykových soustav

• Fyzika plazmatu, základńı rovnice magnetohydrodynamiky 1

• Pohyb a zá̌reńı nabité částice v magnetickém poli (nerelativistický a relativistický p̌ŕıpad) 1

• Kosmologický rudý posuv, modely vesmı́ru
• Nukleosyntéza (v raném vesmı́ru, ve hvězdách, supernovy . . . )
• Modelováńı hvězdných atmosfér, základńı rovnice a metody. Stavba hvězdných at-

mosfér. LTE a non-LTE př́ıstupy. 2

• Zářivé a srážkové procesy ve hvězdných atmosférách. Redistribuce energie, redistribučńı
funkce. 2

• Dvojhvězdy – fotometrie, spektroskopie. Určováńı element̊u. 3

• Zvláštnosti vývoje těsných dvojhvězd, přetok hmoty mezi složkami. Kataklyzmické
proměnné. 3

• Globálńı charakteristiky Slunce, slunečńı aktivita. 4

• Magnetická pole na Slunci. Erupce, procesy v erupćıch. 4

• Vnitřńı stavba slunce,helioseismologie. 4

• Charakteristika Slunce v r̊uzných oborech spektra, spektrálńı diagnostika struktury
slunečńı atmosféry. 4

1 !!!Zpracováno v sekci Kosmická elektrodynamika!!!
2 pro absolventy přednášky Hvězdné atmosféry
3 pro absolventy přednášky Dvojhvězdy
4 pro absolventy přednášky Slunečńı fyzika
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+ daľśı . . . 5

5 pro absolventy přednášky Kosmologie:
• Vznik galaxíı (fluktuace hmoty po rekombinaci vod́ıku, Jeansova délka resp. hmotnost . . . )
pro absolventy přednášky Fyzika malých těles slunečńı soustavy:
• Planetky – dráhové a fyzikálńı charakteristiky; klasifikace, rodiny, dynamika.
• Meteority, klasifikace. Metody datováńı.
• Komety, meziplanetárńı plyn a prach.



Kapitola 8

Zá̌reńı, hvězdné atmosféry

Hvězdné atmosféry : spojité a čárové spektrum. Stavba atomu vod́ıku, hélia a těžš́ıch
prvk̊u. Vlivy určuj́ıćı profily spektrálńıch čar. Einsteinovy koeficienty. Zeeman̊uv jev.
Bolzmannova a Sahova rovnice. Rovnice přenosu zářeńı. Modelováńı hvězdných atmosfér.
Redistribuce.
+
dodatek z Termodynamiky a statistické fyziky: Termodynamika zá̌reńı, zá̌reńı absolutně černého tělesa.

• Základńı pojmy teorie zá̌reńı – intenzita, tok, tlak a hustota zá̌reńı (monochromatické, sťredńı,

integrálńı). 1

• Termodynamika zá̌reńı – Planck̊uv zákon a s ńım souvisej́ıćı zákony Rayleighův-Jeans̊uv, Wienův,

Wienův zákon posuvu a Stefanův-Boltzmannův. 1

• Interakce atomu se zá̌reńım, Einsteinovy koeficienty. 1

• Interpretace čarových spekter hvězd, fyzikálńı podmı́nky v atmosférách hvězd, chemické
složeńı.
• Rovnice přenosu zářeńı v r̊uzných souvislostech – nitro hvězd, atmosféry hvězd, me-

zihvězdné prostřed́ı. Přenos zářeńı ve spektrálńıch čarách, koeficient absorpce, koefici-
ent emise, rozptyl zářeńı, středńı volná dráhy foton̊u . . .
• Efekty ovlivňuj́ıćı š́ı̌rku a profil spektrálńı čáry (ve spektrech hvězd, ve spektrech me-

zihvězdné látky . . . )
• Modelováńı hvězdných atmosfér, základńı rovnice a metody. Stavba hvězdných at-

mosfér. LTE a non-LTE př́ıstupy. 2

• Zářivé a srážkové procesy ve hvězdných atmosférách. Redistribuce energie, redistribučńı
funkce. 2

1 !!!Otázky z části astronomie!!!
2 pro absolventy přednášky Hvězdné atmosféry
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188 KAPITOLA 8. ZÁŘENÍ, HVĚZDNÉ ATMOSFÉRY

8.1 Základy teorie zá̌reńı

Elektromagnetické zářeńı má duálńı povahu: má současně charakter vlněńı a částicovou
povahu. Jako vlněńı se může š́ı̌rit i prázdným prostorem a lze jej charakterizovat vlnovou
délkou resp. frekvenćı. Obě tyto veličiny spolu souviśı známým vztahem ν = cn/λ, kde
cn je rychlost, jakou se elektromagnetické zářeńı š́ı̌ŕı v uvažovaném prostřed́ı.

Dále v́ıme, že jedno kvantum elektromagnetického zářeńı o frekvenci ν, tedy foton
zářeńı, s sebou nese energii Eν = hν, kde h je malé kladné č́ıslo a nazývá se Planckova
konstanta. Podle slavné Einsteinovy rovnice Eν = mc2 lze pak pohybuj́ıćımu se fotonu
přǐradit hmotnost m a tedy i hybnost mc. Je tedy zřejmé, že energie fotonu je př́ımo
úměrná jeho frekvenci a nepř́ımo úměrná jeho vlnové délce.

Je-li rychlost světla ve vakuu nepřekročitelnou meźı, pak se rychlost elektromagne-
tického zářeńı vyśılaného i rychle se pohybuj́ıćım zdrojem již nemůže zvýšit. Co se ale
změńı, je energie foton̊u. Pokud se zdroj pohybuje ve směru k pozorovateli, energie fotonu
se zvýš́ı o přidanou kinetickou energii a světlo se posune k vyšš́ım frekvenćım, tedy do fi-
alova. Naopak u zdroje let́ıćıho směrem od pozorovatele se energie fotonu sńıž́ı a světlo se
posune směrem do červena. Tento jev se nazývá Dopplerovým jevem a pro elektromagne-
tické zářeńı jej lze v klasické fyzice (tj. pro vzájemnou rychlost zdroje a pozorovatele, která
je mnohem menš́ı, než rychlost světla ve vakuu) popsat vztahem RV = c

λlab
(λ−λlab), kde

RV je radiálńı rychlost zdroje v̊uči pozorovateli, tedy rychlost ve směru zorného paprsku,
λ je pozorovaná vlnová délka, λlab je laboratorńı klidová vlnová délka a c rychlost světla
ve vakuu.

Spektrum elektromagnetického zářeńı = funkce vyzařováńı nějakého zdroje v závislo-
sti na vlnové délce či frekvenci. Reálné zdroje elektromagnetického zářeńı totiž obvykle
nejsou monochromatické, ale vyzařuj́ı přes velký rozsah vlnových délek, ač pro r̊uzné
vlnové délky s r̊uznou vydatnost́ı. Podle délky vlny se historicky vyvinulo schematické
děleńı elektromagnetického zářeńı na několik plynule na sebe navazuj́ıćıch oblast́ı. Ovšem
r̊uzné prameny udávaj́ı hranice oblast́ı poněkud r̊uzně. Zde uvedené děleńı je proto jen
informativńı:

1. Zářeńı γ = Vlnové délky kratš́ı než 0,1 nm.
2. Rentgenové (X) zářeńı = Vlnové délky mezi 0,1 nm a zhruba 4 nm.
3. Ultrafialové (UV) zářeńı = Vlnové délky mezi 4 nm a zhruba 370 nm.
4. Optické zářeńı = Vlnové délky v rozsahu asi 370-750 nm; s rostoućı vlnovou délkou
vńımáme toto zářeńı jako světlo fialové, modré, zelené, žluté, oranžové a červené barvy.
5. Infračervené (IR) zářeńı = Vlnové délky mezi 750 nm a zhruba 1 mm.
6. Mikrovlnné zářeńı = Vlnové délky mezi 1 mm a zhruba 100 mm.
7. Rádiové zářeńı = Vlnové délky deľśı než asi 100 mm; v řadě př́ıpad̊u se lze setkat s
t́ım, že část mikrovlnného zářeńı se považuje za podskupinu radiového zářeńı.

V teorii zářeńı se často se už́ıvaj́ı jednotky cgs. Základńımi jednotkami jsou:
g (gram) ... pro hmotnost
cm (centimetr) ... pro délku
s (sekunda) ... pro čas
K (kelvin) ... pro absolutńı teplotu
Též odvozené jednotky jako dyn = g cm s−2 = 10−5 N ... pro śılu či erg = g cm2 s−2 = 10−7 J ... pro
energii či práci. Použ́ıvaj́ı se i některé starš́ı tradičńı jednotky jako jednotka délky angström Å= 10−10 m.
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§ Základńı veličiny

• Intenzita

Monochromatická intenzita Iν je množstv́ı zářivé energie procházej́ıćı v daném mı́stě
prostoru v daném směru kolmo jednotkovou ploškou do jednotkového prostorového úhlu
v jednotkovém intervalu frekvenćı za jednotku času. Množstv́ı zářivé energie dEν vychá-
zej́ıćı v daném směru z plošky ds do prostorového úhlu dω pod úhlem ϑ v̊uči normále
plošky ve frekvenčńım intervalu (ν, ν + dν) za čas dt je dáno vztahem

dEν = Iν(x, y, z, ϕ, ϑ, t) dνds cosϑdωdt .

Úhel ϑ měř́ıme od osy z v intervalu od nuly do π, úhel ϕ od osy x v rozsahu od 0 do 2π.
Rozměr intenzity na jednotku frekvence se zpravidla udává v W.m−2Hz−1sr−1. Častěji
se v astronomické literatuře setkáme s rozměrem v soustavě cgs: erg.s−1cm−2Hz−1sr−1.
Plat́ı zřejmě, že Iν(cgs) = 10−3Iν(SI). Intenzitu lze udávat i na jednotku vlnové délky, pro
vzájemný převod muśı platit Iνdν = Iλdλ. Po diferencováńı dostáváme zřejmé vztahy
mezi oběma veličinami: Iν = Iλλ

2/c a Iλ = Iνν
2/c.

Někdy se mı́sto a směr zářeńı popisuj́ı vektorově; poloha vektorem ~r a směr jednot-
kovým vektorem ~n, který s kolmićı na plošku ds sv́ırá úhel ϑ. Intenzitu pak lze psát ve
tvaru

dEν = Iν(~r, ~n, t) dν~n.d~sdωdt ,

kde skalárńı součin ~nd~s = ds cosϑ.
Často se také použ́ıvá středńı intenzita zářeńı Jν , tj. intenzita středovaná přes celý

prostorový úhel ω, mnohdy též nazývaná nultý moment intenzity:

Jν =
∫ 4π
0 Iνdω∫ 4π
0 dω

=
1
4π

∫ 4π

0
Iνdω .

V řadě př́ıpad̊u – např. v normálńıch hvězdných atmosférách – lze předpokládat
osovou symetrii, tedy to, že intenzita zářeńı nezáviśı na úhlu. Označme ji symbolem Isν .
S uvážeńım toho, že dω = sinϑdϑdϕ a po integraci přes úhel ϕ lze psát

Jsν =
1
2

∫ π

0
Isν sinϑdϑ .

Někdy je užitečné použ́ıvat celkovou, integrálńı či bolometrickou intenzitu I zářeńı
źıskanou integraćı přes celé elektromagnetické spektrum:

I =
∫ ∞

0
Iνdν =

∫ ∞

0
Iλdλ .

• Tok

Celkové množstv́ı zářeńı procházej́ıćı ze všech směr̊u ploškou ds za čas dt ve frekvenčńım
intervalu (ν, ν + dν) je

dEν = Fνdνdsdt .

Funkce Fν(x, y, z, t) se nazývá monochromatický tok zářeńı plochou. Plat́ı tedy

Fν =
∫ 4π

0
Iν cosϑdω .
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Rozměr toku je Wm−2 Hz−1. V teorii hvězdných atmosfér se velmi často použ́ıvá trans-
formace µ ≡ cosϑ př́ıslušné integrace přes interval 〈0, π〉 v úhlu ϑ se pak změńı v integrace
přes interval 〈1,−1〉 v proměnné µ.

Pokud budeme opět předpokládat, že intenzita zářeńı nezáviśı na úhlu ϕ, dostáváme
pro tok výraz

Fsν = 2π
∫ π

0
Isν sinϑ cosϑdϑ .

Pokud je intenzita zářeńı do všech směr̊u stejná tj. pokud nezáviśı v daném mı́stě ani na
úhlu ϑ, hovoř́ıme o isotropńım zářeńı s intenzitou Iiν . Je zřejmé, že pro isotropńı zářeńı
je celkový tok plochou nulový, nebot’

Fsν = 2πIsν
∫ π

0
sinϑ cosϑdϑ = πIiν [sin

2 ϑ]πϑ=0 = 0, .

Naproti tomu tok isotropńıho zářeńı Iν do poloprostoru je

Fsν = 2πIsν
∫ π/2

0
sinϑ cosϑdϑ = πIiν [sin

2 ϑ]π/2ϑ=0 = πIiν , .

Často se lze setkat s t́ım, že tok do celého prostoru je označován výrazem πFν , kde Fν
je tzv. astrofyzikálńı tok souvisej́ıćı se zavedeným tokem vztahem πFν = Fν .

Též se použ́ıvá tzv. Eddington̊uv tok neboli prvńı moment intenzity

Hν =
1
4π

∫ 4π

0
Iν cosϑdω ,

který souviśı s tokem zde zavedeným vztahem

Hν =
1
4π
Fν .

Je přirozeně opět možné zavést celkový, integrálńı neboli bolometrický tok:

F =
∫ ∞

0
Fνdν =

∫ 4π

0
I cosϑdω .

• Hustota zá̌rivé energie

Hustotou zářivé energie rozumı́me množstv́ı zářivé energie nacházej́ıćı se v daném mı́stě
a čase v objemové jednotce. Množstv́ı zářivé energie dEν procházej́ıćı ploškou ds ze směru
sv́ıraj́ıćıho s kolmićı na plošku úhel ϑ za čas dt bude zřejmě dEν = Iν cosϑdνdsdtdω.
Protože zářeńı se pohybuje rychlost́ı světla c, naplńı za čas dt objem dV = cdtds cosϑ.
Hustota zářeńı přicházej́ıćıho z daného směru bude tedy

dEν
dV

=
1
c
Iνdωdν .

Integraćı přes celý prostorový úhel dostaneme hustotu zářeńı v daném intervalu frekvenćı

uνdν =
1
c

∫ 4π

0
Iνdωdν =

4π
c
Jνdν

a integraćı přes celé spektrum pak celkovou hustotu zářeńı

u =
∫ ∞

0
uνdν =

1
c

∫ 4π

0
Idω =

4π
c
J .
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• Tlak zá̌reńı

Označme hybnost zářeńı o dané frekvenci, jež přicháźı z daného směru, jako dpν . Je-li
celková hmotnost tohoto zářeńı mν , lze pro jeho hybnost psát dpν = mνc. S použit́ım
Einsteinovy rovnice dEν = mνc

2 pro př́ıspěvek hybnosti zářeńı dostáváme dpν = dEν/c,
takže śıla p̊usob́ıćı na plošku ds od uvažovaného př́ıspěvku zářeńı je podle 2. Newtonova
zákona

∆f =
dpν
dt

=
1
c

dEν
dt

=
Iν
c

cosϑdsdωdν

Složka śıly p̊usob́ıćı kolmo na uvažovanou plošku bude ovšem ∆F = ∆f cosϑ. Tlak je
výsledná śıla p̊usob́ıćı na jednotkovou plochu, tedy

Pr,ν =
dν
c

∫ 4π

0
Iν cos2 ϑdω .

Pro celkový tlak zářeńı všech frekvenćı pak plat́ı

Pr =
1
c

∫ 4π

0
I cos2 ϑdω.

Daľśı souvisej́ıćı veličiny (koeficient opacity/absorpce, optická tloušt’ka, emisńı koefi-
cient, rovnice přenosu zářeńı, zdrojová funkce . . . ) viz Hvězdné atmosféry . . . !!!

§ Zá̌reńı absolutně černého tělesa

Z molekulové fyziky v́ıme, že zvýšeńı T vede ke zvýšeńı středńı rychlosti částic, docháźı
tak ke zvětšeńı počtu srážek za jednotku času, roste středńı hodnota zrychleńı; z elek-
trodynamiky v́ıme, že nabitá částice pohybuj́ıćı se zrychleně vyzařuje elektromagnetické
vlny → každé těleso o T > 0 vyzařuje.

Z aplikace Boseho-Einsteinovy statistiky na fotonový plyn3 plyne pro monochroma-
tickou intenzitu absolutně černého tělesa Planckova funkce – výraz

Bν(T ) =
2hν3

c2
1

e
hν
kT − 1

,

kde h je Planckova konstanta (s hodnotou 6,62.10−34 J/s) a k je Boltzmannova konstanta
(1,38.10−23 J/K).

Integraćı Planckovy funkce přes celé elektromagnetické spektrum dostáváme integ-
rálńı intenzitu zářeńı černého tělesa

B(T ) =
∫ ∞

0
Bν(T )dν =

2h
c2

(
kT

h

)4 ∫ ∞

0

x3dx
ex − 1

=
2h
c2

(
kT

h

)4π4

15
=

2π4k4

15c2h3
T 4 .

3 viz část Obecná fyzika
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Jelikož zářeńı černého tělesa je isotropńı, nezáviśı jeho intenzita na směru a mı́sto
integrálu hustoty energie tak pro integrálńı hustotu zářeńı černého tělesa dostáváme

u(T ) =
4π
c
B(T ) =

8π5k4

15c3h3
T 4 = aT 4 ,

kde a je konstanta hustoty zářeńı; plat́ı a = 7,565767.10−16 Jm−3K−4. Zavedeme-li
Stefanovu-Boltzmannovu konstantu σ vztahem

σ = ac/4 = 5, 67.10−8 Wm−2K−4 ,

dostáváme pro Planckovu funkci

B(T ) =
σ

π
T 4 .

Chceme-li Planck fci přepsat do vlnových délek, opět diferencujeme (λ = c/ν →
−dλ = c/ν2 dν), tj. Bν = Bλλ

2/c, takže

Bλ =
2hc2

λ5

1

e
hc

kTλ − 1
.

Můžeme se také zaj́ımat, u které vlnové délky dosahuje pro danou teplotu funkce
Bλ(T ) maxima 4 – Wien̊uv zákon posunu:

λmax.T = konst = 2, 897.10−3 m.K

Maximum vyzařováńı absolutně černého tělesa se tedy s rostoućı teplotou posouvá ke
kratš́ım vlnovým délkám. 5

V krátkovlnné oblasti spektra je ex � 1, takže lze Planckovu funkci B(T ) aproximovat
vztahem

Bν =
2hν3

c2
.e−

hν
kT

To se obvykle nazývá Wienovou aproximaćı.
Naopak v dlouhovlnné oblasti spektra je ex ≈ 1 + x takže dostáváme pro Planckovu

funkci přibližný výraz

Bν(T ) =
2ν2

c2
kT .

Tomuto vztahu se ř́ıká Rayleigh̊uv-Jeans̊uv zákon. 6 Bν ∼ T [pro danou frekvenci],
jedná se tak vlastně o T = zářivou/jasovou/anténńı teplotu = teplota AČT, které
vyzařuje pouze v daném intervalu spektra jako pozorované těleso (tj. např. teplota hvězd
určená pouze měřeńım v určité oblasti spektra).

4 tj. podm. ∂Bλ(T )/∂λ = 0
5 Dosad́ıme-li nav́ıc z tohoto zákona do Planckovy funkce resp. do spektrálńı hustoty energie, źıskáme

závislost pro maximálńı hodnotu spektrálńı hustoty energie um(T ) = konst′.T 3 . . .
6 Neobsahuje h, byl odvozen ještě před vznikem kvantové teorie na základě klasické teorie elmag

pole a ekvipartičńıho teorému. V té době považován za všeobecně platný, avšak v oblastech vysokých
frekvenćı odporoval experiment̊um i logice, předpov́ıdal nekonečnou hustotu energie

∫∞
0
ν2dν = 0 . Tzv.

UV-katastrofa.
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§ Efektivńı teplota hvězdy

Pro tok zářeńı absolutně černého tělesa do poloprostoru plyne vztah 7

πB(T ) = σT 4 .

Absolutńı měřeńı rozložeńı energie elektromagnetického zářeńı v závislosti na vlnové
délce ve spektrech hvězd vedlo ke zjǐstěńı, že zářeńı hvězd se v hrubém přibĺıžeńı svým
pr̊uběhem podobá zářeńı absolutně černého tělesa. Vzhledem k tomu je pro mnohé
úvahy užitečné zavést parametr, kterým lze popisovat celkový (bolometrický) zářivý
výkon/sv́ıtivost hvězdy L, tj. celkový tok zářeńı z povrchu hvězdy do okolńıho prostoru.
Za tento parametr byla zvolena efektivńı teplota hvězdy, definovaná rovnićı

L = 4πR2πB(T ) = 4πR2σT 4
eff ,

kde R označuje poloměr hvězdy. Efektivńı teplota je rovna teplotě absolutně černého
tělesa o stejném rozměru jako uvažovaná hvězda a vyśılaj́ıćım do vněǰśıho prostoru stejný
tok zářeńı jako dotyčná hvězda. 8

Též se zavád́ı barevná teplota = teplota AČT, které v daném intervalu spektra
∆λ má stejný pr̊uběh intenzity jako pozorované těleso (např. barevná teplota oblohy je
nereálně vysoká, nebot’ jej́ı barva je modrá).

K určeńı Teff potřebujeme absolutńı měřeńı vyzářené energie ve všech vlnových
délkách. K určeńı zářivé teploty je zapotřeb́ı absolutńı měřeńı vyzářené energie v inter-
valu λ±∆λ. K určeńı barevné teploty postač́ı znát pr̊uběh relativńı intenzity v intervalu
λ±∆λ. Pro AČT jsou si všechny tyto tři teploty rovny. 9

7 Stefan-Boltzmann̊uv zákon, E = σT 4
eff , celková energie integrovaná přes všechny vlnové délky,

vyzářená tělesem o teplotě T do všech směr̊u . . .
8 Hvězda ve skutečnosti nezář́ı jako černé těleso, sv́ıtivost by při dané teplotě byla jiná; veličiny L a

R lze měnit → proto se zavád́ı pojem efektivńı teploty
9 Pro popis pohybu a energie atomů je zavedena kinetická teplota odpov́ıdaj́ıćı nejpravděpodobněǰśı

rychlosti částice vT = ( 2kT
m

)1/2, kde k je Boltzmannova konstanta, m je hmotnost částice.
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8.2 Hvězdné atmosféry - základńı úvahy a rovnice

Hvězdná atmosféra - plasma - mix atomů, iont̊u, volných elektron̊u, foton̊u . . . Teploty
cca 103 K – a few.105 K (až 106 - 107 u korón). Hustoty částic cca 106 - 1016 cm−3.

Výchoźı fyzikou je kinetická teorie - nejobecněǰśı popis systému pomoćı distribučńı
fce fi(~r, ~p, t); fi(~r, ~p, t)d3rd3p má význam počtu částic i-tého druhu v elementárńım
objemu fázového prostoru na pozici ~r, s hybnost́ı ~p a v čase t. Vývoj distribučńı fce je
popsán Boltzmannovou (kinetickou) rovnićı

∂fi
∂t

+ (~u.∇)fi + (~F .∇p)fi =
(
∂fi
∂t

)
coll

,

kde ∇, ∇p jsou nabla operátory vzhledem ke složkám polohy resp. hybnosti, ~u je rychlost
částice, ~F vněǰśı śıla a (∂fi/∂t)coll je srážkový člen, který popisuje vznik/zánik částic
daného typu s pozićı (~r, ~r+d~r) a hybnost́ı (~p, ~p+d~p). Tato rce dává plný popis systému,
nicméně počet neznámých je obrovský 10 → jako standardńı zjednodušeńı se použ́ıvaj́ı
rce pro momenty distribučńı fce ... 11

. . . výsledné rce = momenty BKR sečtené přes všechny druhy částic = MHD rce
∂ρ

∂t
+∇.(ρ~v) = 0

rec kontinuity,
∂(ρ~v)
∂t

+ (~v.∇)ρ~v = −∇P + ~f

pohybová rce,
∂

∂t

(
1
2
ρv2 + ρε

)
+∇.

[(
1
2
v2 + ρε+ P

)
~v

]
= ~f.~v −∇.(~Frad + ~Fcon)

rce energetické rovnováhy,

kde ~v je makroskopická rychlost, ρ celková hustota, p tlak, ~f exterńı śıla, ε vnitřńı energie,
~Frad tlak zářeńı (radiation) a ~Fcon tlak daný vedeńım (conductive).

Jako daľśı zjednodušeńı uvažujeme statický 1D model, tj. planparalelńı vrstvu
rozdělenou gravitačńım polem (závislost pouze na z souřadnici), stacionárńı ∂/∂t = 0
resp. statické prostřed́ı (~v = 0, nemáme prouděńı). Plasma je nav́ıc ve statistické rov-
nováze, bez magnetického pole ⇒ (

∂ni
∂t

)
coll

= 0

rce statistické rovnováhy,

∇P = ~f → dP/dz = −ρg
rce hydrostatické rovnováhy,

∇Frad = 0 → Frad = const. = σT 4
eff

rce zářivé rovnováhy,

kde σ je Stefan-Boltzmannova konstanta a Teff je efektivńı teplota. Rovnice zářivé rov-
nováhy vyjadřuje fakt, že jediný mechanismus transportu energie je zářeńı; tok vedeńım
je zanedbáván, což je u hvězdných atmosfér běžná aproximace, kterou však nelze už́ıt
např. v přechodové vrstvě Slunce . . . 12

10 Ne jen pro atomy a ionty, ale i jejich excitačńı stavy . . .
11 Podrobně viz část Plazma . . .
12 Prouděńı (konvekce) je samozřejmě a priori zanedbána nebot’ uvažujeme ~v = 0.
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§ LTE vs. non-LTE

Nejjednodušš́ı popis systému, je-li tento v termodynamické rovnováze (TE). Rozděleńı
rychlost́ı, excitace a ionizace jsou popsány pouze 2 parametry. 13 Ale hvězdy nejsou v TE,
nejedná se o izolovaný systém, neńı to systém s jednou teplotou . . . 14

. . . přesto lze pro studium hvězdných atmosfér použ́ıt myšlenku LTE - lokálńı TE =
nebereme TE pro celou hvězdu, ale lokálně, tj. T (~r), N(~r) nebo ne(~r); všechny částicové
distribučńı fce mohou být poč́ıtány lokálně, bez ohledu na fyzikálńı celek, ve kterém se
materiál nacháźı.

V LTE plat́ı Maxwellovo rozděleńı rychlost́ı

f(~v)d~v =
(

m

2πkT

)3/2

exp
(−mv2

2kT

)
d~v ,

Boltzmannova excitačńı rce

nj
ni

=
gj
gi

exp
[−(Ej − Ei)

kT

]
,

Sahova ionizačńı fce
Ni

N0
=

(kT )5/2

Ne
exp

(−Ei
kT

)
,

kde gj , gi jsou statistické váhy i, j-tého stavu, Ni je celková č́ıselná hustota daného
ionizovaného stavu. 15

Předchoźı rce definuj́ı LTE z makroskopického hlediska; z mikroskopického LTE plat́ı,
pokud jsou atomárńı procesy v detailńı rovnováze, tj. počet proces̊u A → B = počtu
proces̊u B → A . . . A, B jsou stavy částic . . .

V teorii hvězdných atmosfér hraje zářeńı dominantńı roli→ rovnici přenosu zářeńı
(RTE) uvažujeme zvlášt’ od rovnic, jež popisuj́ı vlastnosti ”materiálu“, tj. v LTE v každé
oblasti atmosféry plat́ı TE, ale jen pro částice. Intenzita v LTE neńı popsána Planckovou
fćı. 16 Intenzita se spoč́ıtá řešeńım RTE. 17 V př́ıpadě striktńı TE by zářeńı muselo mı́t
tvar Planckovské křivky při teplotě T , v LTE se to nepředpokládá, tj. LTE je z tohoto
hlediska nekonzistentńı, ale praktický př́ıstup: stav plazmatu je rovnovážný (charak-
terizovaný T ), intenzita je určována řešeńım RTE, kde za S dosazujeme Planckovu
fci B a t́ım lze nalézt intenzitu zářeńı ze vztahu 18

I0(ν) =
∫ ∞

0
S(τν) e−τν dτν ,

kde exponenciálńı část charakterizuje zeslabeńı př́ıspěvku od zdroje S v hloubce τν na
dráze směrem k povrchu. Tento vztah je tedy př́ımo řešeńım RTE. Známe-li pr̊uběh

13 V souvislosti s hvězdnými atmosférami je obvykle volena termodynamická teplota T a celková
částicová hustota N (ev. elektronová hustota ne) . . .

14 Pozorujeme hvězdu = zachycujeme unikaj́ıćı fotony, jež nesou určitou energii a hybnost → alespoň
na povrchu muśı být gradienty stavových veličin . . .

15 Sahovu ionizačńı rci lze přepsat též na tvar

Ni

Ni+1
= ne

Ui

Ui+1

(
h2

2πmk

)3/2

T−3/2exp

(
χi

kT

)
,

kde U je partičńı fce (Ui =
∑∞

1
giexp(−Ei/kT )) a χi je ionizačńı potenciál iontu i.

16 Kdyby byla, nešel by např. vysvětlit výskyt spektrálńıch čar . . .
17 µdI/dτ = I − S , kde pro LTE: S = B(T ), S je zdrojová fce = emis. koef./abs. koef. . . .
18 pro př́ıklad polonekonečné atmosféry
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S s optickou hloubkou τν , lze př́ımým výpočtem určit vystupuj́ıćı intenzitu I. Ovšem
situace je většinou opačná: známe I a protože S může silně záviset na I v dané hloubce,
je problém značně komplikovaný . . .

. . . ale právě v LTE známe fci S předem = B. Naopak v non-LTE je zdrojová fce
silně závislá na poli zářeńı, jež má nav́ıc značně nelokálńı charakter zp̊usobený relativně
dlouhou volnou dráhou foton̊u. Z praktického hlediska nemá nekonzistentnost LTE velký
význam - LTE plat́ı velmi dobře v hustých vrstvách atmosfér (fotosféry), kde lze očekávat
dominuj́ıćı srážkové přechody.

§ Rovnice p̌renosu zá̌reńı

V podstatě se jedná o kinetickou rci pro fotony; na zářeńı hled́ıme jako na soubor částic,
interakce zářeńı-látka jsou popisovány srážkami, vlnové jevy zanedbáváme. To je splněno,
pokud je vlnová délka zářeńı � typická vzdálenost mezi hmotnými částicemi, a pokud
je rozložeńı částic náhodné. Ve hvězdných atmosférách je oboj́ı velmi dobře splněno, neb
uvažujeme horké plazma . . . 19

• Intenzita

Uvažujme pole zářeńı; popisujeme ho specifickou intenzitou I(~r, ~n, ν, t) zářeńı o poloze
~r, do směru ~n, s frekvenćı ν a v čase t, která je definována jako energie přenášená zářeńım
ve frekvenčńım intervalu (ν,dν) přes elementárńı plošku dS do elementárńıho úhlu dω
v časovém intervalu dt

dE = I(~r, ~n, ν, t)dS cos Θdωdνdt ,

kde Θ je úhel mezi ~n a normálou k dS, tj. dS cos Θ = ~n.d~S. Jednotky intenzity jsou
Wm−2Hz−1Sr−1 resp. erg cm−2s−1Hz−1Sr−1. Specifická intenzita dává kompletńı popis
nepolarizovaného zářeńı z makroskopického hlediska. 20

Existuje souvislost mezi specifickou intenzitou I a distribučńı fćı pro fotony f . Ta
je definována jako počet foton̊u na jednotkový objem, o dané poloze, v daném čase,
s frekvencemi (ν, ν+dν), postupuj́ıćıch rychlost́ı c ve směru ~n, tj. f(~r, ~n, ν, t)dωdν. Počet
foton̊u procházej́ıćıch elementem d~S v čase dt tedy je

f(c.dt)(~n.d~S)(dωdν) ,

energie těchto foton̊u pak bude .hν, srovnáńım s definičńım výrazem specifické intenzity
dostaneme I = (chν)f .

19 Všechny vlnové jevy zanedbáváme, pouze pro diagnostiku některých struktur ve hvězdných at-
mosférách může být d̊uležitá polarizace; obvyklý formalismus RTE pak může být upraven přidáńım
Stokesova vektoru, tj. psańım RTE ve vektorové podobě . . .

20 Pozor, občas mı́sto Hz už́ıvány Å apod., nelze už́ıt λν = c, nebot’ ve vztahu je dν, tj. muśıme
diferencovat dν = (c/λ2)dλ, dλ = (c/ν2)dν . . .
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Podobně jako pro hmotné částice lze definovat r̊uzné momenty distribučńı fce/resp.
specifické intenzity, tj.
- hustota energie zářeńı

E =
∮

(hν)fdω =
1
c

∮
Idω ,

kde f je počet foton̊u v elementárńım objemu, hν energie jednoho fotonu
- tok energie

~F =
∮

(hν).(c~n)fdω =
∮
~nIdω ,

kde c~n je rychlostńı vektor
- tensor tlaku zářeńı

P =
∮

(hν)~n~nfdω =
1
c

∮
~n~nIdω ,

• Absorpčńı a emisńı koeficient

RTE popisuje změny pole zářeńı při interakci s látkou → zavád́ıme absorpčńı a emisńı
koeficient.

Absorpčńı k. χ (~r, ~n, ν, t) popisuje úbytek z pole zářeńı zp̊usobený látkou: element
materiálu o pr̊uřezu dS a délce ds odebere ze svazku o specifické intenzitě I dopadaj́ıćı
na dS v úhlu dω množstv́ı energie dané výrazem

dE = χ (~r, ~n, ν, t) I(~r, ~n, ν, t) dSdωdνdtds ,

[χ] . . . cm−1 → 1/χ je středńı volná dráha fotonu, charakteristická dráha než je pohlcen.
Emisńı k. η (~r, ~n, ν, t) popisuje energii uvolněnou materiálem v elementárńım objemu

ve formě zářeńı (elementárńı objem o dS a ds uvolńı do dω ve směru ~n ve frekvenčńım
intervalu dν)

dE = η (~r, ~n, ν, t) dSdωdνdtds ,

tj. nezálež́ı na intenzitě procházej́ıćıho zářeńı, [η] . . . erg cm−2Hz−1s−1Sr−1. 21, 22

V TE je detailńı mikroskopická rovnováha → energie absorbovaná v elementárńım
objemu a elementárńım frekvenčńım intervalu = energii emitované t́ımto objemem na
tomto frekvenčńım intervalu. Z předchoźıch definičńıch vztah̊u tak dostáváme

χI = η ,

nav́ıc v́ıme, že v TE je intenzita rovna Planckově fci (I = B), tj. v TE plat́ı Kirchhoff̊uv
zákon

η

χ
= B ,

21 Koeficienty jsou definovány na jednotku délky ⇒ v čistě definičńıch rovnićıch škrtáme ds. Nebo
mohou být definovány na jednotku hmoty, tj.

dE = χ I ρ dSdωdνdtds , [m2kg−1] , dE = η ρ dSdωdνdtds , [Wkg−1Hz−1sr−1] .

22 Rozlǐsujeme
”
dva druhy absorpce“, tj. pravou absorpci (termálńı) = foton je pohlcen, energie jde

na teplo, a rozptyl = absorpce a okamžitá reemise do jiného směru s nepatrně jinou ν; χ(~r, ~n, ν, t) =
κ(~r, ~n, ν, t) + σ(~r, ~n, ν, t); ovšem χ popisuje odběr fotonu ze svazku, a ne to, co se děje potom, tj. tento
rozd́ıl se sṕı̌se než pro absorpci uplatńı u přesného popisu/formulace emisńıho koeficientu . . .
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v LTE
S =

η

χ︸ ︷︷ ︸
plat́ı obecně

= B 6= I .

• Fenomenologické odvozeńı RTE

Chceme popsat, kolik energie se nám na daném směru pohlt́ı, a kolik je do tohoto
směru vyzářeno. Vyjadřujeme zachováńı celkové zářivé energie při pr̊uchodu svazku ele-
mentárńım objemem o dS (⊥ na směr postupu) a ds. Vezmeme-li do úvahy definičńı
vztahy pro specifickou intenzitu, emisńı a absorpčńı k., dostaneme

[I (~r + ∆~r, ~n, ν, t+ ∆t)− I (~r, ~n, ν, t)] dSdωdνdt =

= [η (~r, ~n, ν, t)− χ (~r, ~n, ν, t) I (~r, ~n, ν, t)] dSdωdνdt ,

tj. rozd́ıl specifických intenzit před a po pr̊uchodu = rozd́ılu energie emitované a pohlcené.
Rozd́ıl intenzit na levé straně můžeme vyjádřit jako

∆I =
∂I

∂s
dS +

∂I

∂t
dt = 23 =

(
∂I

∂s
+

1
c

∂I

∂t

)
ds ,

nakonec ∂/∂s můžeme vyjádřit jako ~n.∇, celkem tedy dostáváme(
1
c

∂

∂t
+ ~n.∇

)
I (~r, ~n, ν, t) = η(~r, ~n, ν, t)− χ(~r, ~n, ν, t) I(~r, ~n, ν, t) (4)

obecný tvar RTE (včetně časové závislosti) . . .

Př.- 1D planparalelńı atmosféra, časově nezávislá:

nz = (dz/ds) = cos Θ ≡ µ , ∂

∂t
= 0

µ
dI(ν, µ, z)

dz
= η (ν, µ, z)− I(ν, µ, z)χ(ν, µ, z)

Př.- 1D sférická atmosféra atmosféra, časově nezávislá: zde je derivace podél
paprsku dána

∂

∂s
= µ

(
∂

∂r

)
+

(1− µ2)
r

(
∂

∂µ

)

µ
∂I

∂r
(ν, µ, r) +

1− µ2

r

∂I(ν, µ, r)
∂µ

= η(ν, µ, r)− I(ν, µ, r)χ(ν, µ, r)

23 s = ct
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• Optická hloubka a zdrojová fce

Uvažujme RTE ve tvaru

µ
dIν
dz

= ην − χνIν
/
.− 1/χν

µ
dIν
dτν

= Iν − Sν ,

kde
dτν ≡ −χν dz

je optická hloubka charakterizuj́ıćı optické vlastnosti prostřed́ı,

Sν ≡
ην
χν

pak zdrojová funkce. Koeficienty ην , χν jsou lokálńı veličiny, tj. Sν je také lokálńı
veličina. Předchoźı vztah plat́ı pro všechny geometrie. Ovšem optická hloubka na geome-
trii záviśı. Nejpřirozeněǰśı definice, tj. ve 3D podél paprsku š́ı̌reńı, má tvar:

dτ = χ(~r, ~n, ν)ds .

Fyzikálńı význam:
- optická hloubka:
- RTE bez emise: dI/dτ = I
- řešeńı: I(τ) = I(τ + ∆τ) exp(−∆τ) → optická hloubka je e-násobek charakteristické
vzdálenosti ro útlum specifické intenzity d́ıky absorpci, tj. pravděpodobnost, že foton
uraźı optickou dráhu τ je p(τ) = exp (−τ)
- podobně jako abs. k. může významně koĺısat s frekvenćı; někdy se definuje frekvenčně
nezávislá opt. hl. (přes pr̊uměrný abs. k. či dokonce přes celé spektrum - např. Rosselan-
dova opt. hloubka . . . )
- zdrojová funkce:
- uvažujme počet foton̊u, jež jsou emitovány element. objemem do všech směr̊u - z def.
emis. koef.

Nem = η ds
4π
hν

dνdtdS

(4π z
∫

přes ω, hν převád́ı energii na počet, pro jednoduchost bereme izotropńı emisi)
- z def. τν a Sν plyne

η ds =
η

χ
χds = S(τ) dτ ,

Nem = S(τ) dτ
4π
hν

dνdtdS ,

tj. zdrojová fce je ∼ počtu foton̊u emitovaných v jednotkovém intervalu opt. hloubky
- počet foton̊u absorbovaných na jednotkový interval optické hloubky pak je

Nabs = J(τ) d τ
4π
hν

dνdtdS ,

kde J(τ) je středńı intensita zářeńı
- celkem tedy zdrojová fce charakterizuje př́ıspěvek k zářeńı, jež vystupuje z povrchu
atmosféry; lokálńı př́ıspěvek v dané hloubce, který je však ještě oslaben o absorpci na
dráze směrem k povrchu
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• Elementárńı řešeńı RTE

Řešeńı jednoduchých př́ıpad̊u 1D planparalelńı RTE

• bez absorpce i emise:

χ = η = 0 → dI/dz = 0 → I = const.

• bez absorpce, jen emise:

χ = 0, η > 0 → I(z, µ) = I(0, µ) +
1
µ

∫ z

0
η(z′)dz′

- obvykle už́ıváno pro popis zářeńı vycházej́ıćıho z opticky tenké zář́ıćı vrstvy
(zakázané čáry planetárńıch mlhovin, slunečńı koróna)

• bez emise, jen absorpce:

η = 0, χ > 0 → µ
dI
dτ

= I → I(0, µ) = I(τ, µ) exp(
−τ
µ

)

• absorpce i emise: řešeńı se nazývá formálńı - pro χ i η předpokládáme, že to jsou
konkrétńı fce ~r a ν; ve skutečnosti ale oba koeficienty mohou záviset na poli zářeńı,
tj. nemuśı být dané a priori bez předchoźıho řešeńı obecného přenosu zářeńı

I(τ1, µ) = I(τ2, µ) exp
[−(τ2 − τ1)

µ

]
+

∫ τ2

τ1
S(t) exp

[
(−t− τ1)

µ

]
dt
µ

• polonekonečná atmosféra: speciálńı př́ıpad formálńıho řešeńı pro τ1 = 0, τ2 =∞

I(0, µ) =
1
µ

∫ ∞

0
S(t) exp

(−t
µ

)
dt

- pro př́ıpad polonekonečné atmosféry je specifická intenzita v podstatě Laplaceovou
transformaćı zdrojové fce, intenzita v τ2 se neprojev́ı př́ımo (vše je absorbováno),
ale ovlivňuje S(t)

• polonekonečná atmosféra s lineárńı zdrojovou fćı:

S(τ) = a+b τ → I(0, µ) = a+b µ = S(τ = µ) . . . Eddington̊uv-Barbier̊uv vztah

- pro ⊥ směr (µ = 1) je I = hodnotě zdrojové fce S v jednotkové optické hloubce,
hodnoty vystupuj́ıćı intenzity pro úhly µ mezi 0 a 1 odpov́ıdaj́ı hodnotám zdrojové
fce mezi opt. hloubkami 0 a 1, tj. směrem do tečného směru I ↘ → okrajové
ztemněńı - v praxi neńı S lin. fćı τ , přesto se jedná o dobrou aproximaci v okoĺı
τ = 1

• homogenńı konečná vrstva: τ1 = 0, τ2 = T <∞, S(t) = S = const., pak pro µ = 1

I(0, 1) = S (1− e−T ) ,

speciálně pro

T � 1 . . . I(0, 1) = S T � 1 . . . I(0, 1) = S.T
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(v́ıme, že S vyjadřuje počet foton̊u emitovaných na 1 optické hloubky:
- pro opt. tenkou vrstvu (T � 1) máme malou absorpci, tj. prakticky všechny
fotony z unikaj́ı; protože optická hloubka je T , celková odcházej́ıćı intenzita je S.T
- pro opticky tlustou vrstvu (T � 1) lze ř́ıci, že fotony vytvořené hlouběji než
τ = 1 jsou většinou absorbovány, tj. do vystupuj́ıćı intenzity přisṕıvaj́ı pouze fotony
emitované v τ ≤ 1, tj. celková intenzita je 1.S)

• model obláčku: podobně jako předchoźı, jen zespodu dopadá zářeńı

I(0) = Iinc e
−T + S

(
1− e−T

)
- pokud je tam nějaký pohyb, projev́ı se Doppler̊uv posuv a T = T (v), ∆λ/λ = v/c;
problém je, že se mı́chá posunuté zářeńı obláčku a neposunuté Iinc → asymetrie

• Momenty RTE

- analogicky hmotným částićım lze definovat momenty fotonové distribučńı fce, tj. spe-
cifické intenzity: hustota energie, tok a tensor tlaku zářeńı . . . 24

 cEν
~Fν
c Pν

 =
∮  1

~n
~n~n

 Iν dω

Přenásobeńı RTE tvaru (4) výrazy 1, ~n, . . . a
∮

přes prostorový úhel → momentové
rovnice:

∂Eν
∂t

+∇. ~Fν = ην − χν cEν ,

1
c

∂ ~Fν
∂t

+ c∇.Pν = −χν ~Fν ,

. . .

. . . prvńı dvě momentové rce maj́ıćı obecnou strukturu moment. rovnic pohybové rce:

∂

∂t
(hustota veličiny) + (grad jej́ıho toku) = (zdroje− úbytky)

. . . v astro literatře se však sṕı̌se zaváděj́ı momenty úhlově zpr̊uměrované (než integro-
vané), prvńı tři momenty se obvykle znač́ı J , H, K: Jν

~Hν

Kν

 =
1
4π

 cEν
~Fν
c Pν

 =
1
4π

∮  1
~n
~n~n

 Iν dω

. . . konkrétně pro planparalelńı aproximaci máme

Jν =
1
2

∫ 1

−1
Iν(µ)dµ

středńı intenzita 25

24 viz dř́ıve
25

1

4π

∮
Iν(ω)dω =

1

4π

∫
Iν(ω) sinϑdϑdϕ =

2π

4π

∫
Iν(ω) sinϑdϑ =

∣∣∣∣ cosϑ = µ
sinϑdϑ = dµ

∣∣∣∣ =
1

2

∫
Iν(µ)dµ
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Hν =
1
2

∫ 1

−1
µIν(µ) dµ

tok zářeńı 26

Kν =
1
2

∫ 1

−1
µ2Iν(µ) dµ

souviśı s tlakem zářeńı

⇒ momentové rce

1.
µ

dIν
dτ

= I − Sν /.

∫
dµ

dHν

dτ
= Jν − Sν

2.
µ

dIν
dτ

= I − Sν /.µ

∫
dµ

dKν

dτ
= Hν

. . . protože systém momentových rovnic neńı uzavřený, je nutné mı́t ”uzav́ıraćı“ vztah;
v teorii hvězdných atmosfér se už́ıvá tzv. Eddington̊uv faktor fKν ≡ Kν/Jν , pomoćı
něhož lze obě rce zkombinovat

d2(fKν Jν)
dτ2
ν

= Jν − Sν .

T́ımto jsme z problému eliminovali proměnnou µ. Nahradili jsme RTE, tj. lin. dif. rov.
1. řádu pro Iνµ, lin. dif. rov. 2. řádu pro středńı intenzitu Jν . Obecně však tato rce
nemůže být užita samotná (dokonce i když známe Sν), nebot’ obecně až do úplného
vyřešeńı RTE neznáme Edd. faktor. Nicméně tento tvar RTE je užitečný u některých
numerických iteračńıch metod. 27

8.3 Spektrálńı čáry

§ Základy kvantové teorie rozš́ı̌reńı spektrálńı čáry

Profil spektrálńıch čar obsahuje informaci o fyzikálńıch podmı́nkách i zastoupeńı jednot-
livých chemických prvk̊u ve hvězdných atmosférách; studium profil̊u spektrálńıch čar tak
hraje při výzkumu hvězdných atmosfér kĺıčovou roli. Pro podrobné zkoumáńı spektrálńıch
profil̊u potřebujeme vědět, jak záviśı rozděleńı opacity s frekvenćı na lokálńıch podmı́n-
kách (teplota, hustota . . . ) Toto je charakterizováno tzv. absorpčńım profilem = fce
popisuj́ıćı závislost χν na ν.

26 všechno zářeńı ve všech směrech procházej́ıćı ploškou
27 Pro izotropńı zářeńı Iν 6= Iν(µ) máme fK = 1/3, hovoř́ıme pak o Eddingtonově aproximaci

1

3

d2Jν

dτ2
ν

= Jν − Sν .
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Pro určeńı tvaru spektrálńı čáry je tedy určuj́ıćı pr̊uběh čarového absorpčńıho
koeficientu, který může být ovlivňován u r̊uzných čar v r̊uzných podmı́nkách r̊uznými
efekty. Všechny efekty maj́ıćı vliv na š́ı̌rku (rozš́ı̌reńı) spektrálńı čáry maj́ı sv̊uj vlastńı
absorpčńı koeficient; výsledný čarový abs. koef. je dán konvolućı d́ılč́ıch koeficient̊u a vy-
stupuje imlicitně v rovnici přenosu zářeńı.

V následuj́ıćım předpokládejme vázaně-vázaný přechod i → j. 28 Zavedeme frek-
venčně závislý čarový absorpčńı koeficient

κ(ν) = niα(ν) ,

kde ni je počet atomů ve stavu i a α(ν) absorpčńı koeficient na 1 atom (rozměr cm2 na
absorbuj́ıćı atom). Normálńı absorpčńı koeficient χ zahrnuje i absorpci v kontinuu! 29

Pomoćı zjednodušené představy harmonického oscilátoru se dá po poměrně složitých
výpočtech nalézt vztah pro energii absorbovanou v celé čáře z jednotkového svazku Iν∫ ∞

0
α(ν)dν =

πe2

mec
,

kde integrál 0−∞ je mı́něn přes celou čáru, výraz e2/mc je tzv. klasický poloměr elek-
tronu. Skutečná měřeńı ukázala, že hodnoty předchoźıho výrazu jsou ve skutečnosti o
něco menš́ı, a to sice o faktor, který se měńı od čáry k čáře. Kvantově mechanický př́ıstup
ukazuje, že plat́ı ∫ ∞

0
α(ν)dν =

πe2

mec
fij = α0 ,

kde fij je śıla oscilátoru = celková pravděpodobnost absorpce ve spektrálńı čáře, tj.
obecně se jedná o veličinu úměrnou pravděpodobnosti přechodu mezi 2 hladinami energie
v atomu; dá se poč́ıtat ze Schr. rce nebo měřit v laboratoři. Tento integrál se také muśı
rovnat součinu pravděpodobnosti absorpce Bij a energie přechodu mezi hladinami∫ ∞

0
α(ν)dν = hνBij ,

fij =
mec

πe2
hνBij .

Vezmeme-li v úvahu definičńı vztahy pro Einsteinovy koeficienty 30 můžeme též psát

fij =
mec

3

2πe2ν3

gi
gj
Aij .

28 Přechody v atomu obecně mohou být:

• vázaně-vázané (excitace/deexcitace)

• vázaně-volné (ionizace)

• volně-vázané (zachyceńı volných elektron̊u atomy)

• volně-volné (volný elektron změńı v bĺızkosti iontu energii)

29 To je vlastně i d̊uvod proč vznikaj́ı absorpčńı čáry - absorbuj́ıćı prostřed́ı je opticky tlustš́ı pro čáru,
kde je celkový absorpčńı koeficient = κν + κ, kde prvńı je abs. koef. v čáře, druhý pak koef. spojitého
zářeńı v okoĺı ν.

30

Aij =
2hν3

c2
Bij , Bij =

Bjigj

gi
, jνρ = NiAijhν ,

Ni je hustota atomů excitovaných do hladiny i, gi a gj jsou statistické váhy z Boltzmannovy excit. rce
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Absorpčńı profil v čáře φ(ν) je pak definován jako

α(ν) = α0φ(ν) , (∗)

plat́ı normalizace ∫ ∞

0
φ(ν)dν = 1 .

Vývoj pravděpodobnosti výskytu atomu ve vázaném stavu j je dán vztahem

Pj(t) = ψ∗jψje
−Γt ,

jež charakterizuje kvantový oscilátor; zářeńı pocháźı z přechodu atomu ze stavu exci-
tovaného (s konečnou dobou života) do stavu základńıho → viz Heisenbergovy relace
neurčitosti: 31 stav j nemá přesně definovanou energii, ale je superpozićı stav̊u s energi-
emi okolo Ej . . .
⇒ Lorentzova fce, Lorentzovský profil spektrálńı čáry: popisuje Lorentzovské

rozš́ı̌reńı dané útlumovým faktorem Γ

L(ν) =
1
π

Γ
4π

(ν − ν0)2 + ( Γ
4π )2

.

Profil tedy záviśı výhradně na převrácené hodnotě životńı doby oscilátoru (1/Γ je cha-
rakteristický časový interval, ve kterém ”oscilátor“ kmitá .= 10−8 s → přirozená š́ı̌rka
čáry cca ∆λ = 10−5 nm).

Parametr přirozeného útlumu můžeme vyjádřit jako

ΓN = Γi + Γj , Γi =
∑
l<i

Ail , Γj =
∑
l<j

Ajl ,

kde Ail, Ajl jsou Einsteinovy koeficienty pro přechod i→ l, j → l (l jsou všechny hladiny
nižš́ı než i resp j). Š́ı̌rka čáry vzniklé přechodem mezi 2 stavy bude tedy odrážet ”̌śı̌rku
obou stav̊u“; rozděleńı pravděpodobnosti do jednotlivých podstav̊u daného stavu má
Lorentzovský tvar, kombinaćı 2 Lorentzovských profil̊u vznikne opět Lorentzovský profil.
Z definice absorpčńıho profilu (*) pak plyne

α(ν) =
πe2

mc
fij︸ ︷︷ ︸

α0

Γ
4π2

(ν − ν0)2 +
(

Γ
4π

)2

︸ ︷︷ ︸
φ(ν)

.

Přirozený (zářivý) útlum může mı́t velký význam v astrofyzikálńıch situaćıch, hlavně
pro silné čáry vznikaj́ıćı v oblasti ńızké hustoty, např. Lα. Obvykle je však hustota větš́ı,
projevuje se tlakové aj. rozš́ı̌reńı . . .

31

∆Wj∆t > h/2π
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§ Celkové rozš́ı̌reńı spektrálńı čáry . . .

. . . je dáno rozš́ı̌reńım
• přirozeným
• Dopplerovským (termálńı, turbulentńı)
• tlakovým = souhrný název pro rozš́ı̌reńı dané obecně srážkami, zahrnuje se sem
rozš́ı̌reńı Starkovo (dáno elektrickým polem okolńıch částic, můžeme ho dále rozdělit
na dynamické a statistické) a van der Waalsovo (zp̊usobené vlivem neutrálńıch atomů
na daný atom); souhrně lze ř́ıci, že poruchová fce energie je závislá na R, což je vzdálenost
mezi absorbuj́ıćı a rušivou částićı, a může být aproximována mocninným vztahem

∆E = a/Rn ,

kde a je konstanta a n celé č́ıslo závisej́ıćı na typu interakce . . .

n typ interakce a jej́ı vliv rušivé částice
2 lineárńı Stark̊uv jev, vod́ıkové čáry protony, elektrony
4 kvadratický Stark̊uv jev, většina čar horkých hvězd elektrony
6 van der Waals, většina čar studených hvězd neutrálńı H

• + př́ıpadně Zeeman 32, rotačńı rozš́ı̌reńı . . .

• Dopplerovské rozš́ı̌reńı

Jedná se o rozš́ı̌reńı dané termálńımi pohyby atomů a mikroturbulentńımi pohyby v plaz-
matu. Je-li plazma charakterizováno Maxwellovským rozděleńım rychlost́ı s teplotou T
a je-li ξ rychlost atomu ve směru k pozorovateli, pak pravděpodobnost nalezeńı atomu
s rychlost́ı (ξ, ξ + dξ) bude

W (ξ)dξ =
1√
πξ0

exp
(−ξ2
ξ20

)
dξ .

Výraz 〈ξ2〉1/2 charakterizuje středńı rychlost v jedné směrové komponentě. Komponenty
jsou nezávislé, celková středńı rychlost tedy bude 3〈ξ2〉 = 〈v2〉. Jelikož v́ıme, že plat́ı
〈v2〉 = 3kT/m → ξ2 = kT/m. Přesným výpočtem dostaneme

〈ξ2〉 =
∫ ∞

−∞
ξ2W (ξ)dξ = ξ20/2

⇒ středńı termálńı rychlost

ξ0 = ξth0 =
2kT
m

1/2

= 12, 85
(

T

104A

)1/2

km/s ,

kde A znač́ı atomovou hmotnost. 33 Odpov́ıdaj́ıćı Dopplerovský posun tedy bude

∆λD =
ξ0
c
λ =

λ

c

√
2kT
m

= 4, 301.107 λ

√
T

A
.

32 ∆λ = 4, 7.10−5λ2H, kde H je intenzita magnetického pole v gaussech; toto rozštěpeńı čar lze
pozorovat pouze v oblastech, kde je intenzita magnetického pole cca 4000 gauss̊u, směřuj́ıćı radiálně ke
slunečńımu povrchu . . . vzhledem k tomu, že na Slunci je běžná intenzita magnetického pole kolem 2
gauss̊u a čára Hα je málo citlivá na magnetické pole, můžeme na Slunci pozorovat Zeemanovo rozštěpeńı
pouze u čar kov̊u a v mı́stech s vysokou intenzitou magnetického pole . . .

33 Např. pro vod́ık (A = 1) při 10000 K bude ξth
0 = 12, 85 km/s.
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Celkové Dopplerovské rozš́ı̌reńı je konvolućı dvou Gaussovských fćı (tj. výsledek bude
opět Gauss) od termálńıho a mikroturbulentńıho rozš́ı̌reńı; středńı rychlost pak bude
dána

ξ0 = [(ξth0 )2 + (ξmt0 )2]1/2 =
[
2kT
m

+ (ξmt0 )2
]1/2

.

Mikroturbulentńı rychlost́ı se mı́ńı rychlost nerozlǐsitelných zhustk̊u plazmatu, o kterých
předpokládáme, že se rovněž pohybuj́ı Maxwellovsky.

Mějme Dopplerovský posuv
ν ′ = ν(1− ξ/c) .

αν tedy v souř. sous. spojené s atomem bude

α(ν − ξν/c) ,

konvoluce atomárńıho (přirozeného, Lorentzova) a Gaussova profilu bude

α(ν) =
∫ ∞

−∞
α(ν − ξν/c)W (ξ)dξ .

Zavedeme dále frekvenčńı rozd́ıl v jednotkách Dopplerovské š́ı̌rky (tj. škálováńı frek-
vence v Dopplerovských š́ı̌rkách)

x =
ν − ν0

∆νD
=

∆ν
∆νD

=
∆λ

∆λD
,

∆νD = ξ0 ν0/c je tedy dopplerovský posun/dopplerovská š́ı̌rka čáry, ν ′ = ν(1 − ξ/c).
Konstanta útlumu v jednotkách Dopplerovské š́ı̌rky bude

a =
Γ

4π∆νD
,

absorpčńı profil

φν =
∫ ∞

−∞
L(ν − ξν/c)W (ξ)dξ ,

φν =
1√

π∆νD
H(a, x) =

U(a, x)
∆νD

,

kde H(a, x) je Voightova fce

H(a, x) =
a

π

∫ ∞

−∞

e−y
2
dy

(x− y)2 + a2
.

Nejde spoč́ıtat analyticky. U(a, x) pak je normalizovaná Voightova fce (
∫∞
−∞ U(a, x)dx =

1,
∫∞
−∞H(a, x)dx =

√
π). Absorpčńı koeficient tak nakonec bude ve tvaru

αν = α0φν =
πe2

mc
fij

1√
π∆νD

H(a, x)

. . . jelikož zpravidla a� 1 a G ∼ e−x2
, L ∼ 1/x2 ⇒ pro Voight̊uv profil plat́ı, že v jádře

čáry dominuje Gauss, v kř́ıdle pak Lorentz.
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• Starkovské rozš́ı̌reńı

V následuj́ıćım uvažujeme lineárńı Stark̊uv jev pro atomy vod́ıku v el. poli bĺızkých iont̊u a volných
elektron̊u . . .

. . . degenerované podhladiny se posouvaj́ı úměrně śıle pole→ čarový profil se bude sestávat z několika
Starkovských komponent daných přechody mezi spodńımi a horńımi podhladinami stav̊u, tj. rozš́ı̌reńı
záviśı na komponentách/subhladinách - muśıme uvažovat śıly oscilátor̊u pro jednotlivé subhladiny.

Ik = fk/fij bude intenzita pro přechod k-té komponenty. Plat́ı samozřejmě
∑

k
Ik = 1. Posuv dané

komponenty bude ∆λ = CkF , kde Ck je interakčńı konstanta, F śıla daného pole. Celkový absorpčńı
profil v ∆λ tedy bude

S(∆λ) d(∆λ) '
∑

IkW

(
F

F0

)
dF

F0
=

∑
IkW

(
∆λ

CkF0

)
d(∆λ)

CkF0
,

kde W je distribučńı fce, jež ř́ıká s jakou pravděpodobnost́ı naměř́ım v mı́stě atomu danou intenzitu
pole, F0 je nominálńı hodnota pole závisej́ıćı na hustotě částic, F je pak aktuálńı hodnota pole. Jestliže
zavedeme parametr α = ∆λ/F0, dostáváme normalizovaný profil

S(α)dα =
∑

IkW

(
α

Ck

)
dα

Ck

s normalizaćı
∫∞
−∞ S(α)dα = 1. Absorpčńı koeficient odpov́ıdaj́ıćı tomuto profilu je

αν(∆λ) =
πe2

mc
fijS

(
∆λ

F0

)(
108λ2

cF0

)
,

ve frekvenčńıch jednotkách (přechod α→ ∆ν) dostaneme

S(∆ν) =
108λ2

cF0
S(α) ,

a konvoluce s Voightovým profilem dává

α(∆ν) =

√
πe2

mc
fij

∫ ∞

−∞
S(∆ν + v∆νD)H(a, v) dv .

Fce S(∆ν + v∆νD) obecně neńı Lorentzovská.

Obvykle poč́ıtáme se 2 typy Starkovského rozš́ı̌reńı:

• impact broadening - atom je zář́ıćı oscilátor, k jehož narušeńı docháźı při bĺızkém pr̊uletu částice.
Nepružná srážka: měńı se energetický stav atomu, přechod z hladin. × Pružná srážka: hladina
se rozš́ı̌ŕı polem prolétaj́ıćı částice, rozmaže se. Zp̊usobuj́ı ho zejména elektrony a je popsáno
Lorentzovským profilem (máme-li zářivý útlum se š́ı̌rkou Γr a impaktńı se š́ı̌rkou Γi a jsou-li tyto
nekorelované, pak výsledek bude dán konvolućı těchto dvou profil̊u, tj. opět bude Lorentzovský
profil s Γ = Γr + Γi).
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• statistical broadening - d́ıky p̊usobeńı okolńıch iont̊u, nemá Lorentzovský profil. Zář́ıćı atom
se nacháźı ve statisticky fluktuuj́ıćım poli

”
narušitel̊u“, jejichž pohyb je zanedbáván. 34 Hlavńım

problémem je určeńı pravděpodobnostńıho rozložeńı porušeného pole, k čemuž se už́ıvaj́ı r̊uzné
stupně aproximace, např. nearest neighbor = nejsilněǰśı porucha (a tedy i frekvenčńı posun)
je dána př́ıtomnost́ı

”
nejbližš́ıho souseda“. Lepš́ı přibĺıžeńı poskytuje Holtzmarkova teorie =

výsledek je dán superpozićı poĺı všech narušitel̊u. 35

§ Redistribučńı funkce

V daľśım uvažujme otázku redistribućı, tj. přerozděleńı v úhlu a frekvenci u foton̊u
rozptýlených mezi vázanými stavy v atomu.

Rozptyl zářeńı: dojde k pohlceńı fotonu (ν ′, ~n′) a vzápět́ı se v d̊usledku zářivé de-
excitace vyzář́ı jiný foton (ν, ~n); prakticky tak nedocháźı k výměně energie mezi polem
zářeńı a plazmatem. 36

Otázky: Jaká je změna frekvence při rozptylu fotonu? Jaký bude frekvenčńı rozd́ıl
u fotonu v rámci tepelné emise vyzářeného a fotonu pohlceného?

Vı́me, že všechny excitované atomárńı hladiny jsou určitým zp̊usobem rozš́ı̌reny - maj́ı
profil L(x), který charakterizuje pravděpodobnost excitace atomu ze základńıho stavu do
určité podhladiny xi horńıho stavu.

34 = kvazistatická aproximace dobrá pro popis efekt̊u zp̊usobených relativně pomalu se pohybuj́ıćımi
nabitými jádry . . .

35 Ze statistického rozložeńı elektrických poĺı narušitel̊u v souř. soust. spojené s atomem dostaneme

W (β) =
2β

π

∫ ∞

0

exp (−y3/p)y sin (βy) dy ,

kde p = 2 pro lineárńı Stark̊uv jev, β = F/F0, kde F0 = 2, 603eN2/3 = tzv. normálńı pole, F je śıla
ruš́ıćıho pole, N hustota částic . . .

36 Obecně tedy máme absorpci (při následné termalizaci = pravá absorpce), emisi (při předchoźı
srážkové excitaci = termálńı emise) a rozptyl . . .
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a) pro srážkovou excitaci nebo ozářeńı frekvenčně nezávislým polem docháźı k ta-
kovému stavu excitace, kdy atomy souboru budou do jednotlivých podhladin roz-
děleny s pravděpodobnost́ı L(x) = přirozená excitace; následkem spontánńı emise
vznikne čára s profilem L(ν0 + x) - např. Lorentz̊uv profil

b) při ozářeńı souboru atomů frekvenčně závislým polem zářeńı (tj. např. ve tvaru
spektrálńı čáry odpov́ıdaj́ıćı přechodu 1↔ 2) budou jednotlivé podhladiny stavu 2
obsazeny nerovnoměrně . . .

. . . přesto ale existuje mechanizmus schopný zajistit, že i přes ”nerovnoměrnou“
excitaci bude mı́t emisńı profil tvar L = pružné srážky (nejčastěji s rychlými
elektrony) - d́ıky nim se vzbuzený elektron může vychýlit do jiné podhladiny, z ńıž
vzápět́ı dojde k emisi . . . tato redistribuce vede k emisi s profilem L = úplná
redistribuce (CRD) 37 × nedojde-li během rozptylu ke srážce = koherentńı
rozptyl (tj. ν ′ = ν)

V reálné plazmě se uplatňuje koherentńı rozptyl i rozptyl s úplnou redistribućı ⇒
⇒ částečná redistribuce (PRD) zářeńı ve spektrálńı čáře. Jinými slovy pokud je emi-
tovaný foton kompletně nekorelovaný s předchoźım absorbovaným fotonem, tj. absorbo-
vaný foton je znovu vyzářen/redistribuován bez jakékoliv ”vzpomı́nky“ na frekvenci, na
které byl předt́ım pohlcen, hovoř́ıme o CRD. (Pak lze už́ıt ten samý profil pro absorpci,
stimulovanou emisi i emisi spontánńı.) Přesněǰśı popis beroućı v úvahu korelaci mezi fo-
tony pak poskytuje PRD. Tento př́ıstup je d̊uležitý např. pro silné rezonančńı čáry (Lα)
či při ńızké hustotě.

PRD můžeme vyjádřit jako lineárńı kombinaci předchoźıch př́ıpad̊u

r (ν ′, ~n′; ν, ~n) = (1− α) rkoh + α rkr ,

kde r (ν ′, ~n′; ν, ~n) je výsledná pravděpodobnost přechodu (ν ′, ~n′) → (ν, ~n) při rozptylu,
rkoh odpov́ıdá koherentńımu rozptylu, rkr kompletńı redistribuci. Parametr α záviśı na
četnosti srážek; roste s ρ a T plazmatu.

V předchoźım uvažujeme ”osamocený“ atom - redistribuce pak zálež́ı na struktuře
hladin a př́ıtomnosti ”rušitel̊u“. Ovšem hvězdná atmosféra je soubor atomů pohybuj́ıćıch
se náhodně s určitým rozděleńım rychlost́ı. Pozorujeme-li výsledek v laboratorńı soustavě,
Doppler̊uv jev zp̊usobený pohyby atomů také povede k redistribuci frekvenćı (docháźı
k transformaci redistribučńıch funkćı, viz dále) → celková redistribučńı fce je kombinaćı
těchto dvou efekt̊u . . .

Uvažujme RTE pro 2-level atom v následuj́ıćım tvaru

dI =
(
−n1B12φ(ν)I︸ ︷︷ ︸

absorpce

+n2A21ψ(ν)︸ ︷︷ ︸
spont. emise

+n2B21ψ(ν)I︸ ︷︷ ︸
stim. emise

)hν0

4π
, (�)

kde ψ(ν) je emisńı profil, φ(ν) absorpčńı profil, n1 počet atomů v základńım stavu, jež jsou
potenciálně schopné emitovat . . . Profily udávaj́ı normovanou hustotu pravděpodobnosti
pohlceńı/vyzářeńı fotonu v intervalu frekvenćı (ν, ν + dν), v rámci spektrálńı čáry, která
vzniká přechodem mezi stavy 1 - 2. (Plat́ı normalizace

∫∞
0 ψ(ν)dν = 1,

∫∞
0 φ(ν)dν = 1.)

Pravděpodobnost absorpce v (ν, ν + dν) bude úměrná φ(ν)dν, pravděpodobnost emise
pak ψ(ν)dν.

37 Přináš́ı velké zjednodušeńı, reálně odpov́ıdá např. jádru čáry s čistě Dopplerovským rozš́ı̌reńım nebo
pokud je čára silně tlakově rozš́ı̌rena.
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Obecně plat́ı ψ(ν) 6= φ(ν); rozd́ıl mezi těmito dvěma profily je zp̊usoben rozptylem
zářeńı s částečnou redistribućı. Pro úplnou redistribuci je emisńı profil stejný jako ab-
sorpčńı (což je d̊usledek srážkového ”přerozděleńı“ vázaných elektron̊u v jednotlivých
atomárńıch podhladinách). Jestliže k takovému přerozděleńı nedojde (např. v ř́ıdké plaz-
mě s nečetnými srážkami)→ rozptyl bude v́ıceméně koherentńı, emisńı profil bude v sobě
zahrnovat info o frekvenčńı závislosti dopadaj́ıćıho zářeńı (docháźı k selektivńı excitaci
jednotlivých podhladin).

Rovnici (�) lze přepsat na

cosϑ︸ ︷︷ ︸
µ

dI(ν, ~n)
dτν

= I(ν, ~n)− S ,

kde dτν = −(n1B12 − n2B21)(hν0/4π)φ(ν)ds. Zdrojová fce je pochopitelně ve tvaru

SLν =

ην︷ ︸︸ ︷
A21n2ψ(ν)

B12n1φ(ν)︸ ︷︷ ︸
χν

−B21n2ψ(ν)︸ ︷︷ ︸
stim. emise

=
2hν3

c2

(
g1n2

g2n1
ρ(ν)

)
1−

(
g1n2

g2n1
ρ(ν)

) ,

kde ρ(ν) = ψ(ν)/φ(ν), SL znamená v čáře (Line);

A21 =
2hν3

c2
B21

g1B12 = g2B21

jsou Einsteinovy koeficienty, fenomenologické konstanty zavedené pro popis pravděpo-
dobnosti spontánńıch a stimulovaných zářivých přechod̊u (např. B12ϕ(ν) vyjadřuje prav-
děpodobnost absorpce v dané frekvenci vztaženou na 1 atom); g1 a g2 jsou statistické váhy
atomárńıch hladin. Vid́ıme, že stimulovaná emise se poč́ıtá do absorpce, ale s mı́nus!!!

Za předpokladu úplné redistribuce ze zdrojové fce dostáváme

S =
n2A21

n1B12 − n2B21
→ S =

2hν3

c2

[
g2n1

g1n2
− 1

]−1

≈ 2hν3

c2
g1n2

g2n1
,

což plat́ı přibližně se zanedbáńım stimulované emise.
Jsou-li populace hladin rovnovážné, tj. plat́ı LTE, pak Sν = Bν , nebot’

SL =
2hν3

c2

(
g1n2

g2n1
ρ(ν)

)
1−

(
g1n2

g2n1
ρ(ν)

) =
∣∣∣∣LTE :

n∗2
n∗1

=
g2
g1
e
−hν
kT

∣∣∣∣ =
2hν3

c2
1

e
hν
kT − 1

= Bν(T ) .

Pokud tedy ψ = φ, pak SL nezáviśı na frekvenci, ale pouze na teplotě.
Emisńı profil lze zapsat

ψ(ν) =
∫∞
0 R(ν ′, ν) J(ν ′) dν ′∫∞

0 φ(ν ′) J(ν ′) dν ′
=

∫∞
0 R(ν ′, ν) J(ν ′) dν ′

J̄
,

kde R(ν ′, ν) je redistribučńı funkce.
Mějme klidovou soustavu atomu. Redistribučńı fci lze zapsat jako výsledek frekvenčńı

redistribuce p(ξ′, ξ), která udává pravděpodobnost, že foton absorpovaný v (ξ′, ξ′ + dξ′)
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je rozptýlen do (ξ, ξ + dξ), a úhlové fázové funkce g(~n′, ~n) popisuj́ıćı pravděpodobnost
rozptylu z prostorového úhlu dω′ ve směru ~n′ do prostorového úhlu dω ve směru ~n. 38

Necht’ f(ξ′) je absorpčńı profil (v klidové soustavě atomu), nezávislý na směru a s nor-
malizaćı

∫∞
−∞ f(ξ′) dξ′ = 1. Pravděpodobnost, že foton (ξ′, ~n′) bude absorpován je

f(ξ′) dξ′
dω′

4π
.

Pravděpodobnost, že za podmı́nky, že máme absorpován foton (ξ′, ~n′), bude vyzářen
foton (ξ, ~n) je

p(ξ′, ξ) dξ g(~n′, ~n)
dω
4π

.

Spojená pravděpodobnost, že foton (ξ′, ~n) je absorpován a foton (ξ, ~n) emitován je

f(ξ′) p(ξ′, ξ) g(~n′, ~n) dξ′ dξ
dω′

4π
dω
4π

.

⇒
R(ν ′, ~n′; ν, ~n) dν ′dν

d~n′

4π
d~n
4π

, (?)

charakterizuje pravděpodobnost přerozděleńı frekvenćı a směr̊u z (ν ′, ν ′ + dν ′; dω′) do
(ν, ν + dν; dω) (v lab. soustavě).∫ ∞

0

∮
R(ν ′, ~n′; ν, ~n) dν ′dν

d~n′

4π
d~n
4π

= 1

Redistribučńı fce tedy popisuj́ı úhlovou i frekvenčńı redistribuci zářeńı; sledovat ale
všechny detaily je mnohdy složité - v teorii formováńı spektrálńı čáry je d̊uležitěǰśı frek-
venčńı redistribuce → zavád́ı se úhlově vystředovaná r. fce

R(ν ′, ν) = 8π2
∫ π

0
R(ν ′, ν; θ) sin θ dθ ,

kde θ je úhel mezi ~n′ a ~n. Integrace přes frekvence pak prob́ıhá jako∫ ∞

0
dν ′

∫ ∞

0
R(ν ′, ν)dν︸ ︷︷ ︸
φ(ν′)

=
∫ ∞

0
dν ′ φ(ν ′) = 1 .

• Typy redistribučńıch funkćı (D.Hummer, 1962)

V následuj́ıćım označuj́ı rI až rV pravděpodobnost rozptylu r̊uzného typu v s. s. spojené
s atomem.

rI(ξ′, ξ) = δ (ξ′ − ν0)︸ ︷︷ ︸
prav. abs.

δ (ξ − ξ′)︸ ︷︷ ︸
prav. em.

. . . koherentńı rozptyl (nulová přirozená š́ı̌rka čáry), ξ je emisńı frekvence v s. s.
spojené s atomem, ξ′ je absorpčńı frekvence . . .

38 ∫ ∞

−∞
p(ξ′, ξ) dξ′ = 1 ,

∮
g(~n′, ~n)

dω′

4π
= 1 .
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rII(ξ′, ξ) = Lj (ξ′ − ν0) δ (ξ − ξ′)

. . . zářivý útlum s koherenćı (v s. s. atomu)

rIII(ξ′, ξ) = Lj (ξ′ − ν0)Lj (ξ − ν0)

. . . CRD (v s. s. atomu)

rIV je irelevantńı, nemá fyzikálńı základ, rezonančńı rozptyl

rV (ξ′, ξ) =
∫ ∞

−∞
Lj (ξ′ − t)Lj (t− ν0)Li(ξ − t) dt ,

kde
Lj (ξ′ − ν0) =

1
π

δj
(ξ′ − ν0)2 + δ2j

, δj =
Γj
4π

.

Obrázek schematicky znázorňuje podhladiny 2-level atomu při rozptylu. ξ′ a ξ jsou ab-
sorpčńı a emisńı frekvence, ν0 je středńı frekvence čáry. Dvojitá šipka znázorňuje srážkové
rozmazáńı podhladin.

I V podstatě nereálné. Idealizovaný atom se 2 nekonečně ostrými hladinami s pře-
chodovou/rezonančńı frekvenćı ν0. V atomové s. s. žádná redistribuce.

II Dolńı hladina nekonečně ostrá, horńı s konečnou dobou života, a tedy rozš́ı̌rená
(Lorentz). Bez srážek s okolńımi atomy, tj. žádné daľśı rozmazáńı horńı hladiny.
Emitovaný foton tak bude mı́t stejnou frekvenci jako foton absorbovaný. Odpov́ıdá
přirozenému útlumu - fyzikálně reálné pro rezonančńı čáry v látce s ńızkou hustotou
(Lα). 39

39 Rezonančńı čáry vznikaj́ı přechodem mezi základńım a excitovaným stavem (Lyman), subor-
dinárńı čáry vznikaj́ı přechodem obecně mezi dvěma excitovanými hladinami (Balmer, Paschen . . . )
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III Podobné jako II, ale horńı podstavy rozmazány d́ıky srážkám, což vede k likvidaci
koherence mezi absorpovaným a emitovaným fotonem. Budou-li pouze srážky, pak
elektrony budou kompletně náhodně rozděleny, nebude korelace mezi absorpovaným
a emitovaným zářeńım, pravděpodobnost emise na dané frekvenci ∼ obsazeńı pod-
stav̊u = CRD.

II a III jsou tedy dva limitńı př́ıpady, realita je někde mezi . . .

Pro lepš́ı vystižeńı reality dále muśıme uvažovat efekty Dopplerova pohybu, dané
pohybem atomu vzhledem k laboratorńı soustavě, na fotonovou redistribuci.

Vı́me, že redistribuce je popsána vztahem (?). Nyńı uvažujme pohyb atomu s ~v.
Chceme popsat absorpci fotonu (ν ′, ~n′) měřenou v laboratorńı soustavě s následnou emiśı
(ν, ~n) opět měřenou v laboratorńı soustavě. Zanedbáńım aberace směr̊u při změně klidová
s. atomu ↔ laboratorńı s. s. dostaneme

ν ′ = ξ′ +
ν0

c
~v.~n , ν = ξ +

ν0

c
~v.~n .

Spojená pravděpodobnost v klidové s. atomu je dána (viz dř́ıve)

f(ξ′) p(ξ′, ξ) g(~n, ~n) dξ′dξ
dω′

4π
dω
4π

,

po transformaci dostaneme

Rv(ν ′, ~n′; ν, ~n) = f(ν ′ − ν0

c
~v.~n′) p(ν ′ − ν0

c
~v.~n′, ν − ν0

c
~v.~n) g(~n′, ~n) ,

kde index v znač́ı, že redistribuce se vztahuje k atomu s ~v.
Pro nalezeńı celkového efektu celého souboru atomů ale muśıme pr̊uměrovat přes

rozděleńı rychlost́ı, tj. po zpr̊uměrováńı přes Maxwellovské rozděleńı rychlost́ı dostaneme
laboratorńı redistribučńı fci, se kterou už lze v praxi dále pracovat:

R(ν ′, ~n′; ν, ~n) = g(~n′, ~n) 〈r(ξ′, ξ)〉th︸ ︷︷ ︸
atom. r. f.

.

Zde tedy ξ′ → ν ′ a ξ → ν.

• Obecná redistribučńı funkce

R(ν ′, ν) = γ RV (ν ′, ν) + (1− γ)RIII(ν ′, ν) ,

γ =
Pj

Pj +QE
,

kde Pj je pravděpodobnost přechodu z hladiny pryč, QE odpov́ıdá elastickým srážkám.
Pro rezonančńı čáry máme kombinaci extrémńıch př́ıpad̊u

R = γRII + (1− γ)RIII .

V reálu se na Slunci γ bĺıž́ı 1 → podstatná PRD→ v praxi se ukazuje, že s redistribucemi
muśıme poč́ıtat, nejsou zanedbatelné! Jinak vycházej́ı profily úplně jinak . . .
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§ 2-level atom

V následuj́ıćım budeme uvažovat idealizovaný př́ıpad dvouhladinového atomu, jenž nám
poslouž́ı jako základńı model pro ukázáńı non-LTE line formation. V reálu jde o poměrně
dobrou aproximaci např. pro silnou rezonančńı čáru, která neńı př́ılǐs ovlivněna ostatńımi
hladinami.

Schematická reprezentace proces̊u v 2-level atomu je na obrázku. Vid́ıme tedy, že
celková pravděpodobnost zářivé deexcitace je P21 = A21 +B21J̄ . P12 je dána fotoexcitaćı
a je tedy∼ hustotě foton̊u v okoĺı atomu; P12 = B12J̄ , kde J̄ =

∫
φν Jνdν . . . viz předchoźı

části . . .
Absorpčńı a emisńı koeficienty jsou dány

κν =
hν0

4π
(n1B12 − n2B21)φ(ν) ,

ην =
hν0

4π
n2A21 φ(ν) ,

kde ν0 je středńı frekvence čáry, B12, B21, A21 jsou Einsteinovy koeficinety pro absorpci,
stimulovanou a spontánńı emisy pro zářivé přechody 1↔ 2, n1, n2 jsou populace hladin
a φ(ν) absorpčńı profil vyjadřuj́ıćı pravděpodobnostńı hustotu, že je-li foton absorpován
(emitován) v čáře 1− 2, tak že jeho frekvence je v rozsahu (ν, ν + dν);

∫∞
0 φ(ν) dν = 1.

Uvažujme podmı́nku CRD, tj. ψ = φ, mı́sto ψ máme φ. Je výhodné zavést bez-
rozměrnou frekvenci

x ≡ ν − ν0

∆νD
,

kde ∆νD je Dopplerovská š́ı̌rka daná výrazem (ν0/c)vth, kde vth je termálńı rychlost daná
výrazem (2kT/m)1/2, kde m je hmotnost zář́ıćıho atomu . . .

Pro čistě Dopplerovský profil (tj. žádné daľśı rozš́ı̌reńı, jediné rozš́ı̌reńı je d́ıky te-
pelnému pohybu zářič̊u) máme Gaussovský absorpčńı profil

φ(x) = exp (−x2)/
√
π ,

kde 1/
√
π je normovaćı faktor.

Pro obecněǰśı př́ıpad s vnitřńım rozš́ı̌reńım (přirozené, Starkovské . . . ) popsaným
Lorentzovským profilem dostaneme výsledný profil popsaný Voightovou fćı

φ(x) = H(a, x)/
√
π ,

H(a, x) =
a

π

∫ ∞

−∞

e−y
2

(x− y)2 + a2
dy ,

kde a je útlumový parametr vyjádřený v Dopplerovských jednotkách a = Γ/4π∆νD, kde
Γ je útlumový parametr atomu (např. pro přirozené rozš́ı̌reńı čáry v 2-level atomu je
Γ = A21) . . .
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Z předchoźıho tedy máme

Sν ≡
ην
κν

=
n2A21

n1B12 − n2B21
≡ SL .

V daľśım kroku se budeme zaj́ımat o poměr n2/n1, který vstupuje do zdrojové funkce.
Z rovnice statistické rovnováhy (tj. počet přechod̊u 1 → 2 = počet přechod̊u 2 → 1)
dostaneme

n1(R12 + C12) = n2(R21 + C21) ,

kde R jsou zářivé ”rates“ (četnosti, rychlosti: počty přechod̊u za 1s na 1 atom), C pak
srážkové ”rates“.

R12 = B12

∫ ∞

0
Jν φ(ν) dν ≡ B12J̄ ,

R21 = A21 +B21

∫ ∞

0
J̄ φ(ν)dν ≡ A21 +B21J̄ ,

kde J̄ =
∫
φ(ν)Jνdν je středńı integrovaná (váhovaná intenzita). Celkem tak pro zářivé

přechody dostáváme: n1B12J̄ a n2A21 + n2B21J̄ .
Srážkové členy lze napsat jako fce elektronové hustoty a teploty. Celková kolizńı

frekvence ∼ rychlosti koliduj́ıćıch částic; v LTE máme (mproton/melektron)1/2 ∼ 43 →
uvažujeme pouze elektrony

C12 = ne.Ω12(T ) ,

Ω12(T ) =
∫ ∞

v0
σ12(v) f(v) v dv ,

kde σ12 znač́ı účinný pr̊uřez srážky atomu s volným elektronem [cm2]. Účinný pr̊uřez
záviśı na energii nalétaj́ıćı částice, viz obr.: E0 odpov́ıdá energii přechodu z 1. do 2.
hladiny, v0 odpov́ıdá této energii dle E0 = v2

0me/2.

• TE: Počet kolizńıch přechod̊u směrem 1 = počtu kolizńıch přechod̊u směrem 2
(a tyto nezáviśı na zářivých přechodech):

n∗1C12 = n∗2C21 ,

kde (n1/n2)∗ označuj́ı LTE poměr populaćı.

n∗2
n∗1

=
g2
g1
e−

hν
kT ,

tj.
c21 = c12

g1
g2
e

hν
kT . (†)

(Toto lze použ́ıt i pro NLTE, ale muśı být Maxwellovské teplotńı rozděleńı.)
V TE samozřejmě také plat́ı n1B12J̄ = n2(A21 +B21J̄) , kde J̄ = B(T ) . . .
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• NLTE: Zde plat́ı tzv. statistická rovnováha, kterou můžeme vyjádřit rovnićı

dni
dt

= 0 ,

n1B12J̄ + n1C12 = n2A21 + n2B21J̄ + n2C21 ,

tj. n1C12 a n2C21 už se nerovnaj́ı. Pro celkový počet atomů máme nav́ıc pomocnou rci
N = n1 + n2, J̄ se muśı určit za současného řešeńı RTE ⇒

µ
dI
dτ

= I − SL

SL =
η

κ
=

n2A21ψ(ν)
n1B12φ(ν)− n2B21ψ(ν)

,

ovšem plat́ı předpoklad CRD, tj. ψ(ν) = ϕ(ν),

SL =
n2A21

n1B12 − n2B21
,

tj. SL ∼ n2/n1. S uvážeńım relaćı pro Einsteinovy koeficienty dostaneme

SL =
2hν3

c2

(
n1g2
n2g1

− 1
)−1

.

Nyńı užijeme rci statistické rovnováhy

n1(B12J̄ + C12) = n2(A21 +B21J̄ + C21) ,

n1

n2
=
A21 +B21J̄ + C21

B12J̄ + C12
.

Za použit́ı B12 = B21g2/g1 a (†) pro C21 a C12 tedy dostaneme

n1

n2

g2
g1

=
A21 +B21J̄ + C21

B21J̄ + C21 e
− hν

kT

.

Po dosazeńı do výrazu pro SL

SL =
2hν3

c2

(
A21 +B21J̄ + C21

B21J̄ + C21e
− hν

kT

− 1
)−1

,

SL =
2hν3

c2

(
B21J̄ + C21e

− hν
kT

A21 +B21J̄ + C21 −B21J̄ − C21e
− hν

kT

)
,

/
.A21/A21

SL =
2hν3

c2
.B21
A21

J̄ + C21
A21

.2hν
c2
e−

hν
kT

1 + C21
A21

(
1− e−

hν
kT

) ,

SL =
J̄ + C21

A21

2hν3

c2
e−

hν
kT

1 + C21
A21

(
1− e−

hν
kT

) ,
SL = (1− ε)J̄ + εBν(T ) , (♠)
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kde

ε =
ε′

1 + ε′
, ε′ =

C21

A21

(
1− e−

hν
kT

)
.

V rámci spektrálńı čáry, která je úzká, lze závislost B na ν zanedbat. V typickém
př́ıpadě je hν/kT � 1 40 → lze psát

ε ∼=
C21

A21 + C21
,

což lze interpretovat jako tzv. pravděpodobnost zničeńı (destruction probability) = prav-
děpodobnost, že absorpovaný foton je zničen kolizńım deexcitačńım procesem dř́ıv, než
je znovu vyzářen . . .

(♠) je fundamentálńı rovnice problému. Prvńı část pravé strany reprezentuje fotony
vytvořené rozptylem (emise následuj́ıćı předchoźı absorpci), druhá část pak tepelné vy-
tvořeńı fotonu (emise následuj́ıćı předchoźı srážkové excitaci). Matematicky je to lin. fce
středńı intenzity. Plat́ı pro 2-level, ne obecně pro multilevel.

1. ne je ”malá“
C21 � A21, tj. deexcitace hlavně zářeńım
ε→ 0 a SL → J̄ (pole zářeńı determinuje poměr hladin, tj. i zdrojovou fci)
⇒ silné NLTE

2. ne je ”velká“ (např. slunečńı fotosféra)
C21 � A21

ε→ 1 a SL → B(T )
⇒ podmı́nka LTE

V daľśım uvažujme polonekonečnou vrstvu, která je homogenńı (tj. T , ρ resp. ε, B
a φ(x) jsou nezávislé na hlubce).

Povrchová hodnota zdrojové fce bude S(0) =
√
εB. V jisté hloubce se však zač́ıná

odklánět od B = termalizačńı hloubka (tradičně značena jako Λ nebo τth; hodnota
zálež́ı na profilu - např. pro Dopplera Λ ≈ 1/ε, pro Voighta ≈ a/ε2 . . . ) Tj. S klesá
k povrchu; klesá od B t́ım v́ıce, č́ım je menš́ı ε. Na obrázku je zdrojová fce pro 2-
level atom v polonekonečné atmosféře pro r̊uzné hodnoty destrukčńıho parametru, B je
normalizováno na 1.

40 Typické rezonančńı čáry, pro které je 2-level aproximace adekvátńı spadaj́ı do UV → ν je velká . . .
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Proč zdrojová fce k povrchu klesá? Vı́me, že máme-li homogenńı medium, tak že
odchylky od LTE rostou d́ıky př́ıtomnosti hranice přes kterou fotony unikaj́ı. Tam kde

”nećıt́ı“ hranici jsou mikroskopické procesy v detailńı rovnováze. Jakmile ”ućıt́ı“ hra-
nici, tak fotoexcitace neńı vyrovnána zářivou deexcitaćı. Jelikož absorpce zálež́ı na počtu
př́ıtomných foton̊u, zat́ımco spontánńı emise nikoliv (stimul. zanedbáváme), tak počet
zářivých excitaćı začne proti počtu deexcitaćı klesat. Spodńı hladina bude mı́t nadměrnou
populaci, horńı naopak nedostatečnou (ve vztahu k LTE). Jelikož zdrojová fce měř́ı počet
foton̊u vytvořených na jednotku optické hloubky, a protože počet vytvořených foton̊u je
úměrný populaci horńı hladiny → zdrojová fce klesá pod Planckovu fci.

Jak to, že hloubka kde se zdrojová fce odkláńı od Planckovi je tak velká? (např.
τ ∼ 106 pro ε = 10−6) Jak to, že foton ”ćıt́ı“ hranici už v takové hloubce? Vysvětleńı závi-
śı na tom, že ”pr̊uměrný“ foton neńı ten, který je zodpovědný za transport a únik foton̊u.
Uvažujme foton, jenž byl vytvořen ve velké optické vzdálenosti od hranice. Tento foton
bude mı́t s velkou pravděpodobnost́ı frekvenci bĺızko středu čáry (nebot’ pravděpodobnost
je dána tvarem abs. profilu φ(x), jenž má max. okolo x = 0)→ monochromatická optická
hloubka je velká→ fyzická vzdálenost, kterou foton uraźı před daľśı absorpćı bude malá!
Následuje mnoho podobných rozptyl̊u, kdy foton prakticky z̊ustává na mı́stě. Občas
ovšem foton může být reemitován v kř́ıdle ”čáry“ → může urazit velkou vzdálenost.
To, co tedy ”zodpov́ıdá“ za přenos, jsou ne př́ılǐs časté ”exkurze do kř́ıdla“. Termalizačńı
hloubka je tedy velká, nebot’ je dána fotony z kř́ıdla čáry, které maj́ı velkou středńı volnou
dráhu.

Z předchoźıho též plyne závislost termalizačńı hloubky na pravděpodobnosti zničeńı
1/ε - celkový počet rozptyl̊u je řádu 1/ε, nebot’ jestliže foton ”neuteče“ než absolvuje 1/ε
rozptyl̊u, tak je zničen srážkovým procesem, tj. ”nećıt́ı“ hranici . . .
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8.4 Modelováńı atmosfér

Model atmosféry = specifikováńı všech atmosférických stavových parametr̊u jako fci
hloubky (geometrické nebo optické ev. jako fci sloupcové hmoty dm = −ρdz). Problém
je ovšem velmi složitý → nelze sestavit analytické řešeńı → diskretizujeme hloubkové
souřadnice a uvažujeme konečný počet hloubek (typicky deśıtky až stovky). Výsledkem
je ”tabulka“ hodnot stavových parametr̊u v r̊uzných hloubkách. Ovšem jedná se pouze
o stavové parametry hmotných částic, ne zářeńı . . . Ovšem zářeńı je samozřejmě d̊uležité
pro konstrukci, intenzita je zásadńı parametr; máme-li ale všechny potřebné materiálové
vlastnosti, pole zářeńı je jednoduše určitelné formálńım řešeńım RTE . . .

Základńı typy model̊u hvězdných atmosfér:

- statické modely jsou konstruované za podmı́nky hydrostatické rovnováhy, tj. makro-
skopická rychlost je malá ve srovnáńı s termálńı rychlost́ı atomů; vrstvy, kde to plat́ı
se tradičně nazývaj́ı hvězdné fotosféry. Základńı vstupńı parametry jsou efektivńı
teplota Teff , povrchová gravitace g resp. log g a chemické složeńı. Kromě toho
mohou existovat př́ıdavné vstupńı parametry jako mikroturbulentńı rychlost . . .

· LTE grey : jsou nejjednodušš́ı, opacita je nezávislá na frekvenci (χ 6= χ(ν)), dnes
už́ıvány pouze pro prvotńı odhady a z pedagogických d̊uvod̊u . . .

· LTE : T (z) z podmı́nky zářivé rovnováhy a ρ(z) z podmı́nky hydrostatické rov-
nováhy popisuj́ı stav atmosféry v jakékoliv hloubce

· NLTE : popisuj́ı cokoliv jež má odchylky od LTE, existuj́ı dva základńı typy:

→ modely řešené pro celou strukturu atmosféry
→ omezený NLTE problém, kdy předpokládáme, že struktura atmosféry je

známa z předchoźıch kalkulaćı, tj. pouze se zároveň řeš́ı přenos zářeńı
a statistická rovnováha pro vybraný atom/ion

· NLTE line-blanketed models: v podstatě patř́ı k předchoźı části, ovšem zde je
NLTE uvažováno pro prakticky všechny energetické hladiny a přechody mezi
nimi - tyto ovlivňuj́ı strukturu atmosféry; počty čar mohou j́ıt do miliónu →
extrémně náročné na hardware a výběr výpočetńıch metod . . .

- unifikované modely uvažuj́ı i zářeńım hnaný hvězdný v́ıtr, poč́ıtá se fotosféra i v́ıtr
dohromady (zmı́rňuj́ı a priorńı předpoklad hydrostatické rovnováhy - zacházej́ı s ce-
lou atmoférou od statických fotosfér po vysoce dynamický v́ıtr; selfkonzistentně se
řeš́ı hydrodynamické rce a RTE, což je značně obt́ıžné . . . )

- semiempirické modely např. VAL model pro Slunce (1981) . . .

• Základńı rovnice klasických hvězdných atmosfér

Classical stellar atmosphere problem = př́ıpad horizontálně homogenńı planparalelńı
a statické atmosféry.

• RTE → Jν: nejvýhodněǰśı je tvar rce 1. řádu

µ
dIν
dz

= ην − χνIν ,
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nebo tvar rce 2. řádu s Eddingtonovým faktorem

d2(fKν Jν)
dτ2
ν

= Jν − Sν .

Máme tedy středńı intenzitu Jν , což je fce frekvence a hloubky, ne specifickou
intenzitu, jež je nav́ıc fce úhlu µ. Do ostatńıch strukturńıch rovnic vstupuje středńı
intenzita, jež je tedy stavovým parametrem a pro nás podstatná, ne specifická . . .

• Rce hydrostatické rovnováhy → N :

dp
dz

= −ρg ,

kde p je celkový tlak. Zavedeme-li sloupcovou (Lagrangeovu) hmotu (hmota sloupce
o pr̊uřezu 1 cm2 nad daným bodem)

dm = −ρdz ,

dostaneme
dp
dm

= g .

Protože g je v planparalelńı atmosféře konstantńı, řešeńı této rce je jednoduše

p(m) = mg + p0

(což je také d̊uvod, proč obvykle bereme m jako základńı hloubkovou proměnnou
v 1D planparalelńı atmosféře). Nicméně celkový tlak se skládá ze tř́ı část́ı - tlaku
plynu pgas, tlaku zářeńı prad a turbulentńıho tlaku pturb, tj.

p = pgas + prad + pturb = NkT +
4π
c

∫ ∞

0
Kνdν +

1
2
ρv2
turb

→ rci hydrostatické rovnováhy tedy lze zapsat (se zanedbáńım pturb)

dpgas
dm

= g − 4π
c

∫ ∞

0

dKν

dm
= g − 4π

c

∫ ∞

0

χν
ρ
Hν dν ,

kde výraz g − (4π/c)
∫∞
0 (dKν/dm) představuje efektivńı gravitačńı zrychleńı . . .

• Rce zářivé rovnováhy → T : celkový zářivý tok se zachovává, tj.∫ ∞

0
Hν dν = const =

σ

4π
T 4
eff .

S pomoćı RTE lze psát∫ ∞

0
(κνJν − ην) dν =

∫ ∞

0
κν (Jν − Sν) dν ,

což je podmı́nka zářivé rovnováhy. (Předchoźı rce obsahuje termálńı absorpčńı koefi-
cient κν , ne celkový χν ; je to proto, že př́ıspěvky od rozptylu zářeńı nezapoč́ıtáváme
(absorpce následovaná okamžitě reemiśı fotonu neměńı energetickou rovnováhu
látky, nemůže přisṕıvat do rce zář. rovnováhy).)
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• Statistické rce → ni: jde o explicitńı vyjádřeńı srážkového členu

ni
∑
j 6=i

(Rij + Cij) =
∑
j 6=i

nj (Rji + Cji) ,

kde Rij , Cij jsou zářivé a srážkové rates pro přechod z hladiny i do j. Tj. počet
všech přechod̊u z hladiny i ven (levá část) = počtu všech přechod̊u do hladiny i ze
všech ostatńıch hladin (pravá část).

Obecně máme Equations of Statistical equilibrium (ESE) pro dynamickou
atmosféru

∂nik
∂t

+∇.(nik~v) =
∑
j 6=i

(njkPji − nikPij) ,

kde vlevo 1. člen popisuje vývoj populaćı, 2. hustotu rychlosti tj. tok stav̊u; k je
index chemického prvku (Nk =

∑
i nik je počet všech atomů ve všech možných

stavech), Pij = Rij +Cij znač́ı ”total rate“. Po vysč́ıtáńı přes stavy i a pak správně
přes prvky (váhované atomárńı hmotnost́ı) dostaneme rci kontinuity

∂Nk

∂t
+∇.(Nk~v) = 0 ρ =

∑
k

mkNk︸ ︷︷ ︸
∂ρ

∂t
+∇.(ρ~v) = 0 .

+ soustava rate equations pro všechny hladiny atomu neńı nezávislý systém, tj.
jedna rce systému muśı být nahrazena jinou, aby byl systém uzavřený, a to např.

• total number conservation equation (abundance definition equation)∑
i

ni = Natom

nebo rćı zachováńı náboje, jež vyjadřuje celkovou elektrickou neutralitu látky∑
i

ni Zi − ne = 0 ,

kde Zi je náboj i-té hladiny, sumace prob́ıhá přes všechny hladiny všech prvk̊u.

Kromě toho je zde několik pomocných rovnic, např. definičńı rce absorpčńıho a emis-
ńıho koeficientu.
Absorpčńı koeficient

χν =
∑
i

∑
j>i

[ni − (gi/gj)nj ]σij (ν) +
∑
i

(ni − n∗i e−hν/kT )σik(ν) +

+
∑
k

nenkσkk (ν, T ) (1− e−hν/kT ) + neσe ,

kde 1. část charakterizuje př́ıspěvek vázaně-vázaných přechod̊u (tj. absorpce v čarách), 2.
př́ıspěvek vázaně-volných přechod̊u (tj. ionizace, kontinuum), 3. př́ıspěvek volně-volných
přechod̊u a posledńı rozptyl na volných elektronech. Negativńı části výraz̊u 1-3 odpov́ıdaj́ı
stimulované emisi, σ(ν) jsou odpov́ıdaj́ıćı účinné pr̊uřezy, index k znač́ı kontinuum.
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Emisńı koeficient

ην =
2hν3

c2

[ ∑
i

∑
j>i

nj(gi/gj)σij(ν) +
∑
i

n∗iσik(ν) e
−hν/kT +

+
∑
k

ne nk σkk(ν, T ) e−hν/kT
]
,

což odpov́ıdá emisi v čarách + emisi v kontinuu + free-free emisi . . .

Rce Odpov́ıdaj́ıćı stavový parametr
- přenos zářeńı - středńı intenzita, Jν

- zářivá rovnováha - teplota, T
- hydrostatická rovnováha - celková hustota částic, N

- statistická rovnováha - populace, ni
- zachováńı náboje - elektronová hustota, ne

• Opakovaćı p̌ŕıklad: Modelováńı profil̊u čar ve slunečńıch erupćıch

Z d̊uvodu ńızké hustoty plazmatu v erupćıch je nutné k modelováńı čar z těchto oblast́ı použ́ıt NLTE
model, tedy model který nepoč́ıtá s lokálńı termodynamickou rovnováhou.

Tento model vycháźı ze tř́ı základńıch rovnic. Je to rovnice přenosu zářeńı

dI

ds
= η(ν)− χ(ν)I(ν) ,

kde specifická intenzita I(ν) záviśı předevš́ım na frekvenci ν, směru š́ı̌reńı zářeńı n, pozici r a čase t.
Explicitně je vyjádřena pouze závislost na ν

’
protože je v NLTE nejpodstatněǰśı. Změna I(ν) podél

diferenciálńı optické dráhy ds je výsledkem vlastnost́ı plazmatu, které jsou v daném mı́stě popsány
emisńım koeficientem η(ν) a absorpčńım koeficientem χ(ν).

Dále je třeba řešit rovnici statistické rovnováhy, která popisuje excitačńı a ionizačńı rovnováhu v dané
směsi atomů. Řešeńı této rovnice udává populaci atomárńıch hladin pro všechny kvantové stavy. Základńı
tvar rovnice statistické rovnováhy je

dni

dt
=

∑
[nj(R)ij + Cij)− ni(Rij + Cij)] ,

kde ni a nj jsou populace atomárńıch hladin i, j, Rij jsou
”
radiative rates“, které záviśı na poli zářeńı

a o Cij jsou
”
collisional rates“ pro neelastické srážky. Většina model̊u předpokládá stacionárńı stav, tj.

že člen dni/dt je roven nule.
Pro každou hladinu v atomu máme jednu rovnici statistické rovnováhy. Abychom však mohli tento

systém rovnic uzavř́ıt, potřebujeme o ještě jednu tzv. uzav́ıraćı rovnici. Můžeme použ́ıt rovnici zachováńı
počtu částic ve tvaru ∑

ni + ne = N =
pg

kT
kde N je celkový počet částic (atomů, iont̊u a elektron̊u), pg je tlak plynu a T je teplota plazmy. Počet
elektron̊u (ne) můžeme určit ze zákona zachováńı náboje a teplotu T je teoreticky možno odhadnout
ze zákona zachováńı energie. Největš́ım problémem je určit tlak plynu ve slunečńıch erupćıch, je to
možné pouze řešeńım rovnic magnetohydrodynamické rovnováhy. Z d̊uvodu zjednodušeńı se proto poč́ıtá
s izobarickými a izotermickými modely.

Řešeńı nelineárńıch NLTE rovnic pro v́ıcehladinový atom je numericky složitý problém. V současné
době se k řešeńı použ́ıva metoda urychlených lambda iteraćı.

Je zřejmě, že vlastnosti NLTE modelu nejsou dány pouze výše uvedenými rovnicemi. Je třeba přidat
okrajové podmı́nky, jako je např. geometrie modelovaného jevu, pole rychlost́ı a dopadaj́ıćı pole zářeńı.

Nejjednodušš́ı model, který si můžeme představit je jednodimenzionálńı vrstva plazmy s geometrickou
tloušt’kou D, která je kolmá ke slunečńımu povrchu, což znamená že dopadaj́ıćı pole zářeńı je symetrické.

V nejjednodušš́ım př́ıpadě předpokládáme, že erupce je osvětlena klidným Sluncem, pro nějž je jed-
noduché źıskat přesná data. Pro přesněǰśı model by však bylo nutné, abychom brali v úvahu aktuálńı
situaci na slunečńım povrchu pod pozorovaným jevem. Je to nutné z toho d̊uvodu, že výsledná intenzita
zářeńı v čáře Hα je velice citlivá na množstv́ı dopadaj́ıćıho zářeńı, což plat́ı zejména v ř́ıdké plazmě, kde
rozptýlené zářeńı hraje velice významnou roli v porovnáńı s excitaćı atomů srážkami.
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Kapitola 9

Stavba a vývoj hvězd

Hvězdy - přehled observačńıch výsledk̊u: Fotometrické systémy, magnitudy. Určováńı
hmotnost́ı kosmických objekt̊u, dynamická paralaxa, funkce hmotnosti. Určováńı rozměr̊u
hvězd, efektivńı teplota, úhlové pr̊uměry. Teploty hvězd, spektrálńı klasifikace. Hertz-
sprung̊uv-Russell̊uv diagram (HRD). Vztah hmotnost - zářivý výkon.

Vnitřńı stavba hvězd : Jaderné reakce ve hvězdách, přenos energie, stavové rovnice
hvězdné látky. Rovnice model̊u vnitřńı stavby hvězd. Vývoj hvězd, vývojové stopy v
HRD, závěrečné fáze hvězdného vývoje. Pulsace hvězd. Př́ıčiny proměnnosti hvězd.

• Hertzsprung̊uv-Russell̊uv diagram v r̊uzných souvislostech (velikosti a hmotnosti hvězd,
vývojové stopy hvězd, klasifikace a rozmı́stěńı proměnných hvězd v HRD
• Nitro hvězd – jaderné reakce (typy reakćı, podmı́nky pro jejich zahájeńı a udržováńı,

závislost na stavových veličinách)
• Středńı částicová hmotnost, stavová rovnice hvězdné látky a jej́ı limitńı př́ıpady
• Nitro hvězd – přenos energie (zářivý, konvektivńı, Schwarzschildovo kritérium . . . ),

opacita (př́ıčiny, teplotńı závislost . . . )
• Rovnice model̊u vnitřńı stavby hvězd, jednoduché modely vnitřńı stavby hvězd
• Prvńı tři rovnice vnitřńı stavby hvězd – rovnice zachováńı hmoty, pohybová rovnice a

rovnice hydrostatické rovnováhy jako jej́ı limitńı př́ıpad
• Řešeńı rovnic vnitřńı stavby, ne/závisle proměnné, okraj. podm., Heneyova metoda
• Vývoj hvězd v HR diagramu v závislosti na hmotnosti hvězd, základńı testy shody

teorie vývoje hvězd s pozorováńım
• Pozděǰśı vývojová stadia hvězd – stavba a vývoj v oblasti obr̊u a veleobr̊u, role

nukleárńıho hořeńı ve slupkách, hvězdný v́ıtr, pulsace hvězd a hlavńı typy pulsuj́ıćıch
hvězd, novy, supernovy, planetárńı mlhoviny, b́ıĺı trpasĺıci, pulsary

224



9.1. HRD VE FYZIKÁLNÍCH SOUVISLOSTECH 225

9.1 HRD ve fyzikálńıch souvislostech

Absorpci či emisi zářeńı v astrofyzikálńıch úlohách obvykle omezujeme na děje, které
prob́ıhaj́ı v atomu/molekule při pohlceńı/vyzářeńı kvanta o E = hν; tyto děje lze označit
jako přechody elektron̊u mezi r̊uznými hladinami energie resp. přechody atomů/molekul
mezi r̊uznými stavy = excitace a ionizace.

§ Excitace, Boltzmannova rovnice

Udává rozděleńı atomů v jednotlivých stavech při TDM rovnováze, můžeme zjistit poměr
počtu atomů v základńım stavu k počtu atomů jež jsou excitovány na vyšš́ı energetické
hladině.

Nm

Nn
=
gm
gn

exp
[
− Em − En

kT

]
gn, gm jsou tzv. statistické váhy (udávaj́ı kolika zp̊usoby se do daného stavu lze dostat),
tj. vlastně degenerace (pro vod́ık je g = 2n2, kde n je č́ıslo hladiny, pro ostatńı prvky
plat́ı g = 2j + 1, kde j je celkový moment hybnosti atomu); T je tzv. excitačńı teplota.
Viz též část Obecná fyzika.

§ Ionizace, Sahova rovnice

Pohlt́ı-li atom kvantum, jehož energie se rovná nebo převyšuje energii nutnou k uvolněńı
elektronu, který je v jisté hladině, nastává ionizace. Sahova rovnice udává rozděleńı ioni-
zovaných a neutrálńıch atomů při TDM rovnováze (udává stupeň ionizace, který můžeme
očekávat v plynu v tepelné rovnováze).

Ni

N0
=

(kT )5/2

Ne
exp

[
− Ei
kT

]
Ei ionizačńı potenciál (energie potřebná k odtržeńı vněǰśıho elektronu od atomu, např.
pro vod́ık 13,6 eV),Ne je hustota volných elektron̊u ( ∼ elektronovému tlaku Pe = NekT ).
Relativńı zastoupeńı těžš́ıch prvk̊u v atmosférách hvězd je oproti vod́ıku a héliu ńızké, tj.
při výpočtu poměru počtu ionizovaných atomů k neutrálńım je vhodné poč́ıtat tak, že se
vytvoř́ı 4 skupiny: v prvé je helium, v druhé vod́ık, ve třet́ı a čtvrté jsou ostatńı hojněji
zastoupené prvky s přibližně stejným ionizačńım potenciálem (Fe, Si, Mg, Ni a Al, Ca,
Na).

§ Excitace a ionizace vod́ıku, vztah ke spektrálńı klasifikaci

Velmi d̊uležitým kritériem pro zařazeńı hvězdy do určité spektrálńı tř́ıdy je výskyt Balme-
rovy série vod́ıku ve spektru hvězdy. Aby vznikla čára Balmerovy série, muśı být elektron
přenesen z druhé hladiny do nějaké vyšš́ı. Ve hvězdných atmosférách s teplotou nižš́ı než
cca 10000 K lze ionizaci zanedbat, k výpočtu obsazeńı hladin použijeme Bolzmannovy
rovnice; výsledek: poměr N2/N1 stoupá v závislosti na T od 10−10 při cca 5000 K do
3.10−5 při 10000 K.

Se stoupaj́ıćı teplotou ale současně stoupá počet ionizovaných atomů, od určité teploty
se přihláśı ionizace, která naexcitované atomy ”likviduje“ (viz obr.)→maximum intenzity
čar vod́ıku někde u 10000 K, pak pokles (absorpčńı čáry Balmerovy série jsou skutečně
nejvýrazněǰśı u hvězd typu A0 s teplotou atmosféry cca 10000 K).
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Podobně to funguje pro daľśı prvky, jen maxima jsou posunuta k r̊uzným teplotám
(viz obr). Na tom je založena spektrálńı klasifikace!!!

O B A F G K M
Barva modro mobro b́ılá žluto žlutá oranž. červ.

b́ılá b́ılá b́ılá
B-V -0,45 -0,20 0 +0,4 +0,6 +1,0 +1,5
MV -6 -3,7 +0,7 +2,8 +4,6 +5,2 +8,9

Teff [K] 35 000 21 000 10 000 7 200 6 000 4 700 3 300
Pozorováno 2,5 26,7 11,0 16,7 16,7 35,4 7,6

v %
Skutečné 0,03 0,6 0,2 9,3 9,3 39,1 50,0

rozděl. v %
Spektra HeII HeI HI HI,CaII CaII CaI TiO

HeI HI (Balmer) Ti,Fe HI HI CaI
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§ HRD

Hertzsprung̊uv-Russel̊uv diagram = spektrálńı typ vs. sv́ıtivost (v p̊uvodńı publikaci),
stavový diagram = Teff vs. L, barevný diagram = B-V vs. M

Vyjadřuje vztah mezi povrchovou teplotou hvězdy a jej́ım výkonem/zářivost́ı. Pokryt́ı
diagramu neńı rovnoměrné, nebot’ libovolnému bodu nemuśı odpov́ıdat skutečná hvězda –
– zákony fyziky nepřipouštěj́ı všechny dvojice.

Body v diagramu, z nichž každý představuje jednu hvězdu, se seskupuj́ı podél dvou
zřetelných větv́ı, odpov́ıdaj́ıćıch dvěma velkým skupinám: prvńı, v ńıž se sv́ıtivost po-
stupně zmenšuje od tř́ıdy O ke tř́ıdě M, a druhé, v ńıž je sv́ıtivost vždy vysoká a mı́rně
se měńı se spektrálńım typem. Prvńı tvoř́ı hlavńı posloupnost (na ńı asi 90% hvězd
z našeho okoĺı), druhá je větev obr̊u. (Tyto dvě skupiny jsou zcela zřejmě odděleny
ve tř́ıdách K a M, zde jsou pouze velmi jasné hvězdy a velmi slabé hvězdy s poměrem
sv́ıtivosti nejméně 10000:1.) Ve všech spektrálńıch tř́ıdách se rovněž nalézá malý počet
hvězd ještě mnohem jasněǰśıch než jsou obři = veleobři. Jednu nebo dvě magnitudy pod
hlavńı posloupnost́ı se nacháźı podtrpasĺıci a velmi daleko pod hlavńı posloupnost́ı se
nalézá několik velmi slabých, ale hmotných hvězd = b́ıĺı trpasĺıci.

HRD pro hvězdokupy viz též str. 259. Proměnné hvězdy v HRD, viz str. 267.
Podrobný popis jednotlivých typ̊u hvězd etc. viz část ”Typy pozorovaných hvězd“ . . .
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9.2 Nitro hvězd – Úvod, obecné fyzikálńı zákonistosti

Proč hvězdy vydrž́ı bez viditelné změny dlouho zářit? Ještě v 19. stolet́ı existovaly úvahy
o tom, zda je možné, aby Slunce źıskávalo svou zářivou energii chemickými reakcemi.
Lékař J.R. Mayer uvažoval r. 1846 o tom, že by Slunce mohlo źıskávat energii dopadem
meteorit̊u. Bylo ale odhadnuto, že by k dosažeńı potřebného zářivého výkonu muselo na
Slunce každou sekundu dopadat 2.1012 tun hmoty a takový př́ır̊ustek hmoty by se musel
měřitelně projevit na změně drah planet. H. von Helmholtz u Slunce uvažoval uvolňováńı
energie gravitačńım smršt’ováńım. Odhadl, že by to Slunci zajistilo zářivou stabilitu na
cca 40 milión̊u let. Nicméně zlepšuj́ıćı se odhady stář́ı Země vyloučily i tuto možnost.
Teprve koncem třicátých let dvacátého stolet́ı byl nalezen hlavńı zdroj stabilńıho zářeńı
hvězd: jaderná syntéza prvk̊u, zejména slučováńı vod́ıku na helium. T́ım byla otevřena
cesta ke konstrukci realistických model̊u stavby a vývoje hvězd.

Téměř celá dosavadńı teorie stavby a vývoje hvězd je vybudována a propočtena za
pomoci jednorozměrných model̊u sféricky symetrických hvězd. Toto zjednodušeńı má své
oprávněńı. Ukazuje se totiž, že hmota hvězd má vysoký stupeň koncentrace směrem ke
středu. Všechny stavové veličiny lze proto pro daný model hvězdy považovat za funkce
jediné proměnné, např. vzdálenosti R od středu hvězdy či hmoty MR obsažené v kouli
o poloměru R. Základńı předpoklady jednoduchých model̊u – v celé hvězdě plat́ı známé
fyzikálńı zákony; látka uvnitř hvězdy se chová jako plyn bez ohledu na vysoké tlaky,
které tam existuj́ı (opodstatněno vysokými teplotami a tud́ıž úplnou ionizaćı veškerých
atomů); stabilita hvězdy ← hydrostatická rovnováha.
Daľśı činěná zjednodušeńı:
• Zanedbává se rotace hvězd (odstředivá śıla, změna tvaru hvězdy, diferenciálńı rotace).
• Zanedbávaj́ı se možná magnetická pole a jejich vliv na stavbu hvězdy.
• Použ́ıvá se nedokonalá teorie konvekce; předpokládá se, že termodyn. procesy v nitru
hvězdy prob́ıhaj́ı adiabaticky, což je ale dobrá aproximace. U hmotněǰśıch hvězd z̊ustává
zdrojem nejistoty i jev, kterému se ř́ıká konvektivńı přestřelováńı (convective overshoo-
ting), totiž možnost, že konvekce d́ıky setrvačnosti konvektivńıch element̊u zasáhne i do
vrstev nad konvektivńı zónou.
• Přetrvává jistá nepřesnost v hodnotách extinkčńıch/opacitńıch koefic. hvězdné látky.
• Přetrvává i nejistota v určeńı účinných pr̊uřez̊u jaderných reakćı, což vede obecně k
větš́ım chybám v časové škále, než v povrchových charakteristikách modelových hvězd.
• Pro velmi chladné hvězdy a pro velmi husté hvězdy přetrvávaj́ı určité nejistoty ve
stavové rovnici.
• Pro některé hvězdy jsou atmosféry nestabilńı a docháźı z nich ke ztrátě hmoty formou
tzv. hvězdného větru. To se při modelováńı bud’ zcela zanedbává nebo je použit jedno-
duchý parametrický popis ztráty hmoty hvězdným větrem.
• Problémem z hlediska modelováńı z̊ustávaj́ı i ta stadia vývoje, kdy docháźı k drama-
tickým změnám na dynamické škále, které nelze korektně popsat stacionárńımi modely.

Ukázka modelováńı: Model našeho Slunce, obvykle se zač́ıná s homogenńım mo-
delem, kontrahuj́ıćım k hlavńı posloupnosti nulového věku, který je ještě ve stavu před
započet́ım slučováńı deuteria. Zkusmo se voĺı:
1. poměr l/Hp mezi středńı volnou dráhou a tlakovou škálou
2. počátečńı hmotnostńı procento vod́ıku X
3. počátečńı hmotový poměr obsahu těžkých prvk̊u v̊uči vod́ıku Z/X,
a to tak, aby výpočet pro vývojový model o hmotě Slunce v čase 4,6 mld let od hlavńı
posloupnosti nulového věku správně reprodukoval současný pozorovaný poloměr Slunce,
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zářivý výkon a poměr Z/X. Do nedávna přetrvávala neshoda v předpovědi toku neutrin
ze Slunce, 2001 povrzena hypotéza oscilaćı neutrin → teorie hvězdné stavby je OK.

Teplota T – V klasickém pojet́ı se vycháźı ze zjǐstěńı, že jsou-li tepleǰśı a chladněǰśı těleso či látka
v kontaktu, tepelný rozd́ıl mezi nimi rychle zmiźı a ustav́ı se tepelná rovnováha. Dále je z pozorováńı
zjǐstěno, že č́ım je látka tepleǰśı, t́ım větš́ı je jej́ı objem. Teplota látky se proto může definovat jako mı́ra
objemu nějaké standardńı látky a kalibrovat. Z hlediska kinetické teorie plyn̊u je ovšem možné teplotu
látky chápat jako veličinu př́ımo úměrnou středńı kinetické energii částic.

Středńı hmotnost částic směsi plynu – Relativńı hmotnosti atomů jednotlivých chemických
prvk̊u či isotop̊u se nazývaj́ı atomovými hmotnostmi. Za jednotku relativńı atomové hmotnosti se
přij́ımá 1/12 klidové hmotnosti nuklidu uhĺıku 12

6C. Skutečná hmotnost jednotky atomové hmotnosti pak
čińı mu

.
= 1, 66.10−24 g.

Gramatomem nebo grammolekulou se nazývá takové množstv́ı nějakého chemického prvku, mole-
kuly či částice, jehož hmotnost v g je č́ıselně rovna atomové či obecně částicové váze ve výše uvedených
relativńıch jednotkách. Sama molekulová hmotnost je bezrozměrná, skutečná hmotnost jednoho grama-
tomu látky o molekulové hmotnosti µ čińı µ g. (Objem gramatomu tedy je V = µ/ρ .)

Avogadr̊uv zákon: Gramatom libovolné látky obsahuje vždy stejný počet částic dané látky, obvykle
označovaný NA. Č́ıslu NA se ř́ıká Avogadrovo č́ıslo = 6, 022.1023 mol−1.

Předpokládejme, že 1 g směsi plynu obsahuje wE gramů elementu (prvku) E a 1 g elementu E
obsahuje αENA částic. Pak 1 g směsi obsahuje αEwENA částic elementu E a celkový počet částic v 1 g
směsi n = NA

∑
E
αEwE . Často se uvažuje počet částic v objemové jednotce (particle density) N. Plat́ı

zřejmě N = ρn = ρNA

∑
E
αEwE . Označ́ıme-li ZE náboj elementu E, při úplné ionizaci pak vznikne z

1 atomu ZE elektron̊u a 1 iont, tj. ZE + 1 částic, a bude tedy αE = 1+ZE
AE

, pro čistě elektronový plyn

αE = ZE
AE

.

Jestliže ne, ni a nn jsou počty elektron̊u, iont̊u a neutrálńıch čátic v jednotkovém objemu, plat́ı
n = ne +ni +nn. Jelikož v nitrech hvězd jsou všechny atomy plně ionizovány a většinou je zde zastoupen
vod́ık, chovaj́ı se protony a elektrony jako částice na sobě nezávislé a s přibližně polovičńı hmotnost́ı
proton̊u (µ = 1/(1 + 1)). Pro středńı částicovou hmotnost µ tak při úplné ionizaci můžeme psát vztah
µ = (hmotnostńı č́ıslo prvku)/(počet elektron̊u + 1) = A/(Z+1). V atomu, jehož hmotnostńı č́ıslo je
A� 4, je počet elektron̊u přibližně 1

2
A, a proto µ ∼ A

1
2 A
∼ 2. Středńı molekulová hmotnost µ směsi úplně

ionizovaných plyn̊u, ve které je relativńı zastoupeńı prvk̊u H :He: ostatńı v poměru X:Y:Z, je poměrně

přesně určena vztahem µ =

(
X

µH+ Y
µHe

+ Z
2

)−1

= 4
6X+Y +2

, kde X + Y + Z = 1

§ Stavová rovnice

Funkčńı závislost mezi stavovými veličinami popisuj́ıćımi vlastnosti nějaké směsi plynu
či plazmatu, tedy vztah mezi tlakem, hustotou (či objemem) a teplotou.

• Stavová rovnice ideálńıho plynu
Ideálńım plynem se nazývá soubor dokonale elastických, hladkých a sférických částic,
splňuj́ıćıch následuj́ıćı tři podmı́nky:
1. Rozměry částic jsou mnohem menš́ı než jejich středńı volná dráha mezi srážkami, takže
je lze považovat za hmotné body.
2. Trváńı srážky je mnohem kratš́ı než doba volného pohybu mezi srážkami.
3. Částice na sebe navzájem mimo srážky nep̊usob́ı žádnými přitažlivými či odpudivými
silami, to znamená, že mimo srážky se pohybuj́ı konstantńı rychlost́ı a po př́ımce, jejich
energie je výlučně kinetická.

Protože tlak P v látce záviśı pouze na jej́ım vnitřńım stavu (nikoliv na tvaru, který
zauj́ımá) resp. jej́ı celkové hmotě M, záviśı tlak zřejmě na teplotě T a hustotě ρ resp.
specifickém objemu v (objem, který zauj́ımá jednotková hmota). Je tedy P = f(v, t) a
v = ρ−1.
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Stavová rovnice ideálńıho plynu má tvar 1

P =
RT
V

=
ρ

µ
RT .

Stavovou rovnici lze též odvodit ze stat. fyz. z klas. Maxwellova rozd.; výsledný tvar:

P =
NV

V
kT ,

kde NV je počet částic v objemu V a k je Boltzmannova konstanta. Plat́ı R = kNA.
• Stavová rovnice hvězdné látky

Prostřed́ı ve hvězdách je tvořeno směśı plazmatu, plynu a zářeńı. Zcela ionizovaná látka
tvoř́ı obvykle zhruba 95% celkové hmoty hvězdy. Pouze vrstvy v bĺızkosti povrchu hvězdy
jsou ve stavu neúplné ionizace.2

Zaj́ımáme-li se o stavovou rovnici hvězdné látky, můžeme uvažovat jednotlivě tlak
iont̊u Pi, tlak volných elektron̊u Pe a tlak zářeńı Pr. Podle Daltonova zákona bude

1

”
Odvozeńı“: Dle Boyleova-Mariottova zákona je součin tlaku a specifického objemu plynu při

konstantńı teplotě rovněž konstantńı, což znamená, že stavová rovnice muśı mı́t tvar Pv = h(t), kde h(t)
je nějaká funkce teploty. Již roku 1877 bylo dohodnuto, že teplotńı škála bude zavedena jako lineárńı
závislost na tlaku vod́ıku při konstantńım objemu, přičemž se použije bod táńı ledu 0 ◦C a varu vody
100 ◦C ke kalibraci. Pro v = konst. tedy plat́ı P (t) = P (0)(1 +αt), kde P (0) je tlak při teplotě 0 ◦C a α
je konstanta, jej́ıž hodnota při zvolené kalibraci teplotńı škály je α = 273, 15−1.

Podle empiricky odvozeného Gayova-Lussacova zákona zvětš́ı všechny plyny při zahřát́ı z 0 ◦C na
1 ◦C sv̊uj objem o α a plat́ı pro ně následuj́ıćı vztahy:

v(t) = v(0)(1 + αt) pro P = konst.

P (t) = P (0)(1 + αt) pro v = konst.

G.-L. zákon plat́ı pro reálné plyny pouze přibližně, ale přesně pro plyn ideálńı.
Je výhodné zavést škálu absolutńı teploty T následovně:

T = t+ 273, 15 resp. t = T − α−1 .

Dosazeńı do předchoźıch rovnic dostáváme

v(t) = v(0)αt pro P = konst. (∗)
P (t) = P (0)αt pro v = konst. (∗∗)

Nyńı tedy můžeme přistoupit k nalezeńı stavové rovnice pro ideálńı plyn, tedy konkrétńı funkčńı závislosti
h(t). Předpokládejme, že stav plynu se změńı z výchoźıch hodnot P1, v1 a T1 na nové hodnoty P2, v2 a
T2, a to ve dvou kroćıch. Nejprve plyn zahřejeme na teplotu T2 při konstantńım tlaku. Objem plynu se
tak dle (*) změńı na hodnotu v(T2) = v1T2T

−1
1 . Poté isotermicky změńıme jeho tlak na hodnotu P2, dle

Boyleova-Marriotova zákona, tj. P1v(T2) = P2V2, což lze s využit́ım vztahu (**) ještě upravit na

P1v1
T1

=
P2v2
T2

= c ,

kde c je pro daný plyn konstanta. Pokud mı́sto specifického objemu v budeme uvažovat objem 1 grama-
tomu V, který pro všechny plyny obsahuje stejný počet částic, bude ve stavové rovnici mı́sto c konstanta
R = 8, 314 J mol−1 K−1 stejná pro všechny ideálńı plyny – universálńı plynová konstanta.

2 Zejména u méně hmotných hvězd je nav́ıc v centrálńıch částech tak vysoká koncentrace hmoty, že
tam docháźı ke stavu degenerace. Při hustotách nad asi 109 kg m−3, nabývá tato degenerace relativistický
charakter. To nastává až v nitrech b́ılých trpasĺık̊u. Vzhledem k tomu, že např. podle klasického Ma-
xwellova rozděleńı je nejpravděpodobněǰśı rychlost částice vM dána vztahem vM =

√
2kT/m, je zřejmé,

že kinetické rychlosti částic jsou klesaj́ıćı funkćı jejich hmotnosti. Stupeň degenerace iont̊u je proto mno-
hem menš́ı než pro elektrony. Ukazuje se, že alespoň v oblastech nerelativistické degenerace lze ionty
považovat za nedegenerované, chovaj́ıćı se jako částice ideálńıho plynu. Iontová degenerace nastupuje až
při hustotách nad 1012 kg m−3.
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totiž výsledný tlak aritmetickým součtem jednotlivých př́ıspěvk̊u, tedy P = Pi+Pe+Pr.
S vysokou přesnost́ı lze považovat nitro hvězdy za AČT, pro tlak zářeńı tak máme

Pr =
a

3
T 4 ,

kde a je konstanta hustoty zářeńı (viz str 192). Označ́ıme-li tlak plynu Pg, můžeme dále
zavést parametr β vyjadřuj́ıćı poměr tlaku plynu ku celkovému tlaku, tj. β = Pg/(Pg+Pr).
Hodnota β se bĺıž́ı 0 při velmi vysokých teplotách a ve velmi ř́ıdkých plynech. Naopak
pokud jde β k 1, lze tlak zářeńı zanedbat. Srovnáńım stavové rovnice ideálńıho plynu
a výrazu pro tlak zářeńı vid́ıme, že pod́ıl zářivého na celkovém tlaku uvnitř hvězdy stoupá
s 3 mocninou teploty, nicméně u hvězd podobných našemu Slunci (a tedy u většiny)
převládá tlak plynu nad tlakem zářeńı.

Vzhledem k tomu, co jsme si řekli o stavové rovnici ideálńıho plynu, v́ıme, že v ne-
degenerovaných oblastech hvězdy můžeme tlak plynu popsat pomoćı středńı atomové
hmotnosti a stavová rovnice hvězdné látky bude mı́t tvar

P =
ρ

µ
RT +

a

3
T 4 .

V oblastech elektronové degenerace je situace složitěǰśı a muśıme uvažovat ionty
a elektrony zvlášt’.3

Ionty z̊ustávaj́ı i za velmi extrémńıch podmı́nek prakticky nedegenerované, takže sta-
vová rovnice iontového plynu z̊ustává ve tvaru

Pi =
ρ

µi
NAkT .

Pro degenerovaný elektronový plyn je nutno použ́ıt kvantovou statistiku. Výslednou
stavovou rovnici platnou pro oblasti úplné ionizace včetně oblast́ı nerelativistické dege-
nerace lze zapsat ve tvaru

P =
ρ

µ
RTλ+

a

3
T 4 ,

3 Degenerovaný plyn: bude-li centrálńı hustota hvězdy řádu 108, budou se volné elektrony chovat
podobně jako v kovech. Neplat́ı klasická stavová rovnice. Dle Pauliho principu plat́ı, že pouze jeden
elektron může obsadit jednotlivý energetický stav. Počet těchto stav̊u je dán počtem jednotlivých cel o
rozměru h3 (Planckova konstanta), které lze umı́stit do šestirozměrného fázového prostoru daného třemi
prostorovými rozměry a odpov́ıdaj́ıćımi impulsy.
Částice se spinem 1/2 (fermiony) mohou fázový prostor o rozměru h3 obsadit jen tak, že maj́ı odlǐsně
orientovaný spin. Nejvýše dva elektrony s rozd́ılným spinem se tak mohou nalézat v jednotlivé cele.
V degenerovaném plynu jsou všechny cely plně obsazeny až do určité maximálńı energie, odpov́ıdaj́ıćı
impulsu pm. Bĺıž́ı-li se počet obsazených stav̊u maximálńımu možnému počtu, pak se nemůže rozděleńı
rychlost́ı elektron̊u ř́ıdit běžnými zákony termodynamiky, nýbrž statistikou Fermiho-Diracovou, viz část
Obecná fyzika . . .
. . . Můžeme ovšem předpokládat, že elektronová degenerace se uplatňuje pouze v situaćıch, kdy je plyn
již plně ionizován, takže pro atomovou hmotnost iont̊u µi a volných elektron̊u µe lze psát

µ−1
i =

∑
E

wE

AE
a µ−1

e =
∑

E

ZEwE

AE
.

Pro středńı molekulovou hmotnost plazmatu tedy plat́ı

µ−1 = µ−1
i + µ−1

e .

Pro počty iont̊u a elektron̊u v objemové jednotce tak můžeme psát

Ni = ρ
NA

µi
a Ne = ρ

NA

µe
.
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kde parametr λ lze vypoč́ıtat z hustoty a teploty pomoćı vztah̊u odvozených kvantovou
statistikou.

Pro limitńı stav úplné elektronové degenerace plyne z Fermiho-Diracova rozděleńı
stavová rovnice ve tvaru Pe = K1( ρ

µe
)5/3, kde K1 = 1

20( 3
π )2/3 h2

mem
5/3
p

. Pro zvláště vy-

soké hustoty se uplatńı relativistické Fermiho-Diracovo rozděleńı (je-li kinetická energie
volných elektron̊u v degenerovaném plynu větš́ı než jejich klidová energie E0 = mec

2,
nastává relativistická degenerace a limitně plat́ı stavová rovnice ve tvaru Pe = K2( ρ

µe
)4/3,

kde K2 = ( 3
π )1/3 hc

8m
4/3
p

. Tlak je v degenerovaném plynu závislý na jeho hustotě, teplota

ve vztaźıch již nevystupuje).
Při hustotách nad asi 1014kg/m3 jsou volné elektrony jakoby natlačeny na protony,

vzniká plně degenerovaný neutronový plyn.
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9.3 Základńı rovnice stavby hvězd

§ Rovnice zachováńı hmoty

Necht’ MR je hmota obsažená v kouli o poloměru R a ρR je hustota hvězdné látky
ve vzdálenosti R od středu hvězdy. Pro př́ıpad sférické symetrie zcela zřejmě plat́ı dife-
renciálńı vztah dMR = 4πR2ρdR, který vede na diferenciálńı rovnici zachováńı hmoty

dR
dMR

=
1

4πR2ρ
.

§ Pohybová rovnice a jej́ı limitńı p̌ŕıpad: rovnice hydrostatické rovnováhy

Vzhledem k zanedbáńı rotace a elektromagnetických sil stač́ı uvažovat pouze gravitaci
a gradient tlaku. Protože orientace souřadné soustavy mı́̌ŕı na rozd́ıl od p̊usob́ıćı śıly
směrem od centra k povrchu a tlak směrem od centra k povrchu klesá, bude mı́t pohybová
rovnice tvar

dMR
d2R

dt2
= −GMRdMR

R2
− 4πR2dP ,

kde dP a dMR jsou změna tlaku a př́ır̊ustek hmoty mezi mı́sty s poloměrem R a R+dR.
S použit́ım rovnice zachováńı hmoty lze pohybovou rovnici rovněž přepsat do tvaru

ρ
d2R

dt2
= −GρMR

R2
− dP

dR
,

který popisuje pohyb jednotkového objemu. Pro dynamicky stabilńı hvězdy lze člen po-
pisuj́ıćı zrychleńı zanedbat a uvažovat pouze tzv. rovnici hydrostatické rovnováhy,
t.j. situaci, kdy změna tlaku od mı́sta k mı́stu právě vyrovnává váhu vrstev nad ońım
mı́stem:

dP
dMR

= −GMR

4πR4
.

Všechny śıly p̊usob́ıćı na malý objem ve hvězdném tělese se vzájemně vyrovnávaj́ı, takže
jejich výslednice je nulová.

§ Rovnice tepelné rovnováhy

Hlavńım dlouhodobým zdrojem zářivé energie hvězd jsou syntetické jaderné reakce, tedy
spojováńı dvou či v́ıce jader lehkých prvk̊u na těžš́ı, při kterém se uvolňuje velké množstv́ı
zářivé energie.

Pro zažehnut́ı je třeba velké energie, aby došlo k překonáńı coulombovského po-
tenciálového valu mezi dvěma jádry. Jestliže vzdálenost mezi dvěma jádry, při ńıž může
nastat jaderná reakce, je R0 (cca 10−15 m), pak energie potřebná k překonáńı valu je
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Ec = Z1Z2e
2/R0. Tepelná energie je dána vztahem ET = 3kT/2. Je-li T = 107 K,

Z1 = Z2 = 1, pak Ec = 1 MeV a ET = 1 keV, tj. ET /Ec ∼ 10−3. Jak to, že jaderné re-
akce nastanou? Viz Maxwellovo rozděleńı, vždy existuje jistý počet částic pohybuj́ıćıch se
rychlostmi větš́ımi než odpov́ıdá ET . Současně existuje jistá nenulová pravděpodobnost
k překonáńı bariéry, uplatňuje se tunelový jev. Tato pravděpodobnost prudce roste s
rychlost́ı částic. Pro lehké prvky, které maj́ı Z malé a tud́ıž i Ec ńızkou jsou hodnoty této
pravděpodobnosti při dané rychlosti vyšš́ı než pro těžké prvky s ”vyšš́ım valem“. T́ım
je dán výběr prob́ıhaj́ıćıch reakćı – nejčastěji se muśı vyskytovat reakce při ńıž se měńı
nejlehč́ı a nejpočetněji zastoupený prvek.

Energeticky zdaleka nejvydatněǰśı slučovaćı jadernou reakćı je přeměna vod́ıku na
helium. Známy jsou celkem čtyři zp̊usoby této přeměny. Prvńı tři se shrnuj́ı pod název
proton-protonový cyklus (dále p-p). Jejich společnou vlastnost́ı je, že se postupně
čtyři protony, tj. nuklidy 1

1H transformuj́ı ve stabilńı nuklid helia 4
2He. Schematicky lze

postupné reakce zapsat následovně:

1
1H +1

1 H → 2
1H + e+ + ν .

Positron anihiluje s nejbližš́ım volným elektronem a vznikne kvantum elektromagne-
tického zářeńı, tedy foton:

e+ + e− → γ .

Při daľśı reakci
2
1H +1

1 H → 3
2He + γ .

se opět uvolńı kvantum elektromagnetického zářeńı.
Až dosud uvedené reakce jsou shodné pro všechny tři možné verze p-p cyklu. Poté

mohou nastávat r̊uzné alternativy. Nejjednodušš́ı je p-p I, při kterém reaguj́ı dva nuklidy
3
2He:

3
2He +3

2 He → 4
2He +1

1 H +1
1 H, .

Dvě daľśı varianty p-p cyklu maj́ı následuj́ıćı reakci společnou

3
2He +4

2 He → 7
4Be + γ .

Poté nastane bud’ cyklus p-p II

7
4Be + e− → 7

3Li + ν
7
3Li +1

1 H → 8
4Be + γ

8
4Be → 4

2He +4
2 He

nebo cyklus p-p III

7
4Be +1

1 H → 8
5B + γ

8
5B → 8

4Be∗ + e+ + ν

e+ + e− → γ
8
4Be∗ → 4

2He +4
2 He ,

kde hvězdička u nuklidu berylia označuje energeticky vyšš́ı, excitovaný stav, vedoućı
k rychlému rozpadu jádra.

Bilance všech 3 verźı p-p cyklu je stejná: zaniknou čtyři jádra H a vznikne stabilńı
nuklid He, přičemž se uvolńı několik kvant elmag zářeńı a dvě neutrina.
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Množstv́ı energie, které se těmito reakcemi uvolńı v 1 g hvězdné látky za 1 s lze
spoč́ıtat dle složitých vztah̊u jako funkce teploty T, hustoty ρ a relativńıho obsahu vod́ıku
X a helia Y. Na obrázku je znázorněno, jak se energeticky uplatňuj́ı jednotlivé varianty
p− p cyklu v závislosti na teplotě.

Čtvrtý zp̊usob jaderné přeměny vod́ıku na helium, který se významně uplatňuje pro
vyšš́ı teploty než p-p cykly, je tzv. CNO cyklus. Do něj v roli jakéhosi katalyzátoru
vstupuj́ı nuklidy duśıku nebo uhĺıku. Schematicky lze reakce CNO cyklu popsat takto:

12
6C +1

1 H → 13
7N + γ

13
7N → 13

6C + e+ + ν

e+ + e− → γ
13
6C +1

1 H → 14
7N + γ

14
7N +1

1 H → 15
8O + γ (4)

15
8O → 15

7N + e+ + ν

e+ + e− → γ

Poté může reakce pokračovat dvoj́ım zp̊usobem. Bud’ vznikne př́ımo heliové jádro a uhĺık,
který vstoupil do reakce, se opět vylouč́ı, tj.

15
7N +1

1 H → 12
6C +4

2 He

nebo proběhne několik daľśıch reakćı a dojde k vyloučeńı nuklidu duśıku:

15
7N +1

1 H → 16
8O + γ
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16
8O +1

1 H → 17
9F + γ

17
9F → 17

8O + e+ + ν

e+ + e− → γ
17
8O +1

1 H → 14
7N +4

2 He

Pr̊uběh této syntézy záviśı kriticky na reakci (4), která je ”nejpomaleǰśı“ tj. nastává
velmi nesnadno.

Při teplotě vyšš́ı než 108 K docháźı v oblastech s vyšš́ım obsahem helia k daľśı
významné slučovaćı reakci, nazývané 3α proces. Při ńı se postupně tři heliová jádra
přeměńı na jádro uhĺıku a daľśı heliová jádra se poté řetězovitě dál slučuj́ı na těžš́ı prvky:

4
2He +4

2 He → 8
4Be

8
4Be +4

2 He → 12
6C∗

12
6C∗ → 12

6C + γ

12
6C +4

2 He → 16
8O + γ

16
8O +4

2 He → 20
10Ne + γ

20
10Ne +4

2 He → 24
12Mg + γ

. . .

Na následuj́ıćım straně je na obrázku znázorněna energetická vydatnost CNO cyklu v
závislosti na teplotě (v MK) a pro hustotu v nitru hvězdy o hmotnosti 15 M� na začátku
nukleárńıho vývoje (horńı panel) a energetická vydatnost 3α reakce jaderné přeměny
hélia na uhĺık v závislosti na teplotě a pro hustotu v nitru hvězdy o hmotnosti 10M� ve
stadiu spalováńı helia v jádru (dolńı panel).

Při ještě vyšš́ıch teplotách nad 6.108 K docháźı k řadě daľśıch, ale energeticky stále
méně významných reakćı až dojde ke vzniku stabilńıch nuklid̊u skupiny železa.

Kromě jaderných reakćı a poklesu ionizace v podpovrchových vrstvách nemá hvězda
žádné daľśı aktivńı zdroje energie a lze ji považovat za isolovaný termodynamický systém.
Označ́ıme-li LR množstv́ı energie procházej́ıćı za jednotku času povrchem koule o po-
loměru R od centra směrem k povrchu a budou-li dLR a dMR označovat změnu této
energie a př́ır̊ustek hmoty mezi koulemi o poloměrech R a R+ dR, pak lze pro celkovou
změnu tepelné energie Q v 1 g hvězdné látky, jež se nacháźı ve vzdálenosti R od centra
hvězdy za čas dt psát

dQ = TdS = (Enuk −
dLR
dMR

)dt ,

kde dS je změna entropie za čas dt a Enuk je produkce energie jadernými reakcemi v 1 g
hvězdné látky v daném mı́stě za jednotku času.
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Po úpravě tedy
dLR
dMR

= Enuk − T
dS
dt

.

To je rovnice tepelné rovnováhy v základńım tvaru (též rovnice uvolňováńı ener-
gie). Při skutečném výpočtu je ovšem třeba specifikovat časové změny entropie konkrétně.
Zahrnuj́ı totiž změny potenciálńı i vnitřńı energie, včetně změn ionizace v podpovr-
chových vrstvách.

Naznačeńı postupu: dle 1. věty termodynamické lze psát (s uvážeńım že objem 1 g látky V = 1/ρ)

TdS = dU + PdV = dU − P

ρ2
dρ .

Veličina U označuje vnitřńı energii, která je obecně funkćı stavových veličin a středńı hmotnosti částic
µ, takže jej́ı změnu lze rozkládat do tvaru

dU =
∂U

∂T
dT +

∂U

∂ρ
dρ+

∂U

∂µ
dµ .

Diferenciál dµ představuje takto samostatně pouze změny zp̊usobené změnami chemického složeńı (bud’

v d̊usledku nukleárńı přeměny element̊u nebo vlivem konvekce zasahuj́ıćı hluboko do oblast́ı s gradientem
chemického složeńı, který vznikl v d̊usledku nukleárńıch změn během předchoźıho vývoje hvězdy). Nejde
naopak o změny vyvolané ionizaćı ve vrstvách bĺıže k povrchu hvězdy. Ty jsou totiž funkćı teploty a nejsou
proto nezávislé.

Je třeba si ještě uvést konkrétńı výrazy pro vnitřńı energii hvězdné látky. Statistická fyzika a teorie
zářeńı dávaj́ı pro jednotlivé složky tyto výrazy:

Ui =
3

2
nikT Ue =

3

2
nekT

2
3
F 3

2

F 1
2

Ur =
aT 4

ρ

kde ni a ne představuj́ı počet iont̊u a počet elektron̊u v 1 g hvězdné látky. Fk jsou funkce závislé na tzv.
parametru degenerace (č́ım vyšš́ı hodnota, t́ım vyšš́ı stupeň degenerace).
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Celková energie plazmatu je dána součtem př́ıspěvk̊u jednotlivých složek. S užit́ım vztah̊u Pr = aT 4/3
a P = ρRTλ/µ+ aT 4/3 dostaneme

Ui + Ue =
3

2

R
µ
Tλ =

3

2

βP

ρ
,

Ur = 3(1− β)
P

ρ
,

Ui + Ue + Ur =
3

2

βP

ρ
+ 3(1− β)

P

ρ
=

3

2

P

ρ
(2− β) .

V podpovrchových vrstvách je třeba nav́ıc uvažovat i př́ıspěvek ionizačńı energie Uion. Označ́ıme-li
χr

j ionizačńı potenciál j-tého prvku pro r-tý stupeň ionizace můžeme pro podpovrchové vrstvy psát

Uion =
N0

µi

N∑
j=1

νj

Mj∑
r=0

xr
j

r−1∑
s=0

χs
j .

§ Rovnice p̌renosu energie

Změna teploty od mı́sta k mı́stu je ve hvězdném nitru určována zp̊usobem přenosu energie
ve hvězdě. V principu existuj́ı tři zp̊usoby přenosu energie: zářeńım (zářivou difuśı), ve-
deńım tepla (kondukćı, částicovou difuśı), a konvekćı (prouděńım). Prvńı dva zp̊usoby
jsou mikroskopické, posledńı je makroskopický. Tepelná vodivost hvězdného materiálu
je ve většině př́ıpad̊u zanedbatelná, roli hraje pouze v podmı́nkách extremńıch hustot
(degenerovaný plyn – b́ıĺı trpasĺıci, neutronové hvězdy), kde se uplatňuje elektronová
degenerace. (Formálně lze ovšem zářeńı a vedeńı popisovat velmi podobně.)
• Rovnice zářivého přenosu energie

Př́ıčin difuse je mnoho, od absorpce na negativńıch iontech vod́ıku až po rozptyl na
volných elektronech. Mı́ra nepr̊uhlednosti hvězdného materiálu, opacita4, je velmi slo-
žitou funkćı hustoty ρ, teploty T , chemického složeńı a vlnové délky. Numericky tedy
koeficient opacity udává, kolik zářivé energie je zachyceno v jednotce hmoty o dané
hustotě, teplotě a chemickém složeńı.

Výpočet opacitńıho koeficientu představuje samostatný a náročný úkol. Pro hvězdná
nitra, kde se zvažuje jen celková energetická bilance, se použ́ıvaj́ı koeficienty opacity
středované přes všechny vlnové délky. Tyto koeficienty bývaj́ı v samostatných studíıch
obvykle tabelovány a při výpočtech model̊u hvězdných niter se v takových tabulkách
numericky interpoluje.

Popis zářivého přenosu energie muśı vycházet z rovnice přenosu. Zářeńı se charak-
terizuje předevš́ım intenzitou, což je množstv́ı zářivé energie procházej́ıćı kolmo jed-
notkovou plochou v jednotkovém intervalu frekvenćı do jednotkového prostorového úhlu
za jednotku času. 5 Označme I = I(R,ϑ) intenzitu zářeńı ve vzdálenosti R od centra
hvězdy do směru, který se spojnićı s centrem sv́ırá úhel ϑ. Budiž dále j koeficient emise

4 Opacita = mı́ra schopnosti látky pohlcovat zářeńı; zp̊usobena interakćı foton̊u s ostatńımi částicemi
(přechody vázaně-vázané, vázaně-volné a volně-volné), rozptylem. Při vysokých teplotách záviśı opacita
předevš́ım na volných elektronech (Thompson̊uv rozptyl). Pokud by ostatńı zp̊usoby absorpce a rozptylu
byly zanedbatelné, pak opacita κ = κ1, kde κ1 je konstantńı nezávislá na teplotě. Při nižš́ıch teplotách
se vázaně-volné a volně-vázané přechody stanou významné a od určité teploty opacita roste s rostoućı
hustotou a klesá s rostoućı teplotou, což lze vyjádřit aproximaćı κ = κ2ρT

−3,4 (Kramer̊uv zákon pro
opacitu, viz též str. 269). S dále klesaj́ıćı teplotou se měńı opacita přibližně dle vztahu κ = κ3ρ

1/2T 4,
nebot’ dominuj́ı vázaně-vázané přechody.

5 Zde budeme uvažovat opět intenzitu integrovanou přes celý rozsah vlnových délek.



9.3. ZÁKLADNÍ ROVNICE STAVBY HVĚZD 239

zářeńı do jednotkového prostorového úhlu za jednotku času a na jednotku hmoty a κ
koeficient opacity na jednotku hmoty.

Uvažujme o energetické bilanci infinitesimálńıho válečku o výšce dx a podstavě dσ.
Zářeńı, vstupuj́ıćı do válečku z prostorového úhlu dω, bude I(R,ϑ)dσdω. Na druhém
konci z něj bude do prostorového úhlu dω vycházet zářeńı−I(R+dR,ϑ+dϑ)dσdω. Uvnitř
válečku se pohlt́ı energie−I(R,ϑ)ρκdxdσdω. Vlastńı zářeńı válečku do prostorového úhlu
dω bude jρdxdσdω.

Má-li být zachována energetická rovnováha, muśı tedy platit

I(R,ϑ)dσdω + jρdxdσdω = I(R,ϑ)ρκdxdσdω + I(R+ dR,ϑ+ dϑ)dσdω .

Použijeme-li rozvoj

I(R+ dR,ϑ+ dϑ) = I(R,ϑ) +
∂I

∂R
dR+

∂I

∂ϑ
dϑ

a geometrické vztahy

dR = dx. cosϑ a dϑ = − 1
R

dx. sinϑ

lze rovnici přenosu zářeńı (pro sféricky symetrickou atmosféru) zapsat ve tvaru

∂I

∂R
cosϑ− 1

R
sinϑ

∂I

∂ϑ
+ κρI − jρ = 0 .

V této chv́ıli je užitečné zavést některé integrálńı veličiny (viz část 8.1); hustotu zářivé
energie u = 1

c

∫ 4π
0 Idω, tok zářeńı H =

∫ 4π
0 I cosϑdω, a tlak zářeńı Pr = 1

ds
∫ 4π
0 ∆F =

1
c

∫ 4π
0 I cos2 ϑdω. Nyńı se můžeme vrátit k RTE a zkusit s ńı cvičit, abychom dostali

vyjádřeńı pomoćı integrálńıch veličin, výsledkem poměrně složitých úprav je rovnice
zářivé rovnováhy

dT
dMR

= − 3κLR
64acπ2T 3R4

.

Integraćı RTE přes celý prostorový úhel a s využit́ım integrálńıch vztah̊u dostáváme

dH

dR
− 1

R

∫ 4π

0

∂I

∂ϑ
sinϑdω + κρcu− 4πjρ = 0 .

Zřejmě plat́ı∫ 4π

0

∂I

∂ϑ
sinϑdω =

∫ 4π

0

∂(I sinϑ)

∂ϑ
dω −

∫ 4π

0

I cosϑdω =

∫ 4π

0

∂(I sinϑ)

∂ϑ
dω −H .

Jestliže dále užijeme geometrický vztah (plynoućı z def. sférických souřadnic, ϕ ∈ 〈0, 2π), ϑ ∈ 〈0, π))
dω = sinϑdϑdϕ můžeme dále psát∫ 4π

0

∂(I sinϑ)

∂ϑ
dω =

∫ 2π

0

∫ π

0

∂(I sinϑ)

∂ϑ
sinϑdϑdϕ .

Jelikož
∂(I sinϑ)

∂ϑ
sinϑ =

∂I

∂ϑ
sin2 ϑ+ 2I sinϑ cosϑ =

∂(I sin2 ϑ)

∂ϑ
− I sinϑ cosϑ

(posledńı rovnost plat́ı d́ıky vztahu ∂(I sin2 ϑ)
∂ϑ

= ∂I
∂ϑ

sin2 ϑ+ 2I sinϑ cosϑ), můžeme psát

∫ 4π

0

∂(I sinϑ)

∂ϑ
dω =

=0︷ ︸︸ ︷∫ 2π

0

[I sin2 ϑ]πϑ=0dϕ−
∫ 2π

0

∫ π

0

I cosϑ

dω︷ ︸︸ ︷
sinϑdϑdϕ = −H
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RTE tak můžeme upravit do konečného tvaru

dH

dR
+

2H

R
+ κρcu− 4πjρ = 0 . (\)

Analogicky můžeme integrovat RTE násobenou faktorem cosϑ:∫
ω

∂I

∂R
cos2 ϑdω − 1

R

∫
ω

∂I

∂ϑ
sinϑ cosϑdω + κρ

∫
ω

I cosϑdω − jρ
∫

ω

cosϑdω = 0 ,

c
dPR

dR
− 1

R

∫
ω

∂I

∂ϑ
sinϑ cosϑdω + κρH −

=0 ( ∂ sin2 ϑ
∂ϑ

=2 sin ϑ cos ϑ)︷ ︸︸ ︷
2jρ

∫ 2π

0

∫ π

0

sinϑ cosϑdϑdϕ = 0 ,

Zbývá upravit druhý člen posledńı rovnice. Protože

∂

∂ϑ
(I sinϑ cos θ) =

∂I

∂ϑ
sinϑ cos θ + I cos2 θ − I sin2 θ =

∂I

∂ϑ
sinϑ cos θ + 2I cos2 θ − I ,

můžeme psát
1

R

∫
ω

∂I

∂ϑ
sinϑ cosϑdω =

1

R
(

∫
ω

∂

∂ϑ
(I sinϑ cosϑ)dω − 2cPr + cu) .

Integrál na pravé straně lze přepsat na∫
ω

∂

∂ϑ
(I sinϑ cosϑ)dω =

∫ 2π

0

∫ π

0

∂

∂ϑ
(I sinϑ cosϑ) sinϑdϑdϕ =

∫ 2π

0

[I sin2 ϑ cosϑ]π0dϕ−
∫

ω

I cos2 θdω

(posledńı rovnost plat́ı d́ıky vztahu ∂
∂ϑ

([I sinϑ cosϑ] sinϑ) = ∂
∂ϑ

(I sinϑ cosϑ) sinϑ+ I sinϑ cos2 ϑ). Dosa-
zeńım tak dostáváme druhý vztah

dPr

dR
+

1

R
(3Pr − u) +

ρκ

c
H = 0 . ([)

K řešeńı je třeba ještě třet́ı vztah. Protože pole zářeńı uvnitř hvězdy je velmi bĺızké isotropńımu, lze
intensitu rozvinout v řadu

I = I0 + I1 cos θ + I2 cos2 θ + . . .

a lze dokázat že již člen I2 je o 20 řád̊u menš́ı než I0, takže jej lze pro všechny praktické účely zcela
zanedbat. Dosad́ıme-li proto do definic pro hustotu, tok a tlak zářeńı výraz I = I0 + I1 cos θ, dostáváme

u =
1

c

∫
ω

I0dω +
1

c

∫
ω

I1 cosϑdω =
4π

c
I0 +

π

c
I1

vystředuje se přes prost. úhel︷ ︸︸ ︷∫ π

0

2 sinϑ cosϑdϑ =
4π

c
I0 ,

H =

∫
ω

I0 cosωdω +

∫
ω

I1 cos2 ϑdω = I1

∫ 2π

0

∫ π

0

sinϑ cos2 ϑdϑdϕ = I1
2π

3
[− cos3 ϑ]πϑ=0 =

4π

3
I1 ,

Pr =
1

c

∫
I0 cos2 ϑdω +

1

c

∫
I1 cos3 ϑdω =

4π

3c
I0 tj. Pr =

1

3
u .

Protože v nitru existuje lokálńı termodynamická rovnováha, lze pro vyjádřeńı emisńıho koeficientu
využ́ıt Kirchoff̊uv zákon a psát

j =
σ

π
T 4κ+ E ,

kde E = Enuk − T dS
dt

představuje součet nukleárńı, gravitačńı a vnitřńı energie uvolňované za jednotku
času v jednotce hmoty do všech směr̊u, zat́ımco emisńı a absorpčńı koeficienty jsou vztaženy k jednot-
kovému prostorovému úhlu. Pro celkový tok energie povrchem koule obsahuj́ıćı hmotu MR zřejmě plat́ı

LR = 4πR2H ,

dLR

dR
= 8πRH + 4πR2 dH

dR

a tedy
dH

dR
=

1

4πR2

dLR

dR
− 2H

R
= ρ

dLR

dMR
− 2H

R
.
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Rovnici (\) tak s pomoćı rovnice tepelné rovnováhy ( dLR

dMR
= Enuk − T dS

dt
) můžeme přepsat do tvaru

ρE − 2H

R
+

2H

R
+ cκρu− 4ρσT 4κ− ρE = 0 ,

což po úpravě vede na

u =
4σ

c
T 4 = aT 4 .

Dosazeńım do ([) dostaneme

4a

3
T 4 dT

dR
+

1

R
(aT 4 − aT 4) +

ρκ

4πcR2
LR = 0 ,

tedy
dT

dR
= − 3ρκLR

16πacR2T 3
,

což lze s využit́ım rovnice zachováńı hmoty dR
dMR

= 1
4πR2ρ

přepsat na ćılový tvar

dT

dMR
= − 3κLR

64acπ2T 3R4
.

(Nav́ıc dosazeńım do Pr = u/3 dostaneme Pr = aT 4/3.)

Výpočet koeficientu zářivé difuse vhodně středovaný přes všechny frekvence, tzv. Rosselandova
středńı opacita: z ([) a Pr = u/3 plyne vztah

H = − c

3ρκ

du

dR
(♦) ,

a je možno uvážit, že celý postup, který jsme k odvozeńı použili, by bylo možno provést i pro monochro-
matické veličiny intenzity, hustoty a toku zářeńı. Je proto možno analogicky psát

H = − c

3ρκν

duν

dR
.

Vzhledem k tomu, že v nitrech hvězd je velmi přesně splněna podmı́nka lokálńı termodynamické rov-
nováhy, lze monochromatickou hustotu zářeńı velmi dobře aproximovat Planckovou funkćı a psát

uν =
4π

c
Bν(T ) =

8πhν3

c3
1

e
hν
kT − 1

.

Celkový, integrálńı tok zářeńı můžeme źıskáme integraćı přes všechny frekvence, tj.

H = − c

3ρ

∫ ∞

0

1

κν

duν

dR
dν = − c

3ρ

du

dR

∫∞
0

1
κν

duν
dR

dν∫∞
0

duν
dR

dν
.

Chceme-li, aby tato rovnice odpov́ıdala rovnici (♦) pro integrálńı tok zářeńı, pak zřejmě muśı pro in-
tegrálńı koeficient opacity platit

1

κ
=

∫∞
0

1
κν

duν
dT

dT
dR
dν∫∞

0

duν
dT

dT
dR
dν

=

∫∞
0

1
κν

dBν(T )
dT

dν∫∞
0

dBν(T )
dT

dν
.

Toto je výraz pro Rosselandovu středńı opacitu.

Dı́ky velmi malé středńı volné dráze lze na zářivý přenos energie pohĺıžet jako na difuzi. Vı́me, že
pro difuzńı tok částic fp mezi mı́sty s r̊uznou částicovou hustotou ρn plat́ı vztah

fp = D∇ρn ,

kde difuzńı koeficient D souviśı se středńı rychlost́ı částic v a jejich středńı volnou dráhou lp vztahem

D =
1

3
vlp .

Pro zářeńı lze ovšem za
”
částicovou hustotu“ považovat hustotu energie danou vztahem u = aT 4 a za

středńı rychlost rychlost světla ve vakuu. Středńı volná dráha je dána rovnićı lf = 1/κρ . Budeme-li
uvažovat samostatně zářivé pohlcováńı energie, plat́ı, že procháźı-li zářeńı o intenzitě I v daném směru
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infinitesimálńım válečkem hvězdné látky o jednotkové podstavě a výšce dx, bude z něj pohlceno zářeńı dI
dané vztahem dI = −Iκρdx . To znamená, že za středńı volnou dráhu foton̊u ve hvězdné látce můžeme
označit vzdálenost lf , během které dojde k pohlceńı veškerého zářeńı, kdy tedy bude |dI| = I. Z těchto
dvou rovnic plyne lf = 1/κρ). Gradient se v jednorozměrném pojet́ı redukuje na derivaci podle R a
rovnice pro zářivou difuzi tak nabude tvar

H = − 16

3ρκ
σT 3 dT

dR
,

což je opět rovnice zářivého přenosu energie, identická s tou, kterou jsme odvodili řešeńım rovnice přenosu
zářeńı.

Postup přenosu energie z nitra na povrch se děje pomalu, postupným pohlcováńım a opakuj́ıćım se
vyzářeńım foton̊u, odhady doby

”
putováńı fotonu“ cca 106 let.

• Rovnice konvektivńıho přenosu energie
Kdy je zářivá rovnováha stabilńı, a kdy se změńı v rovnováhu konvektivńı? Předpoklá-
dejme, že v nějakém elementu hmoty ve vzdálenosti R od centra hvězdy vzroste náhodnou
fluktuaćı teplota z hodnoty T na T ′, rozd́ıl teplot označme ∆T . Dále předpokládejme, že
element bude v d̊usledku zvýšeńı teploty adiabaticky expandovat, bude nadnášen směrem
vzh̊uru, až se přemı́st́ı o vzdálenost dR do mı́sta, kde se jeho hustota a tlak vyrovnaj́ı s
okolńım prostřed́ım. Element bude v tom okamžiku mı́t teplotu

T ′′ = T ′ +
(

dT
dR

)
ad

dR = T + ∆T +
(

dT
dR

)
ad

dR .

Jestliže v daném mı́stě ve hvězdě dosud panovala zářivá rovnováha, můžeme teplotu
prostřed́ı ve vzdálenosti R+ dR od centra vyjádřit jako

Tr = T +
(

dT
dR

)
rad

dR .

Mohou nastat tři př́ıpady.
1) Po přemı́stěńı elementu o vzdálenost dR bude T ′′ = Tr. V tom př́ıpadě element

splyne s okoĺım. Podmı́nkou pro to je vztah

0 < ∆T = [
(

dT
dR

)
rad
−

(
dT
dR

)
ad

]dR resp. −
(

dT
dR

)
rad

< −
(

dT
dR

)
ad
.

2) Druhou možnost́ı je, že po přemı́stěńı elementu o dR bude T ′′ < Tr. V tom
př́ıpadě se element bude adiabaticky6 smršt’ovat, klesne zpět, počátečńı náhodná fluktuace
zanikne a zářivá rovnováha se v daném mı́stě udrž́ı.

3) Po přemı́stěńı elementu o dR bude T ′′ > Tr, tj.

∆T +
(

dT
dR

)
ad

dR >

(
dT
dR

)
rad

dR resp. −
(

dT
dR

)
rad
≥ −

(
dT
dR

)
ad
.

Element bude tedy nadále adiabaticky expandovat a jeho nadnášeńı směrem vzh̊uru bude
pokračovat, nastane konvektivńı pohyb, vytvoř́ı se ustálené konvektivńı proudy.

Pokusme se tuto podmı́nku vzniku konvektivńı rovnováhy vyjádřit pomoćı známých
stavových veličin. Konkrétńı výraz pro levou stranu nerovnosti lze źıskat př́ımo z rovnice
zářivé rovnováhy dT

dMR
= − 3κLR

64acπ2T 3R4 . Výraz pro pravou stranu nerovnosti lze odvodit
pomoćı 1. věty termodynamické:

TdS = dU + PdV = dU − P

ρ2
dρ .

6 bez změny tepla (→ rozṕınáńı = teplota klesá, smršt’ováńı = teplota stoupá) . . .



9.3. ZÁKLADNÍ ROVNICE STAVBY HVĚZD 243

Při rozkladu změn vnitřńı energie podle vztahu dU = ∂U
∂T dT + ∂U

∂ρ dρ + ∂U
∂µ dµ (viz rov-

nice tepelné rovnováhy) můžeme předpokládat dµ = 0, nebot’ podmı́nka konvektivńı
rovnováhy odvozená bez ohledu na změny středńı molekulové hmotnosti částic je silněǰśı
než podmı́nka odvozená obecně. Toto zanedbáńı se ovšem nečińı v rovnici tepelné rov-
nováhy.) Diferenciály v 1. větě TDM tak můžeme rozepsat pomoćı tlaku P a teploty T,
dostaneme

dU =
(
∂U

∂T

)
P
dT +

(
∂U

∂P

)
T
dP , dρ =

(
∂ρ

∂T

)
P
dT +

(
∂ρ

∂P

)
T
dP .

Po dosazeńı

dS =
(
∂U

∂T
− P

ρ2

∂ρ

∂T

)
P

dT
T

+
(
∂U

∂P
− P

ρ2

∂ρ

∂P

)
T

dP
T

. (ℵ)

Využijeme faktu, že entropie má úplný diferenciál, naṕı̌seme podmı́nku záměnnosti de-
rivaćı, tj.

∂

∂P
(
1
T

(
∂U

∂T
− P

ρ2

∂ρ

∂T

)
P
) =

∂

∂T
(
1
T

(
∂U

∂P
− P

ρ2

∂ρ

∂P

)
T
) ,

což lze ještě za předpokladu záměnnosti druhých derivaćı vnitřńı energie a hustoty upravit
na tvar (

∂U

∂P

)
T
− P

ρ2

(
∂ρ

∂P

)
T

=
T

ρ2

(
∂ρ

∂T

)
P

=
1
ρ

(
∂ln ρ
∂lnT

)
P
.

Označ́ıme-li ještě

δ = −
(
∂ln ρ
∂lnT

)
P
,

přejde rovnice (ℵ) do tvaru

TdS = dQ = (
(
∂U

∂T

)
P

+
Pδ

ρT
)dT − δ

ρ
dP

S využit́ım definice specifického tepla

cP =
(
∂Q

∂T

)
P

=
(
∂U

∂T

)
P

+
Pδ

ρT

konečně dostaneme
TdS = dQ = cPdT − δ

ρ
dP

Pro praktický výpočet je třeba pro veličiny cP a δ použ́ıt konkrétńı výrazy závisej́ıćı
m.j. i na použité stavové rovnici.

Pro adiabatický děj (dS = 0) přejde posledńı rovnice na

cPdT = δρ−1dP,

tj. (
dT
dR

)
ad

=
δ

cPρ

dP
dR

.

S pomoćı rovnic hydrostatické a zářivé rovnováhy lze podmı́nkovou nerovnost psát ve
tvaru

3κρLR
16πacR2T 3

≥ δGMR

cPR2
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resp. po zavedeńı symbolu ∇ = dlnT
d lnP lze psát

∇rad ≥ ∇ad (♥) .

Konkrétńı výrazy jsou

∇rad =
3κPLR

16πacGMRT 4
a ∇ad =

δP

cPρT
.

Výhodou tohoto zápisu je, že rovnice zářivé a konvektivńı rovnováhy nabudou formálně
stejného tvaru.

dT
dMR

= −GTMR

4πPR4
∇ ,

kde ∇ = ∇rad v oblastech, kde neńı splněna podmı́nka (♥), a ∇ = ∇konv tam, kde
splněna je. Ze současné teorie konvekce plyne, že asi v 95-98 % hmoty hvězdy je konvekce
adiabatická a tedy ∇konv = ∇ad. V podpovrchových vrstvách se použ́ıvá semiempirická
teorie konvekce, ve které vystupuje parametr charakterizuj́ıćı poměr mezi středńı volnou
dráhou konvektivńıho elementu a jeho rozměrem.

Tyto podmı́nky = Schwarzschildovo kriterium; vyjadřuje který zp̊usob přenosu
energie je pro hvězdu v daném mı́stě účinněǰśı, zda konvekce nebo zářeńı. 7

Na prouděńı hmoty hvězdy má vliv rotace. (Zploštěńı má vliv na rozložeńı teploty
[tj. i jasu] na povrchu hvězdy. Teplotńı gradient na pólech je větš́ı než na rovńıku.)
Mezi rovńıkem a póly hvězdy vznikaj́ı poledńıkové (meridionálńı proudy) unášej́ıćı nejen
materiál, ale i tepelnou energii. Rychlost tohoto prouděńı záviśı př́ımo na úhlové rychlosti
a sv́ıtivosti hvězdy, nepř́ımo úměrně na hmotnosti a grav. zrychleńı (v ∼ ωr2L/Mg2).
Viz též str. 261.

§ Matematická struktura rovnic hvězd. nitra, okrajové podḿınky, Henye

V rámci sférických jednorozměrných model̊u hvězdného nitra můžeme na celou úlohu
hledět tak, že máme dvě nezávisle proměnné:

1) bud’ geometrická souřadnice nebo nějaká zobecněná souřadnice, např. hmota MR

obsažená ve sférické slupce o poloměru R, kterou jsme zde použili.

2) vývojový čas modelu t.

Vlastnosti hvězdné látky jsou vesměs funkcemi teploty, hustoty (resp. tlaku, který je
s hustotou a teplotou svázán pomoćı stavové rovnice) a chemického složeńı. Závislými
proměnnými jsou tedy teplota, tlak, zářivý výkon, poloměr slupky o hmotě MR a che-
mické složeńı.

Časová závislost se projevuje explicitně v rovnici tepelné rovnováhy. Chemické složeńı
má určitým zp̊usobem výjimečné postaveńı v tom, že jeho změny lze poč́ıtat explicitně.
Omeźıme-li se na nukleárńı přeměny vod́ıku a helia, lze např. pro časovou změnu helia
psát ∂Y

∂t =
∑
i αiEi, kde koeficienty αi označuj́ı převrácenou hodnotu množstv́ı energie

vzniklé úplnou nukleárńı přeměnou 1 g látky v té které reakci a Ei jsou energetické vydat-
nosti jednotlivých reakćı. Pro každé mı́sto ve hvězdě proto můžeme (při zanedbáńı vyšš́ıch
člen̊u) psát Y (MR, t + ∆t) = Y (MR, t) + ∂Y

∂t ∆t. Protože v oblastech spalováńı vod́ıku
muśı všude z̊ustávat konstantńı součet relativńıho množstv́ı vod́ıku a helia , lze pomoćı
změn relativńıho obsahu helia Y všude snadno spoč́ıtat i změny ostatńıch element̊u.

7 Zkrácené odvozeńı viz Mikulášek str. 73.
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• Okrajové podmı́nky

Ukazuje se, že protohvězda po svém vzniku v molekulárńım mračnu projde při smršt’ováńı
stádiem, kdy je prakticky celá ve stavu konvektivńı rovnováhy. To znamená, že jedna
okrajová podmı́nka je nečekaně jednoduchá: můžeme předpokládat, že na počátku nukle-
árńıho vývoje je hvězda chemicky homogenńı, a přijmout chemické složeńı pozorované
v atmosféře normálńıch hvězd jako výchoźı. Často se přij́ımá chemické složeńı Slunce,
konkrétně X = 0, 70− 0, 71, Y = 0, 27− 0, 28, Z = 0, 02.

Pro výchoźı model je též možno předpokládat, že je zcela stacionárńı, a brát tud́ıž v
rovnici tepelné rovnováhy

T
∂S

∂t
= 0

v celé hvězdě. Dále v centru je zřejmě

LR = 0, R = 0 .

Tyto okrajové podmı́nky vedou k singularitě základńıch rovnic. V bĺızkosti centra hvězdy
proto použijeme lineárńı aproximaci, v zásadě rozvoj se zanedbáńım člen̊u vyšš́ıch řád̊u.
Pro hmotu v kouli o poloměru R lze v bĺızkosti centra přibližně psát MR = 4π

3 R
3ρc takže

mı́sto rovnice zachováńı hmoty dostáváme

R =
(

3MR

4πρc

)
.

Rovnice tepelné rovnováhy přejde zřejmě do tvaru

LR =
(
Enuk,c − Tc

dSc
dt

)
MR .

Zbylé dvě rovnice pak přejdou do tvaru

P = Pc −
∫
GMR

4π
dMR

R4
= Pc −

∫
GMR

4π

(4πρc
3

) 4
3 dMR

M
4
3
R

,

T = Tc −
G

2

(4π
3

) 1
3 ρ

4
3
cM

2
3
RTc∇cP

−1
c .

Konstrukce okrajových podmı́nek na povrchu hvězdy je poněkud složitěǰśı, protože
by bylo př́ılǐs hrubé předpokládat na povrchu hvězdy nulový tlak a teplotu. Obvykle se
mı́sto toho poč́ıtá zjednodušený model povrchových část́ı hvězdy, přičemž se uvažuj́ı dvě
r̊uzné vrstvy: fotosféra a podfotosférické vrstvy, ve kterých je materiál ještě ve stavu
neúplné ionizace a kde nelze konvekci považovat za adiabatickou. Podfotosférické vrstvy
obsahuj́ı obvykle pouze 2 - 5 procent hmoty hvězdy, ale často v́ıce než polovinu jej́ıho
celkového objemu.
• Henyeova metoda integrace vnitřńıch část́ı hvězdy

V současnosti se k řešeńı rovnic vnitřńı stavby hvězd nejčastěji už́ıvá metoda kompletńı
linearizace rovnic. Princip celého postupu je následuj́ıćı: celé nitro hvězdy rozděĺıme na
dostatečný počet koncentrických slupek a v každé na počátku zvoĺıme nějaké přibližné
hodnoty veličin R, L, P a T . Předpokládejme, že budeme tyto slupky č́ıslovat směrem
od povrchu do centra. Iteračńı výpočet pak prob́ıhá následovně: povrchovou integraci
až do mı́sta, kde je MR/M∗ = 0, 97, provedeme pro tři r̊uzné hodnoty efektivńı tep-
loty a sv́ıtivosti v okoĺı očekávané polohy modelu v HRD. Jestliže hodnoty závislých
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proměnných v mı́stě s MR/M∗ = 0, 97 označ́ıme indexem 1, lze z oněch tř́ı integraćı určit
koeficienty α, β a γ lineárńı formy

R1 = α1P1 + β1T1 + γ1 ,

L1 = α2P1 + β2T1 + γ2 ,

jimiž aproximujeme skutečné funkčńı závislosti

R1 = f1(P1, T1) ,
L1 = f2(P1, T1) .

Diferenciálńı rovnice stavby nahrad́ıme rovnicemi diferenčńımi pro každou dvojici slupek,
tj. mı́sto derivaćı ṕı̌seme pro J-tou a (J + 1)-ńı slupku (RJ+1 − RJ)/(MR,J+1 −MR,J),
a výrazy na pravých stranách rovnic vypočteme pro pr̊uměrné hodnoty mezi J-tou a
(J + 1) slupkou. Jestliže ony čtyři diferenčńı rovnice uprav́ıme převedeńım všech člen̊u
na levou stranu do tvaru

Gi ≡ 0 (i = 1, 2, 3, 4) ,

pak tyto rovnice muśı být splněny všude a můžeme proto pro opravy výchoźıch hodnot
R, L, P a T napsat soustavu čtyř lineárńıch nehomogenńıch rovnic

Gi + dGi = 0 (i = 1, 2, 3, 4) ,

dGi =
∂Gi
∂RJ

∆RJ +
∂Gi
∂LJ

∆LJ + . . .+
∂Gi
∂TJ+1

∆TJ+1

o osmi neznámých

∆RJ , ∆LJ , ∆PJ , ∆TJ , ∆RJ+1, ∆LJ+1, ∆PJ+1, ∆TJ+1 .

Analogickou úpravou a diferencováńım rovnic lineárńıch forem dostaneme daľśı dvě rov-
nice, které představuj́ı linearizované okrajové podmı́nky na horńı hranici podpovrchových
vrstev hvězdy:

∆R1 = α1∆P1 + β1∆T1 −R1 + α1P1 + β1T1 + γ1 ,

∆L1 = α2∆P1 + β2∆T1 − L1 + α2P1 + β2T1 + γ2 ,

Pomoćı těchto vztah̊u můžeme eliminovat neznámé ∆R1 a ∆L1 z rovnic dGi = . . . pro
prvńı a druhou slupku a źıskáme tak 4 rovnice pro 6 neznámých, tedy opět dvě z nich
můžeme vyjádřit jako lineárńı funkci zbylých čtyř neznámých, dosadit do rovnic pro dru-
hou a třet́ı slupku a tak postupovat až do centra hvězdy. Rovnice dGi = . . . pro (N−1)-ńı
a N -tou (centrálńı) slupku budou ovšem obsahovat pouze 6 neznámých, nebot’ Rc = 0
a Lc = 0. Po dosazeńı dvou veličin z předchoźı dvojice slupek proto v centru źıskáme
soustavu 4 lineárńıch rovnic pro 4 neznámé. Po jej́ım vyřešeńı dosazujeme postupně
źıskané veličiny oprav zpět do odpov́ıdaj́ıćıch rovnic, ve kterých jsme vždy dvě neznámé
z předchoźı vyšš́ı slupky učinili funkcemi čtyř neznámých ze slupky následuj́ıćı. Tak po-
stupně źıskáme všech 4N + 2 neznámých. Tyto vypočtené opravy přičteme k př́ıslušným

veličinám v celém modelu. Ze vztahu R∗ = T−2
eff

(
L∗
πac

)1/2
můžeme rovněž spoč́ıtat efek-

tivńı teplotu opraveného modelu. Pokud se efektivńı teplota a zářivý výkon dostanou
mimo meze dané třemi zkusmými integracemi z fotosféry až k horńı hranici podpovr-
chových vrstev, muśıme zvolit opravené hodnoty a jednu či dvě integrace opakovat. Poté
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můžeme celý postup s opravenými hodnotami všech veličin opakovat, a to do té doby,
než všechny opravy závisle proměnných ve všech slupkách neklesnou pod mez přesnosti,
kterou budeme požadovat.

Pokud poč́ıtáme vývoj hvězdy t.j. časovou posloupnost model̊u, zvoĺıme ještě časový
krok mezi dvěma modely a před každou iteraćı ještě ve všech slupkách spočteme nové
chemické složeńı podle vztahu Yi(t+ ∆t) = Yi(t) + 0, 5(∂Yi(t)

∂t + ∂Yi(t+∆t)
∂t )∆t.
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9.4 Jednoduché modely a odhady

Polytropńı změna je taková změna stavu, při které z̊ustává specifické teplo konstantńı,
tedy

dQ/dT = C = konst.

Speciálńı př́ıpad, kdy C = 0 se nazývá adiabatickým dějem, př́ıpad, kdy C = CP
se nazývá dějem isobarickým, př́ıpad C = CV dějem isochorickým a př́ıpad, kdy
C → ∞ je dějem isotermickým.

Jak jsme si již ukázali, záviśı vnitřńı energie ideálńıho plynu pouze na jeho teplotě a ne na hustotě,
tedy Ug = Ug(T ). To neńı ovšem pravda pro směs ideálńıho plynu a zářeńı (Ur = aT 4/ρ).

Vnitřńı energii směsi ideálńıho plynu a zářeńı můžeme ovšem zapsat s pomoćı poměru tlaku plynu k
celkovému tlaku β ve tvaru

U =
3

2

RT
µ

+
aT 4

ρ
=

3

2

RT
µ

2− β
β

.

V mnoha př́ıpadech reálných hvězd představuje tlak zářeńı jen asi dvě procenta celkového tlaku ve
hvězdě a neńı proto pro orientačńı úvahy takovým

”
hř́ıchem“, jestliže učińıme předpoklad, že β je v celé

hvězdě konstantńı. V tom př́ıpadě bude i celková vnitřńı energie směsi ideálńıho plynu a zářeńı pouze
funkćı teploty a prvńı věta termodynamická nabude tvar

dQ =
dU

dT
dT + PdV (∗∗)

Připomeneme-li si ještě, že specifické teplo C je změna tepelné energie s teplotou, plyne odsud výraz pro
specifické teplo při konstantńım objemu (dV = 0)

CV =

(
dU

dT

)
V =const

.

Za předpokladu konstantńıho β můžeme stavovou rovnici ve tvaru βPV = RT diferencovat a dostáváme

PdV + V dP = Rβ−1dT .

Dosazeńım do rovnice (∗∗) dostáváme

dQ =

(
dU

dT
+Rβ−1

)
dT − V dP ,

takže pro specifické teplo při konstantńım tlaku (dP = 0) dostáváme

CP =

(
dQ

dT

)
P=const

=
dU

dT
+Rβ−1 .

Plat́ı tedy vztah
CP − C − V = Rβ−1 .

S využit́ım dQ = dU

dT
dT + PdV = CV dT + RT

βV
dV = CdT a (C − CV )dT = RT

βV
dV tak pro polytropńı

děj dostáváme

(CV − C)dT +
β−1RT
V

dV = 0 resp. (CV − C)
dT

T
+ (CP − CV )

dV

V
= 0 . (∗ ∗ ∗)

Definujeme-li symbol γ vztahem (CP − C)/(CV − C) = γ, plat́ı (CP − CV )/(CV − C) = γ − 1 a rovnici
(∗ ∗ ∗) můžeme přepsat do tvaru

dT

T
+ (γ − 1)

dV

V
= 0 .

Integraćı této rovnice dále dostaneme
TV γ−1 = const .

Násob́ıme-li tuto rovnici stavovou rovnićı βPV = RT a předpokládáme-li nadále, že β je všude konstantńı,
dostáváme tedy

PV γ = const .
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Polytropńı děje bývá zvykem charakterizovat indexem n, který souviśı s exponentem vztahem

γ = 1 +
1

n
.

Obecnou rovnici pro polytropńı děj můžeme tedy ještě přepsat do tvaru

P = Kρ
1+n

n ,

kde konstanta K obsahuje i středńı molekulovou hmotnost částic µ.
Konkrétńı př́ıpad polytropy pro směs ideálńıho plynu a zářeńı: celkový tlak lze formálně vyjádřit

jednak pomoćı tlaku plynu, jednak pomoćı tlaku zářeńı; bude

P =
Pg

β
=

1

β

RρT
µ

a P =
Pr

1− β =
1

1− β
aT 4

3
.

Porovnáńım obou vztah̊u pro celkový tlak můžeme tedy źıskat následuj́ıćı výraz pro teplotu

T 3 =
3R
aµ

1− β
β

ρ .

Dosazeńım teploty do stavové rovnice pro směs plynu a zářeńı tak dostáváme výraz

P = Kρ
4
3 , (♣)

kde konstanta K je dána výrazem

K =

[
3(1− β)

a

(
R
µβ

)4]1/3

.

Vid́ıme tak, že výraz (♣) odpov́ıdá polytropě s indexem n = 3 a formálně se shoduje s výrazem pro
relativistickou elektronovou degeneraci. Výraz pro nerelavistickou elektronovou degeneraci lze analogicky
popsat polytropou s indexem n = 3/2, (viz str. 232).

§ Laneova-Emdenova diferenciálńı rovnice, polytropńı modely hvězd

Rovnici hydrostatické rovnováhy lze pro sférickou hvězdu psát pomoćı gravitačńıho po-
tenciálu Φ. Gravitačńı zrychleńı čili śıla p̊usob́ıćı na jednotku hmoty je záporně vzatým
gradientem potenciálu, tedy

−dΦ
dR

=
GMR

R2
=

G

R2

∫ R

0
4πR2ρdR .

Tuto rovnici můžeme derivovat podle R s přihlédnut́ım k rovnici zachováńı hmoty ve
tvaru dMR = 4πρR2dR a dostáváme tak

−d2Φ
dR2

= 4πGρ− 2G
R3

∫ R

0
4πR2ρdR = 4πGρ+

2
R

dΦ
dR

,

d2Φ
dR2

+
2
R

dΦ
dR

+ 4πGρ = 0 . (¶)

Vzhledem k výše uvedenému můžeme rovnici hydrostatické rovnováhy (tj. dP/dMR =
= −(GMR)/4πR4) psát také ve tvaru

−1
ρ

dP
dR

= −dΦ
dR

, a tedy dP = ρdΦ .

S využit́ım obecné rovnice polytropy P = Kρ
1+n

n tedy dostáváme

ρdΦ = dP =
n+ 1
n

Kρ
1
n dρ tj. dΦ =

n+ 1
n

Kρ
1−n

n dρ .
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Integraćı této rovnice dostaneme

Φ + konst = K(n+ 1)ρ
1
n .

Jestliže zvoĺıme nulový bod potenciálu na povrchu hvězdy, kde předpokládáme ρ = 0,
bude konstanta v rovnici nulová a dostaneme

ρ =
(

Φ
K(1 + n)

)n
.

Rovnici (¶) tak můžeme přepsat do tvaru

d2Φ
dR2

+
2
R

dΦ
dR

+
4πG

[(1 + n)K]n
Φn = 0 .

Pokud označ́ıme
α2 =

4πG
[(1 + n)K]n

Φn−1
c =

4πG
(1 + n)K

ρ
n−1

n
c ,

a zavedeme nové proměnné ϕ a z pomoćı vztah̊u

ϕ =
Φ
Φc

resp. z = αR ,

kde Φc je hodnota Φ v centru hvězdy, bude zřejmě

dΦ
dR

= Φc
dϕ
dz

dz
dR

= αΦc
dϕ
dz

,

d2Φ
dR2

=
d
dz

(
dΦ
dR

)
dz
dR

= α2Φc
d2ϕ

dz2
,

2
R

dΦ
dR

=
2α2

z
Φc

dϕ
dz

.

Výsledkem je Laneova-Emdenova diferenciálńı rovnice

d2ϕ

dz2
+

2
z

dϕ
dz

+ ϕn = 0 .

Řešeńım této rovnice (svazuje pr̊uběh potenciálu resp. hustoty se souřadnićı) pro
jednotlivé zvolené indexy n lze źıskat polytropńı modely hvězd. Rovnice L.-E. se obecně
řeš́ı numericky pomoćı rozvoje v řadu. Analytická řešeńı existuj́ı pro polytropńı indexy
n = 0, n = 1 a n = 5.

Řešeńı pro n = 0 je

ϕ(z) = 1− z2

6
.

Jelikož plat́ı
ρ

ρc
=

(
Φ
Φc

)
= ϕn ,

dostáváme pro toto řešeńı
ρ(R) = ρcϕ

0 = ρc ,

tj. hvězdu s konstantńı hustotou.
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Pro n = 1 má řešeńı tvar
ϕ(z) =

sin z
z

.

Pro n = 5 pak

ϕ(z) =
(

1 +
z2

3

)− 1
2

.

Důsledkem řešeńı pro n = 5 je, že povrch hvězdy, kde je podle naš́ı volby Φ = 0 a
tedy také ϕ = 0, odpov́ıdá nekonečně velké hodnotě z a tedy i R. Jinými slovy, hvězda
stanovená podle polytropy n = 5 se rozprost́ırá do nekonečna – limitńı př́ıpad.

Význam polytropńıch model̊u spoč́ıvá v tom, že pomoćı nich lze činit určité odhady
vnitřńı stavby hvězd. Můžeme např. spoč́ıtat hustotu v libovolném bodě hvězdy ze zna-
losti hustoty v centru.

Podobně lze odvodit odhad pro tlak, kombinaćı rovnic P = Kρ
1+n

n a ρ =
(

Φ
K(1+n)

)n
dostáváme

P =
ρΦ
n+ 1

resp. P = Pcϕ
n+1 .

Pro hmotu v kouli o poloměru R0 můžeme psát

MR(R0) =
∫ R0

0
4πρR2dR = 4πρc

∫ R0

0
ϕnR2dR ,

kde R0 označuje nějakou uvažovanou vzdálenost od středu hvězdy. Protože podle za-
vedené transformace z = α/R je poměr R/z konstantńı, můžeme posledńı rovnici dále
upravit na

MR(z0) = 4πρc
R3

z3

∫ z0

0
ρnz2dz ,

kde z0 opět představuje hodnotu této proměnné v uvažované vzdálenosti R0 od centra
hvězdy. Integrál na pravé straně této rovnice lze ovšem vyjádřit z L.-E. rovnice, takže
dostáváme pro hmotnost hvězdy o daném poloměru

MR(z0) = 4πρcR3
0

(
− 1
z0

dϕ(z0)
dz

)
. (§)

Význam má zejména model pro n = 3, nejlépe odpov́ıdá reálné situaci, odpov́ıdá
stavové rovnici směsi plynu a zářeńı; pro Slunce vede k centrálńı teplotě Slunce 12 mi-
lion̊u K, což je velmi slušný odhad v̊uči současným nejlepš́ım model̊um, které udávaj́ı
centrálńı teplotu Slunce 15,4 milionu K. 8

Jak lze konstruovat polytropńı modely pro dané K a n? Funkce ϕ(z) a ϕ̇(z) lze źıskat
integraćı L.-E. rovnice. Z rovnice ϕn = ρ/ρc pak dostáváme hustotu jako známou funkci
z

ρ = ρcϕ
n .

8 Nav́ıc z rovnice (§) plyne, že M∗ ∼ ρcR
3
∗ ∼ ρ

3−n
2n

c . Polytropa s indexem n = 3 odpov́ıdá stavové
rovnici relativisticky degenerovaného elektronového plynu. Podle právě uvedené rovnice hmotnost takto
konstruované hvězdy nezáviśı na centrálńı hustotě a pro numerické hodnoty odpov́ıdaj́ıćı relativisticky

degenerovanému elektronovému plynu je dána vztahem M∗(mezńı)
M�

= 5,836

µ2
e

. To je slavná Chandrasekha-

rova mez. Pro kompaktńı hvězdy, které již prodělaly nukleárńı vývoj, můžeme předpokládat X = 0 a
tedy µe = 2, což pro ni dává limitńı hmotnost 1,459 M�.
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9.5 Vývoj osamocené hvězdy

Podle současných představ vznikaj́ı hvězdy z náhodného zhuštěńı chladné mezihvězdné
látky v obř́ıch molekulových mračnech. Je zřejmé, že se jedná o obecně nesférický problém
a složitěǰśı fyziku, než jakou jsme při odvozováńı rovnic stavby hvězd předpokládali. Ale i
poté, když již můžeme platnost rovnic hvězdné stavby předpokládat, je výklad hvězdného
vývoje a jeho detailńıch př́ıčin obt́ıžný, protože se jedná o rovnice diferenciálńı a funkčńı
závislosti stavových veličin na teplotě a tlaku jsou vesměs velmi komplikované.

V jisté chv́ıli se p̊uvodně náhodné zhuštěńı začne dále smršt’ovat již d́ıky vlastńı gra-
vitaci a vznikaj́ıćı protohvězda projde stadiem, kdy se v celém tělese ustav́ı konvektivńı
rovnováha, takže se chemické složeńı hvězdy homogenizuje. S rostoućı hustotou roste i
opacita a teplota v nitru, až se v nitru zažehnou prvńı nukleárńı reakce, nejprve ener-
geticky málo významná slučováńı lithia, berylia a bóru, ale nakonec primárńı slučováńı
vod́ıku na helium. Uvolňovaná jaderná energie je zčásti vyzářena, zčásti je pohlcena;
to vede k r̊ustu centrálńı teploty, hustoty a tlaku. Protože nukleárńı produkce energie
je funkćı vysoké mocniny teploty a je př́ımo úměrná hustotě, vede rozd́ıl podmı́nek od
mı́sta k mı́stu i k ustaveńı potřebného gradientu tlaku a k dosažeńı stavu hydrostatické
rovnováhy. Pozor, je třeba vždy mı́t na paměti, že je to gradient tlaku, nikoliv tlak
sám, co p̊usob́ı proti śıle přitažlivosti.

Okamžik ustaveńı hydrostatické rovnováhy bývá obvykle ztotožňován s polohou hvěz-
dy v HR diagramu na tzv. hlavńı posloupnosti nulového věku. Poloha hvězdy je jedno-
značně dána jej́ı hmotnost́ı a počátečńım chemickým složeńım.
• Hvězdný vývoj:

1) vznik hvězdy
2) pobyt hvězdy na hlavńı posloupnosti
3) přechod do oblasti obr̊u
4) závěrečné fáze hvězdného vývoje – b́ılý trpasĺık WD nebo vzplanut́ı supernovy→ neu-
tronová hvězda NS nebo černá d́ıra BH

1) Hvězdy se tvoř́ı – často v celých skupinách – gravitačńım smršt’ováńım hmoty. Ku-
lový oblak mezihvězdné hmoty se při kontrakci zahř́ıvá až do okamžiku, kdy se v nitru
takového útvaru zažehnou termonukleárńı reakce. Poté se nová hvězda ocitne v relativně
krátké době na hlavńı posloupnosti v mı́stě, které je určeno jej́ı počátečńı hmotou.

Podmı́nku vzniku hvězdy popisuje Jeansovo kritérium: v rozptýleném prachu a
plynu jsou śıly, které p̊usob́ı proti sobě – na jedné straně vlastńı gravitace, na druhé straně
pak jejich tepelný i turbulentńı pohyb, rotace a magnetické pole. Jeansovo kritérium
vyjadřuje zjednodušenou podmı́nku (zanedbáńı turbulence, rotace a mag. pole), kdy
převládne vlastńı gravitace nad tepelným tlakem.

Mějme oblak vod́ıku; ten se vlivem gravitace hrout́ı dovnitř, čas za který se smršt́ı
(odpov́ıdá době volného pádu nejvzdáleněǰśıch částic do středu oblaku) . . . tg × tlak
plynu p̊usob́ı rozṕınavě, čas za který se oblak rozplyne . . . tz

Testovaćı částice m padá do středu, za jak dlouho dopadne? (neńı konstantńı ~g !) Z
3.KZ (úsečka = pohyb jakoby po extrémně výstředné elipse) dostaneme:

a3

P 2
=

G

4π2
(M +m) a =

R

2
, tg =

P

2

R3

8.4t2g
=
GM

4π2
,
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4π
R3

M
=

32Gt2g
π

.

Za M dosad́ıme z

ρ =
M

V
=

M
4
3πR

3
=

3M
4πR3

tj. M =
4πR3ρ

3
.

Dostáváme tak
3
ρ

=
32Gt2g
π

,

tg =
√

3π
32
.

1√
ρG

.

Čas tz souviśı s š́ı̌reńım rázové vlny (hustotńı fluktuace se rozplyne zvukovými vl-
nami). Plat́ı vz =

√
dp/dρ. Dosad́ıme-li za p ze stavové rovnice id. plynu p = ρ

mH
kT

(pV = Na.kT , hustota plynu je ρ = NaµmH/V resp. bez µ, což je relativńı molekulová
hmotnost, nebot’ bereme jen vod́ık), dostaneme:

vz =

√
kT

mH
,

tz =
R

vz
= R/

√
kT

mH
,

tz =

√
R2mH

kT
.

Aby oblak zkolaboval, muśı platit tz > tg !!! Porovnáńım zjist́ıme, že při konstantńı
hustotě by muselo být

R >

√
kT

ρGmH
resp. M > konst.

(
kT 3/2

GmH

)3/2

.
1
√
ρ

= MJ .

Posledńı výraz definuje Jeansovu hmotnost = kritická hmotnost pro mezihvězdný ob-
lak, je funkćı teploty a hustoty, je to vlastně ”stavová veličina“. Teplota je však zpravidla
cca 10 K, tj. záviśı předevš́ım na hustotě. Konst = 5, 45; např. pro T = 10 K, ρ = 1010

atomů/m3 je MJ = 10 M�. Rozměr mezihvězdného oblaku o dané kritické hmotnosti a
hustotě je Jeansova délka.

Turbulence a magnetická pole ve skutečnosti nejsou zanedbatelné, tj. hmotnost daného
oblaku (globule) muśı být větš́ı než vyjde z Jeansova kritéria. V okoĺı se může vyskyt-
nout supernova, začne tlačit do látky (”model sněžného pluhu“), ta bude lépe zhuštěna
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a hvězdy se budou lépe vyv́ıjet. Též mohou počátečńı fluktuaci zp̊usobit expanduj́ıćı
bubliny hvězdného větru kolem O, B hvězd nebo pr̊uchod oblaku stacionárńı rázovou
vlnou ve spirálńım ramenu galaxie (četnosti pr̊uchodu a SN zhruba stejné, jednou za
cca 108 let). Předchoźı model by znamenal, že vzniká jedna velká hvězda z jednoho ob-
laku. Ve skutečnosti fragmentace, během vzniku rozpad oblaku na jednotlivé buňky, na
které se opět aplikuje Jeans → vznik hvězdokup a asociaćı. (Počátečńı fce hmotnosti
= Initial Mass function, IMF (též Salpeterova fce) = rozděleńı hmotnost́ı konečných
fragment̊u v oblaku, podobá se rozdělovaćı fci hvězd v hodně mladých hvězdokupách,
N(M) ∼ M−2,35. Hmotné hvězdy stárnou rychleji → MF (mass function) se odkláńı od
IMF, bod odklonu udává stář́ı hvězdokupy analogicky HRD.)

Raný vývoj hvězd . . . vzniká protohvězda, která se posunuje v HRD doleva (roste
jej́ı teplota). Hayashiho linie/stopa = téměř svislá čára v HRD, která představuje
vývoj sv́ıtivosti a teploty protohvězdy při kontrakci směrem k hlavńı posloupnosti. Počá-
tečńı stadium vývoje budoućı hvězdy je do značné mı́ry ovlivněno t́ım, jak rychle je vyzá-
řena energie vznikaj́ıćı kontrakćı hvězdného materiálu – na počátku jsou vněǰśı vrstvy pro-
tohvězdy pr̊uhledné, se zmenšuj́ıćım se poloměrem roste pr̊uměrná hustota vněǰśıch vrs-
tev, opacita hvězdného materiálu se zvětšuje, vnitřńı teplota roste. Sv́ıtivost sice nejdř́ıve
prudce roste, ale jakmile absorpce zářeńı překroč́ı určitou mez, r̊ust sv́ıtivosti se zastav́ı a
posléze pozvolna klesá. V této fázi docháźı k disociaci molekul, rozpadu mezihvězdných
pevných částic a postupné ionizaci atomů, což spotřebuje část tepelné energie a vede
k sestupu sv́ıtivosti. Až je téměř veškerý materiál ionizován, zvolńı se smršt’ováńı a
protohvězda se pozvolna posouvá v diagramu spektrum-sv́ıtivost k hlavńı posloupnosti.
Docháźı k zapáleńı termonukleárńıch reakćı, protohvězda se přestává smršt’ovat a jej́ı
povrchová teplota stoupá, docháźı k ustáleńı hydrostatické rovnováhy. Okamžik ustaveńı
hydrostatické rovnováhy bývá obvykle ztotožňován s polohou hvězdy v HR diagramu na
tzv. hlavńı posloupnosti nulového věku, ZAMS (Zero Age Main Sequence). Poloha
hvězdy je jednoznačně dána jej́ı hmotnost́ı a počátečńım chemickým složeńım. Takovýto
vývoj hvězdy v diagramu spektrum-sv́ıtivost = Hayashiho vývojová stopa, trváńı cca od
104 let pro velmi hmotné hvězdy, přes 107 let pro hvězdy hmoty Slunce až po 108 let pro
velmi lehké hvězdy (0,3 M�).

Změna postaveńı hvězdy v diagramu spektrum-sv́ıtivost může být d̊usledkem bud’
změny chemického složeńı, nebo změny hmoty. Významněǰśı je prvńı př́ıčina. Termo-
nukleárńı reakce pomalu přeměňuje vod́ık na helium, avšak chemické složeńı vněǰśıch
vrstev neńı podstatně ovlivněno, nebot’ tyto vrstvy z̊ustávaj́ı v zářivé rovnováze. Jen ve
středu se pomalu vyv́ıj́ı jádro zbavené vod́ıku. Hvězda z̊ustává v bĺızkosti hlavńı posloup-
nosti, dokud určité kritické množstv́ı vod́ıku neńı přeměněno na helium. Když je dosaženo
této hranice, docháźı ke změně ve struktuře hvězdy – hvězda již neńı chemicky homogenńı
a jej́ı struktura nevyhovuje předpoklad̊um, které muśı být splněny, aby z̊ustala na hlavńı
posloupnosti. Již při změně několika procent vod́ıku na helium vzr̊ustá hustota nitra
hvězdy, sv́ıtivost se zvyšuje, avšak současně roste poloměr hvězdy, tj. klesá jej́ı efektivńı
teplota. Hvězda se stává jasněǰśı, avšak posouvá se směrem ke spektrálńım typ̊um s nižš́ı
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teplotou, tj. doprava ve směru žlutých obr̊u a opoušt́ı hlavńı posloupnost. Pr̊uběh je t́ım
rychleǰśı, č́ım má hvězda větš́ı hmotnost,a tud́ıž i sv́ıtivost. (Změna sv́ıtivosti i poloměru
hvězdy souviśı se změnou středńı molekulové hmotnosti µ při procesu přeměny vod́ıku
na helium. Pro ionizovaný vod́ık je µ = 1/2, pro ionizované helium µ = 4/3.)

4) Závěr: dohoř́ı vod́ık, docháźı ke smršt’ováńı až teplota dostatečně stoupne pro start
3α procesu→ rozepnut́ı a přechod (poměrně rychlý) mezi obry . . . termonukleárńı reakce
běž́ı až po železo, hvězda pak připomı́ná cibuli, trochu vod́ıku z̊ustává na povrchu tj. do
posledńı chv́ıle nic nepoznáme . . . Pak začne kolabovat, pro výsledek ∃ r̊uzná kritéria
hmotnosti: pod 8 M� = WD, pod 20 M� = NS . . . jde o hmotnost poč. se vš́ım všudy!!!

Část vývojové stopy hvězd pro r̊uzné hmotnosti je vidět na obrázku, vývojová stopa
Slunce viz též HRD, str. 227.

Ilustrativńı př́ıklad : vývoj hvězdy o hmotě 4 M�.
Popǐsme si jako ilustrativńı př́ıklad vývoj hvězdy s počátečńım chemickým složeńım mladých hvězd v
Galaxii, X = 0,602, XN = 0,014 a Z = 0,044. U této hvězdy hraje již rozhoduj́ıćı roli CNO cyklus jaderné
přeměny. V centru hvězdy a jeho okoĺı se již při dosažeńı hydrostatické rovnováhy vytvoř́ı konvektivńı
zóna, která zahrnuje 18 % celkové hmotnosti hvězdy. Primárńı př́ıčinou vývoje hvězdy je jaderné slučovańı
vod́ıku. Dı́ky němu postupně v centrálńıch částech ubývá vod́ıku a přibývá helia. Na produkci nukleárńı
energie to má dlouho jen malý vliv d́ıky účinnému promı́cháváńı v konvektivńı zóně, které do centra
hvězdy přináš́ı stále nový materiál bohatý na vod́ık. Úbytek vod́ıku má však za následek pokles opacity,
která pro dané hustoty a teploty klesá s klesaj́ıćım obsahem vod́ıku. Pokles opacity znamená přirozeně i
pokles ∇rad (viz str 244) a v d̊usledku toho se tedy postupně zmenšuje hmotnost konvektivńıho jádra.
Zmenšuj́ıćı se konvektivńı jádro za sebou tak nechává v jisté oblasti hvězdy zónu plynule se měńıćıho
chemického složeńı, s klesaj́ıćım obsahem vod́ıku směrem k centru.

Jiným d̊usledkem nukleárńıch přeměn v nitru hvězdy je postupný r̊ust středńı molekulové hmotnosti
částic v konvektivńı zóně, což vzhledem ke stavové rovnici vede k mı́rnému poklesu tlaku s časem. Klesá
i gradient tlaku, vnitřńı části hvězdy se smršt’uj́ı a zahř́ıvaj́ı, což ovšem zvětšuje výkon nukleárńı produkce
a ve svých d̊usledćıch i r̊ust středńı hmotnosti částic. Po 63 miliónech let převýš́ı r̊ust teploty r̊ust středńı
hmotnosti částic a centrálńı tlak se počne zvyšovat. Po celou tuto dobu v d̊usledku r̊ustu produkce energie
roste i celkový zářivý výkon na povrchu hvězdy.

Vysvětlit d̊uvody vývoje ostatńıch povrchových charakteristik je nesnadné, protože se zde kombinuje
několik vliv̊u. Výpočet ukazuje, že rostoućı tok zářivé energie z centra hvězdy zp̊usobuje po dlouhou dobu
i pozvolnou expanzi vněǰśıch vrstev, spojenou s poklesem teploty v nich. Klesá i teplota efektivńı. Až po
v́ıce než 84 miliónech let se pokles zastav́ı a teplota zač́ıná znovu r̊ust.

”
Krátce“ poté (v čase 86,1 milión̊u

let) dosáhne poloměr hvězdy lokálńıho maxima a zač́ıná klesat. To ovšem jen urychĺı r̊ust teploty.

Prvotńı př́ıčina těchto změn spoč́ıvá opět v nitru hvězdy. V té době klesl již relativńı hmotnostńı
obsah vod́ıku v konvektivńı zóně pod 0,04, což se ukazuje jako kritická hodnota. Přitom spotřeba vod́ıku
d́ıky r̊ustu teploty i hustoty stále roste. V čase 88,5 milión̊u let klesne obsah vod́ıku v jádru na hodnotu X
= 0,0015, což již vede k poklesu výkonu nukleárńı produkce a v d̊usledku toho pak i k poklesu centrálńı
teploty. Pokles produkce je tak prudký, že celá hvězda se zač́ıná smršt’ovat. To ale vede k r̊ustu hustoty
a teploty v oblastech pozměněného chemického složeńı, které po sobě zanechala k centru ustupuj́ıćı
konvektivńı zóna. V d̊usledku toho vznikne nad již téměř heliovým jádrem druhé energetické maximum
nukleárńı přeměny vod́ıku na helium, vod́ıková slupka. Intensita tohoto zdroje zpočátku velmi rychle
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Obrázek 9.1: A – B = počátečńı vývoj na hlavńı posloupnosti, vod́ık je spotřebován v
jádru, částečná kontrakce hvězdy, bod B odpov́ıdá stavu, kdy je spotřebováno kritické
množstv́ı vod́ıku a nastává hořeńı ve slupce kolem jádra, které je nyńı složeno z helia;
C = odsun z hlavńı posloupnosti, vod́ık v jádru je vyčerpán, vytvář́ı se heliové jádro s
rovnoměrným rozložeńım teploty a vod́ık se spaluje ve slupce, celková sv́ıtivost hvězdy
poněkud stoupla a povrchová teplota poklesla oproti ZAMS; D – E = přesun do oblasti
obr̊u, rychlá kontrakce jádra, rozṕınáńı vněǰśıch vrstev a zeslabeńı vrstvy, ve které se
spaluje vod́ık, povrchová teplota silně poklesla při nevelkém poklesu celkové zářivosti;
F – G – H = obdob́ı obr̊u, hvězda zvyšuje množstv́ı vyzařované energie, do vněǰśı
vrstvy se energie přenáš́ı konvekćı a He v nitru se spaluje na těžš́ı prvky; I, J = obdob́ı
nestabilit (v diagramu hovoř́ıme o pásu nestabilit), smršt’ováńı konvektivńı vrstvy

roste, takže do vrstev bĺıže k povrchu přicháźı v́ıce zářivé energie, než kolik se stač́ı vyzářit, a vněǰśı
části hvězdy zač́ınaj́ı velmi rychle expandovat (t=88,589 milion̊u let). Následkem toho docháźı k novému
poklesu teploty a zpočátku i zářivého výkonu hvězdy. S poklesem energetické produkce v centru se
zmenšuje LR a tedy i ∇rad, takže po velmi krátké době zanikne centrálńı konvektivńı zóna (t=88,618
milion̊u let). Celá oblast se rychle přizp̊usob́ı stavu zářivé rovnováhy a nastává krátké obdob́ı relativńı
stability, ve kterém se do značné mı́ry zastav́ı expanze hvězdy i smršt’ováńı jádra.

Jaderné reakce v centru brzo spotřebuj́ı i zbývaj́ıćı zásobu vod́ıku (t=90,50 miliónu let), takže docháźı
k novému prudkému smršt’ováńı jádra spojenému s r̊ustem tlaku, hustoty, uvolňováńı gravitačńı energie
a tedy i r̊ustu centrálńı teploty. Růst teploty a hustoty naruš́ı i relativně stabilizovanou vod́ıkovou slupku,
ve které nastává nový rychlý r̊ust produkce nukleárńı energie. To vede k nové expanzi a ochlazováńı obalu
hvězdy. Pokles teploty je rychleǰśı než pokles hustoty, opacitńı koeficient roste a po určitém čase vede i k
postupnému poklesu zářivého výkonu hvězdy (t=93,5 miliónu let).

Vod́ıková slupka se neustále zužuje a posouvá směrem k povrchu. Souviśı to s úbytkem vod́ıku směrem
k centru a poklesem teploty a hustoty směrem k povrchu. Produkce energie ve slupce proto zvolna klesá
a snižuje se t́ım pádem i zářivý výkon celé hvězdy.

Pokračuj́ıćı pokles teploty vyvolá pokles ionizace v podfotosférických vrstvách, což vede ke vzniku
konvektivńı zóny, která se postupně rozšǐruje směrem k centru hvězdy. V tenké vrstvě nad touto kon-
vektivńı zónou nav́ıc poklesne opacita, č́ımž je přenos energie směrem k povrchu usnadněn. Je třeba
si připomenout, že zat́ımco v oblastech se zářivým přenosem energie docháźı k expanzi zčásti na úkor
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pohlcovaného zářeńı, v oblastech konvekce prob́ıhá expanze prakticky adiabaticky, tedy pouze na úkor
vnitřńı energie. Výsledkem je, že zářivý výkon hvězdy znovu roste a tento r̊ust prob́ıhá tak rychle, jak
rychle se dolńı hranice konvektivńı zóny přibližuje k okraji hoř́ıćı vod́ıkové slupky.

Tato nová změna struktury hvězdy vede k r̊ustu teploty a tedy i produkce energie ve vod́ıkové slupce.
To je pozoruhodná situace – poprvé za celý vývoj od hlavńı posloupnosti nulového věku jsou pro chováńı
celé hvězdy určuj́ıćı procesy prob́ıhaj́ıćı v jej́ıch podpovrchových vrstvách. Zářivý výkon hvězdy roste do
té doby, než teplota v bĺızkosti centra hvězdy dosáhne hodnoty 108 K. Poté započne v centru hvězdy
jaderné slučováńı helia na uhĺık. V centru se opakuje podobná situace jako při zapáleńı vod́ıku během
kontrakce hvězdy k hlavńı posloupnosti nulového věku. Smršt’ováńı jádra se zastav́ı a v jádru se ustav́ı
stabilńı stav, postupně se ovšem vytvoř́ı konvektivńı zóna, která při svém zvětšováńı vede k diskontinuitě
chemického složeńı na vněǰśım okraji zóny. Hlavńım d̊usledkem však je, že zastaveńım kontrakce jádra
se zhorš́ı podmı́nky pro slučováńı vod́ıku na helium ve vod́ıkové slupce, která je i nadále nejvydatněǰśım
energetickým zdrojem hvězdy. Ač se to zdá poněkud kuriózńı, zářivý výkon hvězdy po zažehnut́ı daľśıho
zdroje nukleárńı energie proto zač́ıná klesat a jej́ı poloměr se zmenšuje. Vzhledem k nižš́ı energetické
vydatnosti slučováńı helia na uhĺık, trvá relativně stabilńı obdob́ı hořeńı helia v jádru hvězdy mnohem
kratš́ı dobu, než fáze pobytu hvězdy na hlavńı posloupnosti. Po vyčerpáńı helia v jádru dojde opět
analogicky k hořeńı helia v heliové slupce. Nyńı však docháźı již ke dvojité vazbě: jak se nyńı uhĺıkové
jádro smršt’uje a zahř́ıvá, dostává se heliová slupka do oblast́ı s vyšš́ı teplotou a hustotou a zvýšený tok
energie z ńı vede k expanzi a ochlazováńı oblasti hořeńı vod́ıku ve slupce a tedy ke smršt’ováńı hvězdy a
poklesu jej́ıho zářivého výkonu. V těchto fáźıch vstupuje do hry daľśı faktor, který námi uvažované modely
dobře nepopisuj́ı: únik hmoty ve formě hvězdného větru. Hvězda v d̊usledku daľśıch nukleárńıch reakćı s
menš́ı a menš́ı energetickou vydatnost́ı stále zrychluje sv̊uj vývoj, což vede k tomu, že je nakonec třeba
daľśı vývoj již uvažovat dynamicky, s použit́ım pohybové rovnice mı́sto rovnice hydrostatické rovnováhy.
Docháźı k pulsaćım obalu hvězdy, v HR diagramu se hvězda pohybuje po velice složité trajektorii v
bĺızkosti asymptotické větve obr̊u (viz obr. 9.1). Může doj́ıt i k odvržeńı celého vněǰśıho obalu hvězdy.

Výsledným produktem jaderných reakćı je jádro složené z prvk̊u skupiny železa, je-
jichž atomová struktura je velmi stabilńı. Jeho daľśı smršt’ováńı nakonec zastav́ı elektro-
nová degenerace centrálńıch část́ı hvězdy.

Pozdńı stádia vývoje vyžaduj́ı mnohem složitěǰśı modely. Pokud nedojde k odvržeńı
obalu v d̊usledku dynamických nestabilit, spotřebuje se po zastaveńı kontrakce jádra v
d̊usledku elektronové degenerace zbytek nukleárńıho paliva v hoř́ıćıch slupkách a celá
hvězda se začne smršt’ovat a skonč́ı jako v́ıce či méně kompaktńı objekt v bĺızkosti hlavńı
posloupnosti čistě heliových hvězd.

§ Odlǐsnosti hvězdného vývoje v závislosti na hmotě hvězdy

Počátečńı hmotnost hvězdy je pro celý jej́ı vývoj zcela určuj́ıćı. Je zřejmé, že hvězdy
s vyšš́ı hmotnost́ı budou d́ıky větš́ı vlastńı gravitaci schopny dosahovat při počátečńı
kontrakci vyšš́ıch centrálńıch teplot. Vzhledem ke strmé závislosti energetické výtěžnosti
jaderných reakćı na teplotě lze proto očekávat, že nukleárńı vývoj i ostatńı fáze vývoje
hvězdy se budou s rostoućı hmotnost́ı zkracovat. To výpočty také skutečně potvrzuj́ı.
Nav́ıc životńı doby hořeńı vod́ıku v jádru jsou rostoućı funkćı počátečńıho obsahu vod́ıku
i p̊uvodńıho obsahu těžkých prvk̊u.

Je-li hmotnost protohvězdy menš́ı než asi 0,075 M�, nestač́ı jej́ı vlastńı přitažlivost k
tomu, aby v jej́ım jádru došlo k řádnému zapáleńı vod́ıkové syntézy. Hrouceńı jádra proto
pokračuje, hvězda chabě zář́ı na úkor změn potenciálńı energie a nakonec je smršt’ováńı
jádra zastaveno jeho nar̊ustaj́ıćı elektronovou degeneraćı. Hvězdám v tomto stavu se v
posledńıch letech začalo ř́ıkat hněd́ı trpasĺıci a vyv́ıj́ı se velké úsiĺı je skutečně pozorovat.

U hvězd, jejichž hmotnost nepřevyšuje hmotnost Slunce, prob́ıhá jaderné slučováńı
vod́ıku na helium téměř výlučně formou proton-protonového cyklu, jehož energetická
závislost na teplotě je méně strmá. V d̊usledku toho v takových hvězdách zauj́ımá oblast
nukleárńıho slučováńı relativně větš́ı objem než u hvězd hmotněǰśıch. Kromě toho se
u nich v̊ubec nevytvoř́ı centrálńı konvektivńı zóna a nedocháźı k žádnému výraznému
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M/M�
(hranice) hořeńı H He ”výsledek“

0,075 ne ne hnědý trp.
0,5 ano, pp cyklus, ne (el.degenerace) dyn.oscilace, * v́ıtr

žádné konvektivńı jádro → WD
1,0 ano, postupně rostoućı ano –”–

konvektivńı zóna
2,0 ano: roste pod́ıl CNO ano –”–
10,0 ano: CNO dominuje, ano –”–

semikonvekce, overshooting
20,0 –”– ano NS vzácně BH

přechodu mezi hořeńım vod́ıku v jádru a ve vod́ıkové slupce. Dlouhé obdob́ı klidného
vývoje tak zahrnuje i dobu hořeńı vod́ıku ve slupce.

Pro hvězdy, jejichž hmotnost je menš́ı než asi 0,5 M�, nav́ıc elektronová degenerace
zastav́ı kontrakci jejich jádra po vyhořeńı vod́ıku dř́ıv, než je dosažena teplota potřebná
ke slučováńı helia na uhĺık.

U hvězd s hmotnost́ı mezi 1 a 2 M� docháźı k jinému zaj́ımavému jevu: během jejich
stabilńıho vývoje po zapáleńı vod́ıku v jádru se jejich centrálńı konvektivńı zóna postupně
zvětšuje v závislosti na tom, jak se spolu se zvolna rostoućı centrálńı teplotou stále v́ıce
na produkci energie pod́ıĺı i CNO cyklus.

Pro hvězdy s hmotnost́ı mezi 0,5 až asi 10 M� můžeme předpokládat, že v pozděǰśıch
fáźıch vývoje ztrat́ı d́ıky dynamickým oscilaćım a vlivem hvězdného větru své vněǰśı
vrstvy a poté, co se v jejich jádru uplatńı elektronová degenerace, konč́ı jako b́ıĺı trpasĺıci,
horké a velmi husté hvězdy, skrbĺıćı svou zářivou energíı a velmi zvolna chladnoućı.

Konečně u hvězd s hmotnost́ı větš́ı než asi 10 M� docháźı během hořeńı vod́ıku v jádru
k rozšǐrováńı konvektivńı zóny v d̊usledku značného tlaku zářeńı. Protože v uvažovaném
rozsahu teplot a hustot je opacitńı koeficient určován předevš́ım rozptylem na volných
elektronech, pro který plat́ı vztah κ = 0, 19(1 +X), roste opacita s rostoućım obsahem
vod́ıku a vrstvy nad konvektivńı zónou se tak stávaj́ı v̊uči konvekci nestabilńı. Vytvář́ı
se tzv. semikonvektivńı zóna, oblast, ve které docháźı pouze k částečnému promı́cháváńı
chemických element̊u tak, aby v každém mı́stě byla splněna podmı́nka ∇rad = ∇ad.
Nav́ıc v literatuře se rovněž vedou spory o tom, zda nedocháźı k jevu, který se v an-
gličtině nazývá convective overshooting. Jde o to, že pokud je materiál hvězdy vztlakem
nadlehčován a unášen konvekćı vzh̊uru, může kinetická energie velkých konvektivńıch ele-
ment̊u zp̊usobit to, že se část materiálu dostane i do mı́st, kde již podmı́nka konvektivńı
rovnováhy splněna neńı.

Jak ukázal již Chandrasekhar(1938), pokud hmotnost jádra složeného z prvk̊u sku-
piny železa překroč́ı 1,4 M�, stač́ı již jeho vlastńı přitažlivost k tomu, aby překonala
gradient tlaku vzniklý elektronovou degeneraćı, docháźı k dezintegraci atomových jader
a vzniká neutronové jádro. Kolaps jádra je provázen prudkým uvolněńım obrovského
množstv́ı energie, což vede k odmrštěńı celého obalu rychlostmi, které překonávaj́ı rych-
lost únikovou, do okolńıho prostoru.

V Galaxii extrémně vzácné hvězdy s počátečńı hmotnost́ı nad asi 50 M� by mohly
v závěrečných fáźıch vývoje dosáhnout v jádru tak velkou přitažlivost, že by došlo
k uplatněńı relativistických efekt̊u a vzniku černé d́ıry.
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§ Jak srovnávat teorii hvězdného vývoje s pozorováńım?

Je zřejmé, že všechny makroskopické veličiny, jež charakterizuj́ı hvězdy, a které můžeme
ze Země pozorovat, se v d̊usledku hvězdného vývoje v naprosté většině vývojových fáźı
měńı př́ılǐs pomalu, než abychom je mohli během lidského života pozorovat. Kvantitativńı
pozorovaćı údaje o jasnostech či teplotách hvězd existuj́ı (až na několik čestných výjimek)
pouze za obdob́ı posledńıch asi 100 - 150 let. Nezbývá proto, než se při srovnáváńı teorie
s pozorováńım uchýlit ke statistice a k jiným nepř́ımým metodám srovnáváńı a k hledáńı
d̊ukaz̊u diferencovaného vývoje v d̊usledku r̊uzné počátečńı hmotnosti hvězd.

Protože i hvězdokupy, patř́ıćı do naš́ı Galaxie, jsou od nás vzdáleny nejméně deśıtky
pc, můžeme d́ıky jejich daleko menš́ım vlastńım rozměr̊um předpokládat, že všechny členy
vid́ıme prakticky stejně daleko. Toto poznáńı se stalo základem pro jeden z nejlepš́ıch
test̊u teorie hvězdného vývoje. Pro danou hvězdokupu totiž stač́ı provést měřeńı jasnosti
jejich člen̊u v nějakém standardńım fotometrickém systému a poté zkonstruovat diagram
barevný index versus zdánlivá visuálńı hvězdná velikost. Takový diagram je v zásadě jen
jiným provedeńım HR diagramu. Protože všechny hvězdy kupy jsou zhruba stejně daleko,
popisuj́ı zdánlivé jasnosti hvězd zcela správně jejich vzájemné jasnosti.

Zcela zásadńım úspěchem teorie hvězdného vývoje je to, že dokáže velmi dobře
vysvětlit nerovnoměrné rozložeńı hvězd v HR diagramu. Konkrétně hlavńı posloupnost
v HR diagramu se ukázala být identická s množinou bod̊u (logTeff ,Mbol), které definuj́ı
modely hvězd o r̊uzných počátečńıch hmotnostech pro fáze klidného slučováńı vod́ıku
na helium v jejich jádrech. Teorie předpov́ıdá, že tyto fáze vývoje trvaj́ı nejdéle, a proto
máme statisticky největš́ı šanci právě v nich hvězdy pozorovat. Nav́ıc se velmi uspokojivě
shoduj́ı předpovězená a pozorovaná poloha hlavńı posloupnosti.

Hvězdy se vyv́ıjej́ı t́ım rychleji, č́ım je jejich počátečńı hmotnost větš́ı. Mimo to
můžeme pokládat za velice pravděpodobné, že všechny hvězdy dané hvězdokupy vznikly
současně. Každá hvězdokupa je tedy jako celek nějak stará a dá se čekat, že č́ım je starš́ı,
t́ım méně hmotné hvězdy k ńı patř́ıćı stačily již spotřebovat ve svých jádrech zásobu
vod́ıku a opustit hlavńı posloupnost.

V HRD byla poskládána pozorováńı hvězd z 11 hvězdokup se známými absolutńımi
visuálńımi hvězdnými velikostmi a ukázalo se, že v dolńı části hlavńı posloupnosti se
pozorováńı ze všech hvězdokup dobře shodovala, zat́ımco v horńı části se jednotlivé
hvězdokupy lǐsily podle svého stář́ı. Toto zásadńı zjǐstěńı je dnes použ́ıváno již ne k
d̊ukazu správnosti teorie hvězdného vývoje, ale naopak k určováńı stář́ı hvězdokup a
jejich vzdálenosti od nás. Při detailńıch studíıch se postupuje tak, že se nejprve pomoćı
spektroskopických pozorováńı řady člen̊u kupy urč́ı jej́ı chemické složeńı, konkrétně ob-
sah těžkých prvk̊u Z a helia Y a poté se srovnává jej́ı pozorovaný HRD s předpověd́ı
modelových výpočt̊u pro dané chemické složeńı. Z bodu, kde se pozorovaná sekvence
hvězd kupy v HRD zač́ıná vzdalovat od hlavńı posloupnosti, lze velmi přesně odhado-
vat vývojový věk kupy (jak hvězdokupa stárne, zkracuje se hlavńı posloupnost). Nao-
pak pomoćı konstanty, o kterou bylo třeba změnit pozorované zdánlivé visuálńı hvězdné
velikosti, opravené o mezihvězdnou absorpci, aby se hvězdy hlavńı posloupnosti v po-
zorovaném a modelovém HR diagramu překrývaly, tj. pomoćı modulu vzdálenosti, lze
ihned spoč́ıtat vzdálenost hvězdokupy od nás. Turn off point = bod obratu, mı́sto, kde
se nejhmotněǰśı hvězdy už vyvinuly a přecháźı do oblasti obr̊u.

Pokud s dobrou přesnost́ı urč́ıme pro některou dvojhvězdu jej́ı základńı fyzikálńı vlast-
nosti, můžeme se pokusit o srovnáńı s vývojovými modely spočtenými pro pozorované
hmotnosti obou složek.
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9.6 Poznámka o hvězdném větru a ztrátě hmoty

Hvězdný v́ıtr = proud plyn̊u unikaj́ıćıch z hvězdy. To, že hvězdné atmosféry nemuśı být
statické, a že z nich může docházet k úniku hmoty do okolńıho prostoru, naznačovala
pozorováńı deľśı dobu. Již Biermann (1951) upozornil na to, že plynné ohony komet,
mı́̌ŕıćı vždy směrem od Slunce, nasvědčuj́ı př́ıtomnosti radiálńıho výtoku plynu ze Slunce
do meziplanetárńıho prostoru, a odhadl výtokové rychlosti na 500 km s−1 v bĺızkosti
Slunce. Od 50. let, kdy začaly být vypouštěny rakety a později i družice a meziplanetárńı
sondy, bylo př́ımo možné tento tok plynu – slunečńı v́ıtr – a jeho vlastnosti měřit.

Z nebeské mechaniky a z řešeńı pohybových rovnic je známo, že má-li se hmotná
částice dostat z nějakého centrálńıho gravitačńıho pole, muśı na ni p̊usob́ıćı odstředivá
śıla v dané vzdálenosti dvakrát převyšovat přitažlivost centrálńıho tělesa. Pro únikovou
rychlost od tělesa o hmotnosti M∗ ve vzdálenosti rovńıkového poloměru Rrov od jeho
centra vu tedy plat́ı

2
GM∗
R2
rov

=
v2
u

Rrov
,

což vede na vztah

vu =
√

2
(
GM∗
Rrov

) 1
2

.

Pokud hmotnost a rovńıkový poloměr hvězdy budeme vyjadřovat v jednotkách hmotnosti
a poloměru Slunce, dostaneme rovnici

vu = 617, 61
(
M∗/M�
Rrov/R�

) 1
2

.

Odhady: Slunce = 618 km/s, O7V = 1079 km/s, M0Ia = 110 km/s . . . Za rok ztrat́ı
Slunce d́ıky větru cca 10−14 své hmotnosti, ale např. u Wolfových-Rayetových hvězd či
hvězd spektrálńıch tř́ıd O by v́ıtr za statiśıce až miliony let mohl z hvězdy odnést tolik
hmoty, že by se z ńı mohla vytvořit hvězda podobná Slunci.

Základy teorie hvězdného větru formuloval Parker (1958). Ukázal, že potřebné únikové
rychlosti lze dosáhnout řešeńım hydrodynamických rovnic, jestliže předpokládáme, že k
výtoku plynu docháźı ze slunečńı koróny zahřáté na teplotu 3 000 000 K v d̊usledku vy-
sokých tepelných rychlost́ı (viz Maxwellovo rozděleńı). Podobný mechanismus můžeme
předpokládat i u jiných chladných hvězd, které maj́ı rozsáhlé podpovrchové konvektivńı
zóny a tedy i chromosféry a koróny. Horké hvězdy maj́ı jen velmi malé podpovrchové
konvektivńı zóny a proto u nich existence horkých korón neńı př́ılǐs pravděpodobná.
I kdyby však koróny z nějaké dosud neznámé př́ıčiny měly, Parker̊uv mechanismus vzniku
slunečńıho větru by nebyl pro horké hvězdy použitelný – k dosažeńı pozorovaných rych-
lost́ı hvězdného větru horkých hvězd (2000-3000 km/s) by v hypotetické koróně musely
panovat teploty řádu 10 milión̊u K, při kterých by ionty C IV, Si IV či N V musely
dávno zaniknout v d̊usledku srážkové ionizace. Byl proto navržen jiný mechanismus:
vznik hvězdného větru zp̊usobený tlakem zářeńı v d̊usledku selektivńı absorpce zářeńı
právě v silných resonančńıch čarách. Tato myšlenka pak byla zásadńım zp̊usobem vy-
lepšena v kĺıčové práci Castora, Abbota a Kleina (1975), kteř́ı ukázali, že śıla, zp̊usobuj́ıćı
únik plynu z atmosfér horkých hvězd, vzniká d́ıky selektivńı absorpci velkým množstv́ım
spektrálńıch čar v ultrafialových spektrech, ne pouze d́ıky čarám resonančńım. Tj. silou,
která rozdmýchává hvězdný v́ıtr je tlak intenzivńıho UV zářeńı.

U chladných obr̊u a veleobr̊u vane v́ıtr hustý a mnohem pomaleǰśı, hnaćı silou jsou
pulsace nejchladněǰśıch veleobr̊u a tlak zářeńı na prach, který se ve větru tvoř́ı.
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9.7 Poznámka o rotaci hvězd

Rotace se bezprostředně pozoruje pouze u Slunce. U ostatńıch hvězd bud’ z rozš́ı̌reńı
spektrálńıch čar nebo z anomálíı na křivkách radiálńıch rychlost́ı dvojhvězd – deformace
křivky v okamžiku, kdy před zákrytem a po zákrytu sv́ıt́ı okraje zakrývané složky (viz část
dvojhvězdy). Profil čáry je rotaćı rozš́ı̌ren vlivem r̊uzného Dopplerova posuvu vlnových
délek v r̊uzných částech hvězdného disku – spektrálńı čára je rozš́ı̌rena složkou rotačńı
rychlosti promı́tnutou do směru zorného paprsku, se kterým rotačńı osa sv́ırá úhel i. Je-li
rovńıková rotačńı rychlost hvězdy v, pak pozorovaná složka je v sin i.

§ Roche̊uv model

Hrubý odhad vlivu rotace na rozměry hvězdy poskytuje Roche̊uv model, který lze pova-
žovat za polytropńı model pro n = 5. Pro rotuj́ıćı hvězdu můžeme uvažovat válcové
souřadnice s osou z identickou s osou rotace a druhou souřadnićı l, která označuje kolmou
vzdálenost od rotačńı osy. Roche̊uv model je založen na předpokladu, že všechna hmota
hvězdy je soustředěna ve hmotném bodu v jej́ım centru, a na předpokladu tuhé rotace s
úhlovou rychlost́ı ω. Z hlediska povrchových vrstev je tento předpoklad u reálných hvězd
docela dobře splněn.

Na částici ve hvězdné atmosféře p̊usob́ı jednak gravitačńı śıla daná −GM∗r
−2, kde

r2 = l2 + z2, jednak odstředivá śıla ω2l. Celkový potenciál je tedy

Φ =
GM∗
r

+
1
2
ω2l2 .

Ekvipotenciálńı plochy jsou zároveň plochami konstantńı hustoty, takže rotuj́ıćı hvězda
bude zauj́ımat tvar některé konkrétńı ekvipotenciálńı plochy.

Zkoumejme, jaké budou vlastnosti kritické plochy, pro niž bude výslednice přitažlivé
a odstředivé śıly nulová. Podmı́nkou pro to je nulový gradient potenciálu. Konkrétně
dostáváme

∂Φ
∂z

= −1
2
GM∗(l2 + z2)−3/22z = −GM∗r

−3z = 0 ,

což je zřejmě splněno všude v rovině rovńıku hvězdy t.j. pro z = 0, a pro

∂Φ
∂l

= −GM∗l(l2 + z2)−3/2 + lω2 = 0 .

Protože z = 0, je tato druhá podmı́nka splněna pro l0 pro něž plat́ı

GM∗(l20)
−3/2 = ω2 .

Hodnota kritického potenciálu tedy je

Φkrit. =
GM∗
l0

+
1
2
ω2l20 =

3
2
ω2l20 .

Kritická ekvipotenciála je tedy množinou bod̊u (l, z), pro něž plat́ı

ω2l30(l
2 + z2)−1/2 +

1
2
ω2l2 =

3
2
ω2l20 .

Jestliže polož́ıme l = 0 zjist́ıme hodnotu polárńıho poloměru takové kriticky rotuj́ıćı
hvězdy zpol :

ω2l30 =
3
2
zpolω

2l20 resp. zpol =
2
3
l0 .



262 KAPITOLA 9. STAVBA A VÝVOJ HVĚZD

Vid́ıme tedy, že hvězda rotuj́ıćı na mezi své dynamické stability má rovńıkový poloměr
o polovinu větš́ı než poloměr polárńı.

U rotuj́ıćıch hvězd se můžeme setkat s projevy rychlé proměnnosti jasnosti nebo profil̊u spektrálńıch
čar. Může se stát, že si budeme cht́ıt učinit představu, v jakém rozmeźı se může nalézat očekávaná rotačńı
perioda hvězdy. Označ́ıme-li v rovńıkovou rotačńı rychlost hvězdy, Rrov jej́ı rovńıkový poloměr a Prot jej́ı
rotačńı periodu, plat́ı zřejmě

v = 2πRrov/Prot .

Bývá zvykem vyjadřovat obvodovou rotačńı rychlost v km/s, rotačńı periodu ve dnech a poloměry hvězd
v jednotkách slunečńıho poloměru → dostáváme užitečnou pracovńı rovnici

v = 50, 6025
Rrov/R�

P
. (a)

Žádná hvězda nemůže rotovat rychleji, než kritickou rychlost́ı vK , při které se přitažlivá a odstředivá
śıla vyrovnávaj́ı (Keplerova či oběžná rychlost), tedy

GM∗

R2
rov

=
v2

K

Rrov
,

což vede na vztah pro Keplerovu rychlost

vK =

(
GM∗/Rrov

) 1
2

.

§ Vliv rotace na hvězdný vývoj

Rotace může ovlivnit stavbu hvězdy v několika směrech:
1. Odstředivá śıla všude mimo rotačńı osu hvězdy snižuje efektivńı gravitaci.
2. Protože vektor odstředivé śıly neńı mimo rovńık hvězdy rovnoběžný s vektorem śıly
přitažlivé, ekvipotenciály přestávaj́ı být kulové, viz limitńı př́ıpad Rocheova modelu.
3. Protože se zářivý tok měńı s efektivńı gravitaćı v tom kterém mı́stě, neńı tok zářeńı
konstantńı na daném ekvipotenciálńım povrchu, což může změnit podmı́nky vzniku kon-
vektivńı rovnováhy.
4. Rotace může ovlivňovat konvekci několika daľśımi zp̊usoby: jednak může p̊usobit proti
konvektivńım pohyb̊um, jednak může – v d̊usledku přerozdělováńı momentu hybnosti
určité konvektivńı pohyby vyvolat i v oblastech zářivé rovnováhy (v d̊usledku diferenciálńı
rotace, meridionálńı cirkulace).
5. Rotace zp̊usob́ı i meridionálńı cirkulaci, která vede na diferenciálńı rotaci, ta vyvolá

”střih“ a efektivńı promı́cháváńı hvězdného materiálu a to vše též ovlivńı přerozdělováńı
úhlového momentu hybnosti a obecně zp̊usob́ı, že rotačńı rychlost v r̊uzných částech
hvězdy nebude odpov́ıdat konservativńımu př́ıpadu, tj. odstředivá śıla nebude mı́t po-
tenciál.

Výsledky vývoje rotuj́ıćıch hvězd, zálež́ı na použitém modelu a přibĺıžeńı (tuhá ro-
tace, zachováńı celkového momentu hybnosti . . . ). Např. Meynet&Maeder (2000) pub-
likovali śıt’ vývojových model̊u rotuj́ıćıch hvězd v rozmeźı hmotnost́ı 9 − 120 M� pro
slunečńı chemické složeńı a r̊uzné počátečńı rotačńı rychlosti. Předpokládali nekonserva-
tivńı odstředivou śılu, vývoj rotačńı rychlosti modelovali s uvážeńım všech známých
proces̊u a brali v potaz i ztrátu hmoty hvězdným větrem. Jejich výsledky lze shrnout
následovně:

1. Vývoj rotačńı rychlosti Sekulárńı mechanismy přerozděleńı úhlového momentu jako je konvekce či
meridionálńı cirkulace se uplatňuj́ı v obdob́ıch klidného vývoje, zat́ımco v rychlých vývojových stadíıch
nemaj́ı dost času se uplatnit a úhlová rotačńı rychlost se měńı v zásadě tak, že se lokálně zachovává
moment hybnosti. Pro modely na počátku hlavńı posloupnosti byla předpokládána tuhá rotace. Vývoj
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během hlavńı posloupnosti pak vede k tomu, že úhlová rotačńı rychlost všude ve hvězdě postupně klesá,
včetně centrálńıho konvektivńıho jádra. Zároveň se ustav́ı diferenciálńı rotace, s rotačńı rychlost́ı klesaj́ıćı
směrem k povrchu hvězdy. (Tak tomu je předevš́ım d́ıky započteńı ztráty hmoty hvězdným větrem.) Ke
konci životńı doby na hlavńı posloupnosti, když relativńı hmotnostńı obsah vod́ıku klesne pod 0,05 a
jádro se smršt’uje, začne úhlová rotačńı rychlost v centrálńıch částech r̊ust. Ve fázi celkové kontrakce
hvězdy po spotřebováńı zásob vod́ıku v jádru roste úhlová rotačńı rychlost v celé hvězdě. Zejména pro
méně hmotné hvězdy (ve studovaném rozsahu hmotnost́ı) dosáhne v této fázi krátkodobě rotačńı rychlost
i v́ıce než 80% kritické rotačńı rychlosti na povrchu hvězdy.

2. Vliv rotace na vývojové dráhy v HR diagramu Vzhledem k tomu, že tok zářeńı
záviśı na povrchu rotuj́ıćı hvězdy přibližně na lokálńım gravitačńım zrychleńı, jsou polárńı
oblasti hvězdy tepleǰśı než oblasti rovńıkové. Hvězda kromě toho nemá kulový tvar a
pojem efektivńı teploty podle p̊uvodńı definice proto ztráćı smysl. Aby i přesto bylo
možno konstruovat teoretický HR diagram, byl zaveden pojem středńı efektivńı teploty
rotuj́ıćı hvězdy vztahem L = σT

4
effS , kde S označuje plochu povrchu hvězdy. Srovnáńı

vývoje rotuj́ıćıch a nerotuj́ıćıch hvězd ukazuje, že na hlavńı posloupnosti nulového věku
vede rostoućı rotace k poklesu jak efektivńı teploty, tak zářivého výkonu hvězdy. Rotuj́ıćı
hvězda se proto jev́ı jako nerotuj́ıćı hvězda s poněkud menš́ı hmotnost́ı. Naproti tomu
postupný vývoj vede k tomu, že rotuj́ıćı hvězdy maj́ı větš́ı zářivý výkon než hvězdy
nerotuj́ıćı. Tento fakt spolu s p̊usobeńım odstředivé śıly vedou také k tomu, že ztráta
hmoty z rotuj́ıćıch hvězd je o 60 až 100% větš́ı, než z hvězd nerotuj́ıćıch. Počátečńı
rotačńı rychlost 200 km/s vede rovněž k prodloužeńı životńı doby na hlavńı posloupnosti
asi o 20−30% a pokud porovnáváme isochrony, zvýš́ı taková rotace odhad stař́ı asi o 25%.

3. Vliv rotace na povrchové chemické složeńı Velmi zaj́ımavým výsledkem vlivu rotace je to, že již
během vývoje na hlavńı posloupnosti docháźı u hvězd v uvažovaném rozsahu hmotnost́ı k obohacováńı je-
jich atmosfér heliem a duśıkem a naopak k úbytku uhĺıku a kysĺıku. Tento efekt roste s rostoućı hmotnost́ı
hvězdy.



264 KAPITOLA 9. STAVBA A VÝVOJ HVĚZD

9.8 Typy pozorovaných hvězd a jejich vývojová stadia

§ Horké hvězdy spektrálńıho typu O a Wolfovy-Rayetovy hvězdy

Fenomenologicky jsou hvězdy spektrálńıho typu O definovány př́ıtomnost́ı ionizo-
vaného helia He II v jejich čárových spektrech. To odpov́ıdá efektivńım teplotám zhruba
nad 30 000 K. Pro objekty na hlavńı posloupnosti se podle měřeńı dobře pozorovaných
dvojhvězd jedná o rozsah hmotnost́ı od 15 do v́ıce než 50 M� a poloměr̊u od 6 do v́ıce
než 10 R�.

Většina pozorovaných O hvězd se nacháźı v bĺızkosti galaktické roviny, patř́ı k prvńı
populaci 9 a jedná se zřejmě o mladé hvězdy.

Wolfovy-Rayetovy hvězdy jsou definovány př́ıtomnost́ı velmi silných a širokých
emisńıch čar ve spektru, které svým rozložeńım energie odpov́ıdá spektru hvězdy spektrál-
ńıho typu O. Název těchto hvězd je odvozen od jmen dvou astronomů, kteř́ı jako prvńı
pomoćı visuálńıho spektroskopu podobné spektrum pozorovali při přehĺıdce hvězd v
souhvězd́ı Labutě. Čárové spektrum WR hvězd je patrně čistě emisńı. WR hvězdy se též
rozpadaj́ı do dvou paralelńıch skupin: Prvńı jsou označovány WC hvězdy a jsou pro ně
charakteristické silné emisńı čáry iont̊u uhĺıku C a kysĺıku O. Druhou skupinu tvoř́ı WN
hvězdy, v jejichž čarových spektrech dominuj́ı emisńı čáry iont̊u duśıku N. Obě skupiny
maj́ı silné emisńı čáry helia He II. WR hvězdy se podobně jako O hvězdy nacházej́ı v dis-
kové složce Galaxie, hlavně ve spirálńıch ramenech. Odhady jejich základńıch fyzikálńıch
vlastnost́ı naznačuj́ı rozsah efektivńıch teplot mezi 30 000 a 90 000 K a hmotnost́ı mezi
10 a 40 M�.

§ Hvězdy spektrálńıho typu B

Hvězdy spektrálńıho typu B se vyznačuj́ı optickými spektry, v nichž dominuj́ı silné čáry
vod́ıku a neutrálńıho helia, chyb́ı již čáry He II a jsou př́ıtomny čáry lehč́ıch ionizovaných
prvk̊u jako C II, O II, N II atd. Pro objekty na hlavńı posloupnosti se jedná o rozsah
hmotnost́ı od 2,2 do 15 M�, poloměr̊u od 2,1 do 6 R� a efektivńıch teplot od 9 400 do
30 000 K. Kromě normálńıch B hvězd se pozoruj́ı pulsuj́ıćı hvězdy, několik typ̊u chemicky
pekuliárńıch hvězd a též hvězdy se závojem, které se vyznačuj́ı př́ıtomnost́ı emisńıch čar
vod́ıku.

Chemicky pekuliárńı Bp hvězdy – mezi B hvězdami a hvězdami spektrálńıho
typu A se pozoruj́ı hvězdy se zřetelně anomálńım zastoupeńım některých chemických
prvk̊u. K označeńı chemicky pekuliárńıch hvězd horńı části hlavńı posloupnosti byly za-
vedeny zkratky CP, rozlǐsuj́ı se 4 základńı typy:
CP1... Am hvězdy (metalické),
CP2... magnetické Bp a Ap hvězdy,
CP3... HgMn hvězdy,
CP4... B hvězdy se slabými čarami helia.

9 Dvě základńı skupiny, do kterých mohou být zhruba rozděleny hvězdy a jiné objekty v galaxíıch.
Populace je skupina podsystémů. Populace I jsou ploché podsystémy, populace II jsou kulové podsystémy.
Lǐśı se od sebe prostorovým uspořádáńım, chemickým složeńım a stář́ım. Zavedl Baade, 1944. Populace
I = mladé hvězdy s vysokou sv́ıtivost́ı, bohaté na kovy, které se nacháźı ve spirálńıch ramenech. Naopak
staré červené hvězdy v eliptických galaxíıch a galaktickém halu spirálńıch galaxíı označil jako populaci
II.
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Hvězdy se závojem – Hvězdy se závojem (anglicky: Be stars) jsou hvězdy spektrál-
ńıch typ̊u O, B či A, v jejichž spektru byly alespoň někdy za dobu jejich spektroskopických
pozorováńı zjǐstěny emise v čarách vod́ıku Balmerovy serie. Jejich charakteristickou vlast-
nost́ı je velká časová proměnnost na nejr̊uzněǰśıch časových škálách. V současné době lze
pokládat za dobře prokázané, že emisńı čáry v jejich spektrech vznikaj́ı v rozsáhlých
obálkách - závoj́ıch - které je obklopuj́ı a které zřejmě nepravidelně miźı a po čase
se obnovuj́ı. Jde o plynné obaly, jejichž rozměry alespoň o řád převyšuj́ı rozměry sa-
motných hvězd. Př́ıčina vzniku závoj̊u a některé typy zjǐstěné proměnnosti hvězd se
závojem z̊ustávaj́ı i po p̊uldruhém stolet́ı jejich studia záhadou.

Vznik obálek = ?
- Model rotačńı nestability, obálky d́ıky rotačńı nestabilitě na rovńıku hvězd.
- Dvojhvězdný model, závoje jsou ve skutečnosti akrečńımi disky a vznikaj́ı př́ıtokem plynu
z druhé složky ve dvojhvězdách. Jejich hypotéza vysvětluje přirozeným zp̊usobem vysoké
rotačńı rychlosti hvězd se závojem jako d̊usledek přenosu úhlového momentu dopadaj́ıćı
hmoty, dále střednědobé změny a může vysvětlit i změny dlouhodobé. Podvojnost mnoha
hvězd se závojem se ale nepodařilo prokázat a u některých dobře studovaných objekt̊u
lze dokonce př́ıtomnost sekundáru, který by zaplňoval Rocheovu mez, zcela vyloučit.
- Hypotéza rotaćı stlačovaného hvězdného větru, závoje vznikaj́ı z hvězdného větru, který
je u rychle rotuj́ıćıch hvězd stlačován do roviny rovńıku.

Vývojové stadium hvězd se závojem neńı vyjasněno. Zdá se dokonce, že celý jev
neńı vázán na konkrétńı vývojové stadium. Hvězdy se závojem se vyskytuj́ı jak mezi
mladými hvězdami v bĺızkosti hlavńı posloupnosti nulového věku, tak mezi vyvinutými
obry a veleobry.

§ Hvězdy spektrálńıho typu A a F

Hvězdy spektrálńıho typu A se vyznačuj́ı optickými spektry, v nichž dominuj́ı silné
čáry vod́ıku, chyb́ı již čáry helia a jsou př́ıtomny čáry mnoha ionizovaných kov̊u (Fe II,
Ti II, Cr II atd.). Pro objekty na hlavńı posloupnosti se jedná o rozsah hmotnost́ı od 1,5
do 2,2 M�, poloměr̊u od 1,6 do 2,1 R� a efektivńıch teplot od 6950 do 9400 K.

Hvězdy spektrálńıho typu F se vyznačuj́ı optickými spektry, u nichž jsou čáry
vod́ıku podstatně slabš́ı, než u A hvězd, i když stále ve spektrech dominuj́ı. V jejich
spektrech se pozoruje oproti A hvězdám také daleko v́ıce čar kov̊u. Pro objekty na hlavńı
posloupnosti se jedná o rozsah hmotnost́ı od 1,15 do 1,5 M�, poloměr̊u od 1,25 do 1,6
R� a efektivńıch teplot od 5900 do 6950 K.

Mezi hvězdami typu A nalézáme kromě ”normálńıch“ hvězd hlavńı posloupnosti,
hvězdy výrazně chemicky pekuliárńı a také významné tř́ıdy pulsačně nestabilńıch hvězd,
které maj́ı přesah i do spektrálńıho typu F.

Am hvězdy (CP1 hvězdy) – metalické A hvězdy představuj́ı jednu z významných
skupin chemicky pekuliárńıch hvězd. Jejich výskyt je omezen právě na spektrálńı typ
A a jejich charakteristikou je, že zat́ımco čáry ionizovaného vápńıku Ca II odpov́ıdaj́ı
rané spektrálńı podtř́ıdě A, ostatńı čáry kov̊u odpov́ıdaj́ı pozdńı A podtř́ıdě nebo do-
konce spektrálńımu typu F a čáry vod́ıku odpov́ıdaj́ı nějaké středńı podtř́ıdě mezi oběma
extrémy. (Jedná se o hvězdy chemicky pekuliárńı a to takové, které maj́ı ve svých at-
mosférách bud’ nedostatek Ca (či také Sc) nebo přebytek prvk̊u skupiny železa a těžš́ıch.)
Nepozoruje se př́ıtomnost magnetického pole. Jedná se zásadně o objekty na hlavńı po-
sloupnosti a bylo rovněž zjǐstěno, že u nich nedocháźı k žádným fyzikálńım změnám
jasnosti → ideálńı standard. Většina, a možná i všechny Am hvězdy jsou dvojhvězdami.
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δ Scuti hvězdy – jednotné označeńı pro skupinu pulsuj́ıćıch hvězd spektrálńıch typ̊u
A a F, které se nacházej́ı v pásu nestability v HR diagramu a maj́ı pulsačńı periody kratš́ı
než 0,d3. Amplitudy změn jasnosti se pohybuj́ı v širokém rozmeźı od prahu detekce (asi
0,m01) až po 0,m8. Světelné křivky jsou bud’ zhruba sinusové nebo s v́ıce maximy. δ Sct
hvězdy na hlavńı posloupnosti maj́ı periody kolem 1 hodiny a amplitudy jejich světelných
křivek jsou malé, 0,m 02 nebo menš́ı. δ Sct hvězdy s větš́ı sv́ıtivost́ı, podobři a obři, maj́ı
deľśı periody a často i větš́ı amplitudy světelných změn. Celkově můžeme ř́ıci, že δ Sct
hvězdy lze při současných znalostech kvalitativně dobře vysvětlit jako objekty vyv́ıjej́ıćı
se od hlavńı posloupnosti v dolńı části pásu nestability, který souviśı s ionizačńımi zónami
vod́ıku a helia. Jistou část z nich mohou tvořit i hvězdy, které teprve kontrahuj́ı k hlavńı
posloupnosti nulového věku.

Li a Be u F a G hvězd: Lithium a berylium jsou velmi citlivým indikátorem toho, jak hluboko
směrem do centra hvězdy zasahuj́ı podpovrchové konvektivńı zóny u F a G hvězd. Slučovaćı reakce lithia
prob́ıhaj́ı již při teplotě asi 2, 5.106 K, berylia při asi 3, 5.106 K. Pokud tedy konvektivńı zóna dosahuje
až do hloubek, kde jsou ve hvězdě dostatečně vysoké teploty, bude obsah Li a Be v atmosférách takových
hvězd značně ńızký.

§ G,K,M hvězdy + proměnné hvězdy

Společným znakem chladných hvězd spektrálńıch typ̊u G, K a M je existence hlubokých
podpovrchových konvektivńıch zón, které vedou m.j. ke vzniku chromosfér a korón. Roz-
sah základńıch charakteristik pro hvězdy hlavńı posloupnosti je následuj́ıćı (statistické
hodnoty, ne absolutńı rozsahy):
G hvězdy: M = 0, 91− 1, 16M�, R = 1, 01− 1, 25R�, Teff = 5200− 5900 K
K hvězdy: M = 0, 45− 0, 91M�, R = 0, 52− 1, 01R�, Teff = 3900− 5200 K
M hvězdy: M = 0, 10− 0, 45M�, R = 0, 12− 0, 52R�, Teff = 2600− 3900 K.

Chromosféra byla objevena nejprve u Slunce a později na základě r̊uzných typ̊u po-
zorováńı i u chladných hvězd. Jedná se o poměrně ř́ıdkou - a alespoň v př́ıpadě Slunce
i nepř́ılǐs rozsáhlou - vrstvu, která se vyznačuje vyšš́ı teplotou, než je teplota pod ńı lež́ıćı
fotosféry. Tloušt’ka slunečńı chromosféry čińı asi 104 km. Vzhledem k vyšš́ı teplotě se
chromosféra projevuje podobně jako rozsáhlé plynové závoje horkých hvězd: př́ıtomnost́ı
emisńıch čar ve spektru. Nad chromosférou se nacháźı ještě mnohem řidš́ı a geometricky
rozsáhleǰśı koróna, která plynule přecháźı do meziplanetárńıho prostoru. Zářeńı koróny
je nepatrné proti zářeńı slunečńıho disku a proto lze korónu př́ımo pozorovat bud’ při
úplných slunečńıch zatměńıch nebo z družic. V části slunečńı koróny se pozoruj́ı emisńı
čáry železa a daľśıch prvk̊u ve velmi vysokých stupńıch ionizace, což svědč́ı o tom, že
ionizačńı teplota v koróně dosahuje teploty až 106 K. Existence teplotńı inverze s ros-
toućı vzdálenost́ı od středu hvězdy se vysvětluje dynamickým zahř́ıváńım v d̊usledku
mohutných konvektivńıch pohyb̊u. Konvektivńı proudy vyvolávaj́ı rázové zvukové vlny,
jejichž kinetická energie je úměrná hustotě a čtverci rychlosti. Hustota se vzdálenost́ı
klesá, rychlost roste a do chromosféry a koróny se tak dostává velké množstv́ı kinetické
energie, z ńıž se jen nepatrná část vyzář́ı a většina se použije na silné zvýšeńı teploty.
V posledńı době se sṕı̌se uvažuje o ohmickém ohřevu v magnetických silotrubićıch vystu-
puj́ıćıch nad fotosféru . . .

Experimentálńı d̊ukazy existence chromosfér a korón: např. trojice čar Ca II v in-
fračervené oblasti u 849.8, 854.2 a 866,2 nm. V této trojici absorpčńıch čar se u hvězd
s chromosférami pozoruj́ı asymetrie či slabé zaplněńı jader čar emiśı. Dále se u chladných
hvězd s chromosférami pozoruj́ı nečekaně silné a široké čáry vod́ıku, odpov́ıdaj́ıćı vyšš́ı
teplotě než je efektivńı teplota př́ıslušných hvězd. Též čáry ionizovaného vápńıku jsou
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u chladných hvězd silné a široké a v jejich jádru lze pozorovat emisńı složku – u hvězd
spektrálńıho typu F a chladněǰśıch. Dále např. emisńı profily čáry Ly α u 121.6 nm.
Ukazuje se, že patrně všechny chromosféry jsou časově proměnné na časových škálách od
minut po stalet́ı, viz 11-letý cyklus.

Výskyt chromosférické aktivity lze posuzovat např. podle typu hvězd, pro něž se
pozoruje. Jedná se o následuj́ıćı tř́ıdy hvězd:

Hvězdy typu RS CVn – dvojhvězdy s oběžnými periodami od 1 do 14 dn̊u se
synchronizovanými periodami rotace a oběhu a s tepleǰśımi složkami spektrálńıch typ̊u
F či G v bĺızkosti hlavńı posloupnosti, u kterých se aspoň mimo zákryty pozoruj́ı silné
emisńı čáry Ca II a světelné změny s rotačńı periodou dané skvrnami na povrchu.

Těsné dvojhvězdy typu W UMa – dotykové dvojhvězdy s krátkými oběžnými
periodami a se složkami obvykle podobných a pozdńıch spektrálńıch typ̊u a se světelnými
křivkami, které se měńı plynule během celé oběžné periody.

Hvězdy typu FK Com – osamocené hvězdy spektrálńıch typ̊u G - K s promı́tnu-
tými rotačńımi rychlostmi kolem 100 km s−1, což je u tak chladných hvězd velice vysoká
hodnota. Jejich hlavńı charakteristikou je př́ıtomnost emisńıch čar, často silněǰśıch, než
jaké se pozoruj́ı pro RS CVn dvojhvězdy.

Hvězdy typu T Tau – jedná se o osamocené hvězdy spektrálńıch typ̊u F5 - G5,
u nichž se pozoruj́ı chromosférické emisńı čáry (zejména Ca II) a rychlé a zcela nepra-
videlné změny jasnosti s amplitudami až 3,m0. Maj́ı ńızký zářivý výkon a zpravidla se
vyskytuj́ı uvnitř zář́ıćı či temné mlhoviny. Hvězdy T Tau jsou mladé hvězdy, které teprve
kontrahuj́ı k hlavńı posloupnosti nulového věku a dosud u nich prob́ıhá i akrece hmoty
z okolńı mlhoviny. Jejich nepravidelné světelné změny se vysvětluj́ı nehomogenitami v
rozsáhlých obálkách, které je obklopuj́ı = nepravidelné eruptivńı hvězdy. Často spojeny
s Herbigovými-Harovými objekty = malé jasné mlhoviny nepravidelného tvaru, který se
rychle měńı, k zářeńı buzeny prahvězdami (např. právě T Tauri), slabé spojité spektrum
s intenzivńımi emisńımi čarami, excitace je zářeńım nebo výtryskem z prahvězdy, který
HH zahř́ıvá prostřednictv́ım rázové vlny.

Vsuvka o proměnných hvězdách

. . . základńı typy proměnných hvězd:
- pulsuj́ıćı PH = periodické rozṕınáńı/smršt’ováńı atmosfér, obři, nadobři; Cefeidy,
Miridy, RR Lyrae = ”krátkoperiodické cefeidy“ [0,05 - 1,2 dne], konstantńı MV = 0,5
mag, nezávislá na periodě; hvězdńı obři obvykle typu A, v kulových hvězdokupách a
pobĺıž středu Galaxie, amplituda změn jasnosti až 2 mag . . .
- eruptivńı PH = vyvrhuj́ı nepravidelně část hmoty (občas ”finálńı“), novy, supernovy,
T Tau . . .
. . . tyto jsou fyzické proměnné, jejich proměnnost je d̊usledkem porušeńı rovnovážného
stavu během vývoje
- zákrytové proměnné = dvojhvězdy (např. β Per = Algol)
- občas udávány rotačńı PH = k poklesu jejich jasnosti docháźı vlivem velkých temných
skvrn na povrchu hvězdy, které se objevuj́ı a miźı při jej́ım otočeńı
. . . tyto řazeny mezi optické proměnné

• Pulsuj́ıćı hvězdy:

Cefeidy – cefeidy dostaly sv̊uj název podle druhé objevené proměnné tohoto typu,
δ Cep, jej́ıž změny jasnosti objevil roku 1784 anglický amatér John Goodricke. Jsou to
veleobři spektrálńıch tř́ıd F, G a K s periodickými změnami jasnosti a radiálńıch rychlost́ı.
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Jejich periody se pohybuj́ı v rozmeźı od několika dńı do skoro 100 dńı a amplitudy
světelných změn čińı 0,m1−2,m0 . Jedná se o vyvinuté hvězdy v pásu pulsačńı nestability,
které již spálily i helium ve svých jádrech. Podle stář́ı se rozlǐsuj́ı cefeidy tř́ıdy I a II, což
odpov́ıdá objekt̊um prvńı a druhé populace hvězd. Typickým představitelem tř́ıdy I je
právě δ Cep (spektrálńı typ F5Iab), cefeidám typu II se podle typické představitelky ř́ıká
také hvězdy typu W Vir. Vztah perioda - zářivý výkon se pro cefeidy typu I a II lǐśı,
cefeidy typu I jsou pro danou pulsačńı periodu asi o 1,m5 jasněǰśı než cefeidy typu II.

Miry – miry patř́ı k nejnápadněǰśım proměnným hvězdám. Jejich periody změn jas-
nosti a radiálńıch rychlost́ı jsou vesměs deľśı než 100 dńı a amplitudy světelných změn
jsou větš́ı než 1,m0 a nezř́ıdka dosahuj́ı i v́ıce než 10,m0. Ve spektrech těchto hvězd se
vyskytuj́ı i silné emisńı čáry. Klasické vysvětleńı je, že se jedná o obř́ı hvězdy v pozdńıch
vývojových stádíıch. Prototyp skupiny Mira Ceti (omikron Ceti) je hvězdou spektrálńı
tř́ıdy M7IIIe, jej́ıž jasnost se měńı s periodou 331,d65 od 2,m0 do 10,m1. Sekundárńı
složkou Miry Ceti je b́ılý trpasĺık a sńımky z Hubbleova kosmického dalekohledu na-
značuj́ı interakci mezi oběma hvězdami a vedou k odhadu poloměru Miry: 700 R�.

Hvězdy asymptotické větve obr̊u (Asymptotic Giant Branch Stars) – jedná se
o relativně krátké pozdńı vývojové stádium cyklických tepelných puls̊u souvisej́ıćıch s
hořeńım helia v heliové slupce a s hluboko zasahuj́ıćı podpovrchovou konvektivńı zónou.
T́ımto stádiem projdou hvězdy o počátečńıch hmotnostech asi 0,8 až 8 M�. Vyvine
se u nich i silný hvězdný v́ıtr, který vede k odvrhováńı hmoty do prostoru rychlostmi
10−8 - 10−4 M� za rok a v chladných obálkách kolem nich se tvoř́ı komplexńı molekuly.
Následuj́ıćı vývoj vede ke vzniku planetárńıch mlhovin a konč́ı stadiem b́ılého trpasĺıka.
Existuje ale i domněnka, že jev souviśı s podvojnost́ı těchto objekt̊u a konkrétně s po-
hybem sekundárńı složky uvnitř atmosféry obra. Mezi AGB hvězdy se zahrnuj́ı Miry,
polopravidelné a nepravidelné proměnné.
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Mechanismus pulsuj́ıćıch hvězd : během oscilace se termodynamický stav elementu hmoty v pulsuj́ıćı
hvězdě periodicky měńı a po jednom úplném cyklu se vždy vraćı do p̊uvodńıho stavu. Dle 1. věty TDM
je

dQ = dU + dW

a protože vnitřńı energie je funkćı stavových veličin, bude jej́ı celková změna při cyklickém procesu nulová.
Práce W vykonaná při jednom cyklickém procesu bude tedy integrálem změn pohlceného tepla

W =

∮
dQ

a k pulsaćım bude opakovaně docházet tehdy, bude-li celková práce na úkor pohlceného tepla kladná, tj.
W > 0.

Nejčastěǰśım mechanismem, který muže zp̊usobit pulsačńı nestabilitu, je mechanismus opacitńı,
který ovšem funguje pouze v oblastech měńıćı se ionizace některého dostatečně zastoupeného iontu,
nejčastěji vod́ıku či helia.

Uvažujme nejprve úplně ionizovaný plyn. Opacitu hvězdné látky lze obecně popsat pomoćı funkčńı
závislosti

κ = cρkT−m ,

kde c je konstanta a k a m jsou kladná č́ısla. Poměrně dobrou aproximaci pro volně-vázané a volně-volné
přechody představuj́ı Kramersovy opacity, které lze zapsat ve tvaru

κ = cρT−3,5 .

Pro adiabatický děj je P ∼ ρ5/3 a tedy T ∼ ρ2/3, což vede na

κ = cρ−
4
3 .

To ovšem znamená, že při kompresi s rostoućı hustotou klesá opacita a tedy pohlcováńı tepla. Jinými
slovy, plně ionizované části hvězdy jsou stabilńı a ke stabilńım pulsaćım v nich nemůže docházet. Jiná
je ovšem situace v oblastech měńıćı se ionizace, kde je energie stlačováńı spotřebována na r̊ust ionizace
a teplota roste mnohem pomaleji. Pokud budeme předpokládat závislost teploty na hustotě ve tvaru
T ∼ ρλ, pak pro Kramersovu opacitu plat́ı

κ = cρ1−3,5λ

a podmı́nkou vzniku pulsaćı je tedy nerovnost

1− 3, 5λ > 0 .

To bývá v oblastech měńıćı se ionizace často splněno. Zálež́ı ovšem na tom, kde se ta která ionizačńı zóna
ve hvězdě nacháźı. Je-li př́ılǐs hluboko uvnitř hvězdy, dojde disipaćı k utlumeńı kmitu, zat́ımco je-li př́ılǐs
bĺızko povrchu, je tepelná kapacita př́ılǐs malá na to, aby došlo ke globálńım oscilaćım.

Pulsace můžeme v prvńım přibĺıžeńı chápat jako akustické hustotńı kmity s vlnovou délkou rovnou
pr̊uměru hvězdy. Taková vlna se š́ı̌ŕı rychlost́ı zvuku vz a perioda radiálńı pulsace je tak dána výrazem
Π = 2R/vz. Konkrétńı výraz pro periodu v závislost na M resp. R lze pro aproximaci hvězdy plynnou
kouĺı, š́ı̌reńı zvukových vln a pro polytropńı modely odvodit pomoćı věty o viriálu, výsledky poměrně
dobře souhlaśı s pozorováńım. Výsledné vztahy též vysvětluj́ı existenci empirického vztahu perioda-zářivý
výkon pro cefeidy a jiné typy radiálńıch pulsuj́ıćıch hvězd.

§ Hvězdy v pozdńıch vývojových stadíıch

B́ıĺı trpasĺıci a ZZ Ceti hvězdy – b́ıĺı trpasĺıci se v dvourozměrné klasifikaci po-
pisuj́ı luminositńı tř́ıdou VII, mnohem častěji se však v astronomické literatuře objevuje
označeńı DA, DB, DO a podobně, označuj́ıćı b́ılé trpasĺıky se spektry spektrálńıch tř́ıd
A, B, O atd.

Tř́ıda DA je charakterizována př́ıtomnost́ı čar vod́ıku v atmosféře př́ıslušných hvězd,
u tř́ıdy DB jsou př́ıtomny čáry neutrálńıho helia. Podrobněǰśım studiem se ukázalo, že DA
a DB trpasĺıci tvoř́ı dvě odlǐsné skupiny objekt̊u a dvě sekvence v HR diagramu. Relativńı
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obsah helia v atmosférách DA trpasĺık̊u je nepatrný. Naopak v atmosférách DB hvězd
prakticky chyb́ı vod́ık. Pomoćı model̊u atmosfér složených bud’ z čistého vod́ıku nebo
helia byl odhadnut rozsah efektivńıch teplot DA trpasĺık̊u v rozmeźı od 7000 do 30000
K, pro DB hvězdy je to 12000 až 30000 K.

Rozložeńı prostorových rychlost́ı ukazuje, že naprostá většina b́ılých trpasĺık̊u pocháźı
ze starš́ı populace II. Existence dvou sekvenćı souviśı pravděpodobně s r̊uznou účinnost́ı
zářivé difuse.

ZZ Cet hvězdy jsou b́ıĺı trpasĺıci typu DA, u nichž docháźı k měřitelným změnám jejich
jasnosti. Změny jasnosti jsou zřejmě periodické a často multiperiodické, a velmi rychlé.
Periody známých ZZ Cet hvězd jsou mezi 100 a 1200 sekundami, což je ale o hodně
deľśı, než by odpov́ıdalo jejich radiálńım pulsaćım, takže se dosti všeobecně soud́ı, že
pozorované změny jasnosti jsou projevem pulsaćı neradiálńıch. V posledńıch desetilet́ıch
je pulsaćım ZZ Cet hvězd věnovaná značná pozornost, nebot’ existuje oprávněná naděje,
že se s jejich pomoćı lze dozvědět hodně o skutečné vnitřńı stavbě b́ılých trpasĺık̊u,
podobně jako v př́ıpadě našeho Slunce. Soud́ı se, že možná všichni b́ıĺı trpasĺıci typu DA
se stávaj́ı pulsačně nestabilńımi, když se během svého vývoje a postupného chladnut́ı
dostávaj́ı do oblasti s efektivńı teplotou mezi 13000 a 11000 K.

Novy – pokud je b́ılý trpasĺık složkou dvojhvězdy a dojde k přenosu hmoty bohaté
na vod́ık z druhé složky na povrch b́ılého trpasĺıka, může docházet k velmi nápadným
zjasněńım soustavy (v krátkém čase náhlý vzr̊ust jasnosti o 7 - 16 mag). Na povrchu
b́ılého trpasĺıka může nastat velmi bouřlivé jaderné slučováńı vod́ıku na helium, což vede
k výbuchu a odvržeńı obálky do okolńıho prostoru. Pohyb hmoty velkými rychlostmi
(až 2000 km/s) se skutečně u nov po výbuchu pozoruje. Rekurentńı novy - pravidelně
se opakuj́ı, nejde ale do ∞ – nakonec trpasĺık překroč́ı kritickou hodnotu maxima m
(1,44 M� pro trpasĺıka p̊uvodem z vod́ıku), pak zhrouceńı na neutronovou hvězdy a
zážeh SN I. (klidné obdob́ı = prenova, pak prudký nár̊ust jasnosti, pozvolný pokles,
nakonec = postnova)

Známy jsou rovněž trpaslič́ı novy = rekurentńı novy, dvojhvězdy složené z b́ılého
trpasĺıka a červeného trpasĺıka (normálńı hvězdy), jejichž oběžné periody čińı jen několik
hodin a u nichž docháźı k opakovaným zjasněńım o 3 až 5 hvězdných velikost́ı během
týdn̊u až několika let. Soud́ı se, že i tyto objekty se zjasňuj́ı v d̊usledku přenosu hmoty
mezi složkami, mechanismus ale patrně nesouviśı s nukleárńım hořeńım, ale s nestabilitou
akrečńıho disku kolem b́ılého trpasĺıka, jehož opacita se v d̊usledku akrece po dosažeńı
určité kritické hodnoty může velmi prudce změnit.

Zdá se jisté, že výbuchy nov vedou jen k relativně malé ztrátě hmoty ze soustavy
poměřováno celkovou hmotnost́ı hvězd, množstv́ı vyvržené hmoty cca 10−9 − 10−3 M�.
Vyvržená hmota – plyn – se rozṕıná ve formě obálky, která je v ojedinělých př́ıpadech
pozorovatelná za deśıtky let po vzplanut́ı jako slabá mlhovina obklopuj́ıćı hvězdu. U něk-
terých trpaslič́ıch nov s mnoha pozorovanými zjasněńımi byla nalezena korelace mezi
mohutnost́ı zjasněńı a dobou do následuj́ıćıho zjasněńı.

Supernovy – supernovy představuj́ı jeden z nejnápadněǰśıch jev̊u na obloze, zjasněńı
o 20 mag i v́ıce. Jedná se o hvězdy, které se během krátké doby zjasńı o mnoho magni-
tud, takže pokud k takovému zjasněńı dojde u objekt̊u nepř́ılǐs vzdálených od slunečńı
soustavy, je možno po určitý čas pozorovat supernovu na obloze i ve dne. Následuj́ıćı po-
zvolný pokles jasnosti může trvat i dva roky. Celková energie při výbuchu uvolněná je cca
1041 − 1045 J, část jako zářeńı, poměrně velká část na kinetickou energii rychle se pohy-
buj́ıćıch zbytk̊u vněǰśıch část́ı hvězdy po vyvržeńı, jsou pozorovány ve formě rozsáhlých
mlhovin, Krab́ı . . .
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Supernovy bývaj́ı klasifikovány podle vzhledu spekter v maximu jasnosti do dvou
základńıch typ̊u. Supernovy typu I neobsahuj́ı ve spektrech čáry vod́ıku, supernovy
typu II ano. Supernovy typu I bývaj́ı dále děleny podle př́ıtomnosti či nepř́ıtomnosti čar
křemı́ku a helia ve spektrech. Typ II se dále děĺı podle vzhledu světelné křivky. Spektra
v maximu jasnosti jsou často téměř jen spojitá, bez spektrálńıch čar. Později se objevuj́ı
emisńı čáry vod́ıku a ještě později zakázané čáry kov̊u.

Pro supernovy typu I bylo zjǐstěno, že se vyskytuj́ı v kulových složkách galaxíı a že
nejsou vázány na spirálńı ramena. Protože hmotné hvězdy se vyskytuj́ı právě ve spirálńıch
ramenech, svědč́ı to o tom, že supernovy typu I nejsou výsledkem vývoje velkých osa-
mocených hvězd, ale produktem dvojhvězdného vývoje. V současnosti se soud́ı, že tyto
supernovy vznikaj́ı v d̊usledku akrece nadkritického množstv́ı hmoty na b́ılého trpasĺıka
složeného převážně z uhĺıku a kysĺıku, který je hmotu přij́ımaj́ıćı složkou ve dvojhvězdě,
viz překročeńı kritické hodnoty m → všechny jsou si podobné, dobré standardńı majáky
pro určováńı vzdálenost́ı.

O supernovách typu II se soud́ı, že jsou výsledkem dynamické nestability v závěreč-
ných stádíıch vývoje jednotlivé (velmi hmotné) hvězdy. Při jejich výbuchu dojde k roz-
metáńı většiny hvězdného materiálu do prostoru a zbude jen malé degenerované jádro, ne-
utronová hvězda. Explozi předcháźı zhrouceńı jejich jádra, na které padaj́ı hořeǰśı vrstvy
a za teploty cca 2.1011 K v nich explozivně vzplanou r̊uzné termonukleárńı reakce. Nová
přesněǰśı pozorováńı postupně odhaluj́ı značnou individualitu supernov (lǐśı se v hmot-
nosti, tj. světelné křivky jsou všelijaké) a lze se nad́ıt toho, že i teoretické představy
o jejich vzniku se budou ještě značně vyv́ıjet.

Konečná stadia hvězdného vývoje, podrobně viz Relativita . . .
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Kapitola 10

Dvojhvězdy

Dvojhvězdy : Fotometrie a spektroskopie dvojhvězd, určováńı element̊u. Zvláštnosti vývoje
těsných dvojhvězd. Kataklyzmické proměnné.

• Vývoj dvojhvězd ve stadiu výměny hmoty mezi složkami a metoda výpočtu model̊u,
vysvětleńı vývojového paradoxu polodotykových soustav
• Dvojhvězdy – fotometrie, spektroskopie. Určováńı element̊u. 1

• Zvláštnosti vývoje těsných dvojhvězd, přetok hmoty mezi složkami. Kataklyzmické
proměnné. 1

1 pro absolventy přednášky Dvojhvězdy
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10.1 Pojem dvojhvězdy, klasifikace

Dvojhvězdou nazýváme dvojici hvězd, které jsou k sobě gravitačně vázány a ob́ıhaj́ı
kolem společného těžǐstě po eliptické nebo kruhové dráze. Hvězdám, které takovou dvojici
tvoř́ı, ř́ıkáme složky dvojhvězdy. Pojmem primárńı složka nebo jednoduše primár se
obvykle označuje jasněǰśı z obou hvězd. V teoretických úvahách se však označuje t́ımto
pojmem hvězda hmotněǰśı. Jej́ı partnerce se pak ř́ıká sekundárńı složka nebo sekundár.

Někdy jsou na obloze pozorovány v těsné bĺızkosti u sebe dvě hvězdy, pro něž však
podrobněǰśı studium ukáže, že jde o dvě tělesa ve zcela r̊uzných vzdálenostech od nás a
nijak spolu nesouvisej́ıćıch. Těm se ř́ıká optické dvojhvězdy. Z hlediska našeho výkladu
jsou nezaj́ımavé a za dvojhvězdy je nebudeme považovat.

Ačkoliv dosavadńı znalosti muśıme stále pokládat za značně neúplné, je zřejmé,
že ve dvojhvězdách se vyskytuje velké procento hvězd. Vzácné nejsou ani trojhvězdy,
čtyřhvězdy a v́ıcenásobné systémy.

Pozorováńı dvojhvězd a určováńı jejich fyzikálńıch vlastnost́ı ukazuje, že se mohou
vyskytovat velmi pestré a snad skoro všechny myslitelné kombinace. Za teoretickou dolńı
mez můžeme na základě našich současných znalost́ı považovat v této době kombinaci
dvou podobných neutronových hvězd o hmotnostech 1,4 M� a poloměrech 10 km, které
ob́ıhaj́ı po kruhové dráze tak, že se jejich povrchy prakticky dotýkaj́ı, tedy, že vzdálenost
jejich střed̊u a = 20 km. Jestliže vyjdeme ze 3. Keplerova zákona ve tvaru

a3 =
G

4π2
P 2(M1 +M2)

a uprav́ıme jej numericky tak, abychom mohli hmotnosti primáru M1 a sekundáru M2

udávat v hmotnostech našeho Slunce, oběžnou periodu P ve dnech a velkou poloosu
dráhy a ve slunečńıch poloměrech, dostaneme užitečný pracovńı vztah

a3 = 864002M�
R3
�

G

4π2
P 2(M1 +M2) = 74, 48358P 2(M1 +M2)

a můžeme si snadno spoč́ıtat, že oběžná perioda výše uvažované dvojhvězdy by činila
pouhých 0,0009 sekundy. Prohĺıdkou katalogu kataklyzmických dvojhvězd a rentgeno-
vských dvojhvězd o malé hmotnosti zjist́ıme nejkratš́ı oběžnou periodou cca 5,35 minuty.

Maximálńı dosud zjǐstěná hmotnost složek se pohybuje někde kolem 60 M�, povrchové
teploty jsou od asi 1000 K do teplot řádu 100 000 K a nejdeľśı oběžná perioda je asi 32 000
let. V zásadě lze ř́ıci, že dvojhvězdy se mohou vyskytovat v kombinaćıch od těles, která
se dotýkaj́ı, až po vzdálenosti, souměřitelné se středńımi vzájemnými vzdálenostmi hvězd
v dané části prostoru od sebe.

§ Klasifikace dle metody pozorováńı

Vzhledem k obrovským vzdálenostem mezi jednotlivými hvězdami v Galaxii vid́ıme v da-
lekohledu jen malé procento dvojhvězd jako dva oddělené světelné body. Jde obvykle
o tělesa hodně vzájemně vzdálená, s oběžnými periodami nejméně několik let. Takovým
dvojhvězdám se ř́ıká visuálńı dvojhvězdy a při jejich trpělivém pozorováńı můžeme
časem př́ımo vidět v pr̊umětu na oblohu jejich vzájemný oběžný pohyb.

Pokud je sekundárńı složka visuálńı dvojhvězdy mnohem méně jasná než složka
primárńı, jej́ı světlo nepozorujeme a na př́ıtomnost druhého tělesa můžeme usoudit pouze
z rozboru periodických poruch jej́ıho prostorového pohybu za deľśı obdob́ı, hovoř́ıme
o dvojhvězdě astrometrické.
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Většina dvojhvězd však z̊ustává i v nejsilněǰśıch dalekohledech nerozlǐsena a jev́ı se
jako jediný světelný bod. Jejich dvojhvězdnou povahu pak nejčastěji zjist́ıme ze spek-
troskopických pozorováńı, nebot’ v d̊usledku oběžného pohybu docháźı k periodickým
změnám radiálńı rychlosti čar (spektrálńı čáry osciluj́ı kolem jisté klidové hodnoty radiálńı
rychlosti, odpov́ıdaj́ıćı radiálńı rychlosti těžǐstě soustavy vzhledem k pozorovateli). Ta-
kovým dvojhvězdám se ř́ıká spektroskopické dvojhvězdy. V ideálńım př́ıpadě jsou ve
spektru pozorovatelné spektrálńı čáry obou složek (hvězdy dvoučarové), které se pravi-
delně od sebe vzdaluj́ı a zase se k sobě přibližuj́ı. V grafu radiálńı rychlosti v závislosti na
čase definuj́ı dvě prot́ınaj́ıćı se sinusovky, které se měńı v protifázi, jde-li o dvojhvězdu
v kruhové dráze, nebo o dvě asymetrické, ale jednoduše periodické křivky, jde-li o elip-
tický pohyb. Hodnota radiálńı rychlosti odpov́ıdaj́ıćı pr̊useč́ıku obou křivek pak definuje
radiálńı rychlost pohybu celé soustavy v̊uči nám, a). Pokud jsou složky dvojhvězdy hodně
odlǐsné jasnost́ı či povrchovou teplotou, vid́ıme ve spektru obvykle pouze čáry jasněǰśı
z obou hvězd (hvězdy jednočarové). Někdy se čáry druhé slabš́ı složky podař́ı nalézt v
jiném spektrálńım oboru, např. v červeném či infračerveném, jde-li o chladný sekundár,
nebo naopak v UV oboru, jde-li o malou horkou sekundárńı složku.

Pokud je oběžná rovina dvojhvězdy v prostoru orientována tak, že v ńı naše slunečńı
soustava zhruba lež́ı, budeme pozorovat vzájemné zákryty obou složek dvojhvězdy a
hovoř́ıme o dvojhvězdě zákrytové. Zákryty se projev́ı předevš́ım při fotometrických
pozorováńıch, a to pravidelně se opakuj́ıćımi poklesy jasnosti. Historicky byly rozlǐsovány
tři typy světelných křivek, b):
• Světelná křivka typu Algol se označuje podle prvńı objevené zákrytové dvojhvězdy Algol
(β Persei). Vyznačuje se zcela konstantńım světlem mimo zákryty a během totálńıch část́ı
zákrytu.
• Světelná křivka typu β Lyrae je shodou okolnost́ı nazvána podle druhé objevené zákry-
tové dvojhvězdy a je pro ni př́ıznačné, že jasnost soustavy se plynule měńı ve všech
orbitálńıch fáźıch, i mimo vlastńı zákryty, přičemž hloubka minim je výrazně odlǐsná.
• Světelná křivka typu W UMa je charakterizována dvěma podobnými minimy, krátkou
oběžnou periodou a rovněž plynulými změnami ve všech fáźıch orbitálńı periody.

Efekty zákryt̊u ve spektrech jsou složitěǰśı. Budou-li se např. složky dvojhvězdy lǐsit
svou povrchovou teplotou, může se stát, že během zákrytu ześıĺı čáry jedné nebo druhé
složky a vzhled spektra se výrazně změńı. Pokud některá z hvězd rychle rotuje, lze ve
fáźıch na začátku a na konci zákrytu pozorovat tzv. rotačńı efekt, c). Při začátku
zákrytu je totiž postupně zakrýván disk jedné ze složek, takže nakonec vid́ıme světlo
jen z jednoho okraje. Pokud je směr rotace shodný se směrem oběhu složek (a tak tomu
zpravidla bývá), projev́ı se část nezakrytého disku rotuj́ıćı hvězdy na začátku zákrytu
vzr̊ustem radiálńı rychlosti nad normálńı křivku radiálńı rychlosti. Na konci zákrytu
vid́ıme naopak přibližuj́ıćı se část disku a pozorujeme anomálńı pokles radiálńı rychlosti.
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V některých př́ıpadech se stává, že pozorujeme nepř́ılǐs velké plynulé světelné změny
definuj́ıćı dvojitou vlnu s oběžnou periodou dvojhvězdy, tedy něco jako světelnou křivku
typu Lyrae, ale s malou amplitudou (pod 0,m 1). Ukazuje se, že to je př́ıpad hvězd,
které jsou slapově deformovány a nemaj́ı sférický tvar, takže se během jejich vzájemného
oběhu měńı plocha jejich disk̊u promı́tnutá na nebeskou sféru a tud́ıž i jejich jasnost. Ta-
kovým dvojhvězdám se ř́ıká elipsoidálńı proměnné. Nedocháźı u nich ke geometrickým
zákryt̊um a sklon jejich dráhy je zpravidla někde mezi asi 30◦ a 70◦.

§ Klasifikace dle dynamické stability

K úvahám o dynamické stabilitě konkrétńı dvojhvězdy se velmi dobře hod́ı Roche̊uv
model. Bez toho, abychom v této chv́ıli zacházeli do podrobnost́ı, si zde pouze řekněme,
že Roche̊uv model představuje nahrazeńı skutečného potenciálu dvojhvězdy, ob́ıhaj́ıćı ko-
lem společného těžǐstě, potenciálem dvou hmotných bod̊u umı́stěných v centrech složek
dvojhvězdy a potenciálem odstředivé śıly oběžného pohybu. Tato aproximace je vzhle-
dem k vysoké koncentraci hmoty hvězd směrem k centru zcela př́ıpustná. Ukazuje se,
že tvar ekvipotenciálńıch ploch Rocheova modelu záviśı pouze na poměru hmotnost́ı
obou hmotných bod̊u. Př́ıslušné ekvipotenciálńı plochy jsou nejprve uzavřené kolem obou
hvězd, ale pro určitou kritickou hodnotu potenciálu se slévaj́ı v jakési brýle s úhlem velmi
přibližně 57◦ v̊uči spojnici obou center. Daľśı ekvipotenciálńı plochy již obklopuj́ı obě
hvězdy, poté se postupně otv́ıraj́ı nejprve za méně hmotnou a poté za hmotněǰśı složkou,
a ve velké vzdálenosti se limitně bĺıž́ı sférickým plochám kolem celé dvojhvězdy. Ona
kritická ”brýlovitá“ ekvipotenciála se nazývá Rocheova mez. V oběžné rovině existuje
celkem 5 bod̊u, nazývaných Lagrangeovy body, ve kterých je výsledná śıla p̊usob́ıćı na
testovaćı těĺısko nulová. Jeden z nich, L1, lež́ı na spojnici mezi oběma hmotnými body,
daľśı dva lež́ı také na spojnici obou hmotných bod̊u, ale vně méně hmotné (L2) a vně
hmotněǰśı (L3) složky, viz dále. Je jasné, že vzroste-li rozměr hvězdy tak, že hvězda za-
plńı Rocheovu mez, stane se dynamicky nestabilńı a plyn z jej́ı atmosféry může volně
přetékat směrem ke druhé složce. Dvojhvězdy se děĺı na oddělené systémy, jejichž obě
složky jsou spolehlivě uvnitř kritické Rocheovy meze, dále na polodotykové systémy, u
kterých je jedna složka uvnitř Rocheovy meze a druhá ji právě vyplňuje, a na kontaktńı
systémy, pro něž obě složky vyplňuj́ı či sṕı̌se přesahuj́ı Rocheovu mez a maj́ı společnou
atmosféru. Nav́ıc existuj́ı dvojhvězdy s dvoj́ım kontaktem. Jedná se o to, že pokud jedna
ze složek dvojhvězdy rychle rotuje, lež́ı mez jej́ı dynamické stability někdy i velmi hluboko
pod Rocheovou meźı. Může se proto stát, že rychle rotuj́ıćı hvězda ve dvojhvězdě je dy-
namicky nestabilńı i přesto, že jej́ı poloměr je mnohem menš́ı, než odpov́ıdaj́ıćı Rocheova
mez.

§ Klasifikace
”
živočichopisná“

Algoly – tento pojem je zvlášt’ zrádný, protože se historicky vyv́ıjel, a může zna-
menat několik zcela r̊uzných věćı. Kromě p̊uvodńı charakteristiky typu světelné křivky
začal totiž být postupně už́ıván i k označeńı polodotykových soustav ve stádiu přenosu
hmoty mezi složkami (často též nyńı nazývaných ”interaguj́ıćı dvojhvězdy“). ”Algolem“
v tomto smyslu je pak i prototyp druhého typu světelné křivky, známá interaguj́ıćı
dvojhvězda β Lyr. Odtud byl již jen krok k velmi nešt’astnému termı́nu ”nezákrytový
Algol“, použ́ıvaný některými astronomy pro spektroskopické dvojhvězdy, u nichž se lze
podle nepř́ımých d̊ukaz̊u dohadovat také o prob́ıhaj́ıćım přenosu hmoty mezi složkami, a
jejichž sklon oběžné dráhy je takový, že v̊uči nám nedocháźı k zákryt̊um.
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Dvojhvězdy s hvězdou se závojem – existuj́ı dvojhvězdy, v jejichž spektrech
nacháźıme obvykle časově proměnné emisńı čáry, které ve většině př́ıpad̊u souvisej́ı s
jednou ze složek dvojhvězdy, obvykle hvězdou spektrálńıho typu O, B či A. Obecně se
soud́ı, že emisńı čáry svědč́ı o př́ıtomnosti cirkumstelárńı hmoty ve dvojhvězdě. Čistě
popisně a historicky bylo rozlǐseno několik skupin emisńıch objekt̊u. Asi nejznáměǰśı jsou
dvojhvězdy typu W Ser, mezi něž se kromě zmı́něného prototypu poč́ıtá i β Lyr a daľśı.
Jde vesměs o dvojhvězdy s oběžnými periodami deľśımi, než maj́ı klasické Algoly. Typické
periody jsou asi od 10 do 300 dńı. Jedná se vesměs o polodotykové soustavy, u kterých
sekundárńı složka vyplňuje Rocheovu mez.

Po objevu rentgenovských zdroj̊u zářeńı se ukázalo, že mnoho z nich jsou hmotné
dvojhvězdy, jejichž optickou primárńı složkou je právě hvězda se závojem, bud’ o vysoké
sv́ıtivosti nebo hvězda hlavńı posloupnosti.

Symbiotické dvojhvězdy – jedná se v zásadě o kombinaci obř́ı chladné hvězdy,
která často dominuje v optickém oboru spektra, s poměrně malou hvězdou horkou, bud’
normálńı nebo b́ılým trpasĺıkem. Podmı́nkou je i př́ıtomnost emisńıch čar včetně čar
zakázaných. Obvykle se jedná o dvojhvězdy s dlouhými oběžnými periodami řádu několik
stovek dńı. I v těchto soustavách se pozoruj́ı emisńı čáry, chladné složky někdy pulsuj́ı a
měńı při tom svou jasnost, docháźı též k dlouhodobým výrazným spektrálńım změnám.

Na Algoly, dvojhvězdy s hvězdou se závojem a symbiotické hvězdy lze pohĺıžet jako
na podobné objekty, které se lǐśı předevš́ım délkou oběžné periody. U Algol̊u s kratš́ımi
oběžnými periodami neńı uvnitř Rocheovy meze dostatečné mı́sto na vznik rozsáhlých
obálek, proto se u nich nepozoruj́ı př́ılǐs silné emise. Naopak u symbiotických hvězd je
Rocheova mez kolem chladné složky tak velká, že tato složka světelně dominuje již v
optické oblasti spektra.

Kataklysmické proměnné (novy, trpaslič́ı novy a rentgenovské dvojhvězdy
o malé hmotnosti) – jedná se o dvojhvězdy, u nichž je přenos hmoty mezi složkami spo-
jen s eruptivńımi jevy, zejména s nápadným zjasňováńım celé soustavy v nepravidelných
intervalech od týdn̊u až do deśıtek let. U těchto dvojhvězd se zpravidla pozoruj́ı i emisńı
čáry ve spektrech. Obvykle jsou tvořeny dvojićı chladné hvězdy zaplňuj́ıćı Rocheovu mez
a horké, velmi kompaktńı hvězdy. Důležitou charakteristikou je, že k celkovému zářivému
výkonu těchto soustav přisṕıvá podstatnou měrou zářeńı akrečńıho disku kolem horké
složky.

Dvojhvězdné pulsary – zdá se, že existuj́ı dva typy dvojhvězd s pulsary: V prvńım
př́ıpadě je pr̊uvodcem pulsaru také neutronová hvězda nebo hmotný b́ılý trpasĺık, oběžná
perioda je krátká a dráha výstředná. V druhé kategorii jsou pulsary, jejichž druhou
složkou je málo hmotná hvězda (0,2-0,4 M�), patrně heliový b́ılý trpasĺık. Oběžná dráha
je kruhová a perioda je dlouhá.
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10.2 Určováni kvantitativńıch vlastnost́ı dvojhvězd

§ O − C diagramy a změna oběžných period dvojhvězd

Samostatným a zpravidla prvńım úkolem při studiu konkrétńı dvojhvězdy bývá z po-
zorovaných změn jej́ı jasnosti nebo radiálńı rychlosti určit dostatečně přesnou a spo-
lehlivou hodnotu jej́ı oběžné periody P. Je to př́ımočaré, pokud máme měřeńı jasnosti
zákrytové nebo elipsoidálńı proměnné. Pokud ale ve spektru pozorujeme čáry dvou složek
dvojhvězdy podobných spektrálńıch typ̊u, nemuśı být celá věc jednoduchá, nebot’ na
počátku nev́ıme, která čára které složce nálež́ı. Pokud se již zdařilo nějaký odhad peri-
ody nalézt, můžeme zjǐstěnou periodu zpřesňovat pomoćı daľśıch pozorováńı, př́ıpadně s
využit́ım starš́ıch, dř́ıve publikovaných pozorováńı.

Klasickou metodou, jak zpřesňovat hodnotu oběžné periody (ostatně i periody fy-
zikálńıch proměnných hvězd) a jak se přesvědčit, že perioda je dlouhodobě stálá nebo se
nějakým zp̊usobem měńı, je konstruovat tzv. O − C (z anglického observed - computed ;
pozorovaný - vypočtený) diagram okamžik̊u minim či maxim, maxim radiálńı rychlosti a
podobně.

Konstrukce O−C diagramu je ovšem možná pouze tehdy, známe-li hodnotu periody
s dostatečnou přesnost́ı a máme-li k dispozici dostatečně hustou řadu okamžik̊u minim.
Jinak totiž naraźıme na problém ročńıch alias̊u a námi konstruovaný O − C diagram
může být chybný a zaváděj́ıćı.

Pokud o dlouhodobém chováńı periody námi studované proměnné nemáme žádné
dř́ıvěǰśı informace, zač́ınáme obvykle s lineárńı efemeridou

Tmin = T0 + P.E ,

kde T0 je zvolený referenčńı okamžik minima. Pro každý z pozorováńı určený okamžik
minima O odhadneme odpov́ıdaj́ıćı č́ıslo cyklu neboli epochu E podle vztahu

E = int
(
O − T0

P

)
a očekávaný okamžik minima poté spočteme ze vztahu

C = T0 + P.E .

Pro všechny okamžiky minim, které takto źıskáme, poté nakresĺıme to, čemu se ř́ıká O−C
diagram, totiž pr̊uběh funkčńı závislosti O − C = f(E) a ten vyhodnot́ıme.

Pokud je hodnota periody, kterou jsme při konstrukci O−C diagramu použili, stálá a
v meźıch chyb pozorováńı i dostatečně přesná, budou body v O−C diagramu ležet v okoĺı
př́ımky rovnoběžné s osou X a rozptyl bod̊u bude odpov́ıdat chybám určeńı jednotlivých
okamžik̊u minim.

Je-li perioda stálá, ale je-li jej́ı hodnota poněkud deľśı než ta, kterou jsme při kon-
strukci diagramu použili, budou se pozorované body v O−C diagramu kupit opět kolem
př́ımky, která ale bude s rostoućım E stoupat, tj. bude mı́t kladnou směrnici.

Analogicky je-li skutečná perioda kratš́ı než ta, kterou jsme použili, budou se body v
O−C diagramu kupit kolem př́ımky se zápornou směrnićı. V obou těchto př́ıpadech lze
O − C diagram využ́ıt ke zpřesněńı hodnoty periody.

Předpokládejme pro jednoduchost, že určeńı okamžik̊u minim neńı zat́ıženo chybami
a předpokládejme dále, že zat́ımco jsme O − C diagram konstruovali pro periodu P ,
správná hodnota periody je P + ∆P . Pro danou epochu E bude pak

O − C = (T0 + (P + ∆P ).E)− (T0 + P.E) = ∆P.E .
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Jinými slovy: směrnice př́ımky v O − C diagramu, kterou můžeme určit třeba metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u, je algebraicky rovna hodnotě opravy ∆P námi použité periody P.

Jiný O−C diagram dostaneme, pokud se perioda studovaného objektu s časem měńı.
Typickým př́ıpadem je parabolický pr̊uběh odchylek, přičemž osa paraboly je rovnoběžná
s osou Y. Pokud má parabola minimum pro E = O, jedná se o prodlužováńı periody,
dosahuje-li pro E = O maxima, perioda se zkracuje. To je ovšem situace, se kterou se
podle současných představ setkáváme u dvojhvězd ve stádiu výměny hmoty poté, co se
již role složek vyměnila. Kvadratická efemerida je proto velmi dobrým popisem reálné
situace v podobných př́ıpadech.

Jinou možnost́ı je, že O−C diagram ukazuje periodické změny. Z toho lze usoudit na
př́ıtomnost třet́ıho tělesa v soustavě nebo na postupné stáčeńı výstředné oběžné dráhy v
prostoru.

Posledńım typem O−C diagramu je nespojitý pr̊uběh odchylek s výrazným skokem,
tj. situace, kdy se např. po obdob́ı stability perioda v d̊usledku nějakého eruptivńıho
procesu (třeba krátkodobé ztráty hmoty ze soustavy či chvilkové výměny hmoty mezi
složkami) prakticky skokově změńı.

§ Určováńı element̊u spektroskopických dvojhvězd

a) Př́ıpad, kdy pozorujeme obě spektra
Pokud ve spektru pozorujeme spektra obou složek, źıskáme dvě křivky radiálńıch

rychlost́ı a jejich polovičńı amplitudy K1 a K2. Z toho hned můžeme určit poměr hmot-
nost́ı obou těles, nebot’ plat́ı, že

M2

M1
=
K1

K2
.

Určeńı daľśıch veličin neńı už tak jednoduché. Polovičńı pozorovaná amplituda křivky
radiálńıch rychlost́ı je totiž součinem skutečné oběžné rychlosti př́ıslušné složky dvoj-
hvězdy se sinem sklonu oběžné dráhy i.

Pro obecný př́ıpad eliptické dráhy s excentricitou e se obvykle předpokládá, že složky
dvojhvězdy ob́ıhaj́ı kolem společného těžǐstě po drahách odpov́ıdaj́ıćıch řešeńı problému
dvou těles, tedy s pr̊uvodičem

r1,2 =
a1,2(1− e2)
1 + e cos v(t)

,

z čehož lze pro radiálńı rychlost j -té složky dvojhvězdy jako funkci času t odvodit vztah

RVj = γ + (3− 2j)Kj(cos (ωj + v(t)) + e cosωj) ,

kde γ je radiálńı rychlost celé soustavy v̊uči nám a ω je délka periastra j -té složky měřená
od výstupného uzlu dráhy. Plat́ı přirozeně, že ω2 = ω1 + 180◦. Pro pravou anomálii v(t)
jako funkci excentrické anomálie E(t) plat́ı

tg
v(t)
2

=

√
1 + e

1− e
tg
E(t)

2
.

Excentrickou anomálii vypočteme z času pozorováńı pomoćı Keplerovy rovnice

E(t) =
2π
P

(t− T0) + e sinE(t) = M(t) + e sinE(t) ,
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kde T0 je čas pr̊uchodu hvězd periastrem, P siderická oběžná perioda dvojhvězdy a M(t)
je středńı anomálie.

Všechny parametry rovnic – konkrétně Kj , e, P , T0, ωj a γ - se z pozorovaných
měřeńı radiálńıch rychlost́ı urč́ı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Z nich pak už můžeme
spoč́ıtat dolńı odhad vzdálenost́ı složek od těžǐstě soustavy aj z 2. Keplerova zákona

aj sin i =
P

2π
Kj(1− e2)

1
2 .

Sečteme-li obě (tj. pro j = 1, 2) rovnice, užijeme-li definici těžǐstě a 3. KZ, dostaneme
pro hmotnosti obou složek vztahy

Mj sin3 i =
1

2πG
K3−j(K1 +K2)2P (1− e2)

3
2

b) Př́ıpad, kdy pozorujeme pouze jedno spektrum
Pokud pozorujeme křivku radiálńıch rychlost́ı pouze jasněǰśı složky dvojhvězdy, např.

složky 1, můžeme z parametr̊u popisuj́ıćıch křivku źıskat pouze a1 sin i a veličinu, které
se ř́ıká funkce hmoty f(M), a která je definována vztahem

fj(M) =
4π2

G

a3
j sin3 i

P 2
=

M3−j sin3 i

(M1 +M2)2
=

q3

(1 + q)2
Mj sin3 i ,

kde q = M3−j/Mj označuje poměr hmot.
Z veličin, které urč́ıme př́ımo z křivky radiálńıch rychlost́ı primáru, se funkce hmoty

vypočte pomoćı vztahu fj(M) = 1
2πGK

3
jP (l − e2)

3
2 . Plat́ı tedy opět, že můžeme-li od-

hadnout hmotnost primáru ze spektra, lze pomoćı funkce hmoty určit hmotový poměr a
tedy i hmotnost sekundárńı složky.

Pozn. – V katalogu spektroskopických dvojhvězd se vyskytuje mnoho dvojhvězd s výstřednými dra-
hami o velmi malé výstřednosti pod 0,1. To vedlo k podezřeńı, že mnohé tyto dvojhvězdy maj́ı ve
skutečnosti kruhové dráhy, a že zjǐstěná výstřednost dráhy je jen d̊usledkem pozorovaćıch chyb v kom-
binaci s omezeným počtem pozorováńı. K odhaleńı slouž́ı tzv. Lucyho a Sweeneyho test, zda je malá
výstřednost dráhy reálná.

§ Určováńı element̊u zákrytových dvojhvězd

Źıskáváme informace ze světelné křivky. Uvažujme pro jednoduchost dvojhvězdu se sklo-
nem dráhy i = 90◦, tj. takovou jej́ıž oběžná rovina přesně procháźı slunečńı soustavou,
a jej́ıž složky kolem sebe ob́ıhaj́ı po kruhových drahách. Budeme-li uvažovat relativńı
dráhu složky 2 kolem složky 1, pak je zřejmé, že složka 2 uraźı za jeden oběh dráhu
2πa. Označme R1 a R2 poloměry obou hvězd, D celkovou dobu trváńı zákrytu a d dobu
trváńı úplného zákrytu neboli totality, kdy hvězda 2 celou plochou svého disku zakrývá
část disku hvězdy 1.
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Budeme-li čas t měřit od středu primárńıho zákrytu a zavedeme-li tzv. fázový úhel
ϑ = 2πt/P (ϑ = 0 pro střed prim. zákrytu) pak zřejmě plat́ı

R1 +R2 = a sinϑ2 = a sin
(

2π
P

D

2

)
resp. R1 −R2 = a sinϑ1 = a sin

(
2π
P

d

2

)
.

Úpravou těchto vztah̊u dostáváme

r1 =
R1

a
=

1
2

(
sin

(
πD

P

)
+sin

(
πd

P

))
resp. r2 =

R2

a
=

1
2

(
sin

(
πD

P

)
− sin

(
πd

P

))
Je tedy zřejmé, že z námi uvažované světelné křivky lze určit oběžnou periodu a dobu
trváńı totality a celého zákrytu a pomoćı nich pak spoč́ıtat relativńı poloměry složek, tj.
poloměry vyjádřené v jednotkách vzdálenosti mezi středy obou hvězd.

Výrazně složitěǰśı je již př́ıpad, kdy sice ještě docháźı k úplnému zákrytu hvězdy 1
hvězdou 2, kdy ale i 6= 90◦. Nyńı již muśıme uvažovat světelnou křivku po dobu celého
trváńı zákrytu. Budeme cht́ıt nalézt modelovou funkci, která popisuje změnu jasnosti
soustavy v závislosti na čase. Označme L1 a L2 sv́ıtivosti složek, L0 sv́ıtivost celé soustavy
v době úplného zákrytu, L = L(t) celkovou sv́ıtivost soustavy v obecném okamžiku během
zákrytu a S = S(t) plochu té části disku hvězdy 1, která je v daném okamžiku během
zákrytu zakryta složkou 2. Plat́ı zřejmě

L = L1 + L2 −
S

πR2
1

L1 .

V době úplného zákrytu plat́ı vztah

L0 = L1 + L2 −
πR2

2

πR2
1

L1 .

Porovnáńım obou rovnic a po zavedeńı relativńı sv́ıtivosti, vyjádřené v jednotkách celkové
sv́ıtivosti soustavy mimo zákryt l = L/(L1 + L2) dostáváme vztah

1− l = (1− l0)
S

πR2
2

.

Zakrývanou plochu S lze vyjádřit pomoćı vztahu (1))

S =
ϕ1

π
R2

1 − (R1 sinϕ1)(R1 cosϕ1) +
ϕ2

π
πR2

2 − (R2 sinϕ2)(R2 cosϕ2) ,

přičemž zřejmě plat́ı R1 sinϕ1 = R2 sinϕ2. Označ́ıme-li ještě poměr poloměr̊u k =
R2/R1 = r2/r1 můžeme pro okamžitou zdánlivou vzdálenost střed̊u obou složek v psát

v = R1 cosϕ1 +R2 cosϕ2 = R1(cosϕ1 + k cosϕ2) .

Funkčńı závislost na čase můžeme zavést za pomoci fázového úhlu ϑ. Z geometrických
úvah (2))plyne vztah

v2 = a2(sin2 i sin2 ϑ+ cos2 i) .

Kdybychom tedy znali relativńı poloměry složek a sklon oběžné dráhy, mohli bychom
teoretickou světelnou křivku během zákrytu poč́ıtat následovně: pro zvolený čas t bychom
úhly ϕ1 a ϕ2 vypočetli z rovnic

r1(cosϕ1 + k cosϕ2) =

√
cos2 i+ sin2 i sin

2πt
P

2

, sinϕ1 = k sinϕ2
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a z nich již pomoćı vztahu

1− l =
1
π

(1− l0)
(
ϕ1 − sinϕ1 cosϕ1

k2
+ ϕ2 − sinϕ2 cosϕ2

)
lze spoč́ıtat teoretickou světelnou křivku. Je samozřejmě možné tuto úlohu otočit a hledat
parametry posledńıch rovnic, tedy relativńı poloměry složek r1 a r2 a sklon dráhy i tak,
abychom dosáhli co nejlepš́ı shody pozorované a vypočtené světelné křivky.

Při skutečném moderńım řešeńı světelné křivky se ovšem uvažuje celá řada daľśıch
jev̊u: pohyb v obecně výstředné dráze, nesférický tvar hvězd, pokles jasu směrem od
centra k okraji hvězdy, nazývaný okrajové ztemněńı a daľśı jevy. Výpočet je pak přirozeně
mnohem složitěǰśı a také většinou náročný na výpočetńı čas. Např. program FOTEL
(FOTometrické ELementy, Hadrava).

Z toho, co jsme si dosud pověděli, je ovšem již zřejmé, že pokud zákrytovou dvojhvězdu
současně pozorujeme spektroskopicky jako dvojhvězdu spektroskopickou, můžeme kom-
binaćı obou řešeńı źıskat všechny základńı fyzikálńı vlastnosti obou složek dvojhvězdy
i celé soustavy: jejich hmotnosti, poloměry, relativńı tok zářeńı jednotlivých složek v
jednotkách celkového toku soustavy v maximu jasnosti v efektivńıch vlnových délkách,
ve kterých byla světelná křivka źıskána a přirozeně i parametry popisuj́ıćı dráhu a jej́ı
orientaci v prostoru. Pokud źıskáme bud’ z barevných index̊u jednotlivých složek nebo
z modelováńı profil̊u spektrálńıch čar spolehlivý odhad efektivńıch teplot obou těles,
můžeme určit i jejich zářivé výkony a zářivý výkon celé soustavy.

Zákrytové dvojhvězdy jsou proto zdrojem našich nejpřesněǰśıch znalost́ı o hmotnos-
tech, poloměrech a zářivých výkonech hvězd.

§ Periodické změny oběžné periody

Periodické změny periody maj́ı v zásadě dvě př́ıčiny:
1. Efekt rozd́ılné dráhy světla (light-time effect, LITE) – oběžná perioda z̊ustává

stejná, pozorovaná perioda je ale r̊uzná podle toho, zda se dvojhvězda při oběhu kolem
společného těžǐstě s daľśı složkou od nás vzdaluje nebo se k nám přibližuje.

2. Rotaci př́ımky apsid, k ńıž docháźı u dvojhvězd s nekruhovou drahou. Stáčeńı
př́ımky je jednak relativistické, jednak je zp̊usobeno odchylkou tvaru složek dvojhvězdy
od kulového tvaru.
Rozlǐsit tyto př́ıčiny je poměrně snadné: v prvém př́ıpadě se primárńı i sekundárńı minima
v O − C diagramu chovaj́ı stejně, v druhém lež́ı na r̊uzných křivkách.

Efekt rozd́ılné dráhy světla, teoreticky popsán koncem 19. stolet́ı. Existence LITE
tedy znamená, že ”dvojhvězda“ neńı dvojhvězdou, ale trojhvězdou (nebo má složek
v́ıce, např. třet́ı člen může být též dvojhvězdou). Oběžná perioda třet́ıho tělesa ko-
lem společného těžǐstě je přitom zpravidla mnohonásobkem periody dvojhvězdy, často
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se proto mluv́ı o ”krátké“ a ”dlouhé“ periodě či dráze. Nyńı jsou známy asi dvě deśıtky
proměnných hvězd, které vykazuj́ı LITE, s periodami od asi 100 dńı do sta let; kratš́ı
periody prakticky nelze objevit, nebot’ amplituda je v takových př́ıpadech př́ılǐs malá.

Rotace př́ımky apsid, test vnitřńı struktury hvězd pomoćı apsidálńıho pohybu
Byly již uvedeny oba d̊uvody rotace př́ımky apsid. Je třeba uvažovat dvě r̊uzné hodnoty
oběžné periody: siderickou PS , což je doba mezi dvěma shodnými polohami obou složek
vzhledem ke hvězdám, a anomalistickou Pa, což je doba mezi dvěma pr̊uchody periastrem.
Vždy je Pa > PS . Perioda rotace př́ımky apsid je U = 360/ω̇, kde je změna délky periastra
ve stupńıch, např. za jeden rok - pak U je též v roćıch. Snad obvykleǰśı je uvádět ω̇ v
radiánech za dobu jedné periody, pak plat́ı Ps = Pa(1− ω̇/2π).

Již dlouhou dobu je též známo, že některých dvojhvězd ve výstředných drahách lze
využ́ıt k mapováńı vnitřńı struktury jejich složek. Pokud by dvojhvězda ve výstředné
dráze sestávala ze dvou hmotných bod̊u, bude jej́ı potenciál odpov́ıdat Keplerově dráze a
oběžný pohyb bude eliptický a ve stabilńı dráze. Jakmile však hvězdy zauj́ımaj́ı konečný
objem některé ekvipotenciálńı plochy nebo jakmile se uplatńı relativistické efekty, docháźı
k narušováńı eliptického pohybu.

Podrobné modelováńı pomoćı harmonických funkćı tedy vedlo ke zjǐstěńı, že rozložeńı
hmoty ve hvězdě vede k postupnému stáčeńı př́ımky apsid ve směru oběžného pohybu,
zat́ımco výstřednost oběžné dráhy se neměńı. Celkový apsidálńı pohyb je dán součtem
klasického a relativistického stáčeńı ω̇ = ω̇clas+ω̇rel, kde ω̇clas záviśı na slapové deformaci
a rotačńı deformaci hvězdy a na tzv. konstantě vnitřńı struktury k2 = 16π

5MR5

∫ R
0 ρr7dr

resp. na váhovaném středu těchto konstant pro obě hvězdy. Relativistický apsidálńı po-
hyb záviśı na celkové hmotnosti dvojhvězdy. (U kompaktńıch objekt̊u jako jsou binárńı
pulsary nehraje klasický apsidálńı pohyb prakticky žádnou roli.)

§ Neperiodické změny periody

Takové změny vysvětlujeme procesy přenosu nebo ztráty hmoty z jedné či obou složek.
Pokud se při přenosu z jedné složky na druhou žádná hmota ze systému neztráćı a
neztráćı se ani úhlový moment, mluv́ıme o konservativńım přenosu. Ke konservativńımu
přenosu ale asi docháźı zř́ıdka. U isotropńı ztráty hmoty źıská druhá složka jen malý d́ıl
hmoty, většina zmiźı ze systému a oběžná perioda u tohoto typu ztráty hmoty trvale
roste. Zřejmá je ztráta hmoty zářeńım, vliv na periodu je ale pod přesnost́ı pozorováńı.
Výrazněǰśı je ztráta hmoty hvězdným větrem, k ńıž docháźı hlavně u velmi hmotných
hvězd. Ke ztrátě hmoty v́ıceméně náhle docháźı u nov a supernov. Při takové náhlé ztrátě
hmoty jedné složky docháźı k r̊ustu excentricity, dráha se může změnit na hyperbolickou,
tj. dojde k rozpadu dvojhvězdy. Druhá složka si přitom podrž́ı svou orbitálńı rychlost,
která může dosahovat stovky km/s; t́ımto procesem se vysvětluje existence některých
rychle se pohybuj́ıćıch hvězd (mj. pulsar̊u).

§ Určováńı element̊u visuálńıch dvojhvězd

K výpočtu dráhy je třeba mı́t měřeńı (čas T - posičńı úhel α - separace % v úhlových
vteřinách), která pokrývaj́ı pokud možno celou dráhu; pak je zřejmá perioda. Neńı-li
dráha pokryta celá, je perioda nejistá a řešeńı může být v́ıceznačné nebo neurčitelné.

Pozorovaná dráha je pr̊umět skutečné dráhy do tečné roviny ke sféře. Běžná mikro-
metrická měřeńı nebo měřeńı skvrnkovou interferometríı poskytuj́ı relativńı dráhu slabš́ı
složky kolem jasněǰśı. Pokud lze měřit absolutńı dráhy, dostane se i poměr hmotnost́ı.
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Pozorovaná dráha je (obecně) elipsa, jasněǰśı složka ale neńı v jej́ım ohnisku. V pr̊u-
mětu se zachovává zákon ploch, a zachová se i střed elipsy jako střed. Př́ımka spojuj́ıćı
střed a jasnou složku je zřejmě pr̊umětem hlavńı osy, z pozorované dráhy tedy lze určit
okamžik pr̊uchodu periastrem. Z úseku na pr̊umětu hlavńı osy je také zřejmá excentricita.
Zbývá tedy určit posičńı úhel vzestupného uzlu, délku periastra a sklon dráhy. Z posičńıch
měřeńı nezjist́ıme, zda jde o uzel vzestupný či sestupný (musela by existovat i měřeńı
radiálńı rychlosti), úhel je tedy neurčitý o 180◦.

Existuje řada metod, jak určit zbývaj́ıćı prvky. Je jistě možné jejich hodnoty od-
hadnout a pak všechny parametry optimalizovat. Vztahy parametr̊u jsou dány vzorci
plynoućımi z geometrie skutečné a promı́tnuté dráhy. Pro pozorovanou vzdálenost složek
(v úhl. vteřinách) plat́ı

% =
r

d

cos ν + ω

cosα− Ω
,

kde

r = a
1/e2

1 + e cos ν
;

zde d je vzdálenost dvojhvězdy od Slunce v parsećıch, a a = a1 + a2 v AU. Dále plat́ı
vztah pro posičńı úhel tg (α−Ω) = tg (ν+ω) cos i. Skutečná vzdálenost složek r je v AU,
α je posičńı úhel slabš́ı složky a Ω posičńı úhel uzlové př́ımky.

Při řešeńı dráhy visuálńı dvojhvězdy se tedy źıská úhlový rozměr hlavńı poloosy a/d
a sklon dráhy. Vı́me ovšem, že z řešeńı křivky radiálńı rychlosti se - při známém sklonu
dráhy - nalezne hlavńı poloosa v lineárńı mı́̌re. Pokud tedy je pro visuálńı dvojhvězdu
měřitelná křivka radiálńıch rychlost́ı, dostáváme i paralaxu objektu. Problémem ale je,
že pro dráhy s dlouhou periodou nelze křivku radiálńıch rychlost́ı měřit př́ılǐs přesně (má
malou amplitudu).

§ Shrnut́ı

Typ dvojhvězdy Pozorované veličiny Odvozené veličiny
vizuálńı 1. zdánlivá magnituda a paralaxa sv́ıtivost

2. perioda, zdánlivá velikost absolutńı velikost poloosy,
poloosy, paralaxa součet hmotnost́ı obou složek

3. relativńı rychlost k těžǐsti hmotnosti složek
spektroskopické 4. křivka rad. rychl. jedné složky fce hmotnosti

5. křivka rad. rychl. obou složek poměr hmotnosti složek;
(M +m) sin3 i; a sin i

zákrytové 6. tvar světelné křivky sklon dráhy, relativńı poměr
poloměr̊u složek

7. časový interval minim výstřednost dráhy
8. pokles jasu v okamžiku minima poměr efektivńıch teplot

zákrytové světelná křivka + absolutńı rozměry, velikost
spektroskopické křivka radiálńıch rychlost́ı + poloosy dráhy, sklon

zdánlivá jasnost dráhy, excentricity,
hmotnosti složek, hustota,
sv́ıtivost složek,
efektivńı teplota
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10.3 Vývoj dvojhvězd

Stručné shrnut́ı – Ukazuje se, že každá hvězda během svého nukleárńıho vývoje prodělá
nejprve dlouhé, velmi stabilńı obdob́ı, kdy v jej́ım nitru docháźı k přeměně vod́ıku na
helium a kdy se jej́ı vlastnosti a zářivý výkon v čase měńı jen nesmı́rně pomalu. Pod-
statné ale je to, že poloměr hvězdy s časem dlouhodobě roste, a tento r̊ust se po vyčerpáńı
zásob vod́ıku v jádru prudce zrychĺı. Pokud je taková hvězda složkou dvojhvězdy s kratš́ı
oběžnou periodou, nemůže r̊ust jej́ıho poloměru pokračovat neomezeně. Hvězda totiž v
určitém okamžiku zaplńı celou Rocheovu mez a daľśı nar̊ustáńı jej́ıho poloměru nezbytně
vede k přenosu hmoty směrem ke druhé složce (již během vývoje na hlavńı posloupnosti,
pravděpodobněji ale při přechodu hvězdy z hlavńı posloupnosti do oblasti obr̊u). Tento
proces naruš́ı tepelnou rovnováhu hmotu ztrácej́ıćı hvězdy a výrazně změńı jej́ı daľśı
vývoj. Výpočty ukázaly, že při takovém procesu předá hmotu ztrácej́ıćı hvězda třeba i
80% své p̊uvodńı hmotnosti své partnerce. Celý proces se odehrává na škále desetitiśıc̊u
až statiśıc̊u let, má ovšem jasné pozorovaćı d̊usledky. Mezi hvězdami existuje plynný
proud, který je Coriolisovou silou strháván ve směru oběžného pohybu, takže často ne-
dopadá na druhou hvězdu př́ımo, ale oblétává ji a vytvář́ı kolem ńı akrečńı disk, který
se může projevit ve spektru př́ıtomnost́ı emisńıch čar a dodatečných absorpčńıch čar
v pr̊umětu na disk hvězdy. U zákrytových dvojhvězd můžeme v oběžných fáźıch před
začátkem zákrytu hvězdy, ke které proud plynu směřuje, pozorovat i absorpčńı čáry z
tohoto proudu promı́tnutého na hvězdu. Protože pr̊umět vid́ıme ve chv́ıĺıch, kdy se plyn
pohybuje směrem od nás, jsou čáry vznikaj́ıćı v plynném proudu posunuty i o několik set
km/s do červené části spektra.

§ Výpočty ve stadiu výměny hmoty

Vzhledem k výrazné koncentraci hmoty směrem k centru hvězdy lze i ke studiu dvojhvězd
velmi úspěšně využ́ıt Roche̊uv model, který je ovšem komplikovaněǰśı, než v př́ıpadě
osamocené rotuj́ıćı hvězdy. Předpokládáme opět, že hmotnost primárńı i sekundárńı
složky je soustředěna do hmotných bod̊u o hmotnostech M1 a M2, ω označuje úhlovou
oběžnou rychlost soustavy a q = M2/M1 je hmotový poměr.

Zvolme pravoúhlou souřadnou soustavu pevně spojenou se soustavou, která má počá-
tek v bodě M1 a jej́ıž osa X mı́̌ŕı od M1 k M2, osa Y je na ni kolmá a lež́ı v oběžné rovině,
a osa Z je kolmá na oběžnou rovinu; vzdálenost A mezi oběma hmotnými body zvoĺıme
za jednotku vzdálenosti, viz obr. Na infinitesimálńı těĺısko o hmotnosti µ nacházej́ıćı

se v obecném bodě (x, y, z) budou p̊usobit tři śıly: přitažlivosti obou hmotných bod̊u
a odstředivá śıla oběžného pohybu. Tyto śıly maj́ı tvar:

~FM1 = −GµM1

|~r1|3
~r1, ~FM2 = −GµM2

|~r2|3
~r2, ~Fω = µω2~r3.
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Daľśı pomocné vztahy jsou

~r1 = (x, y, z), ~r2 = (x− 1, y, z), ~r3 = (x− M2

M1 +M2
, y, 0).

(Vzdálenosti těžǐstě od bod̊u M1 a M2 jsou označeny jako x1 a x2. Plat́ı zřejmě
x1/x2 = M2/M1 a x2 = 1− x1, z čehož dostaneme x1 = M2/(M1 +M2).) Označ́ıme-li
ještě r1 = |~r1|, r2 = |~r2| a r3 = |~r3| lze celkový potenciál oněch tř́ı sil zapsat ve tvaru

U =
GM1

r1
+
GM2

r2
+

1
2
ω2r23 .

Jestliže pro zjednodušeńı zápisu mı́sto potenciálu U zavedeme potenciál Ω = U/GM
a úhlovou oběžnou rychlost vyjádř́ıme pomoćı 3.KZ, tj. ω2 = G(M1 +M2)A−3, bereme
A = 1, tj. ω2 = G(M1 +M2), dostáváme rovnici ekvipotenciálńıch ploch ve tvaru

Ω(x, y, z) =
1
r2

+
q

r2
+

1
2
(1 + q)r23 =

= (x2 + y2 + z2)−1/2 + q((1− q2) + y2 + z2)−1/2 +
1 + q

2
(x2 + y2)− qx+

q2

2(1 + q)
= C ,

kde C je konstanta odpov́ıdaj́ıćı konkrétńı ekvipotenciálńı ploše. Tvar ekvipotenciálńıch
ploch je funkćı jediné proměnné, poměru hmot q.

Můžeme se opět ptát po mı́stech, ve kterých je výsledná śıla p̊usob́ıćı na testovaćı
těĺısko nulová. Pro ně plat́ı

∂Ω
∂x

=
∂Ω
∂y

=
∂Ω
∂z

= 0 .

Z konkrétńıch výraz̊u pro uvedené derivace rovnice plyne, že uvedená podmı́nka je pro
druhé dvě rovnice splněna na ose X. Z prvńı podmı́nky dostáváme rovnici

∂Ω(x, 0, 0)
∂x

= − x

|x|3
+
q(1− x)
|1− x|3

+ (1 + q)x− q = 0 .

V každém z interval̊u (−∞, 0), (0, 1) a (1,∞) lze odstranit absolutńı hodnoty a přepsat
tuto rovnici jako algebraickou rovnici 5. stupně v x s parametrem q. Dá se ukázat, že
v každém z uvedených interval̊u existuje právě jedno reálné řešeńı, takže na ose existuj́ı
tři mı́sta s nulovou výslednou silou. Těm se obvykle ř́ıká Lagrangeovy body L1 – bod
(x1, 0, 0) na spojnici mezi oběma hmotnými body, L2 – bod (x2, 0, 0) lež́ıćı vně méně
hmotného bodu M2, a L3 – bod (x3, 0, 0) lež́ıćı vně hmotněǰśıho bodu M1. Rozborem
druhých dvou rovnic lze zjistit, že daľśı dva Lagrangeovy body L4 a L5 lež́ı pro libo-
volný poměr hmot v oběžné rovině na vrcholech rovnostranného trojúhelńıka s oběma
hmotnými body.

Jak jsme se již zmiňovali u jednotlivých hvězd, význam ekvipotenciálńıch ploch spo-
č́ıvá v tom, že rovnovážná hvězda zaujme tvar některé z nich. Zvláště významná je
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kritická plocha obsahuj́ıćı bod L1 – často zvaná Rocheova mez – která představuje mez
dynamické stability dvojhvězdy.

Roche̊uv model byl využit při dodnes využ́ıvané fyzikálńı klasifikaci dvojhvězd na
oddělené (obě složky maj́ı rozměry menš́ı než kritická plocha), polodotykové (jedna
složka je uvnitř kritické plochy, druhá ji právě vyplňuje) a dotykové (obě složky zaplňuj́ı
nebo překračuj́ı kritickou plochu a maj́ı společnou atmosféru).

Je zřejmé, že problém vývoje dvojhvězd je úloha, která zcela zřejmě a zásadńım
zp̊usobem narušuje předpoklad sférické symetrie, úspěšně použitý v př́ıpadě model̊u osa-
mocených hvězd. Jak jsme si ukázali pomoćı Rocheova modelu, projev́ı se narušeńı nejen
sférické, ale i osové symetrie ve chv́ıĺıch, kdy hvězda expanduje na mez dynamické stabi-
lity. Následný přenos hmoty mezi složkami prob́ıhá formou plynného proudu, který vytéká
z okoĺı Langrangeova bodu L1 a je v d̊usledku Coriolisovy śıly nevyhnutelně strháván ve
směru oběžného pohybu hmotu ztrácej́ıćı složky, v řadě př́ıpad̊u oblétne druhou hvězdu
a při návratu složitě interaguje s p̊uvodńım proudem. Kolem hmotu přij́ımaj́ıćı složky
se vytvář́ı akrečńı disk a též sférická obálka a část plynu opoušt́ı dvojhvězdu a odnáš́ı
s sebou tedy jak část hmoty, tak i část úhlového momentu soustavy.

§ Některé výsledky modelováńı

Je třeba si uvědomit, že vývoj dvojhvězd nab́ıźı mnohem v́ıce kombinaćı, než vývoj osa-
mocené hvězdy. Začátek stadia výměny hmoty mezi složkami záviśı na počátečńı oběžné
periodě soustavy a na hmotách obou složek, daľśımi faktory jsou chemické složeńı a do-
sud ne dobře prostudovaná dynamika přenosu (množstv́ı hmoty a momentu unikaj́ıćıch
ze soustavy). Z vývoje osamocených hvězd v́ıme některá fakta.
• Během vývoje od hlavńı posloupnosti nulového věku dosahuje hvězda postupně

několika lokálńıch maxim svého poloměru. Ne každé následuj́ıćı maximum je nutně větš́ı
než posledńı předchoźı, avšak absolutńım maximem je určitý okamžik ve stadiu veleobra
na konci oné části vývoje, která je určována jadernými reakcemi.
• Životńı doba pobytu hvězdy na hlavńı posloupnosti je klesaj́ıćı funkćı hmotnosti

hvězdy. To pro dvojhvězdy znamená (při rozumném předpokladu, že obě složky dvojhvěz-
dy vznikly současně), že dř́ıve bude expandovat vždy hmotněǰśı z nich. Často se pro ni
voĺı termı́n primárńı složka či primár.

Z rovnice (∆) je zřejmé, že kritická hodnota poloměru, přes niž hvězda nemůže dále
expandovat, aniž by ztrácela hmotu směrem k druhé složce, záviśı pouze na poměru
hmotnost́ı obou složek a na jejich vzdálenosti. Jak jsme se už zmı́nili, je-li vzdálenost
mezi složkami dosti malá, může k výměně hmoty doj́ıt ještě během pobytu primárńı
složky na hlavńı posloupnosti – tato situace je označována jako př́ıpad A (case A) výměny
hmoty. Př́ıpadem B výměny hmoty se označuje situace, kdy k překročeńı Rocheovy meze
primárńı složkou dojde teprve v obdob́ı rychlé expanze poloměru hvězdy po vyhořeńı
vod́ıku v jej́ım jádru.

Popǐsme si pr̊uběh vývoje dvojhvězdy o p̊uvodńıch hmotnostech 4 M� a 3,2 M�. Na počátku vývoje

měla uvažovaná soustava oběžnou periodu 1,d785 a ke kontaktu primárńı složky s meźı stability došlo
po vyčerpáńı vod́ıku v jej́ım jádru, 93,5 milion̊u let od hlavńı posloupnosti nulového věku. Poloměr
primáru činil dvojnásobek poloměru na počátku hlavńı posloupnosti, 4,78 R�. Obálka hvězdy v té době
expandovala v d̊usledku tepelné nestability v jádru, a ztráta hmoty z povrchových vrstev tuto nestabilitu
ještě urychlila. Přenos hmoty se proto v prvńım stadiu prudce zrychluje. Tomu napomáhá i zmenšuj́ıćı
se vzdálenost mezi složkami. Za 84 000 let od začátku odtoku maj́ı obě složky stejnou hmotnost 3,6 M�
a vzdálenost mezi nimi dosahuje minima. Od toho momentu vede pokračuj́ıćı výměna hmoty k nar̊ustáńı
vzdálenosti mezi složkami, což přirozeně brzd́ı rychlost přenosu a po 110 000 letech od začátku odtoku
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tento vliv převládne nad vlivem tepelné nestability, rychlost přenosu hmoty dosáhne svého maxima 9.10−6

M� za rok a poč́ıná klesat. Hmotnost primárńı hvězdy čińı v té chv́ıli 3,37 M�.

Po 127 800 letech se p̊uvodńı hmotový poměr mezi složkami vyměńı. Klesaj́ıćı efektivńı teplota vede –
podobně jako při vývoji osamocené hvězdy – k poklesu ionizace v podpovrchových vrstvách hvězdy a s t́ım
souvisej́ıćım vznikem konvektivńı zóny. Asi po 400 000 letech od začátku odtoku začne tato konvektivńı
zóna prudce nar̊ustat směrem do nitra hvězdy.

Je dobře si uvědomit, že vnitřńı části hvězdy se téměř po celou dobu přenosu hmoty chovaj́ı značně au-
tonomńım a vcelku neměnným zp̊usobem: rovnoměrně se smršt’uj́ı, aby kompensovaly nestabilitu vzniklou
zánikem centrálńıho nukleárńıho zdroje energie. Určité změny jsou však patrné. Centrálńı teplota v
poměru k centrálńı hustotě hned na začátku odtoku zač́ıná nar̊ustat prudčeji než před jeho začátkem.
To je chováńı právě opačné, než jaké ukazuj́ı modely výměny hmoty v př́ıpadě A. Tam totiž centrálńı
teplotu určuje předevš́ım produkce nukleárńı energie a ta s úbytkem hmotnosti hvězdy přirozeně klesá.
Na začátku odtoku v př́ıpadě A klesá proto i centrálńı teplota.

K pochopeńı pr̊uběhu přenosu hmoty je třeba povšimnout chováńı hlavńıho zdroje energie v daném
př́ıpadě: vod́ıkové slupky. Oblast, v ńıž prob́ıhá slučováńı vod́ıku na helium se během celého odtoku
absolutně i relativně zmenšuje. Maximum produkce se přitom během prvńı části odtoku zvolna přesouvá
směrem k centru, a to jak v poloměru, tak ve hmotě. To souviśı s rostoućı teplotou a hustotou centrálńıch
část́ı hvězdy. Energetický výkon slupky ale současně klesá. To je zp̊usobeno jednak t́ım, že klesá hustota a
teplota vněǰśıch čast́ı slupky, nebot’ tyto vrstvy během ztráty hmoty expanduj́ı zčásti na úkor své vnitřńı
energie, a za druhé proto, že ve spodńıch částech slupky rychle ubývá vod́ıku. Úbytek vod́ıku nakonec
zp̊usob́ı, že se (klesaj́ıćı) maximum hořeńı vod́ıku ve slupce začne přesouvat směrem k povrchu ve hmotě.

Postupně prakticky zanikne p̊uvodńı tepelná nestabilita vněǰśıch vrstev hvězdy, vyvolaná ztrátou
hmoty, a daľśı odtok hmoty již prob́ıhá pouze pod vlivem tepelné nestability v jádru. T́ım samozřejmě
ubude i pohlcováńı zářivé a vnitřńı energie v obalu a 472 900 let po začátku odtoku dosáhne zářivý
výkon hvězdy minima a zač́ıná opět nar̊ustat. K tomuto r̊ustu přispěly ještě daľśı d̊uvody. Přechod na
konvektivńı přenos energie ve vněǰśıch částech hvězdy vytvořil (podobně jako u vývoje osamocené hvězdy)
lepš́ı podmı́nky pro hořeńı vod́ıku ve slupce, takže produkce energie v ńı zač́ıná r̊ust. Mimo to se již hvězda
v té době zbavila již všech vrstev s p̊uvodńım chemickým složeńım a u povrchu se proto měńı i velikost
rozptylu zářivé energie.

Konvektivńı zóna má ještě jiný d̊usledek: rychleǰśı r̊ust poloměru hvězdy a následkem toho i přechodné
druhé maximum přenosu hmoty v čase 720 000 let od začátku odtoku, asi 2, 5.10−6 M� za rok. Poté se
rozloha konvektivńı zóny i rychlost ztráty hmoty opět zmenšuj́ı a asi po 1 113 800 letech, kdy dosáhne
minima i efektivńı teplota, konč́ı rychlá fáze odtoku. Daľśı vývoj je určován již jen tepelnou nestabilitou
jádra hvězdy. Rychlost odtoku hmoty v té době čińı asi 4, 10−7 M� za rok a dále se zpomaluje. Efekty
ztráty hmoty z povrchu hvězdy jsou v té době už tak malé, že se hvězda chová prakticky stejně jako
osamocená hvězda p̊uvodńı hmotnosti v podobném vývojovém stadiu. Růst centrálńı teploty pokračuje
a za 2 080 000 let od počátku odtoku zač́ıná v jádru docházet k nukleárńı syntéze helia na uhĺık a v čase
2 410 000 vzniká v centru nová konvektivńı zóna. Nar̊ustáńı produkce v jádru ovšem zhorš́ı podmı́nky
pro hořeńı ve vod́ıkové slupce, obal hvězdy přestane r̊ust a 2 517 900 let po začátku odtoku fáze výměny
hmoty konč́ı. Původně primárńı hvězda má nyńı hmotnost pouhých 0,53 M�, ale poloměr 25,0 R� a obsah
vod́ıku na povrchu čińı pouze 0,256 proti p̊uvodńıho 0,602. Oběžná perioda dvojhvězdy se prodloužila na

84,d 2 a poměr hmot se z p̊uvodńıho poměru M2/M1 = 0, 8 v́ıce než převrátil na M1/M2 = 0, 079.

Konkrétńı výpočet, který jsme použili jako ilustračńı př́ıklad, pokračoval i po skončeńı
výměny hmoty. Původně primárńı složka v d̊usledku rostoućı produkce hořeńı helia v
jádru rychle kontrahuje a zahř́ıvá se, takže roste efektivńı teplota, postupně miźı pod-
povrchová konvektivńı zóna a hvězda se přesouvá v HR diagramu z oblasti obr̊u až do
bĺızkosti hlavńı posloupnosti heliových hvězd. V čase 11 599 800 let od začátku výměny
hmoty hvězda konečně znovu dosáhne stavu tepelné rovnováhy a lokálńıho minima svého
zářivého výkonu. Je zaj́ımavé si uvědomit, že se tak stalo až v době, kdy obsah helia v
jádru v d̊usledku nukleárńı přeměny již poklesl zhruba na polovinu (Y = 0,484). Původně
hmotněǰśı složka je v té době horkým trpasĺıkem s poloměrem pouze 0,208 R�.

Výsledky vývoje ve dvojhvězdě mohou být velmi rozmanité. Konkrétńı výpočty uka-
zuj́ı, že vývoj heliové hvězdy může vést k daľśımu přenosu hmoty ještě dř́ıve, než se stač́ı
k mezi nestability přibĺıžit p̊uvodně sekundárńı složka, opačný př́ıpad je však častěǰśı. V
tom př́ıpadě se může stát, že se začne přenášet hmota na horkou kompaktńı hvězdu, na
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jej́ımž povrchu tak může doj́ıt i k nukleárńımu hořeńı a k eruptivńım jev̊um.
Obecně lze ale uzavř́ıt, že pokud k výměně hmoty dojde v kterékoliv fázi vývoje

hvězdy, ve které z d̊uvod̊u změn jej́ı vnitřńı stavby docháźı právě k r̊ustu poloměru, vede
překročeńı meze stability ve dvojhvězdě k fázi mohutné výměny hmoty mezi složkami,
při které se p̊uvodńı hmotový poměr v́ıce než vyměńı.

Prvńım problémem, který se výpočty výměny hmoty ve dvojhvězdách pokoušely
vyřešit, byl tzv. vývojový paradox polodotykových soustav. Když totiž byly źıskány údaje
o základńıch fyzikálńıch vlastnostech dostatečného počtu dvojhvězd a když začala být
po roce 1950 využ́ıvaná klasifikace dvojhvězd na oddělené, polodotykové a kontaktńı,
ukázalo se, že ve všech př́ıpadech zaplňovala Rocheovu mez u polodotykových soustav
méně hmotná sekundárńı složka. V té době bylo už z teorie stavby hvězd jasné, že rychleji
by se měla ve dvojhvězdě vyv́ıjet a k Rocheově mezi expandovat hmotněǰśı z obou složek.
A pozorováńı se zdála ukazovat pravý opak. Se skvělým fyzikálńım citem navrhl možné
vysvětleńı zdánlivého paradoxu Crawford (1955). Postuloval, že rychleji se bude skutečně
vyv́ıjet hmotněǰśı složka a že dojde k výměně hmoty, která obrát́ı p̊uvodńı poměr hmot.
Trvalo v́ıce než 10 let, než byla Crawfordova hypotéza výpočty výměny hmoty výtečně
kvalitativně potvrzena. Vtip spoč́ıvá v tom, že rychlá počátečńı fáze výměny hmoty,
během ńıž se p̊uvodńı poměr hmot převrát́ı, prob́ıhá v̊uči ostatńım fáźım vývoje tak
rychle, že máme statisticky velmi malou šanci podobný systém pozorovat.
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10.4 Dodatky

§ Dvojhvězdy v posledńım tažeńı

Tak jako jednotlivá hvězda konč́ı svou aktivitu v podobě kompaktńıho objektu – tj. jako
WD, NS nebo BH – tak i ke konci vývoje dvojhvězdy se jedna složka stane takovým
objektem (mohou se j́ım ovšem stát obě složky, nebo se dvojhvězda může rozpadnout).
Už z možných kombinaćı je zřejmé, že konečná stadia vývoje dvojhvězd mohou být velmi
r̊uznorodá. Existuje řada klasifikaćı pozdńıch stadíı dvojhvězd. Základńı děleńı je podle
typu kompaktńıho objektu:
• b́ılý trpasĺık (WD)+ ”normálńı” hvězda = kataklysmická dvojhvězda (CV)2,
• neutronová hvězda (NS)+ ”normálńı” hvězda = rentgenová dvojhvězda (XRB),
• černá d́ıra (BH)+ ”normálńı” hvězda = rovněž rentgenová dvojhvězda.

To ale neznamená, že CV by nemohla být detekována jako rentgenový zdroj. Dvojhvězdy
se ovšem projevuj́ı jako CV nebo XRB jen docháźı-li k akreci na kompaktńı objekt. Nav́ıc
i druhá složka může být kompaktńı objekt, takže možných kombinaćı je řada. Některé
dvojhvězdy spadaj́ı do v́ıce kategoríı.

Většina dvojhvězd s kompaktńım objektem má oběžné periody pod jeden den. Zna-
mená to, že p̊uvodńı periody běžných dvojhvězd – obvykle v́ıcedenńı – musely být
ovlivněny nějakým procesem. Takovým uznávaným procesem je vývoj ve společné obálce.
Jestliže z jedné složky uniká v́ıce hmoty než je druhá složka schopna zachytit, atmosféra
té druhé složky se zahřeje a rozš́ı̌ŕı, až vyplńı Rocheovu mez, a přetékaj́ıćı hmota se
dostává do obálky obklopuj́ıćı obě složky. Třeńı při pohybu složek v plynu obálky vede ke
spirálovitému vzájemnému přibližováńı složek a část uvolněné energie pak odnáš́ı hmotu
i rotačńı moment obálky mimo dvojhvězdu.

CV lze rozdělit na řadu podtyp̊u:
– novy (CN, classical nova)
– trpaslič́ı novy (DN, dwarf nova)
– novám podobné proměnné (NL, nova like) – U CV typu NL ztráćı hvězda hlavńı po-
sloupnosti pozdńıho typu hmotu na WD hlavně přes RLOF (přetokem Rocheovy meze,
Roche lobe overflow). WD je bez silného magnetického pole a proud dopadá na disk, tam
je jasná skvrna; na rozd́ıl od DN nemaj́ı NL kvaziperiodické výbuchy.
– magnetické CV (MCV) – zpravidla silná kruhová i lineárńı polarizace zářeńı ve visuálńım
a bĺızkém IR oboru

Soud́ı se, že některé dvojhvězdy CV jsou předch̊udci supernov. Supernovy typu Ia
ve spektru nemaj́ı vod́ık (ani helium) a jejich absolutńı visuálńı magniduta v maximu
dosahuje velmi podobných hodnot – supernova vzniká zhrouceńım b́ılého trpasĺıka, jehož
hmotnost akrećı vzrostla nad Chandrasekharovu mez. Jiná verze, splynut́ı dvou b́ılých
trpasĺık̊u, by sotva mohla vysvětlit shodnost jasnost́ı v maximu. Nav́ıc SN Ia se vyskytuj́ı
ve spirálńıch i eliptických galaxíıch, tj. vznik z hvězd s vyšš́ı hmotnost́ı nepřipadá v úvahu.
Ovšem existuj́ı problémy: předně, při pomalé akreci vod́ıku dojde ke vzniku novy, a při
tomto výbuchu se ztrat́ı v́ıce hmoty než se v cyklu źıskalo; při rychlé akreci by pak mělo
doj́ıt k trvalému hořeńı, takový systém by ale byl jasný a pozorovatelný.

2 Viz novy: jde o nukleárńı výbuch v atmosféře b́ılého trpasĺıka, k němuž docháźı – v r̊uzně dlouhých
intervalech – d́ıky akreci vod́ıku z atmosféry druhé složky. U trpaslič́ıch nov je mechanismus zjasněńı jiný:
zjasněńı souvisej́ı s nestabilitou akrečńıho disku po dosažeńı určité kritické hustoty, kdy se v oblastech
měńıćı se ionizace velmi prudce změńı opacita disku.
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XRB Při identifikaci zdroj̊u rentgenového zářeńı s optickými objekty bylo často zjǐstěno,
že jde o dvojhvězdu. Složkou, která zář́ı v rentgenovém oboru, je ovšem neutronová
hvězda nebo černá d́ıra; źıskává hmotu akrećı, a zář́ı přeměnou gravitačńı potenciálńı
energie (což je proces o řád účinněǰśı než nukleárńı hořeńı).

Existuj́ı i dvojhvězdy zář́ıćı v rentgenovém oboru, kde obě složky jsou ”normálńı”
hvězdy, kdy př́ıčinou rentgenového zářeńı jsou rázové vlny ve hvězdném větru či at-
mosférické procesy (korona). Sv́ıtivost je v těchto př́ıpadech o několik řád̊u menš́ı.

Zásadńı rozlǐseńı je podle typu složky: LMXRB (low mass X-ray binary; složka s
malou hmotnost́ı, přesněji spektrálńıho typu pozděǰśıho než A, event. b́ılý trpasĺık), a
HMXRB (high mass XRB, kdy u složky jde o typ O nebo B). V prvém př́ıpadě má
na optické zářeńı podstatný vliv ohřev složky a akrečńıho disku rentgenovým zářeńım,
a přenos hmoty se děje přetokem Rocheovy plochy (RLOF). V druhém př́ıpadě je pro
přenos hmoty d̊uležitý hvězdný v́ıtr z O či B složky - jeho značnou část zachyt́ı kompaktńı
složka. I zde ovšem může nastat RLOF. Při RLOF se přenáš́ı významný rotačńı moment,
vznikne tedy akrečńı disk.

Pulsary Mezi pulsary se dosti často nacházej́ı objekty s periodicky proměnnou frekvenćı
puls̊u, v takovém př́ıpadě jde tedy o složky dvojhvězd. Oběžné periody jsou přitom od
hodin po roky. Sledováńı okamžik̊u puls̊u vede k velmi přesně určitelné dráze. V některých
př́ıpadech je složka pulsaru viditelná v optickém oboru, př́ıpadně je pulsar i rentgeno-
vou dvojhvězdou. Milisekundové pulsary jsou složkami dvojhvězd vždy (ovšem až na
výjimky - soud́ı se, že ve dvou př́ıpadech, kdy je milisekundový pulsar samostatný, došlo
ke zničeńı druhé složky). Podporuj́ı OTR, viz zkracováńı periody v d̊usledku vyzařováńı
gravitačńıch vln. Známe jich cca 1000, většina objevena na Arecibu.

§ Dodatek o vzniku dvojhvězd

1. Zachyceńı jedné hvězdy druhou: aby k němu došlo, musilo by být setkáńı velmi
těsné, aby slapové śıly ovlivnily keplerovskou (hyperbolickou) dráhu, nebo by muselo
spoluúčinkovat třet́ı těleso, uvažováno dř́ıve.
2. Rozštěpeńı (fission) hvězdy rychlou rotaćı.

Prvá možnost je nanejvýš nepravděpodobná při prostorových hustotách hvězd po-
dobných té v okoĺı Slunce, vážně se však uvažuje u hustot podstatně vyšš́ıch (centrum
Galaxie, kulové hvězdokupy). Při setkáńı hvězd ale docháźı i k rozpadu dvojhvězd, při
prvé možnosti jde proto o vytvořeńı určitého rovnovážného stavu.

Přes značné úsiĺı teoretik̊u reálnost druhé možnosti nebyla prokázána, zřejmě nepři-
padá v úvahu u hvězdy na MS či pozděǰśı. Je ale otázka, zda podobný proces nenastává
při vzniku hvězd, kdy násobné systémy vznikaj́ı z prvotńıho prachoplynového mračna.
Zdá se ovšem, že v́ıcenásobné soustavy vznikaj́ı sṕı̌se zhrouceńım disku kolem hlavńıho
jádra gravitačńıho zhuštěńı.

§ Dvojhvězdy s komplikacemi

Spolehlivé určeńı základńıch fyzikálńıch vlastnost́ı dvojhvězdy a jej́ıch složek se stává
problémem ve chv́ıli, kdy je v soustavě př́ıtomna cirkumstelárńı hmota. Jak křivky
radiálńıch rychlost́ı, tak světelné křivky jsou v takových situaćıch několika vzájemně
souvisej́ıćımi vlivy deformovány a neodpov́ıdaj́ı čistému dráhovému pohybu. Pokud se
nám nezdař́ı podobná zkresleńı správně identifikovat a vhodně korigovat, mohou formálńı
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řešeńı světelné křivky a křivky radiálńıch rychlost́ı vést k určeńı zcela nesprávných cha-
rakteristik soustavy.

Falešná výstřednost dráhy z křivek radiálńıch rychlost́ı
Některé typické struktury v mezihvězdné hmotě ve dvojhvězdě mohou zp̊usobovat

charakteristická zkresleńı křivky radiálńı rychlosti, pravidelně se opakuj́ıćı s fáźı oběžné
periody. Abychom podobným jev̊um dobře porozuměli, je užitečné si nejprve uvědomit,
jak vypadaj́ı křivky radiálńıch rychlost́ı pro čtyři typické orientace výstředné dráhy v̊uči
pozorovateli, viz obr.

Nejlépe a nejdéle známý př́ıpad zkresleńı křivky radiálńıch rychlost́ı je Barr̊uv jev
(1908). Barr upozornil jako prvńı, že se pozoruje mnohem v́ıce dvojhvězd s hodnotami ω
mezi 0◦ a 120◦ než dvojhvězd s hodnotami ω mimo tento interval. Barr vyjádřil názor, že
je krajně nepravděpodobné, že by existovala skutečná privilegovaná orientace výstředných
drah v prostoru. Dnes je obecně přij́ımáno vysvětleńı, které jako prvńı vyslovil Struve
(1944): protažeńı křivky radiálńıch rychlost́ı v bĺızkosti maxima je zp̊usobeno dodatečnou
absorpćı v plynovém proudu mezi složkami, který se v těch oběžných fáźıch promı́tá
na disk hmotu přij́ımaj́ıćı hvězdy. Vzniklé zkresleńı skutečné křivky radiálńıch rychlost́ı
dvojhvězdy v kruhové dráze pak připomı́ná křivku výstředné dráhy pro hodnoty ω v
bĺızkosti 0◦. Jak je schematicky ukázáno v obrázku 8, pr̊umět plynového proudu na disk
hvězdy nastává někde mezi elongaćı, při které se hmotu přij́ımaj́ıćı složka od nás vzdaluje
a mezi konjunkćı (směr A v obrázku). Protože plyn se v té chv́ıli pohybuje směrem od
pozorovatele, jeho radiálńı rychlost zvyšuje pozorovanou radiálńı rychlost a t́ım právě
vzniká protažeńı křivky v bĺızkosti maximálńı rychlosti. Charakter celého jevu přirozeně
záviśı i na sklonu dráhy.
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Kapitola 11

Galaxie a mezihvězdná látka

Mezihvězdná látka: Rozložeńı prachu a plynu v Galaxii, typy útvar̊u mezihvězdné látky,
metody pozorováńı. Atomy a molekuly v mezihvězdném prostoru - spektra, chemické
reakce. Oblasti ionizovaného vod́ıku (HII) a jejich fyzika. Prachová zrna, fyzikálńı vlast-
nosti a optické projevy. Dynamika mezihvězdné látky. Vı́cesložkový model mezihvězdného
plynu, role supernov, fyzika rázových vln. Stabilita oblak̊u mezihvězdné látky, Jeansovo
kritérium, fragmentace, tvořeńı hvězd.

Galaxie, hvězdné soustavy : Stavba Galaxie, hvězdné populace. Rotačńı křivky galaxíı,
Oortovy konstanty. Dráhy hvězd a jejich stabilita. Gravitačńı potenciál Galaxie. Pohy-
bové integrály, ergodické chováńı drah, třet́ı integrál, distribučńı funkce, Boltzmannova
rovnice, Jeansova věta. Čára 1420 MHz, rozložeńı a rychlosti vod́ıku HI. Hmotnost ga-
laxíı a skrytá hmota. Molekulárńı vod́ık, molekuly CO, molekulárńı oblaka, anomálie v
rozděleńı HI. Relaxačńı časy hvězdných soustav. Morfologická klasifikace galaxíı.

Stavba vesmı́ru: Metody určováńı vzdálenost́ı kosmických objekt̊u a jejich návaznost.
Rozložeńı galaxíı ve vesmı́ru. Hubble̊uv zákon, funkce expanze, deceleračńı parametr.
Robertson-Walkerova metrika. Einsteinovy rovnice. Friedmannovy modely vesmı́ru. Kos-
mologická konstanta. Inflačńı modely. Rané fáze vývoje vesmı́ru. Reliktńı zářeńı. Skrytá
hmota a vývoj vesmı́ru.

• Pohyby hvězd v Galaxii, rotace galaxíı, Oortovy konstanty, stabilita kruhové dráhy, epicykl. 1

• Stavba Galaxie - hvězdné populace, rozložeńı mezihvězdného plynu a prachu, HI oblasti. H2, CO a

daľśı molekuly v mezihvězdném prostoru, chemický vývoj látky v Galaxii. Morfologická klasifikace

galaxii. 1

• Prostorové rozložeńı a pohyby galaxíı. Pozorováńı reliktńıho zá̌reńı (dipólová anizotropie . . . ) 1

• Dynamika mezihvězdné látky a tvorba hvězd, Jeansovo kritérium, Jeansovy rovnice,
věta o viriálu
• Metody studia fyzikálńıch podmı́nek v r̊uzných útvarech mezihvězdné látky (interpre-

tace pozorováńı optických, rádiových, infračervených spekter; elektronové, vibračńı a
rotačńı přechody a s nimi spojená spektra a definice teplot . . . )
• Zářivé a srážkové procesy v mezihvězdném plynu (excitace, ionizace, rovnice statistické

rovnováhy, funkce ohřevu a ochlazováńı . . . )
• Mezihvězdný prach – metody pozorováńı, rozložeńı v Galaxii, role prachu při tvorbě

hvězd . . .
• Kosmologický rudý posuv, modely vesmı́ru
• Nukleosyntéza (v raném vesmı́ru, ve hvězdách, supernovy . . . )

1 !!!Otázky z části astronomie!!!
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11.1 Fyzika mezihvězdné látky

Prostor mezi hvězdami neńı prázdný. Je vyplněn velmi zředěnou mezihvězdnou látkou
v r̊uzných podobách. Nacháźıme zde elementárńı částice všeho druhu, atomy, molekuly
anorganických i organických látek, někdy i velice složitě strukturované prachové částice.
Do mezihvězdné látky by se měly zahrnout i velice rychle putuj́ıćı částice kosmického
zářeńı a fotony nejr̊uzněǰśıch energíı. V této podobě látky je soustředěno cca 10% hmot-
nosti všech hvězd v Galaxii. Spojitou povahu zřejmě má i hypotetická skrytá hmota
(temná) ve vesmı́ru, která nezář́ı ani nepohlcuje světlo, takže o jej́ı existenci se dov́ıdáme
pouze zprostředkovaně podle jej́ıch gravitačńıch účink̊u na hmotu viditelnou. Hmotnost
ukrytá v této látce dosud neznámé povahy by mohla až o řád převýšit hmotnost běžné,
tzv. baryonové látky.

Existenci mezihvězdné látky projevuj́ıćı se extinkćı světla prokázal nade vš́ı pochyb-
nost teprve v roce 1930 americký astronom švýcarského p̊uvodu Robert Julius Trümpler.
Na základě studia úhlových rozměr̊u a hvězdné velikosti stovky reprezentativńıho vzorku
otevřených hvězdokup ukázal, že tzv. ”fotometrické“ vzdálenosti, určené z pozorované jas-
nosti soustav, a ”úhlové“ vzdálenosti odhadnuté podle pozorovaného úhlového pr̊uměru
hvězdokupy se od sebe systematicky lǐśı, přičemž hodnota pod́ılu obou vzdálenost́ı roste
se vzdálenost́ı. Jediným kloudným vysvětleńım je existence mezihvězdné extinkce, která
zp̊usobuje zeslabeńı světla studovaných objekt̊u (dle Trümplera) v pr̊uměru o 0,5 mag-
nitudy na 1 kpc.

§ Vztah mezihvězdné látky a hvězd, rozložeńı v prostoru

Gravitačńım zhrouceńım hustěǰśıch a relativně chladných oblast́ı mezihvězdné látky vzni-
kaj́ı nové hvězdy. Právě narozené hvězdy bouřlivě interaguj́ı se svým mezihvězdným
prostřed́ım, jejich krátkovlnné zářeńı a hvězdný v́ıtr nezř́ıdka zp̊usob́ı i rozpad zárodeč-
ného molekulového oblaku. Neustálým vznikáńım nových hvězdných pokoleńı se zásoba
mezihvězdné látky pozvolna vyčerpává. Celý proces však nepostupuje tak rychle, jak by
se snad dalo očekávat, protože hvězdy samy během svého vývoje do prostoru r̊uznou
cestou vracej́ı nejméně 50% své počátečńı hmoty. Jedná se předevš́ım o svrchńı vrstvy
těchto objekt̊u, které jsou jen minimálně ”znečǐstěny“ jaderným vývojem, který se děje
předevš́ım v centrálńıch oblastech hvězd.

Rozložeńı mezihvězdné látky v prostoru je krajně nerovnoměrné. V rámci naš́ı Galaxie
se většina této látky soustřed’uje v rovině Galaxie, vytvářej́ıc přitom velice silně zploštělý
disk o poloměru v́ıce než cca 25 kpc (tj. až k nezář́ıćımu okraji) a tloušt’ce pouhých 250 pc
(zploštěńı 1:100!). Avšak ani v rámci onoho disku neńı rozložeńı homogenńı - většinu látky
nacháźıme v tzv. spirálńıch ramenech Galaxie, a zde v oblaćıch o rozměrech několika
parsek̊u, tj. Galaxie má strukturu hustotńıch vln (pohyb v ramenech je pomaleǰśı než
pohyb mezi nimi, mezihvězdná látka se chová stejně). Pr̊uměrná hustota látky v disku
obnáš́ı 5.10−21 kg/m3, což odpov́ıdá koncentraci 106 atomů/m3, tj. 1 atom na 1 cm3.
Nejvyšš́ı hustoty, s nimiž se setkáváme v jádrech obř́ıch molekulových oblak̊u jsou o 5 až
6 řád̊u větš́ı, zat́ımco v prostoru mezi nimi nacháźıme cca 105 atomů/m3.

Rozptýlená prachová složka mezihvězdné hmoty zp̊usobuje selektivńı absorpci svět-
la hvězd, tj. absorpci závislou na vlnové délce světla (→ zčervenáńı), plynná složka pak
absorpci v diskrétńıch oborech spektra (mezihvězdné čáry ve spektrech hvězd).

Sv́ıt́ıćı oblaka mezihvězdné hmoty nesou název galaktické nebo dif̊uzńı mlhoviny,
děĺıme je na emisńı mlhoviny obsahuj́ıćı v́ıce plyn (v́ıce než 10 atomů v cm−3) a re-
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flexńı mlhoviny složené z prachu. V obou př́ıpadech je primárńı př́ıčinou vyzařováńı
těchto mlhovin zářeńı bĺızkých hvězd. U emisńıch mlhovin je plyn zářeńım hvězdy io-
nizován, rekombinaćı docháźı k zářeńı vlastńı mlhoviny. U reflexńıch mlhovin docháźı
k rozptylu světla hvězdy na částićıch o rozměrech srovnatelných s vlnovou délkou světla.
Zvájemnou kombinaćı jsou prachoplynné mlhoviny.

§ Mezihvězdný prach – extinkce

Ve složitě strukturovaných mikroskopických částečkách mezihvězdné látky pevného sku-
penstv́ı – zrńıčkách, čili v tzv. mezihvězdném prachu je obsaženo asi 1% celkové hmot-
nosti mezihvězdné látky. Po chemické stránce v něm převládaj́ı prvky těžš́ı než helium,
které se tu vyskytuj́ı jak v čisté formě (uhĺık), tak ve sloučeninách.

Jakkoliv mezihvězdný prach hmotnostně představuje jen malý př́ıvažek v mezihvězdné
látce, jeho role v současném vesmı́ru je velmi významná – bez jeho přispěńı by kupř́ıkladu
stěž́ı mohly vznikat nové generace hvězd spolu s jejich planetárńımi systémy. I když je
koncentrace prachových zrn z pozemského hlediska nepředstavitelně malá (i v těch nej-
zaprášeněǰśıch částech Galaxie – v globuĺıch – čińı pr̊uměrná vzdálenost sousedńıch pra-
chových částic deśıtky metr̊u), je to též právě mezihvězdný prach, který v rozhoduj́ıćı mı́̌re
zeslabuje světlo hvězd a daľśıch sv́ıt́ıćıch objekt̊u, který je př́ıčinou tzv. mezihvězdné
extinkce. Prach zp̊usobuje mezihvězdnou absorpci cca 2m na kpc ve viditelném oboru.

• Mezihvězdná extinkce

Předpokládejme, že v jistém zorném poli prozkoumáváme závislost logaritmu počtu
hvězd N(m) o hvězdné velikosti m a jasněǰśıch v závislosti na oné zvolené hvězdné ve-
likosti. Je zřejmé, že muśı j́ıt o monotónně rostoućı funkci, jej́ıž pr̊uběh bude záviset na
rozložeńı hvězd v prostoru. Nejjednodušš́ı situace nastane, pokud budou hvězdy v pro-
storu rozloženy rovnoměrně. Lze ukázat, že pak bude grafem závislosti př́ımka o směrnici:

d(logN)
dm

=
3
5
→ N(m+ 1)

N(m)
= 100,6 = 3, 981 .

Uvedenou závislost lze ověřit na tzv. Wolfově diagramu, který závislost log (N) na m
(tj. statistiku počtu hvězd v závislosti na magnitudě) zachycuje. 2 V některých částech
oblohy, zejména pak v bĺızkosti pásu Mléčné dráhy budeme konstatovat značné odchylky

2 Viz obr. V kouli o pr̊uměru r je N hvězd, N(< m) je počet hvězd se zdánlivou magnitudou < m, n
je prostorová koncentrace hvězd; nav́ıc předpokládáme, že hvězdy maj́ı M konstantńı. Pak

N(< m) =
4

3
πr3.n ,

logN(< m) =

konst.︷ ︸︸ ︷
log (

4

3
πn)+3log r .
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od předpokládaného ideálńıho pr̊uběhu diagramu - všeobecně se ukazuje, že slabš́ıch
hvězd je méně, než by se čekalo. Vysvětleńı spoč́ıvá v tom, že prostor mezi hvězdami
neńı úplně pr̊uzračný, že se v něm nacháźı mezihvězdná látka, která procházej́ıćı světlo
účinně zeslabuje – docháźı zde k tzv. mezihvězdné extinkci (rozptyl světla do r̊uzných
směr̊u + jeho pohlcováńı). 3

Předpokládejme, že studujeme extinkci světla o p̊uvodńı hustotě zářivého toku vstu-
puj́ıćıho do prostřed́ı, v němž jsou rovnoměrně rozptýleny částice s koncentraćı N o účin-
ném pr̊uřezu σ. Necht’ zářeńı o p̊uvodńı hustotě toku I0 vstouṕı do prostřed́ı a uraźı
zde malou dráhu ds. Součin (nσds) je bezrozměrná veličina, která vyjadřuje jaká část
prostupuj́ıćıho zářeńı je na dráze ds ”odst́ıněna“ částicemi (pohlcena nebo odchýlena
z p̊uvodńıho směru - tj. ”rozptýlena“). Odst́ıněńım, neboli zeslabeńı či extinkćı ubude
z procházej́ıćıho toku I jistá malá část dI (tj. máme RTE bez př́ıtomnosti zdroje zářeńı):

dI = −I(nσds) → dI/I = −nσds = −dτ ,

kde dτ je př́ır̊ustek tzv. optické tlout’ky prostřed́ı. Zintegrujeme-li tuto rovnici:

ln
(
I

I0

)
= −

∫ s

0
nσds = τ → I = I0e

−τ .

Je-li τ < 1, hovoř́ıme o tom, že vrstva je opticky tenká, u τ > 1 mluv́ıme o vrstvě
opticky tlusté. V př́ıpadě, že se v rámci sledované vrstvy materiálu extinkčńı vlast-
nosti prachových částic neměńı, pak lze ve výrazu pro optickou tloušt’ku účinný pr̊uřez
vytknout před integrál a psát:

τ = σ

∫ s

0
nds = σNd ,

Jelikož m−M = 5 log r − 5, je log r = (m−M)/5 + 1. Po dosazeńı tedy

logN(< m) = konst.+
3

5
m−

konst.′︷ ︸︸ ︷
3

5
M + 3 ,

logN(< m) = konst.′′ + 0, 6m.

Použ́ıvá se k určováńı rozlohy a hustoty oblak̊u mezihvězdné hmoty. Graf je sestrojen jednak pro normálńı
oblast oblohy vedle oblaku (a)), jednak pro oblast st́ıněnou oblakem (b)). Z pr̊uběhu křivek resp. z toho,
u jaké magnitudy se křivky zač́ınaj́ı rozcházet, o kolik se lǐśı v počtu hvězd (c)) a u které hvězdné
velikosti obě křivky začnou postupovat souběžně, lze odvodit vzdálenost oblaku, velikost absorpce, kterou
zp̊usobuje, a jeho rozlohu.

3 Prach představuje jen malou část mezihvězdné hmoty, avšak jeho vliv na extinkci je velký. Prach
v disku Galaxie je př́ıčinou, že ve světle nevid́ıme jej́ı středovou oblast. Velikost extinkce, jež se měř́ı v
magnitudách je tedy r̊uzná v r̊uzných směrech, nejmenš́ı směrem k pól̊um, největš́ı v galaktické rovině.
Extinkce záviśı na vlnové délce zářeńı, je t́ım menš́ı, č́ım deľśı je vlnová délka zářeńı. Proto se hvězdy
jev́ı načervenalé, pokud je mezi mini a námi vrstva prachu. Proto se k nám také IR zářeńı a rádio vlny
mohou snadno dostat až ze středu galaxie.
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kde Nd je celkový počet prachových částic obsažených ve sloupci o základně 1 m2 a výšce
s orientovaném ve směru pozorováńı. V př́ıpadě, že je rozložeńı prachových částic podél
zorného paprsku v́ıceméně homogenńı, pak lze před integrál vytknout i koncentraci pra-
chových částic:

τ = σn

∫ s

0
ds = (σn)s ,

z čehož plyne, že optická hloubka v tomto homogenńım přibĺıžeńı je př́ımo úměrná délce
sloupce, tj. vzdálenosti pozorovaného zdroje.

Extinkci světla lze ovšem též popsat i př́ır̊ustkem hvězdné velikosti A vyjádřeným
v magnitudách, tj. pomoćı Pogsonovy rovnice:

A = 2, 5log (I/Io) mag = 2, 5log (e−τ ) mag = (2, 5log e)τ mag = 1, 086τ mag .

Extinkce je tedy př́ımo úměrná optické tloušt’ce, při orientačńıch úvahách dokonce mů-
žeme brát, že obě veličiny jsou si č́ıselně rovny. 4

Už prvńı pozorováńı mezihvězdné extinkce ukázala, že jej́ı velikost výrazně záviśı na
vlnové délce λ v ńıž ji sledujeme. Z hlediska mikroskopického to znamená, že účinný
pr̊uřez prachových částic σ(λ) neńı totožný s jejich geometrickým pr̊uřezem S, nebot’ ten
je jistě na vlnové délce nezávislý. Zjednodušeně lze pak pro určitý typ částic předpokládat,
že jejich účinné pr̊uřezy lze vyjádřit ve tvaru:

σ(λ) = f(λ)S ,

kde funkce f(λ) záviśı na mechanismu extinkce, který se u tohoto typu částic uplatňuje.
Ukazuje se, že:
a) pokud jsou rozptyluj́ıćı částice mnohem menš́ı než vlnová délka (velikost́ı jsou

srovnatelné třeba s elektrony), pak zp̊usobuje extinkci čistý Thompson̊uv rozptyl,
jehož velikost nezáviśı na vlnové délce. Funkce f(λ) je pak konstanta.

b) jsou-li rozptyluj́ıćımi centry shluky molekul o velikosti srovnatelné s vlnovou délkou
prostupuj́ıćıho zářeńı, pak jde o tzv. Rayleigh̊uv rozptyl, jehož účinnost je nepř́ımo
úměrná 4. mocnině vlnové délky. Tento rozptyl může za modrou barvu bezmračné po-
zemské oblohy. Funkce f(λ) = aλ−4.

c) nicméně laboratorně i teoreticky bylo zjǐstěno, že pro částice o rozměrech me-
zihvězdného prachu (100 nm až 1 µm) je ve viditelném oboru spektra účinný pr̊uřez
nepř́ımo úměrný hodnotě vlnové délky rozptyl. světla; funkce f(λ) = aλ−1. Rozptyl
tohoto typu, který nastává na v́ıceméně kulových dielektrických částićıch teoreticky po-
psal Gustav Mie v roce 1908, proto se mu též ř́ıká Mie̊uv rozptyl. Vyplývá z něj mj.
i to, že velikost extinkce ve vlnové délce A bude nepř́ımo úměrná této vlnové délce,
čili: A(λ) ∼ λ−1. Vysvětluje tak např. i velmi dlouho známý efekt tzv. mezihvězdného
zčervenáńı světla hvězd. 5

Rozložeńı energie ve spektru hvězd i jiných objekt̊u nejčastěji studujeme pomoćı tzv.
barevných index̊u, což jsou rozd́ıly hvězdných velikost́ı jednotlivých objekt̊u poř́ızených
v r̊uzných spektrálńıch oborech (barvách), charakterizovaných jistou efektivńı vlnovou

4 Oslabeńım o 1 mag tedy dostaneme cca třetinu světla (1/e
.
= e−A/1,086 .

= e−A .
= 0, 3), pro 2 mag

vycháźı cca 13%, pro 5 mag 1% (viz definice).
5 Mezihvězdná extinkce citelněji postihuje krátkovlnnou oblast elektromagnetického spektra hvězdy.

Zeslabeńım modré části spektra se relativně zvýrazńı jeho červený konec – barevné indexy se zvětšuj́ı.
Druhou stranou mince je pak namodralá barva prašných mlhovin, které zář́ı rozptýleným světlem hvězd.
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délkou λ. Z předchoźıho výkladu vyplývá, že barevné indexy nutně musej́ı být existenćı
mezihvězdné extinkce ovlivněny. Dosad́ıme-li do vztahu pro obecný barevný index

CI = m(λ1)−m(λ2) = [M(λ1) + 5 log r − 5 +A(λ1)]− [M(λ2) + 5 log r − 5 +A(λ2)] =

= [M(λ1)−M(λ2)] + [A(λ1)−A(λ2)] = CI0 + E(λ1, λ2) ,

vid́ıme, že k ”nezčervenalému“ barevnému indexu CI0 se ještě přič́ıtá člen E(λ1, λ2),
nazývaný barevný exces (ve vizuálńım oboru > 0). Barevný exces hvězdy můžeme
zjistit tak, že od pozorovaného zčervenalého barevného indexu (tj. např. B−V ) odečteme
předpokládaný skutečný barevný index (tj. B0 − V0), který můžeme odvodit např́ıklad
ze vzhledu spektra (spektrum nezáviśı na zčervenáńı). Barevný exces je tedy měř́ıtkem
diferenciálńı absorpce v r̊uzných spektrálńıch oborech.

Za předpokladu, že extinkce je nepř́ımo úměrná vlnové délce, můžeme odvodit poměr
mezi celkovou absorpćı vyjádřenou v magnitudách a barevným excesem. Definujeme
poměr mezi extinkćı a barevným excesem

Rλ =
Aλ

Aλ2 −Aλ1

=
Aλ
E∆λ

=
λ−1

λ−1
2 − λ

−1
1

,

kde λ2 < λ < λ1 a ∆λ = λ1 − λ2. Dosad́ıme-li do vztahu efektivńı vlnové délky barev B
a V, jde-li nám tedy o nejuž́ıvaněǰśı barevný index (B-V), dojdeme k hodnotě 4,0. Reálná
měřeńı však ukazuj́ı, že tento poměr je v pr̊uměru o něco menš́ı, čińı R(B−V ) = 3, 2±0, 3.
(Tato hodnota dosti citlivě zálež́ı na směru, v němž měřeńı extinkce provád́ıme, někde
koeficient R dosahuje až 5!) Źıskáme-li nyńı hodnotu barevného excesu E(B−V ), můžeme
pomoćı R opravit naše data o extinkci. 6

Řadu daľśıch možnost́ı nám skýtá v́ıcebarevná fotometrie – třeba standardńı fotomet-
rie UBV, kde je možno barevný exces odeč́ıst př́ımo z ”trojbarevného“ diagramu (U−B)
vs. (B − V ).

V ultrafialovém a infračerveném oboru je závislost extinkce na vlnové délce (extink-
čńı křivka) poněkud komplikovaněǰśı, zvlášt’ charakteristické zde je strmé lokálńı maxi-
mum okolo vlnové délky 218 nm. Pr̊uběh závislosti tak mnohé vypov́ıdá o materiálových
vlastnostech mezihvězdného prachu.

6 Vztah absorpce a extinkce tedy je EB−V = B −B0 − (V − V0) = AB −AV . Pro rektifikaci spektra
potřebujeme znát normalizovanou extinkci pro všechny vlnové délky:

Fλ = F (λ) =
∆mλ −∆mV

∆mB −∆mV
=
Aλ −AV

AB −AV
=
Eλ−V

EB−V
.

F (λ) je extinkčńı křivka. Tj. aby se zjistila celková absorpce pro určitou vlnovou délku Aλ, je nutno
źıskat měřeńı barevného excesu E∆λ v r̊uzných spektrálńıch intervalech ∆λ sahaj́ıćıch od ultrafialové až
do infračervené oblasti spektra a extrapolovat tato měřeńı až do vlnové délky λ =∞. T́ım by se źıskala
extinkčńı křivka, ze které lze odeč́ıst celkovou absorpci Aλ v dané vlnové délce.
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Maximum extinkce u 218 nm naznačuje, že významnou složku zrńıček mezihvězdného
prachu bude představovat grafit. Jakkoli je zat́ım záhadné, jakými procesy se uhĺık
uspořádal do relativně př́ısné grafitové struktury, výskyt ”grafitové rezonance“ u 218 nm
nikoho nenechává na pochybách, že právě grafit muśı být v tělu zrńıček mezihvězdného
prachu obsažen. Existence temných absorpćı v bĺızké infračervené oblasti na druhé straně
poukazuje na to, že mezihvězdný prach muśı ještě obsahovat i krystalky křemičitan̊u.
Emisńı pásy v infračervené oblasti jsou pak připisovány nejčastěji plochým molekulám s
organickým benzenovým jádrem známým jako polycyklické aromatické uhlovod́ıky. Vodńı
led zřejmě neńı povinnou součást́ı prachových částic – nacháźıme jej jen v prachové složce
mimořádně hustých molekulových oblak̊u, kde je tento led chráněn před destruktivńımi
vlivy zvenč́ı.

Daľśım d̊uležitým faktem je skutečnost, že světlo procházej́ıćı mezihvězdnými praš-
nými oblaky je mı́rně polarizované 7 (pár procent [max 10%, cirkumstelárńı obálky
hvězd až 30%] – záviśı to na vlnové délce), tj. poloha elektrického vektoru neńı zcela
náhodně orientována, ale jev́ı tendenci být rovnoběžná s rovinou Galaxie. To jasně uka-
zuje, že částečky prachu nejsou př́ısně sférickými útvary (jehličky = prolate). V prostoru
jsou uspořádány tak, že jejich deľśı osa sv́ırá pravý úhel se silokřivkami slabého magne-
tického pole (cca 10−10 T), které prostupuje celou Galaxii. Obvykle plat́ı, že polarizace je
úměrná zčervenáńı→ ”d̊ukaz“, že polarizace je dána prachovými částicemi. Nejlépe pola-
rizuj́ı částice s pr̊uměrem cca odpov́ıdaj́ıćım vlnové délce daného oboru spektra. Pomoćı
polarizace lze źıskat ”mapy mag. pole“.

I když mnoha detail̊um složeńı zrn mezihvězdného prachu dosud nerozumı́me, zdá se,
že máme silné argumenty pro to, že prachové částice jsou složeny zejména ze silikát̊u,
amorfńıho uhĺıku, v menš́ı mı́̌re v nich nacháźıme polycyklické uhlovod́ıky, grafit a vodńı
led. (Protáhlé částice (jehličky) znečǐstěného ledu, grafit, částice s grafitovým jádrem
a ledovým obalem, silikátové částice, částice s grafitovým či silikátovým jádrem a obalem
ze zmrzlých plyn̊u [metan, formaldehyd, voda . . . ]. Rozměry cca 102 nm.)

Mezihvězdný prach nejsṕı̌s nevzniká samovolnou kondenzaćı atomů ve volném kos-
mickém prostoru. Látka je zde totiž př́ılǐs ř́ıdce rozptýlena a plastické/nepružné srážky, po
nichž by atomy z̊ustaly pospolu, jsou př́ılǐs vzácné. Př́ıhodné podmı́nky pro r̊ust zrn jsou
v atmosférách chladných obř́ıch hvězd spektrálńıch typ̊u M, a zejména pak uhĺıkových
hvězd typu C (teplota muśı být pod 2000 K). Zde se mohou kondenzovat páry uhĺıku do
podoby zrńıček amorfńıho uhĺıku (vznikaj́ı tedy monoclustery, které postupně nar̊ustaj́ı),
který je pak tlakem zářeńı vymetán z atmosféry do okolńıho prostoru. Daľśım možným
zdrojem mezihvězdného prachu jsou výbuchy supernov všech typ̊u.

Existuje řada d̊ukaz̊u, že mezihvězdný prach neńı v prostoru rozložen rovnoměrně, ale
že vytvář́ı jisté shluky – oblaky prachu. Jedná se však sṕı̌se o oblaky mezihvězdné látky
s vysokým zastoupeńım prachu. Ty se projevuj́ı předevš́ım extinkćı světla vzdáleněǰśıch
objekt̊u, ve výjimečných př́ıpadech však mohou i samy zářit rozptýleným světlem pochá-
zej́ıćım z jasných hvězd, které tyto tzv. reflexńı mlhoviny osvětluj́ı. Spektrum reflexńıch
mlhovin je v zásadě shodné se spektrem bud́ıćıch hvězd jen s t́ım rozd́ılem, že lépe je
rozptylována krátkovlnná složka jejich zářeńı.

Prašné oblaky se nacházej́ı takřka výhradně v rovině Galaxie, v ńıž ovšem lež́ı i Slunce.
Extinkce zp̊usobena bližš́ımi oblaky komplikuje pr̊uzkum vzdáleněǰśıch oblak̊u. Pozo-
rováńı prašných oblak̊u v jiných spirálńıch galaxíıch ukazuj́ı, že se tyto oblaky velice

7 Tj. budu-li mı́t dalekohled a polarizátor resp. analyzátor, kterým budu otáčet v rovině kolmé k
zornému paprsku, pak v určité poloze bude maximálńı a v jiné minimálńı intenzita. Stupeň lineárńı
polarizace je p = (imax − imin)/(imax + imin).
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výrazně koncentruj́ı v bĺızkosti spirálńıch ramen, zejména na vnitřńı straně těch nejvy-
vinutěǰśıch ramen.

Nejlépe prozkoumané prašné oblaky, s nimiž máme tu čest se v bĺızkosti Slunce setkat,
maj́ı hmotnosti několika stovek Slunćı a rozměry v rozmeźı od těch největš́ıch o pr̊uměru
200 světelných let po drobné o pr̊uměru zlomk̊u světelného roku. Právě ty nejmenš́ı prašné
oblaky bývaj́ı i nejhustěǰśı, což je zřejmě d̊usledkem jejich vývoje – s t́ım jak prachový
komplex kontrahuje stává se hustěǰśım a méně pr̊uhledným. Nesmı́rně malé prachové
mraky jsou nazývány Bokovy globule, jedná se o kompaktńı, takřka nepr̊uhledné ob-
jekty o typickém pr̊uměru menš́ım než 1 pc, s ńızkou teplotou cca 10 K a hmotnostech
od 1 do 1000 Slunćı. Nedávné výzkumy prokázaly, že uvnitř globuĺı se nacházej́ı právě
narozené hvězdy, tj. globule se vlastńı gravitaćı měńı v prahvězdy.

Úplněǰśı informaci o rozložeńı prachu v Galaxii nám poskytuj́ı infračervená pozo-
rováńı. Zat́ımco optické př́ıstroje jsou schopny odhalit prach jen tehdy, když st́ıńı vzdá-
leněǰśı objekty nebo když je osvětlen bĺızkými hvězdami, infračervené dalekohledy jsou
schopny registrovat vlastńı dlouhovlnné zářeńı, které prach (o teplotě někdy jen několika
kelvin̊u) sám vyzařuje. Je třeba uvážit, že mezihvězdný prach v Galaxii pohlt́ı celkem asi
30% zářivého výkonu Galaxie, aby jej pak znovu vyzářil v dlouhovlněǰśım oboru spektra.

Kompletńı přehled oblohy v infračerveném oboru poprvé provedla v osmdesátých le-
tech pověstná družice IRAS (InfraRed Astronomical Satellite), která odhalila velké množ-
stv́ı hustých prachových oblak̊u v pásu Mléčné dráhy. Husté prachové oblaky ale mohou
být studovány i jinak – množstv́ı těchto objekt̊u obsahuje nezanedbatelné množstv́ı mo-
lekul, jež jsou schopny vyśılat rádiové zářeńı na takové vlnové délce a v takové intenzitě,
že je můžeme i na Zemi přij́ımat a analyzovat. V prašných mraćıch tak bylo objeveno na
50 r̊uzných molekul včetně oxidu uhelnatého, formaldehydu a nejr̊uzněǰśıch radikál̊u.

Organické molekuly v mezihvězdném prostoru též zřejmě budou p̊uvodem tzv. DIB’s
(Difuse Interstellar Bands, mezihvězdné dif̊uzńı pásy, např. u 443 mm). Objev 1930,
P.W. Merrill, neznámé široké absorpčńı čáry ve spektrech O, B hvězd. Jsou většinou
mělč́ı a hodně široké oproti spektrálńım čarám. Jsou podobné laboratorńım spektr̊um
materiál̊u s vnitřńım zamrzlým el. pole, které je rušeno.

Rozptyl zářeńı na prachu: Necht’ zářeńı dopadá jako monochromatická rovinná vlna na prachovou
částečku, pole pozorované po rozptylu = rovinná vlna (ta p̊uvodńı) + sférická vlna rozptýleného zářeńı,
jež je charakterizována pomoćı indikatrix rozptylu. Ta je v podstatě totožná s anténńı charakteristikou.

Podrobně včetně Mieho řešeńı a vlivu polarizace viz Doplňky . . .

§ Mezihvězdný plyn – H I, H II, molekuly, . . .

Pokud chápeme mezihvězdnou látku v užš́ım slova smyslu, tj. nezapoč́ıtáváme do ńı
skrytou látku, pak v ńı co do hmotnosti zcela jasně převládá jej́ı plynná, tj. atomárńı,
př́ıpadně molekulárńı složka. Chemické složeńı mezihvězdného plynu je obdobné jako
chemické složeńı povrchových vrstev hvězd: na 1000 atomů vod́ık̊u připadá 80 atomů
helia a 1 těžš́ı atom. I hmotnostně nejv́ıce zastoupeným prvkem (70%) je vod́ık, s ńımž
se v prostoru mezi hvězdami setkáváme jako s neutrálńım vod́ıkem (oblasti H I), ioni-
zovaným vod́ıkem (oblasti H II) i v podobě běžné dvouatomové molekuly (H II), v ńıž
jej nacháźıme zejména v molekulových oblaćıch. Daľśım nejčastěǰśım prvkem je helium,
které se ovšem vyskytuje jen atomárńı podobě. Daľśı prvky se v prostoru nacházej́ı rovněž
ve své neutrálńı a ionizované podobě, některé prvky spolu s jinými vytvářej́ı molekuly.
Z hlediska pozorovatele jsou velmi d̊uležité optické projevy mezihvězdného plynu, pomoćı
nichž můžeme mezihvězdný plyn odhalit a diagnostikovat.
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• Zá̌reńı mezihvězdných molekul

Při srážkách jednotlivých atomů mezi sebou nebo za asistence prachových částic8 vzni-
kaj́ı v mezihvězdném prostřed́ı i r̊uzně složité molekuly (nav́ıc se mohou formovat mo-
lekuly v atmosférách hvězd).9 Stejně jako v atomech, tak i v molekulách docháźı k
přechod̊um elektron̊u mezi jednotlivými hladinami, což je doprovázeno absorpćı nebo
emiśı foton̊u zpravidla viditelného zářeńı (avšak většina mezihvězdných molekul z̊ustává
trvale v nejnižš́ıch energetických stavech [zářeńı daleko od žhavých hvězd neńı nato-
lik silné, aby excitovalo či dokonce ionizovalo atomy nebo molekuly v dostatečné mı́̌re]
a pravděpodobnost, že se projev́ı absorpčńımi či dokonce emisńımi čarami je zanedba-
telná). Kromě toho ovšem mohou molekuly zářit, protože mohou rotovat (do otáčeńı
mohou být uvedeny zářivým kvantem nebo při změně momentu hybnosti zase mohou
toto kvantum vyzářit) a vibrovat/kmitat podél spojnice atomů (jádra se vychýĺı ze své
rovnovážné polohy, spotřebuj́ı určitou energii, která jim ovšem muśı být dodána zvenku;
vracej́ı-li se atomy zpět do rovnovážné polohy, energii zase vydávaj́ı). Celková energie po-
hlcená nebo vyzářená molekulou je pak v podstatě součtem všech energíı spotřebovaných
nebo vydaných při zmı́něných děj́ıch. 10 Avšak i v rotaci a vibraci molekul jsou zákony
kvantové mechaniky povoleny jen určité stavy, rotačńı a vibračńı energie molekul je kvan-
tována. Pokud je molekula v excitovaném stavu, pak po jistém čase spontánně přecháźı do
nižš́ıho energetického stavu za současného vyzářeńı fotonu o energii odpov́ıdaj́ıćı rozd́ılu
energíı výchoźıho a konečného stavu (u těchto přechod̊u jsou energetické rozd́ıly typicky
0,1 eV pro vibračńı a 10−3 eV pro rotačńı).11 Nejmenš́ı kvantum je tedy vyzářeno při
změně rotačńıho stavu molekuly – jde o mikrovlnné zářeńı o vlnové délce řádově 10−2 m.
Vyšš́ı energii maj́ı fotony vyzářené při změně vibračńıho stavu – ve spektru je najdeme v
bĺızké IR oblasti. K nabuzeńı molekuly do jiného stavu (vyšš́ıho, ale i nižš́ıho) docháźı v
d̊usledku nepružných srážek s jinou molekulou (nejčastěji H2) či atomem (nejčastěji He).

Emise nebo absorpce mezihvězdných molekul se nejlépe odhaluj́ı v mikrovlnné oblasti
spektra. V současnosti již byla odhalena v́ıce než stovka molekul složených z nejčastěji

8 Valná část molekul vod́ıku vznikla katalytickým přispěńım prachových zrn. Zrna zde plńı dvě užitečné
role: a) představuj́ı mı́sto, kde mohou ulpět vod́ıkové atomy a vyčkat na daľśı, s nimiž by vytvořily
stabilńı molekulu, b) slouž́ı jako podložka, která je schopna odvést z molekuly přebytečnou energii, která
se uvolnila poté, co se molekula vytvořila. Tato energie poslouž́ı k ohřát́ı prachové částečky a k vypuzeńı
molekuly z mı́sta jej́ıho zrodu.

9 Životńı doba molekul je omezena na maximálně 104 let (typicky deśıtky až stovky let; studuj́ı
se rychlostńı koeficienty daných reakćı, jež charakterizuj́ı množstv́ı částic, které se vytvoř́ı v daném
jednotkovém objemu za 1s, záviśı na teplotě a částicové hustotě). Skutečnost že pozorujeme mezihvězdné
absorpčńı pásy CH, CH+ a CN znamená, že alespoň tyto molekuly muśı vznikat v mezihvězdném prostoru,
nebot’ by nemohli přež́ıt cestu z atmosféry hvězd trvaj́ıćı cca alespoň 105 až 106 let. Vznik molekul v
prostoru bez prostředńıka je velmi nepravděpodobný, nejpravděpodobněǰśı tedy je vznik na částićıch
prachu . . . Nav́ıc prachové částice zřejmě umožňuj́ı molekulám udržet se déle

”
při životě“, nebot’ pohlcuj́ı

UV zářeńı hvězd a zpomaluj́ı tak disociačńı proces.
10 Viz jemná struktura. Pozorujeme molekulárńı spektrálńı pásy (nebot’ celkově mohou molekuly

vyzařovat 3 druhy spekter – rotačńı, vibračně-rotačńı [molekula může při vibrováńı i rotovat a výsledná
frekvence bude dána kombinaćı r̊uzných rotačńıch vlnočt̊u . . . ], elektronově-vibračně-rotačńı [analogicky]).
Např. rotačńı hladina dvouatomové molekuly může být rozštěpena na dvě složky lǐśıćı se nepatrným
rozd́ılem energie, nebot’ momenty hybnosti elektron̊u a rotuj́ıćı molekuly se vzájemně ovlivňuj́ı. Změna
momentu hybnosti elektronu vzhledem k rotaci molekuly je provázena vyzářeńım/pohlceńım kvanta s
velmi malou energíı, odpov́ıdaj́ıćı decimetrovým vlnovým délkám. Kromě toho, je-li např. jeden z atomů
vod́ık, jsou možné dvě orientace spinu elektronu ke spinu jádra, což znamená opět daľśı zdvojeńı rotačńı
hladiny.

11 V př́ıpadě rotace a vibrace jsou povoleny přechody jen mezi sousedńımi energetickými hladinami
(změna odpov́ıdaj́ıćıch kvantových č́ısel: ±1).
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se vyskytuj́ıćıch prvk̊u (s výjimkou netečného helia) – z vod́ıku, uhĺıku, duśıku, kysĺıku,
śıry a křemı́ku. Vedle nejv́ıce zastoupené dvouatomové molekuly vod́ıku H2, je nejsilněji
zastoupena mimořádně stabilńı molekula oxidu uhelnatého CO, dále voda H2O, formal-
dehyd H2CO (možno identifikovat na 2,1 a 2,0 mm) a daľśı. 12

• Molekulové oblaky

Mezihvězdné molekuly nejčastěji nacháźıme v nepr̊uhledných, relativně hustých a chlad-
ných molekulových oblaćıch. Molekulové oblaky jsou tvořeny předevš́ım molekulárńım
vod́ıkem, dále též neutrálńım vod́ıkem, heliem a daľśımi prvky, spojenými občas i do dosti
složitých molekul. Nezbytnou složkou molekulových mračen jsou zrńıčka mezihvězdného
prachu, která hraj́ı d̊uležitou roli v energetice mračen t́ım, že st́ıńı vnitřńı části oblaku
před dezintegruj́ıćım zářeńım přicházej́ıćım zvněǰsku a přebytečné teplo dokáž́ı účinně
vyzářit do prostoru, č́ımž celý oblak dlouhodobě udržuj́ı na velmi ńızké teplotě několika K.

Nejvýznamněǰśı složku molekulových oblak̊u – molekulárńı vod́ık H2 – je velmi obt́ıžné
detekovat př́ımo, protože se neprojevuje žádnými emisemi ve vizuálńım a rádiovém oboru
spektra. Jako indikátoru molekulových oblak̊u se proto nejčastěji využ́ıvá zářeńı jiné, re-
lativně bohatě zastoupené molekuly oxidu uhelnatého CO (10−4 H2); třebaže se nab́ızej́ı
i jiné mezihvězdné molekuly jako CH, OH, CS a C3H2. Tyto ”indikačńı“ molekuly z mole-
kulových oblak̊u se v d̊usledku nepružných srážek nabud́ı do vyšš́ıho energetického stavu
a pak spontánně vyzář́ı fotony zářeńı v takových oborech spektra, v nichž je můžeme po-
zorovat mnohem snadněji než fotony vyslané molekulárńım vod́ıkem. To se týká zejména
molekuly CO, která má svou nejsilněǰśı čáru umı́stěnou na dobře detekovatelné vlně
2,6 mm. Pozorováńım zářeńı těchto indikátorových molekul lze diagnostikovat vněǰśı
části molekulových oblak̊u, zejména jejich hustotu a teplotu. 13

Vı́ce než polovina mezihvězdné látky v Galaxii je soustředěna v tzv. obř́ıch moleku-
lových mračnech (GMC – Giant Molecular Clouds). Jsou to složitě strukturované, gra-
vitačně vázané objekty složené z plynu a prachu o celkové hmotnosti od 105 do 106 M�,
s rozměrem cca 160 světelných let, udržované v rovnovážném stavu vnitřńım pohybem
část́ı oblaku. V Galaxii existuje asi 2000 těchto obř́ıch molekulových oblak̊u, které vesměs
velice dobře sleduj́ı spirálńı strukturu soustavy. 14

Typická vnitřńı teplota GMC je asi 20 kelvin̊u, koncentrace atomů resp. molekul
čińı asi (1 až 3).108 částic na m3. Vnitřńı stabilitu GMC zajǐst’uj́ı svým pohybem re-
lativně ”horké“ zhustky látky GMC, nazývané jádra, s charakteristickým rozměrem 0,2
až 3 světelné roky, T∼ 100 až 200 K, n∼ 1013 až 1015 m3 s hmotnost́ı 10 až 1000
Slunćı. V chladnu a temnu obř́ıch molekulových mračen kolapsem zvlášt’ hustých část́ı
mraku vznikaj́ı nové hvězdy. Jakmile se tyto nové hvězdy osamostatńı, začnou do pro-
storu kolem sebe vyśılat nejprve infračervené, ale pak stále krátkovlnněǰśı paprsky, které
začnou okoĺı molekulového oblaku nahř́ıvat. Nejdř́ıve to zp̊usob́ı, že se zde přestanou
tvořit nové hvězdy, při vyšš́ı teplotě dojde k hromadné disociaci většiny z př́ıtomných
molekul. Hvězdná porodnice vezme za své. Jakkoliv by v celém GMC bylo dostatek látky
pro miliony nových hvězd, nestihne se v něm v jednom cyklu vytvořit v́ıce než řekněme

12 Izotopy v molekulách (zejména D, He3, Li6) vypov́ıdaj́ı mnoho o kosmologii, jejich zastoupeńı testuje
jak prob́ıhala nukleogeneze při Big Bangu. C13 vzniká v jedné vedleǰśı větvi CNO cyklu, tj. stává se
hodinami jak dlouho prob́ıhá CNO.

13 Nejčastěǰśı molekula H2 je velmi symetrická, skoro nezář́ı; vyskytuje se asociována s CO a emisivita
CO je ∼ H2 – č́ım v́ıce molekul, t́ım v́ıce srážek a t́ım v́ıce zář́ı . . . )

14 Pozorováńı GMC na vlnové délce zářeńı molekuly CO přináš́ı nejspolehlivěǰśı informace o rozložeńı
těchto oblak̊u v Galaxii a t́ım i o jej́ı spirálńı struktuře.



304 KAPITOLA 11. GALAXIE A MEZIHVĚZDNÁ LÁTKA

několik hvězd. V d̊usledku zvýšené teploty a hvězdného větru se prach v oblaku vypař́ı,
plynné složky hvězdný v́ıtr odvane. Dosud skryté mladé hvězdy vykouknou ze svého
prašného úkrytu. Materiál z GMC zř́ıdne a ohřeje se. Postupně však začne opět chlad-
nout, aby se z něj za takových 100 milion̊u let vytvořil nový obř́ı molekulový oblak, který
opět porod́ı několik hvězd. 15 Hmotné hvězdy se tvoř́ı na okraj́ıch oblak̊u, méně hmotné
hvězdy uvnitř oblak̊u.

Obř́ı molekulové oblaky ve srážej́ıćıch se galaxíıch však mohou dopadnout úplně jinak.
Při nepružném střetu dvou oblak̊u může tlak náhle vzr̊ust až na tiśıcinásobek. Výpočty
ukazuj́ı, že to může odstartovat famózńı hromadný vznik i několika stovek tiśıc i milion̊u
hvězd. Takto zřejmě mohou i v dnešńı době vznikat nové kulové hvězdokupy, soustavy,
jež pohromadě drž́ı svou vlastńı gravitaćı.

• Interstelárńı čáry

Ve spektrech některých hvězd pobĺıž galaktické roviny byly už na počátku 20. stolet́ı po-
zorovány velmi úzké absorpčńı čáry, které vznikly absorpćı zářeńı hvězdy v mezihvězdném
materiálu, který se nacháźı na spojnici hvězda – pozorovatel (takto byla vlastně odhalena
existence mezihvězdného plynu; čáry byly odhaleny ve spektrech dvojhvězd, neúčastnili
se periodického posuvu vznikaj́ıćıho dopplerem; nav́ıc jsou d́ıky ńızké teplotě velmi ostré).
V některých př́ıpadech může být těchto interstelárńıch čar několik. Jejich existence
vypov́ıdá o tom, že absorbuj́ıćı plyn se zpravidla nacháźı v podobě jednotlivých oblak̊u,
které putuj́ı prostorem na svou pěst. Z hloubky čar lze usoudit na lineárńı počet absor-
buj́ıćıch atomů v oblaku, z polohy čáry na jeho radiálńı rychlost vzhledem ke Slunci.
Ve vizuálńı části hvězdných spekter již bylo identifikováno na padesát absorpčńıch čar
atomů, iont̊u nebo i molekul (Ca, Ca+, Na, Ti+, K, Fe, CN, CH i CH+), které jsou
nepochybně mezihvězdného p̊uvodu. Vod́ık se ve vizuálńı oblasti spektra interstelárńımi
čárami neprojevuje, čáry odpov́ıdaj́ıćı přechodu ze základńıho stavu do stav̊u excito-
vaných se totiž nacházej́ı hluboko v ultrafialové oblasti spektra. Naproti tomu např́ıklad
sod́ık nebo vápńık maj́ı mezi základńı hladinou a vyšš́ımi hladinami relativně malé ener-
getické rozd́ıly, což pak podmiňuje skutečnost, že tyto atomy jsou schopny účinně absor-
bovat i viditelné světlo.

• Oblasti H I. Zá̌reńı vod́ıku na 0,21 m

V relativně chladných oblastech H I, čili v oblastech neutrálńıho vod́ıku, s typickou
teplotou cca 80 kelvin̊u, nacháźıme atomy vod́ıku takřka výlučně v základńım stavu.
Za těchto okolnost́ı jsou opticky zcela neaktivńı – nezář́ı ani nepohlcuj́ı zářeńı, takže
bychom se o jejich existenci nemuseli v̊ubec dovědět. Naštěst́ı však, by tento neutrálńı
vod́ık v d̊usledku tzv. hyperjemného rozštěpeńı základńı hladiny měl zářit v rádiové
oblasti, a to na frekvenci 1420,4 MHz (vlnové délce 0,21105 m). 16

15 Nebo lze uvažovat postupné tvořeńı hvězd, propagating [též triggered] star formation = počátečńı
impuls (SN) postupuje oblakem, na čele vzniká ionizačńı fronta s teplotou cca 104 K, jež je vlastně také
rázovou vlnou, žene/stlačuje (hvězdný v́ıtr) chladný plyn, takto vznikaj́ı daľśı a daľśı generace hvězd, jej́ıž
hmotněǰśı hvězdy posunuj́ı linii dál a dál a vlna tak projde skrz celý oblak . . . Š́ı̌reńı obálky/tlakové vlny
pro př́ıpad náhlého výbuchu se zanedbáńım chlazeńı (dEth = 0) a pro př́ıpad statického a homogenńıho
okolńıho prostřed́ı popisuje Sedovovo řešeńı – vzorce pro R a Ṙ obálky jako funkce Eth (1/5), ρext (1/5)
a t (2/5) resp. (−3/5) pro rychlost

16 Předpověd’ existence této rádiové spektrálńı čáry učinil v roce 1944 holandský astronom a radio-
astronom H. CH. van de Hulst. Předpovězené zářeńı vod́ıku pak bylo sedm let poté skutečně objeveno
při rádiovém pr̊uzkumu mezihvězdného plynu.
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Neutrálńı vod́ık s elektronem v základńım stavu má dvě možnosti vzájemné orientace
spinu jádra/protonu a elektronu: paralelńı (souhlasnou, F = S(spin e−)+I(spin p+) = 1)
a antiparalelńı (opačnou, F = 0). Stav s paralelńım uspořádáńım má energii o zhruba
5, 87.10−6 eV vyšš́ı než stav, kde jsou spiny protonu a elektronu orientovány opačně. Ener-
getická hladina odpov́ıdaj́ıćı stavu, při němž jsou spiny obou částic v atomu namı́̌reny
do stejného směru, je metastabilńı a elektron na ńı setrvá několik milion̊u let, než se
spontánně změńı orientace spinu elektronu na opačnou a atom přejde do stavu s mi-
nimálńı energíı. Při tomto přechodu, který se poč́ıtá mezi tzv. zakázané přechody (Ein-
stein̊uv koeficient A10 = 2, 85.10−15 s−1, což je hodnota 1022 krát menš́ı než pro dovolené
přechody v optickém oboru, pravděpodobnost přechodu je 10−14 s, tj. jeden přechod za
11 mil. let. Emisńı zářeńı je tedy pozorovatelné při velmi malé hustotě, kdy excitovaný
foton je velmi dlouho ”nerušen“.), se vyzář́ı foton o energii 5, 87.10−6 eV, což odpov́ıdá
kvantu o vlnové délce 0,211 metr̊u či kmitočtu v = 1420,4 MHz. Př́ıčinou, proč je v atomu
vod́ıku vazba mezi protonem a elektronem pevněǰśı v př́ıpadě nesouhlasného směru jejich
spin̊u než v př́ıpadě opačném, je vzájemná interakce mezi magnetickými poli elektronu
(magnetický moment 9, 28.10−24 Am2) a protonu (1, 41.10−26 Am2), jejichž orientace je
určena spinem nabité částice. Pokud si v této situaci elektron a proton představ́ıme jako
dva nestejné tyčové magnety, pak excitovaný stav odpov́ıdá situaci, kdy jejich konce se
souhlasnou polaritou jsou namı́̌reny stejným směrem. I zde je tendence přej́ıt do sta-
bilněǰśıho uspořádáńı s opačně orientovanou polaritou.

K excitaci vod́ıkových atomů do metastabilńı hladiny docháźı zpravidla při nepruž-
ných srážkách mezi atomy, řidčeji pak pohlceńım kvanta o vlnové délce 0,211 m. Foton
o vlnové délce 0,211 m však může ještě vyvolat vynucený přechod z excitované hladiny do
základńı, při němž k němu přibude daľśı foton se stejnou fáźı a směrem. V tomto př́ıpadě
hovoř́ıme o tzv. stimulované emisi, kterou lze formálně popsat jako negativńı absorpci
(při interakci fotonu s atomem se foton nejen neztrat́ı, ale přibude).

K tomu, aby atomy zářily v zakázaných čarách je nezbytné, aby se př́ılǐs často
nesrážely. V opačném př́ıpadě totiž docháźı k tomu, že atom excitovaný do metasta-
bilńıho stavu nestač́ı samovolně přej́ıt do základńıho stavu vyzářeńım fotonu, ale je do
základńıho stavu sražen prostřednictv́ım tzv. superpružné srážky s jiným atomem, při
ńıž žádný foton vyslán neńı. Pokud bude doba mezi po sobě následuj́ıćımi srážkami τ
o mnoho řád̊u kratš́ı než doba v ńıž atom setrvává v nabuzeném metastabilńım stavu,
zářeńı v zakázaných čarách pozorovat nebudeme. 17

Rádiové zářeńı neutrálńıho vod́ıku vzhledem ke své vlnové délce volně procháźı takřka
celou Galaxíı. Doppler̊uv posuv a obecně celý profil čáry 0,211 m se dá dobře proměřovat,
a tak nám radioastronomie poskytuje cenné informace o stavbě a dynamice jak galaxie,
tak i extragalaktických objekt̊u. Př́ıkladně lze prostřednictv́ım tohoto zářeńı velmi dobře
studovat spirálńı strukturu naš́ı Galaxie (nebot’ právě oblasti H I jev́ı velmi silnou koncen-
traci ke spirálńım ramen̊um); lze zjistit rotačńı rychlost cca ±200 km/s; z integrálńıho
profilu čáry 21 cm z r̊uzných směr̊u lze odhadnout, že celková hmotnost neutrálńıho
vod́ıku v Galaxii je cca 5− 7.109 M�, tj. asi 4% celkové hmotnosti Galaxie.

17 Podle známého vztahu pro stupeň excitace atomů (n1/n0) = (g1/g0).e
−hν/kT lze určit i relativńı

počet atomů s F = 1 a F = 0. Pro statistické rovnováhy plat́ı g = 2F + 1, tj. g1/g0 = 3. Hodnota
hν/k = 0, 07 K, tj. n1/n0 = 3e−0,07/T . Jelikož kinetická teplota mezihvězdného vod́ıku (která určuje
vzájemnou rychlost srážej́ıćıch se částic) je vždy vyšš́ı než 0,07 K, lze očekávat, že e−0,07/T ' 1 a poměr
n1/n0 = 3 : 1 se bude měnit jen nepatrně s teplotou mezihvězdného plynu. Ve vyšš́ım stavu tedy bude cca
75% atomů vod́ıku. Tento vysoký počet atomů neńı překvapuj́ıćı, nebot’ jen malá část kinetické energie
se při srážce atomů spotřebuje na

”
přehozeńı“ spinu z F = 0 na F = 1. Může se tak stát v d̊usledku

magnetické interakce mezi oběma atomy, ale nejčastěji výměnou elektron̊u mezi dvěma atomy.
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• Zá̌reńı ionizovaného vod́ıku

Z fotosfér žhavých hvězd tř́ıdy O a B s teplotou nad 18 000 K vystupuje množstv́ı foton̊u
ultrafialového zářeńı. Je-li jejich vlnová délka kratš́ı než 91,2 nm, maj́ı dostatek energie
k tomu, aby atom vod́ıku v základńım stavu rozbily na proton a elektron. Pohlt́ı-li atom
kvantum takového zářeńı, pak se jeho energie spotřebuje na samu fotoionizaci (13,6 eV),
čili na překonáńı vazby mezi elektronem a protonem, zbytek připadne na kinetickou
energii protonu a předevš́ım elektronu.

Volné elektrony dř́ıve nebo později rekombinuj́ı a znovu vytvářej́ı neutrálńı atomy.
Většina z nich neseskoč́ı do základńı hladiny př́ımo, některé se zachyt́ı na některé z vyšš́ıch
energetických hladin a do nejnižš́ıho stavu sestupuj́ı postupně. Tomuto ději se ř́ıká kas-
kádńı přechod nebo fluorescence. Vždy přitom vyzář́ı foton o energii odpov́ıdaj́ıćı energe-
tickému rozd́ılu př́ıslušných hladin. Z pozorovatelského hlediska je zvlášt’ d̊uležité, že při
přeskoćıch do druhé hladiny vyzařuj́ı atomy vod́ıku zářeńı ve spektrálńıch čárách Balme-
rovy série, tj. v oblasti viditelného světla. Tam, kde je v okoĺı žhavých hvězd př́ıtomen
mezihvězdný plyn, tak pozorujeme rozsáhlé plynné mlhoviny, v jejichž spektrech domi-
nuj́ı mohutné emisńı čáry Balmerovy série, zejména pak rudá čára Hα o vlnové délce
656,3 nm, vznikaj́ıćı při přechodu z 3. do 2. hladiny, intenzita vyšš́ıch člen̊u Balmerovy
série pak monotónně klesá.

Mezihvězdný plyn zář́ı ovšem též na milimetrových a centimetrových vlnách za-
chytitelných pozemskými radioteleskopy. Spojité zářeńı zde vzniká při volně-volných
přechodech, kdy se elektron k jádru jen přibĺıž́ı, ale nespoj́ı se v atom, pouze se přitom
poněkud přibrzd́ı. Pozorujeme zde však i emisńı čáry vod́ıku, které vznikaj́ı při přechodech
mezi velmi vysokými energetickými hladinami, kde rozd́ıl energíı je velmi malý (řádově
10−3 eV i méně).18

• Oblasti H II

Sv́ıt́ıćı oblasti ionizovaného mezihvězdného vod́ıku s charakteristickou teplotou 8000 K se
označuj́ı jako oblasti H II. Tyto emisńı mlhoviny, kterých je v naš́ı Galaxii několik tiśıc,
náležej́ı k nejatraktivněǰśım objekt̊um na obloze.

Jednou z nejznáměǰśıch je M 42. Mlhovina je část́ı komplexu Orion A vzdáleného cca
450 pc, jenž též zahrnuje obř́ı molekulový oblak a hvězdokupu s velmi mladými hvězdami
(hvězdokupa Trapez). Prvńı kandidáti na tzv. protohvězdy byli nalezeni rovněž právě zde.

Pokud je žhavá hvězda, jež vyśılá krátkovlnné ionizuj́ıćı zářeńı obklopena mezihvězd-
ným (převážně vod́ıkovým) plynem, pak je toto zářeńı dř́ıve nebo později t́ımto plynem
pohlceno. Plyn je v tomto oboru velice málo pr̊uhledný. Energie pohlcených kvant zářeńı
se vynalož́ı předevš́ım na fotoionizaci atomů a k ohřát́ı plynu. Ionizované atomy pak
opět rekombinuj́ı s volnými elektrony, přičemž jsou vyzařovány fotony i deľśıch vlnových
délek, pro něž už je mezihvězdný plyn pr̊uhledný (V, IR i rádio) – tyto fotony mohou

18 Při hustotách srovnatelných s hustotami hvězdných fotosfér tyto přechody nepozorujeme, protože
efektivńı rozměry takto nabuzených atomů jsou už téměř makroskopické a každá nepružná srážka s jiným
atomem jej nutně bud’ ionizuje nebo sraźı do základńıho stavu. Uváž́ıme-li, že v klasickém přibĺıžeńı
(Bohr̊uv model atomu) je energie elektronu nepř́ımo úměrná efektivńımu poloměru jeho dráhy 1/a a tato
energie je úměrná 1/n2, kde n je hlavńı kvantové č́ıslo, pak plat́ı pro poloměr dráhy a(n) = a0n

2, kde
a0 je Bohr̊uv poloměr základńı dráhy 5, 25.10−11 m. Sté hladině pak odpov́ıdá velikost 5, 25.10−7 m.
Srážky by při standardńıch hustotách byly velice časté, vždyt’ jeho účinný pr̊uřez stomiliónkrát převyšuje
účinný pr̊uřez atomu vod́ıku v základńı hladině. Přechody mezi vysokými energetickými hladinami jsou
tak výsadou jen velice ř́ıdkého, avšak dostatečně nabuzeného plynu charakteristického pro oblasti ioni-
zovaného vod́ıku.
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toto prostřed́ı opustit. Prostřednictv́ım mezihvězdného plynu tu docháźı k transformaci
neviditelného UV zářeńı na viditelné zářeńı. (Někdy mohou být H II oblasti ionizovány
též d́ıky rázové vlně či RTG.)

Vzhledem k tomu, že mezihvězdný plyn nemá žádné vlastńı zdroje energie, muśı
platit, že v ustáleném stavu bude celkový zářivý výkon oblasti H II roven ultrafialovému
výkonu bud́ıćı hvězdy Luv v oblasti vlnových délek menš́ıch než 91,2 nm.19 Tento výkon
ovšem velmi citlivě záviśı na teplotě hvězdy, což je též př́ıčinou toho, proč oblasti H II
pozorujeme takřka výhradně v okoĺı velmi hmotných hvězd spektrálńı tř́ıdy O a raných
typ̊u tř́ıdy B. V bezprostředńı bĺızkosti žhavých hvězd panuje natolik vysoká teplota,
že se veškerý mezihvězdný prach vypař́ı a v okoĺı hvězd se tak setkáváme jen s horkým
plynem, v němž jednoznačně převládá vod́ık.

Ionizace vod́ıku v H II oblastech: Počet rekombinaćı za jednotku času v jednot-
kovém objemu je úměrný počtu volných elektron̊u v tomto objemu násobenému počtem
ionizovaných atomů. Jelikož v plně ionizovaném vod́ıkovém prostřed́ı se počet iont̊u rovná
počtu elektron̊u, je počet rekombinaćı úměrný N2

e = NiNe. B.Strömgren dle tohoto prin-
cipu dospěl k závěru, že intenzita Hα emise v každé části mlhoviny muśı být úměrná
integrálu

∫
N2
e dr =

∫
N2
i dr, který se nazývá mı́ra emise. Z měřeńı hodnot tohoto in-

tegrálu lze odhadnout hustotu volných elektron̊u v H II oblastech. Ukazuje se, že středńı
počet volných elektron̊u na cm3 v slabě sv́ıt́ıćıch mlhovinách je zhruba 10, v jasných
mlhovinách je ≥ 104. To znamená, že v oblastech ionizovaného mezihvězdného plynu je
počet volných elektron̊u zhruba stejný jako počet atomů, tj. prakticky veškerý vod́ık je
ionizován. Lze též odhadnout elektronovou teplotu v H II oblastech, cca 104 K, která je
ostatně i mı́rou teploty plynu v těchto oblastech.

Volný elektron ale nemuśı být zachycen iontem – může být pouze změněna jeho rych-
lost a směr pohybu. Pak jde o volně-volný přechod, jenž má za následek emisi spojitého
zářeńı, které je nesmı́rně slabé v optickém oboru spektra, ale znatelné v cm/dm vlnách.

Největš́ı a nejjasněǰśı oblasti H II představuj́ı z hlediska svého světelného výkonu v
Galaxii absolutńı špičku. Co do absolutńı jasnosti mohou soupeřit i s otevřenými hvězdo-
kupami. I když je většina jejich viditelného zářeńı soustředěna do několika emisńıch čar,
celkový výkon, který je zde vyzářen odpov́ıdá zářivému výkonu deśıtek tiśıc Slunćı. Jsou
nepřehlédnutelné i pokud se týká jejich velikosti – dosahuj́ı rozměru až 1000 světelných
let, ovšem typicky jsou jejich rozměry menš́ı – cca 50 světelných let. Oblasti H II v
sobě zahrnuj́ı plyn o celkové hmotnosti od 1 do 1000 hmotnost́ı Slunce. Nezř́ıdka se
setkáváme se situaćı, že hmotnost bud́ıćı hvězdy je menš́ı než hmotnost oblasti H II, která
ji obklopuje. Po chemické stránce se oblasti H II skládaj́ı převážně z vod́ıku, významně
je v nich však obsaženo také helium, v menš́ı mı́̌re pak uhĺık, duśık a kysĺık.

Tvary oblast́ı H II bývaj́ı občas dosti bizarńı, vše zde zálež́ı na rozložeńı hustoty
a teploty v plynu, který žhavé hvězdy obklopuje. Pokud je okolohvězdné prostřed́ı ho-
mogenńı, pak nás nepřekvaṕı, že oblast ionizovaného materiálu má tvar koule. Poloměr
koule RS , nazývaný Strömgrenovým poloměrem (kde je rovnováha mezi ionizaćı a
rekombinaćı) bude nepochybně záviset na počtu ionizuj́ıćıch foton̊u, které hvězda vyšle
za jednotku času NUV (tj. obecně na zářivém výkonu v UV oblasti) a též na koncentraci
vod́ıkových atomů v okoĺı nH . Č́ım vyšš́ı tato koncentrace bude, t́ım dř́ıve se ionizuj́ıćı fo-
tony spotřebuj́ı a dosah ultrafialového zářeńı vycházej́ıćıho z hvězdy bude menš́ı. U hvězd
s velkou zářivost́ı může být S.p. až několik deśıtek ly.

19 Pokud zář́ıćı mlhovina pohltila téměř všechno UV zářeńı, pak z intenzity čar Balmerovy série (hlavně
Hα) lze źıskat teplotu dané hvězdy – integrál Planckovy křivky v UV oblasti pro teplotu černého tělesa
rovnou teplotě hvězdy muśı být úměrný energii vyzářené mlhoviny v Hα.



308 KAPITOLA 11. GALAXIE A MEZIHVĚZDNÁ LÁTKA

Krátce po objevu existence rozsáhlých oblast́ı mezihvězdného vod́ıku v Galaxii, v roce
1939 astronom Bengt Strömgren ukázal, že poloměr RS oblasti H II uspokojivě vyhovuje
vztahu:

RS = 3

√
LUV n

−2
H .

K výše uvedenému vztahu lze doj́ıt i touto úvahou: V ustáleném stavu si bude v rámci celé
Strömgrenovy zóny roven počet ionizuj́ıćıch foton̊u a počet kaskádńıch rekombinaćı20 za
sekundu. Počet rekombinaćı k nimž dojde v objemové jednotce za 1 sekundu bude úměrný
součinu koncentrace elektron̊u a proton̊u. V př́ıpadě zcela ionizovaného vod́ıkového plynu
pak bude úměrný koncentraci vod́ıkových atomů na druhou: n2

H . Počet rekombinaćı v
celém objemu Nrek bude pak úměrný n2

HR
3
S a tok ionizuj́ıćıch foton̊u zase bude úměrný

ultrafialovému zářivému výkonu LUV , tj. QED.

• Planetárńı mlhoviny

Velmi podobně jako oblasti ionizovaného vod́ıku se chovaj́ı i tzv. planetárńı mlhoviny,
které představuj́ı krátkodobou epizodu (cca 5.104 let) ve vývoji hvězd slunečńı hmotnosti.
Planetárńı mlhoviny jsou odvrženými plynnými obálkami hvězd o poloměru cca 0,1 pc,
hmotnost́ı typicky 0,5 M a zářivým výkonem až 100 Slunćı’ středńı hustotou 109 − 1010

částic/m3. Planetárńı mlhoviny se zvolna rozṕınaj́ı, a to rychlost́ı cca 20 km/s.
K zářeńı jsou planetárńı mlhoviny buzeny centrálńım elektronově degenerovaným

zbytkem hvězdy o teplotě 104 až 105 K, který zář́ı v ultrafialovém oboru elektromagne-
tického zářeńı. Viditelné zářeńı planetárńıch mlhovin je tak rovněž výsledkem transfor-
mace ionizuj́ıćıho zářeńı bud́ıćı hvězdy.

Ve spektru těchto mlhovin najdeme kromě emisńıch čar Balmerovy série četné emisńı
čáry zakázaných přechod̊u silně ionizovaných atomů [O II], [O III], [Ne lll]. 21

V současnosti známe v naš́ı Galaxii přes tiśıc planetárńıch mlhovin, je však možné,
že jsme jich určitý počet přehlédli v d̊usledku mezihvězdné extinkce.

• Koronálńı plyn

Kromě neutrálńıho a poměrně chladného plynu s teplotou několika deśıtek K, plynu
ionizovaného, nacházej́ıćıho se v bĺızkosti horkých hvězd, s typickou teplotou 8000 kelvin̊u,
se v mezihvězdném prostoru ještě setkáváme s nesmı́rně ř́ıdkým (cca 103 částic/m3) a
velmi horkým plynem (5.105 K až 106 K), který se svými vlastnostmi podobá vlastnostem
látky v koronách hvězd – proto se též někdy označuje jako koronálńı plyn. Vzhledem ke
své teplotě se projevuje zejména v krátkovlnném oboru spektra. Družice s detektory
pro ultrafialové zářeńı odhalily ve spektrech hvězd absorpčńı interstelárńı čáry vysoce
ionizovaných prvk̊u, jako např. pětkrát ionizovaného kysĺıku. Pomoćı RTG družic bylo
registrováno rozptýlené měkké RTG zářeńı pocházej́ıćı z oblak̊u koronálńıho plynu.

Dvorńımi dodavateli tohoto velmi horkého plynu jsou patrně supernovy, které při
svých vzplanut́ıch do kosmického prostoru velkou rychlost́ı vyvrhuj́ı množstv́ı částic s
vysokou energíı. Pohyb vesměs ionizovaných atomů a elektron̊u je silně ovlivňován mag-
netickým polem Galaxie, v němž jsou tyto elektricky vodivé struktury natrvalo uvězněny.

20 Myšleno t́ım takových rekombinaćı, při nichž jsou vyslány dva a v́ıce foton̊u s energiemi menš́ımi
než 13,6 eV.

21 Vzhledu spektra se už́ıvá při konstrukci speciálńıch filtr̊u už́ıvaných pro hledáńı těchto emisńıch
mlhovin, které jsou propustné jen v úzkém oboru viditelného spektra, kde se vyskytuj́ı emisńı čáry
charakteristické pro zářeńı planetárńıch mlhovin.
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Vzhledem k tomu, že mechanismy ochlazováńı takto horkého plynu jsou dosti neúčinné,
podržuje si koronálńı plyn svou vysokou teplotu po řadu miliard let.

Zdá se, že nejen mezihvězdný, ale i mezigalaktický prostor je oblastmi horkého plynu
doslova prostoupen.

Zbytky po supernovách – zvláštńım typem plynných objekt̊u jsou zbytky svrchńıch vrstev hvězd
odhozených v minulosti při explozi tzv. supernov. Na prvńı pohled se tyto objekty podobaj́ı planetárńım
mlhovinám, lǐśı se však od nich nejméně ve třech zásadńıch ohledech:

1. Hmotnost odvrženého plynu bývá mnohem větš́ı – odmrštěna zde bývá větš́ı část hmoty vybuch-
nuvš́ı hvězdy.

2. Rychlosti expanze dosahuj́ı i několika tiśıc km/s a převyšuj́ı tak alespoň o dva řády rychlosti
rozṕınáńı planetárńıch mlhovin.

3. Dı́ky rychlému rozṕınáńı se zbytky po supernovách rozplývaj́ı a miźı o řád rychleji než planetárńı
mlhoviny.

Po explozi supernovy, kdy je do prostoru velkou rychlost́ı vymrštěno obrovské množstv́ı látky se
oblast výbuchu rychle š́ı̌ŕı prostorem. Spolu s exploduj́ıćı hmotou expanduje i magnetické pole. Vše se
děje vysoce nadzvukovou rychlost́ı, takže na čele expanduj́ıćı obálky vzniká mohutná rázová vlna. Ta
se tvrdě střetává s okolńı mezihvězdnou látkou, kterou uvád́ı do pohybu a zahř́ıvá na teplotu několika
milion̊u K. V mı́stech střetu pak pozorujeme měkké rentgenové zářeńı. Zahřátá látka pak v podobě
horkého a ř́ıdkého koronálńıho plynu pozvolna chladne a pak se stává opět běžnou součást́ı mezihvězdné
látky, z ńıž může povstat nové pokoleńı hvězd.

Vlastńı obálka zář́ı nejv́ıce v d̊usledku synchrotronového zářeńı volných elektron̊u, které vykonávaj́ı
spirálovitý pohyb kolem siločar magnetického pole vmrzlého do nabitého plazmatu expanduj́ıćı obálky.
Nejsilněǰśı synchrotronové zářeńı je pozorováno v tzv. filamentech, jejich vzhled diktuje lokálńı magnetické
pole. Z hlediska vzhledu i energetiky rozeznáváme dva typy zbytk̊u po supernovách – tzv. plné zbytky,
čili pleriony. Zástupcem plerion̊u je známá Krab́ı mlhovina (M1), jež vznikla exploźı supernovy typu II,
jej́ıž výbuch jsme pozorovali v roce 1054. Vyznačuj́ı se t́ım, že maj́ı nepravidelný tvar, obsahuj́ı látku i
uvnitř a jejich zářivý výkon takřka výhradně zajǐst’uje aktivńı pulzar, který je uvnitř mlhoviny. Zřejmě
jde o poz̊ustatky po výbuchu supernov typu II a I b.

Častěji se však setkáváme s jiným, tzv. klasickým typem zbytk̊u, které maj́ı zhruba sférický tvar
a z prostorového hlediska představuj́ı jakousi bublinu vyplněnou nesmı́rně zředěným žhavým plynem.
Př́ıkladem tu mohou být zbytky po supernovách z roku 1572 (Tychonova), a z roku 1604 (Keplerova).
Zbytky nejsou tak nápadné – jejich výlučným zdrojem energie je pouze kinetická energie exploze.

Dynamika obálek supernov a jejich interakce s okolńım mezihvězdným prostřed́ım je d̊uležitá přinej-
menš́ım ze dvou d̊uvod̊u: (1) nepružné srážky expanduj́ıćıch obálek supernov (tj. pr̊uchod rázové vlny)
s chladnými obř́ımi molekulovými oblaky mohou představovat významný

”
spouštěćı“ mechanismus pro

vznik nových hvězd, (2) v obálkách supernov je do galaktického prostoru vynášeno množstv́ı těžš́ıch
prvk̊u, z nichž většina vznikla v krátkém, ale velice bouřlivé údob́ı na konci jaderného vývoje v nitru
vybuchnuvš́ıch hvězd.

• Shrnut́ı

Jednotlivým formám ISM se též ř́ıká fáze:
1) velmi horký koronálńı plyn, ionizovaný (SNR+hvězdný v́ıtr) = Hot Ionized Me-

dium; T = 106 K, n = 10−3 cm−3, f = 65% (filling factor, udává pod́ıl v Galaktickém
objemu), pod́ıl hmotnosti IS plynu < 0, 1%

2) horký ionizovaný plyn, hlavně H II oblasti kolem O, B hvězd = Warm Ionized
Medium; T = 8000− 10000 K, n = 0, 5 cm−3, f = 10− 15% , pod́ıl hmotnosti cca 1%

3) teplý částečně ionizovaný plyn = Warm Neutral Med.; T = 6000 K, n = 0, 3 cm−3,
f = 20−30% , pod́ıl hmotnosti IS plynu cca 20% (neńı přesně známo co tuto fázi zahř́ıvá)

4) chladná oblaka, hlavně H I oblasti = Cold Neutral Med.; T = 80− 100 K, n = 20
cm−3, f = 2− 4% , pod́ıl hmotnosti IS plynu cca 25%

5) velmi chladný molek. plyn, H2, CO = Molecular M.; T = 10 − 20 K, n = >
103 cm−3, f = < 1% , pod́ıl hmotnosti IS plynu cca 45%
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§ Dodatky – viriál, relaxačńı čas, fce oȟrevu/ochlazováńı

Kolaps jednotlivého oblaku/fragmentu souviśı s větou o viriálu (R.J.E. Clausius, 1851),
jež má mnohá použit́ı – odhad hmotnosti hvězdokup, galaxíı, kup galaxíı, při gravitačńım
kolapsu objektu, tvořeńı hvězd . . . Určuje středńı hodnotu kinetické energie obsažené
v systému z tvaru energie potenciálńı.

Ukázkový př́ıklad : Je-li soustava izolována, ustav́ı se po deľśı době rovnováha – středńı
energie. Existuj́ı středńı hodnoty –
– časová: – přes soubor/prostorová:

〈A〉 = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
A(t)dt Ā =

1
N

N∑
n=1

An

Nav́ıc plat́ı ergodický teorém (nedá se dokázat) Ā = 〈A〉. Budeme-li tedy mı́t problém 2
těles,m�M , bude 〈Ek〉 = Ek, 〈Ep〉 = Ep. Pro pohybm okoloM plat́ı Fdostř. = Fgrav.:

mv2

R
= G

mM

R2
→ 2

1
2
mv2 −GmM

R
= 0

2Ek + Ep = 0

Tj. dostáváme větu o viriálu

2〈Ek〉+ 〈Ep〉 = 0 .

Viriál systému je obecně definován jako záporně vzatý polovičńı součet skalárńıch
součin̊u śıly (p̊usob́ıćı na částici či hvězdu) a pr̊uvodiče částice (sečteny jsou pak všechny
částice, hvězdy či galaxie izolovaného systému). Viriál hvězdokupy či kupy galaxíı umož-
ňuje vypoč́ıtat jejich hmotnost (tj. ze vztahu 2.Mv̄2/2−GM2/R = 0) – viriálová hmot-
nost

MV T = v2R/G ,

kde v2 je pr̊uměrný čtverec rychlosti všech hvězd či galaxíı systému,R je poloměr systému.
(Rychlosti lze zjistit z dopplera, pr̊uměr se poč́ıtá z úhlového pr̊uměru a vzdálenosti
objektu.) Viriálová hmotnost hvězdokup je o řád větš́ı než odpov́ıdá zářivé hmotě.

Odtud lze též odhadnout stabilitu hvězdokup apod. Úniková rychlost z hvězdokupy je dvojnásobek
pr̊uměrné rychlosti, tj. 2(GM/R)1/2. Protože se hvězda pohybuje ve hvězdokupě sem a tam pod vlivem
gravitačńıch sil ostatńıch hvězd, může dosáhnout rychlosti únikové. Jestliže je hvězdokupa v rovnovážném
stavu, pak to znamená rovnovážné rozděleńı kinetické energie mezi jednotlivými hvězdami, tj. m1v

2
1/2 =

= m2v
2
2/2 = . . . = miv

2
i /2. Znamená to, že hmotněǰśı hvězda se pohybuje pomaleji než hvězda méně

hmotná. Jakmile je tato rovnováha narušena, je zapotřeb́ı určitého času, aby opět nastala – relaxačńı
čas. Porucha může nastat pokud nějaká hvězda unikne z hvězdokupy. Poté se muśı hvězdokupa poněkud
smrštit, aby se vyrovnala se sńıženou kinetickou energíı, tj. muśı sńıžit potenciálńı energii. Relaxačńı čas
je též jistým měř́ıtkem možné existence hvězdokupy. Obecně plat́ı, že č́ım větš́ı je poloměr hvězdokupy a
č́ım větš́ı je počet hvězd v ńı, t́ım deľśı je relaxačńı čas. Definice relaxačńıho času je následuj́ıćı: hvězdy si
mezi sebou vyměňuj́ı vzájemnými setkáńımi kinetickou energii ∆Ek; množstv́ı vyměněné energie (vlastně
změna energie jednotlivé hvězdy) je závislé na čase a je to součet čtverc̊u všech změn za interval ∆t;
jestliže součet čtverc̊u změny energie je Σ∆E2

k, pak relaxačńı čas je definován

Trel = ∆t
E2

k

Σ∆E2
k

,

tedy Trel = ∆t, jestliže Σ∆E2
k = E2

k. Relaxačńı čas je doba nutná k tomu, aby součet všech změn kinetické
energie, které postihnou jednotlivé hvězdy, se rovnal jejich p̊uvodńı kinetické energii. Pro ideálńı př́ıpad
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teoretické soustavy, na kterou nep̊usob́ı gravitačńı pole Galaxie, byly odvozeny teoretické vztahy, ze
kterých plyne relaxačńı čas pro typickou kulovou hvězdokupu cca 1010 let, pro otevřenou hvězdokupu
pak cca a few.107. Tj. otevřené hvězdokupy jsou útvary s relativně krátkou životnost́ı, jako staré se mohou
zachovat pouze kulové hvězdokupy.

Viriál systému lze použ́ıt i pro prahvězdu, nebot’ ji můžeme považovat za systém
obrovského množstv́ı atomů vázaných v jedno těleso gravitaćı. V prahvězdě jsou obě
energie dány viriálovým teorémem:
– tepelná = celková kinetická energie všech atomů
– potenciálńı gravitačńı energie všech atomů
Plat́ı tedy 2Ek = U , tj. teplo prahvězdy se rovná polovičńı gravitačńı energii. Pokud ∆
je vyzářená energie, pak pro kolabuj́ıćı a zář́ıćı objekt dostaneme:
– před vyzářeńım: Ep + Ek = E a zároveň 2Ek + Ep = 0
– po vyzářeńı: E′p + E′k = E −∆ a zároveň 2E′k + E′p = 0
Označ́ıme Ep − E′p = ∆Ep, Ek − E′k = ∆Ek, tj. ∆Ep + ∆Ek = ∆. Odečteńım v.t. před
a po dostaneme ∆Ep + 2∆Ek = 0. Dohromady tak źıskáváme

∆Ek = −1
2
∆Ep , ∆ =

1
2
∆Ep .

Tj. oblak se smrštil, polovina uvolněné potenciálńı energie se vyzář́ı, polovina jde do
vnitřńı energie→ kolaps oblaku může prob́ıhat jen tak rychle, jak rychle se oblak dokáže
zbavovat energie vyzařováńım!!! Tj. budeme-li mı́t čistě vod́ıkový oblak, který nemůže
moc zářit, kolaps pomalý. Přidáme-li ochlazovač (C), který zář́ı, bude kolaps prob́ıhat
rychleji, přidáme-li prach (spojité spektrum), dojde k ještě rychleǰśımu kolapsu. Nejlépe
tedy mohou kolabovat mračna prachoplynná!!!

Pro mezihvězdnou hmotu se definuj́ı dvě funkce – funkce ohřevu (heating function,
Γ) a funkce ochlazováńı (cooling function, Λ) . . . plyn sám může vyzařovat v čarách
nebo ve spojitém spektru, prach má samozřejmě spojité spektrum. Pro ISM (interstellar
medium) v dlouhodobé rovnováze muśı platit

Γradiačńı + Γkolizńı plyn + Γkolizńı plyn-prach = Λ

Odhad teploty oblaku z Dopplerovského rozš́ı̌reńı čáry: za předpokladu Max-
wellovského rozděleńı rychlost́ı plat́ı mH v̄

2/2 = 3kT/2, tj. v̄ =
√

3kT/mH ; dosad́ıme-li
do vzorce pro doppler̊uv posuv ∆λ/λ = vr/c, zjist́ıme, že T ∼ ∆λ2/λ2.
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11.2 Galaktická a extragalaktická astronomie

Slunce, okem viditelné hvězdy i naprostá většina hvězd viditelných dalekohledem, spolu
s mezihvězdnou látkou a skrytou hmotou, která se projevuje jen gravitačně, vytvář́ı kom-
plexńı, bohatě strukturovaný a vysoce organizovaný gravitačně vázaný systém nazývaný
(naše) Galaxie.22

Hvězdy, jako nejnápadněǰśı složka Galaxie, nejsou na pozemské obloze rozloženy rov-
noměrně. V jistých směrech jich pozorujeme zřetelně v́ıce, než v jiných. Viditelně se
koncentruj́ı podél jisté hlavńı kružnice, která s rovinou nebeského rovńıku sv́ırá úhel
62,6◦. Útvaru složenému z množstv́ı jednotlivých i nerozlǐsených hvězd slitých do jed-
noho stř́ıbřitého pásu se ř́ıká Mléčné dráha. Struktura pásu je nepravidelná; pozorujeme
zde nejr̊uzněǰśı rozdvojeńı, přerušeńı, mosty i temné d́ıry, které jsou d̊usledkem extinkce
světla vzdálených hvězd prachovými oblaky mezihvězdné látky.

Fakt, že osou Mléčné dráhy je hlavńı kružnice, nasvědčuje tomu:
a) že hvězdy i mezihvězdná látka se v Galaxii koncentruj́ı pobĺıž jisté základńı roviny,

které ř́ıkáme rovina Galaxie
b) že i samo Slunce se nacháźı v bezprostředńı bĺızkosti této roviny.
Ve starověku ani ve středověku neměli ještě pozorovatelé nočńı oblohy problémy se

světelným znečǐstěńım, a proto mlhavý pás Mléčné dráhy nemohl uniknout jejich pozor-
nosti. Většina kulturńıch národ̊u se snažila naj́ıt pro Mléčnou dráhu vysvětleńı, a činila
tak po svém – formou báj́ı, či spekulaćı.

Mezi naivńımi spekulacemi starověkých učenc̊u však lze naj́ıt i názor Démokrit̊uv,
který už před 24 stolet́ımi tvrdil, že Mléčná dráha je seskupeńım velkého počtu hvězd,
jejichž světlo se slévá dohromady, takže vid́ıme souvislý světlý pás obtáčej́ıćı celé nebe.
Tento názor si na své potvrzeńı musel počkat až do roku 1609, kdy na Mléčnou dráhu
namı́̌ril sv̊uj primitivńı dalekohled astronom a fyzik Galileo Galilei.

S prvńım vědeckým výkladem př́ıčin pozorovaného rozložeńı hvězd na obloze a fe-
noménu Mléčné dráhy přǐsel švédský filozof Emanuel Swedenborg, po něm též Immanuel
Kant a Thomas Wright (2. pol. 18. stol.), kteř́ı shodně tvrdili, že žijeme uvnitř rozsáhlého
hvězdného systému diskového tvaru, přičemž Slunce i se slunečńı soustavou lež́ı pobĺıž
roviny tohoto disku. Kant si též povšiml toho, že část mlhovin na obloze má rovněž
diskovitý tvar, z čehož usoudil, že by mohlo j́ıt o vzdálené ”hvězdné ostrovy“.

Prvńı model Galaxie založený na pozorováńı sestrojil v osmdesátých letech 18. sto-
let́ı zakladatel hvězdné astronomie William Herschel. Hrubou prostorovou mapu Galaxie
zkonstruoval na základě součtu počt̊u hvězd v 683 vybraných oblastech nebe. Při rozboru
dat přitom vycházel z několika, tehdy přijatelných předpoklad̊u:

a) všechny hvězdy maj́ı přibližně stejnou hvězdnou velikost,
b) prostorová hustota hvězd v rámci Galaxie je zhruba stejně veliká,
c) neexistuje mezihvězdná extinkce, která by světlo hvězd zeslabovala,
d) je schopný svým dalekohledem dohlédnout až k okraj̊um Galaxie.
Na základě rozboru svých pozorováńı pak dospěl Herschel k náhledu, že Galaxie

představuje soustavu se zploštěńım zhruba 1:5, přičemž Slunce se nalézá v bezprostředńı
bĺızkosti jej́ıho středu. I když lze mı́t ke všem výše uvedeným předpoklad̊um vážné
výhrady, nezdálo se, že by Herschlovu metodu nebylo možné v patřičně zdokonalené
formě znovu využ́ıt.

Úkolu se počátkem 20. stolet́ı ujal precizńı holandský astronom Jacobus Cornelius
Kapteyn, který již znal absolutńı hvězdné velikosti r̊uzných typ̊u hvězd a byl tak schopný

22 Z řeckého Gallaxia hodos = Mléčná dráha.
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určovat i absolutńı rozměry naš́ı hvězdné soustavy. Tzv. Kapteyn̊uv vesmı́r, jak byl
všeobecně jeho model Galaxie nazýván, představoval soustavu zploštělých sféroid̊u s po-
stupně klesaj́ıćı hustotou hvězd a v zásadě se Herschelově modelu v mnoha rysech podo-
bal. (Kapteyn studoval vlastńı pohyby velkého počtu hvězd; zjistil [1904], že hvězdy se
nepohybuj́ı náhodně jako třeba molekuly plynu, ale že se daj́ı identifikovat 2 ”hvězdné
proudy“ 23 [zhruba k centru galaxie a do směru opačného] – dnes vysvětlováno rotaćı Ga-
laxie.) Hranice Galaxie Kapteyn položil do mı́st, kde prostorová hustota hvězd poklesla
pod 1% hustoty centrálńı; disk Galaxie pak měl rozměry 8500 pc x 1700 pc.

Slunce se i zde vyskytovalo pobĺıž středu soustavy: 38 pc severně nad rovinou Galaxie
a pouhých 650 pc od zjǐstěného centra. To jistě bylo poněkud podezřelé a Kapteyn si proto
kladl otázku: Jak je možné, že jinak nepř́ılǐs význačné Slunce se nacháźı tak bĺızko centra
hvězdného systému. Tušil, že by v této záležitosti mohla sehrát významnou zkresluj́ıćı
roli mezihvězdná extinkce, nicméně v té době to byla záležitost v́ıce než hypotetická.

Koncepce Galaxie se Sluncem uprostřed, tvrdoš́ıjně přetrvávaj́ıćı od dob Hersche-
lových, byla zpochybněna až v roce 1918, kdy se americkému astronomovi Harlowu Sha-
pleyovi podařilo pomoćı pulzuj́ıćıch proměnných hvězd typu RR Lyrae a W Virginis
změřit vzdálenosti 93 kulových hvězdokup. 24

Harlow Shapley učinil, jak později sám přiznal, ”troufalý a ukvapený předpoklad“,
že systém kulových hvězdokup vytvář́ı něco jako kostru Galaxie, jej́ıž střed pak souhlaśı
s centrem celé hvězdné soustavy. Dospěl tak k závěru, že centrum Galaxie lež́ı ve směru
souhvězd́ı Střelce ve vzdálenosti 15 kpc. 25 Z faktu, že nejvzdáleněǰśı kulová hvězdokupa je
vzdálená 70 kpc od Slunce a 55 kpc od centra, usoudil, že pr̊uměr Galaxie čińı cca 100 kpc,
přičemž Slunce se nacháźı zhruba v jedné třetině vzdálenosti mezi centrem a okrajem
systému. Proti sobě se tak postavil Kapteyn̊uv model se Sluncem uprostřed o pr̊uměru cca
8500 pc a Shapleẙuv model o pr̊uměru desetinásobném, s výstředně umı́stěným Sluncem.

Souběžně se vyhrotil spor o to, zda je naše hvězdná soustava - Galaxie - ve vesmı́ru
jediná (zahrnuje v sobě celý vesmı́r) nebo zda existuj́ı i jiné, srovnatelné ”hvězdné ost-
rovy“.

V roce 1920 došlo k tzv. Velké debatě o rozměrech naš́ı Galaxie a povaze spirálńıch
mlhovin, jej́ımiž hlavńımi protagonisty byli Harlow Shapley a americký astronom Heber
Doust Curtis. Curtis sám přitom dával přednost kratš́ı škále vesmı́rných vzdálenost́ı a
obhajoval Kapteyn̊uv model Galaxie s pr̊uměrem cca 8,5 kpc. Jako uznávaný odborńık
na spirálńı mlhoviny ovšem věřil, že tyto objekty jsou vzdálenými soustavami složenými

23 Pohyby hvězd směřuj́ı k jistému bodu na obloze, a to v d̊usledku pohybu Slunce. Hvězdy se tak
zdánlivě rozestupuj́ı z úběžného bodu – apexu (v Her), a směřuj́ı do druhého úběžného bodu na opačné
straně – antapexu. Výsledný vlastńı pohyb hvězdy se tak skládá ze zdánlivého pohybu hvězdy, který
by hvězdy jevila pouze pod vlivem slunečńıho pohybu vzhledem k okolńım hvězdám, a který směřuje k
antapexu, a ze skutečného vlastńıho pohybu hvězd, který by bylo možno pozorovat, kdyby se Slunce k
ostatńım hvězdám nepohybovalo. Tyto skutečné vlastńı (též nazývané pekuliárńı) pohyby nejsou náhodné,
ale tvoř́ı dvě skupiny, dva proudy . . . Je zde ovšem značný rozptyl kolem směru, ve kterém pekuliárńı
pohyby hvězd převažuj́ı. Také ne všechny hvězdy se účastńı tohoto prouděńı. Hmotné a teplé hvězdy
spektrálńı tř́ıdy B maj́ı skutečné vlastńı pohyby celkem náhodně rozloženy ve všech směrech . . .

24 Tyto obř́ı hvězdné soustavy jsou totiž po hvězdné obloze rozloženy krajně nerovnoměrně. Takřka
všechny se totiž nacházej́ı pouze v jedné polovině nebeské sféry a plná třetina z nich je pak k nalezeńı
pouze v jediném ze souhvězd́ı - souhvězd́ı Střelce, tam kde je Mléčná dráha nejzářivěǰśı. V prostoru vytvář́ı
systém kulových hvězdokup sféricky symetrický systém s výraznou koncentraćı směrem ke středu.

25 Ke zhruba dvojnásobným rozměr̊um Galaxie Shapley došel z toho d̊uvodu, že pro určeńı vzdálenost́ı
kulových hvězdokup použ́ıval pulzuj́ıćı proměnné hvězdy typu RR Lyrae a W Virginis. Těmto proměnným
hvězdám přisoudil zhruba čtyřikrát větš́ı jasnost, než maj́ı ve skutečnosti. T́ım se v jeho modelu Galaxie
všechny vzdálenosti dvojnásobně zvětšily.
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z milion̊u hvězd. Shapley byl v těchto dvou bodech opačného názoru: Galaxie je nejméně
o řád větš́ı a představuje celý vesmı́r.

Řešeńı přinesla až daľśı měřeńı a nová interpretace pozorovaných skutečnost́ı. Defi-
nitivńı pr̊ulom znamenal objev Edwina Hubblea, jemuž se v roce 1923 podařilo 2,5 m
reflektorem na Mt.Wilsonu na jednotlivé hvězdy rozlǐsit okraje nejbližš́ıch galaxíı. Tyto
hvězdy zde byly mnohem slabš́ı, než se očekávalo. Spolehlivěǰśı odhad vzdálenosti sou-
stavy źıskal o rok později, kdy mezi hvězdami našel též cefeidy, hvězdy, u nichž existuje
velmi spolehlivý vztah mezi jejich absolutńı hvězdnou velikost́ı a periodou. Galaxie se
rázem odstěhovaly do vzdálenost́ı několika stovek kpc a vyšš́ıch.

U galaxie M 31 Hubble došel k hodnotě vzdálenosti 285 kpc, což je 2,7krát méně než
jej́ı skutečná vzdálenost. Ale i ona silně podceněná hodnota, v́ıce než bohatě postačila k
tomu, aby se M 31 definitivně stala samostatným hvězdným ostrovem.

Náhlý přerod našich představ o vesmı́ru a povaze spirálńıch mlhovin dovršil v roce
1927 Holand’an Jan Hendrik Oort, jenž objevil rotaci Galaxie. Na základě studia vzájem-
ných pohyb̊u Slunce a okolńıch hvězd dospěl k závěru, že hvězdy se pohybuj́ı zhruba po
soustředných kružnićıch, přičemž střed otáčeńı lež́ı v souhvězd́ı Střelce. Ten však nalezl
o mnoho bĺıž než Shapley – ve vzdálenosti asi 9 000 pc a přibĺıžil se tak k dnešńımu
odhadu – 8 500 pc. Bitva o správný pohled na naši Galaxii byla dobojována.

Akurátńı a všestranně připravený pr̊uzkum vedený Kapteynem selhal proto, že se při
něm neuvažoval vliv mezihvězdné extinkce. Jej́ı existence ovšem byla prokázána až po
Kapteynově smrti. Podotkněme ovšem, že relativně v́ıtězný Shapley vliv extinkce rovněž
nezapoč́ıtal. To že uspěl, bylo dáno t́ım, že vsadil na št’astnou kartu. Kulové hvězdokupy
se totiž zpravidla vyskytuj́ı dosti daleko od zaprášené roviny Galaxie a jejich světlo tak
neńı extinkćı př́ılǐs dotčeno.

§ Morfologie Galaxie

• Velikost a hmotnost: Naše Galaxie má skutečně tvar zploštělého disku. Slunce lež́ı
pobĺıž galaktické roviny, zhruba v jedné třetině mezi středem a okrajem soustavy. Střed
Galaxie (přesněji určen až radioastronomicky) lež́ı ve směru udaném rovńıkovými souřad-
nicemi (ekvinokcium 1950) α = 17h42m29, 3s ± 0, 2s, δ = −28◦59′18′′ ± 3′′. Vzdálenost
Slunce od centra se dnes nejčastěji klońı k hodnotě R0 = (8, 0 ± 0, 5) kpc. Plný pr̊uměr
galaktického disku tvořeného prachem, plynem a hvězdami je zhruba 50 kpc. Mnohem
závažněǰśı ovšem je naše nejistota v odhadu celkové hmotnosti soustavy. Ještě koncem 60.
let 20. stolet́ı se zdálo, že hmotnost Galaxie velice dobře souhlaśı s celkovou hmotnost́ı
hvězd a mezihvězdné látky – tj. 2.1011 M�. Nová měřeńı pohybu vzdálených součást́ı
Galaxie provedená v sedmdesátých letech však ukázala, že jej́ı celková hmotnost je až o
řád větš́ı. Většina hmoty Galaxie je uložena v temném halu, jehož rozměry mnohonásobně
převyšuj́ı rozměry viditelné části soustavy.

Podobné temné halo obsahuj́ıćı v sobě většinu hmoty systému vlastńı zřejmě většina
galaxíı. Povaha látky, jež se projevuje pouze svou gravitaćı je dosud nejasná.

• Statistika hvězd v Galaxii: Moderńı metody sč́ıtáńı hvězd v Galaxii ukazuj́ı, že
celková hmotnost látky uložená ve hvězdách dosahuje přibližně 175 miliard Slunćı, počet
hvězd se přitom odhaduje na 400 miliard. Celkový zářivý výkon hvězd v Galaxii čińı 20
miliard L� (7, 7.1036 W). Celkově několik poznatk̊u

a) V Galaxii s převahou převládaj́ı chladné trpaslič́ı hvězdy hlavńı posloupnosti (K,
M) a b́ıĺı trpasĺıci, kteř́ı představuj́ı 89% hvězdné populace.

b) Tatáž trpaslič́ı skupina obsahuje i většinu hmotnosti hvězdné složky galaxie – 73%.
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c) B́ıĺı trpasĺıci jsou ve hvězdné populaci zastoupeny cca 9%’ hmotnostně představuj́ı
možná až 20%, k zářivému výkonu Galaxie nijak nepřisṕıvaj́ı.

d) Převážnou část iluminace Galaxie, 83% jej́ıho zářivého výkonu zajǐst’uj́ı zhruba
rovným d́ılem 1.) obři zhruba slunečńı hmotnosti a 2.) hvězdy horńı části hlavńı posloup-
nosti, hmotněǰśı než Slunce. Nezanedbatelný př́ınos znamená i výkon hmotných veleobr̊u.

Uvedené závěry se ovšem týkaj́ı Galaxie jako celku, zastoupeńı vzpomı́naných typ̊u
se v r̊uzných částech Galaxie výrazně lǐśı, stejně jako se odlǐsuj́ı daľśı charakteristiky
galaktické hvězdné populace, jako jsou věk, chemické složeńı apod.

• Hvězdné populace: Ještě počátkem čtyřicátých let 20. stolet́ı si astronomové ne-
byli vědomi žádných vzájemných souvislost́ı mezi věkem hvězd, jejich povrchovým che-
mickým složeńım, hmotnost́ı a kinematickými vlastnostmi. Byl to Walter Baade, který
pomoćı tehdy největš́ıho dalekohledu světa – 2,5 m reflektoru na Mt.Wilsonu – odhalil
existenci určitých vývojových rodin, či hvězdných generaćı, které se od sebe v řadě ohled̊u
lǐśı. Později se ukázalo, že existence těchto hvězdných populaćı je d̊usledkem složitého
a komplexńıho vývoje galaktické soustavy, který začal před v́ıce než 12 miliardami let.
Hvězdné populace jsou tedy skupiny podsystémů (souhrny objekt̊u, jež maj́ı stejné ast-
rofyzikálńı vlastnosti [např. proměnné typu RR Lyrae, kulové hvězdokup . . . ]).

V okoĺı Slunce převažuj́ı hvězdy populace I, patř́ı k nim i naprostá většina hvězd,
které vid́ıme na obloze. Př́ıslušńıci populace I v Galaxii tvoř́ı zploštělý disk, v němž
nacháźıme i plochá spirálńı ramena obsahuj́ıćı ty nejzářivěǰśı hvězdy soustavy – hmotné
a horké hvězdy, bohaté na kovy26, patř́ı sem mlhoviny, novy . . . Mimo tento disk se
hvězdy populace I prakticky nevyskytuj́ı, nenacháźıme je ani v centrálńıch částech Ga-
laxie. Naproti tomu objekty náležej́ıćı k Baadeho populaci II lze v Galaxii naj́ıt všude,
tedy i v disku či v samotných spirálách. Jsou typickými obyvateli eliptických galaxíı a
centrálńıch část́ı spirálńıch galaxíı. Vykazuj́ı silnou koncentraci k centru galaxíı, jejich
výskyt směrem od centra velmi rychle klesá. Nejjasněǰśımi hvězdami této hvězdné popu-
lace jsou stař́ı červeńı obři.

V padesátých letech, kdy začala źıskávat pevněǰśı obrysy teorie hvězdného vývoje,
se podařilo vysvětlit základńı rozd́ıly mezi jednotlivými hvězdnými populacemi. Zat́ımco
u hvězd populace I jsou nejjasněǰśımi hvězdami velice hmotné hvězdy s krátkou dobou
života č́ıtaj́ıćı jen miliony let, nejjasněǰśımi hvězdami populace II jsou červeńı obři či obři
asymptotické větve hvězd o hmotnostech Slunce.

Rozvoj hvězdné spektroskopie umožnil děleńı doplnit o daľśı pozoruhodnou charakte-
ristiku – o povrchové chemické složeńı. V roce 1959 H. Lawrence Helfer, George Waller-
stein a Jesse L. Greenstein ukázali, že chemické složeńı obr̊u v kulových hvězdokupách
se velice výrazně lǐśı od objekt̊u populace I, k nimž konečně patř́ı i naše Slunce. Hvězdy
populace II vykazuj́ı deseti až stonásobný deficit prvk̊u těžš́ıch než helium. Zat́ımco pro
hvězdy populace I je typické zastoupeńı Z = 0, 04, u hvězd v kulových hvězdokupách
čińı hmotnostńı pod́ıl těchto těžš́ıch chemických prvk̊u Z cca 0, 003.

Odlǐsné rozložeńı hvězd obou populaćı v Galaxii je d̊usledkem jejich rozd́ılných ki-
nematických vlastnost́ı. Hvězdy populace I se pohybuj́ı kolem centra Galaxie všechny
v jednom směru po v́ıce či méně kruhových trajektoríıch a nav́ıc v přibližně stejné ro-
vině, v tzv. rovině Galaxie. To je pak př́ıčinou toho, proč všechny tyto jev́ı tak zjevnou
koncentraci ke galaktické rovině. Naproti tomu hvězdy populace II, které se kolem cen-
tra pohybuj́ı po neuzavřených a velice výstředných drahách, se galaktické rotace takřka
neúčastńı. V Galaxii se pohybuj́ı v́ıceméně stochasticky a vzhledem k spořádaně cirku-

26obecně prvky těžš́ı než He
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luj́ıćım hvězdám populace I vysokými relativńımi rychlostmi.
Vysvětleńı rozd́ılného zastoupeńı těžš́ıch prvk̊u souviśı se stář́ım hvězd. Hvězdy po-

pulace II patř́ı mezi nejstarš́ı hvězdy v Galaxii, které povstaly z mezihvězdné látky, která
byla jen velice málo znečǐstěna produkty jaderného vývoje v centrech hvězd. V jejich
nitrech vznikly těžš́ı prvky, jež se pak v závěrečných bouřlivých fáźıch vývoje dostaly do
mezihvězdného materiálu, z něhož posléze vznikly daľśı generace hvězd – hvězd populace
I. Naproti tomu hvězdy populace I vznikly z mezihvězdné látky, jež z větš́ı časti již prošla
těly hvězd předchoźıch generaćı. Př́ıslušńıci Baadeho hvězdných populaćı se tedy od sebe
lǐśı v těchto třech základńıch ohledech:

a) svou kinematikou, a t́ım i rozložeńım v Galaxii
b) obsahem těžš́ıch prvk̊u Z
c) stář́ım.
Už koncem 50. let se ukázalo, že p̊uvodńı Baadeho děleńı hvězd v galaxíıch pouze

do dvou populaćı je př́ılǐs hrubé a schématické. V reálných galaxíıch se setkáváme jak s
vyhraněnými představiteli obou populaćı, tak i s objekty s přechodnými i extremálńımi
charakteristikami. V současnosti se proto hovoř́ı o několika vzájemně se překrývaj́ıćıch
hvězdných populaćıch, či subsystémech Galaxie, z nichž se celá soustava Galaxie sestává.

Nejčastěji se nyńı setkáváme s rozděleńım hvězdné populace Galaxie a podobných
galaktických soustav na diskové a sféroidálńı hvězdné populace/složky (resp. plochou,
diskovou a kulovou).

Pro př́ıslušńıky diskových populaćı, je charakteristický vyšš́ı obsah těžš́ıch prvk̊u a
zjevná koncentrace k rovině Galaxie. Nejplošš́ı je nejmladš́ı disk, neboli disk extrémńı
populace I, k ńıž poč́ıtáme hvězdy nacházej́ıćı se takřka výlučně ve spirálńıch ramenech;
méně plochý je tzv. tenký nebo též mladý disk (též přechodná populace I). Nejv́ıce hvězd
(cca 75 %) v Galaxii najdeme v ještě starš́ım tzv. středńım (přechodném) disku (též
disková populace) a ve starém (tlustém) disku (též přechodná populace II), který volně
přecháźı ve sféroidálńı galaktické halo (též halová extrémńı populace II).

Hvězdy sféroidálńıch populaćı jev́ı vesměs silnou koncentraci k centru Galaxie a lze je
zařadit mezi objekty klasické Baadeho populace II. Rozeznáváme zde hvězdnou populaci
galaktického hala (sférické složky Galaxie), populaci galaktické výdutě (”central
bulge“ – centrálńı oblast Galaxie) a populaci galaktického jádra. Sféroidálńı hvězdné
populace v sobě obsahuj́ı cca 20% hvězd v Galaxii.

V Galaxii obecně plat́ı, že č́ım je dotyčná hvězdná populace mladš́ı, t́ım větš́ı má
zastoupeńı těžš́ıch prvk̊u a větš́ı vazbu na galaktickou rovinu. Poznamenejme, že tato
korelace neplat́ı ani v samotné Galaxii absolutně, že z tohoto pravidla by bylo možno
naj́ıt řadu výjimek. Ještě v́ıce to plat́ı pro jiné galaktické soustavy, kde obdobné korelace
mezi polohou, stář́ım a chemickým složeńım nemusej́ı být vyjádřeny v̊ubec.

• Galaktické halo, nebo též sférická či kulová složka obsahuje ty nejstarš́ı hvězdy
populace II. Nejzářivěǰśımi hvězdami zde jsou červeńı obři a obři asymptotické větve
o hmotnostech menš́ıch než je hmotnost Slunce. Hmotnostně nejd̊uležitěǰśı složkou jsou
červeńı trpasĺıci ještě menš́ı hmotnosti a množstv́ı chladnoućıch b́ılých trpasĺık̊u s velmi
malým zářivým výkonem.27 Představuj́ı v̊ubec nejstarš́ı pozorované hvězdy v Galaxii,
jež jsou složeny zřejmě z prvotńıho vod́ıku a hélia s nepatrnou př́ıměśı těžš́ıch prvk̊u:

27 Ke kulové složce patř́ı některé proměnné typu RR Lyrae. Maj́ı stejnou absolutńı velikost, jež nezáviśı
na periodě, tj. jde o dobré standardńı sv́ıčky. Klasifikace proměnné do typu RR Lyrae a změřeńı středńı
zdánlivé velikosti stač́ı spolu s výpočtem absorpce k určeńı vzdálenosti.
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Z ∼ (0, 03 − 1)%.28 Populace galaktického hala je v̊ubec nejstarš́ı aktivńı hvězdnou
populaćı v Galaxii, jej́ı stář́ı se odhaduje na 10-13 miliard let.

Trajektorie objekt̊u hala představuj́ı neuzavřené křivky (stáčej́ıćı se elipsy), jejich
sklony ke galaktické rovině jsou nahodilé, i když neńı vyloučeno, že mı́rně preferován
je ten směr oběhu, který odpov́ıdá směru galaktické rotace. Nicméně, vzhledem k silné
excentricitě trajektoríı muśı být výsledná rotace hala tak jako tak mnohem pomaleǰśı než
rotace objekt̊u diskových složek. Sféroid galaktického hala je poněkud zploštělý. Rozložeńı
objekt̊u galaktického hala v Galaxii jev́ı výraznou sférickou symetrii, jejich koncentrace
klesá úměrně r−3,5. Ve vnitřńıch částech spojitě přecháźı do tzv. galaktické výdutě.

Nejvýrazněǰśımi objekty galaktického hala jsou kulové hvězdokupy obsahuj́ıćı v
sobě dnes ovšem jen malou část z celkového počtu hvězd galaktického hala.

V současnosti známe v naš́ı Galaxii celkem 160 kulových hvězdokup, jejich skutečný
počet asi nepřesáhne 200.29 Kulové hvězdokupy vytvářej́ı v prostoru Galaxie mı́rně
zploštělý sféroid s výraznou koncentraćı objekt̊u k jej́ımu centru, běžně je nacháźıme i v
galaktické výduti. V minulosti bylo těchto soustav řádově v́ıce, většina z nich nepřežila
opakované pr̊uchody kolem galaktického centra.

Kulové hvězdokupy jsou velice zářivé objekty, jejich středńı zářivý výkon odpov́ıdá 25
tiśıc̊um Slunćı, výkon těch nejjasněǰśıch hvězd je až padesátkrát větš́ı než výkon Slunce.
Hmotnosti kulových hvězdokup měřené z disperze rychlost́ı hvězd v soustavě se pohybuj́ı
v rozmeźı od 105 do 106 Slunćı. Hvězdokupy jsou dosti rozměrné, jejich pr̊uměr čińı od
10 do 300 ly. Většina hvězdokup je silně koncentrována ke svému středu. V minulosti byl
počet hvězd ve hvězdokupách větš́ı, ty s rychlým pohybem z nich již unikly. Nyńı jsou to
soustavy nesmı́rně stabilńı s poločasem rozpadu o několik řád̊u převyšuj́ıćım jejich stář́ı.
Určeńı stář́ı kulových hvězdokup, které se provád́ı většinou pečlivým rozborem jejich HR
diagramů, je nesmı́rně d̊uležitým údajem, nebot’ představuje dolńı mez pro stář́ı vesmı́ru.
(Maj́ı charakteristický HRD – hlavńı posloupnost postrádá hvězdy spektrálńıch tř́ıd O,
B i A. U hvězd tř́ıdy F se zřetelně odkláńı a bez přerušeńı pokračuje ostrým ohybem k
červeným obr̊um. Mezeru mezi nimi a hlavńı posloupnost́ı vyplňuj́ı podobři. Nejcharak-
terističtěǰśı je tzv. horizontálńı větev, jež je odsazena hvězdami RR Lyrae a daľśımi s
absolutńı magnitudou 0. V HR digramu mladš́ıch hvězd horizontálńı větev chyb́ı, hvězdy
j́ı procházej́ı ale rychle a krátkou dobu, takže tam naopak vzniká mezera.) Charakteris-
tická je př́ıtomnost proměnných typu RR Lyrae (”krátkoperodické cefeidy“), jež tvoř́ı
90% proměnných hvězd v kulových hvězdokupách. Klasické cefeidy se zde nevyskytuj́ı,
ale najdeme zde cefeidy typu W Vir, které jsou 3,6 krát méně sv́ıtivé než klasické cefe-
idy téže periody a maj́ı jinou světelnou křivku (vztah perioda-sv́ıtivost značně složitěǰśı,
nevhodné pro určováńı vzdálenost́ı).

• Galaktická výdut’ (bulge), je daľśı, hmotnostně nejd̊uležitěǰśı sféroidálńı složkou
Galaxie. Odhaduje se, že celková hmotnost objekt̊u výdutě čińı 4.1010 M�. Výdut’ je
mı́rně zploštělá, jej́ı efektivńı poloměr čińı cca 2000 parsek̊u. Valná většina hmoty dotyčné
složky je soustředěna v množstv́ı nepř́ılǐs hmotných hvězd, které náležej́ı ke starš́ı hvězdné

28 Pozoruhodné ovšem je, že se ani u těch nejextrémněǰśıch hvězd kulové složky nesetkáme s čistě
vod́ıko-héliovými hvězdami – obsah kov̊u v těchto hvězdách je vždy nenulový. Tyto těžš́ı prvky ovšem
nemohly vzniknout jinde, než v nitrech předcházej́ıćıch hvězdných generaćı. Proto se předpokládá, že
na samotném úsvitu hvězdných dějin Galaxie se objevila 0. hvězdná generace (přezd́ıvaná někdy jako
populace III) tvořená velice hmotnými hvězdami, které během několika milion̊u let prošly celým hvězdným
vývojem, při němž vzniklo ono základńı množstv́ı těžš́ıch prvk̊u, které se pak, zřejmě výbuchy supernov,
dostaly do mezihvězdné látky, z ńıž pak vznikly hvězdy dnešńıho galaktického hala.

29 V některých galaxíıch pozorujeme řádově mnohem v́ıce k.h., př́ıkladně v gigantické eliptické galaxii
M 87 bylo nalezeno několik set tiśıc (!) těchto hvězdných soustav.
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populaci, kterou bychom mohli charakterizovat např. obsahem těžš́ıch prvku: Z ∼ 1%
a pr̊uměrným stář́ım hvězd kolem 10 miliard let. Tyto charakteristiky ji stav́ı na hranici
mezi klasickou populaci I a II. Rádiová, infračervená a rentgenová pozorováńı naznačuj́ı,
že se zde i v současnosti tvoř́ı nové hvězdy. Nově vznikaj́ıćı hvězdy však maj́ı poměrně
ńızkou hmotnost, takže nejjasněǰśımi hvězdami zde jsou červeńı a oranžov́ı obři.

Jakkoli výdut’ sama neobsahuje př́ılǐs mnoho mezihvězdného plynu a prachu, je pro nás
zcela skryta za prašnými závoji v galaktickém disku, takže ji nemůžeme př́ımo opticky
pozorovat. Kdyby tomu tak nebylo, jevila by se nám výdut’ jako mı́rně eliptické nao-
ranžověle zář́ıćı difúzńı těleso o úhlovém pr̊uměru 25◦, které by bylo po Slunci a Měśıci
nejjasněǰśım objektem na obloze.

• Jádro Galaxie: Centrálńı výdut’ zahrnuje i jádro Galaxie, o němž se toho stále
mnoho nev́ı. Neoptická pozorováńı ukazuj́ı, že tato oblast je neobyčejně bohatá na hvězdy.
Vzhledově připomı́ná kulovou hvězdokupu, jej́ı rozměry jsou však vpravdě obř́ı – pr̊uměr
je 300 pc a celková hmotnost cca miliarda Slunćı. V samotném centru jádra se nacháźı i
disk tvořený vesměs neutrálńım vod́ıkem. Rádiová pozorováńı zase naznačuj́ı, že se zde
nacháźı též prstenec tvořený molekulovými oblaky, který má tendenci expandovat do
prostoru. Př́ımo v centru Galaxie lež́ı mocný rádiový zdroj Sagitarius A.

Infračervená pozorováńı nás informuj́ı, že hvězdy v jádru jsou od sebe vzdáleny v
pr̊uměru jen pouhých 1000 AU. Plyn pobĺıž centra velice rychle rotuje, jeho rychlost do-
sahuje až 2000 km/s! (Též byly objeveny hvězdy ve vzdálenosti pouhé desetiny světelného
roku od centra Galaxie, jež ob́ıhaj́ı touto rychlost́ı) Tento fakt lze vysvětlit t́ım, vprostřed
Galaxie muśı existovat kompaktńı těleso o hmotnosti cca 3 milion̊u Slunćı, což bude
nejsṕı̌s supermaśıvńı černá d́ıra.

• Hvězdný disk:
Z větš́ı dálky nejnápadněǰśı, nejhmotněǰśı a nejzářivěǰśı složkou Galaxie je jej́ı hvězdný

disk, který z hlediska hvězdné populace děĺıme na mladý, středńı a starý. Disk se roz-
prost́ırá od jádra do vzdálenosti cca 25 kpc. Podobný plochý disk s množstv́ım hvězd
nacháźıme i u ostatńıch spirálńıch galaxíı. Vlastńı spirálńı ramena tvoř́ı ještě plošš́ı systém
pevně se přimykaj́ıćı ke galaktické rovině.

V galaktickém disku nacháźıme množstv́ı nepř́ılǐs početných hvězdných soustav zva-
ných otevřené hvězdokupy. Na rozd́ıl od kulových maj́ı mnohem neuspořádaněǰśı
tvar, což je ovšem dáno t́ım, že maj́ı v pr̊uměru o několik řád̊u méně hvězd. Rozložeńı
otevřených hvězdokup v Galaxii je velmi podobné rozložeńı mladých hvězd.

Silně se koncentruj́ı ke galaktické rovině, a již méně výrazně klesá jejich počet se
vzdálenost́ı od centra Galaxie. Velkoškálové rozložeńı otevřených hvězdokup je však
obt́ıžné př́ımo sledovat v d̊usledku existence velkého množstv́ı nepr̊uhledného mezihvězd-
ného materiálu, který se rovněž váže ke galaktické rovině. Extinkce je zde tak veliká,
že nám umožňuje pohlédnout jen do hloubky několika tiśıc světelných let. Z analogie
s jinými spirálńımi galaxiemi však lze očekávat, že zhruba sleduj́ı rozložeńı jasu v Ga-
laxii s tou výjimkou, že v centrálńıch oblastech se tak často nevyskytuj́ı. Existuj́ı nav́ıc
náznaky toho, že mladš́ı otevřené hvězdokupy se v́ıce přimykaj́ı k spirálńım ramen̊um než
starš́ı hvězdokupy, což tedy plat́ı alespoň v okoĺı Slunce, kam naše př́ıstroje dohlédnou.

I ty nejjasněǰśı otevřené hvězdokupy jsou podstatně slabš́ı než kulové. Rekordńı zářivý
výkon otevřené hvězdokupy čińı 50 tiśıc Slunćı, typický ovšem je cca 500 Slunćı. Hmot-
nosti soustav lze podobně jako u kulových hvězdokup odvodit z měřeného rozptylu rych-
lost́ı člen̊u soustavy. Valná většina otevřených hvězdokup má menš́ı hmotnosti, kolem 50
M�. Celkový počet hvězd bývá rovněž nevelký: od deśıtek po několik tiśıc.
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Pr̊uměry otevřených hvězdokup se pohybuj́ı v rozmeźı od 2 či 3 ly do 20, přičemž
nejčastěǰśı hodnotou, s ńıž se u nich setkáváme, je 5 ly. Otevřené hvězdokupy nejsou do-
statečně pevně gravitačně vázané soustavy k tomu, aby dlouhodobě vzdorovaly slapovým
účink̊um Galaxie. V okoĺı Slunce pouze polovina z nich může odporovat slap̊um v́ıce než
200 milion̊u let, jenom 2% má životnost deľśı než miliardu let. Otevřené hvězdokupy tak
musej́ı náležet k velmi mladým, nedávno vytvořeným hvězdným soustavám – většina
z nich je mladš́ıch než 2.108 let, některé jsou mladš́ı než 106 let. Stář́ı otevřených hvěz-
dokup se určuje srovnáńım vývojového stavu jejich člen̊u podle teoretických vývojových
model̊u sestrojených pro tentýž věk a pozorované počátečńı chemické složeńı, konkrétně
podle polohy tzv. bodu obratu v HRD. Vzhledem k tomu, že otevřené hvězdokupy patř́ı
k nejmladš́ım galaktickým objekt̊um, obsahuj́ı 2x až 3x v́ıce těžš́ıch prvk̊u než Slunce.

• Spirálńı ramena, extrémńı populace I: K plochým spirálńım ramen̊um lež́ıćım
v rovině Galaxie se vážou extrémně mladé objekty, tj. hvězdné asociace O a T, mladé
otevřené hvězdokupy, dlouhoperiodické (klasické) cefeidy, oblasti H II, molekulová ob-
laka a oblaka neutrálńıho vod́ıku. Zat́ımco spirálńı strukturu vzdálených galaxíı můžeme
zpravidla studovat př́ımo, u naš́ı Galaxie to představuje mimořádný problém, protože
slunečńı soustava lež́ı v bezprostředńı bĺızkosti galaktické roviny. K tomu, abychom za
těchto okolnost́ı mohli určit polohu ramen v Galaxii, je nezbytné, abychom dokázali spo-
lehlivě měřit prostorové vzdálenosti objekt̊u, které se k ramen̊um koncentruj́ı.

K nejtypičtěǰśım objekt̊um extrémńı populace I nálež́ı hvězdné asociace složené
z hvězd, které spojuje společné mı́sto i okamžik vzniku, avšak již se rozptýlily do okolńıho
prostoru.30 Členové asociace ovšem nejsou spolu dostatečně pevně gravitačně vázány tak,
aby vytvořily stabilńı systém typu hvězdokupy. Hvězdné asociace nacháźıme výhradně
tam, kde v současnosti docháźı k hromadnému vzniku hvězd, čili zejména ve spirálńıch
ramenech. Celkově jsou to velice jasné a nápadné objekty, což ovšem neńı ani tak dáno
počtem hvězd (ten se poč́ıtá na deśıtky, nejvýše stovky kus̊u), jako sṕı̌se zářivým výkonem
nejjasněǰśıch člen̊u asociaćı. Jsou jimi poměrně velmi hmotné hvězdy s výkonem až 106

Slunćı, tedy mnohonásobně větš́ım, než je výkon i těch nejjasněǰśıch člen̊u kulových
hvězdokup. Tyto hvězdy jsou poměrně žhavé, takže náležej́ı vesměs k spektrálńım tř́ıdám
O a B. O asociaćıch, v nichž dominuj́ı hmotné hvězdy tohoto typu, se hovoř́ı jako o aso-
ciaćıch O, B nebo též asociaćıch OB. Zmı́něné hmotné hvězdy maj́ı velice krátkou dobu
života, která se poč́ıtá na milióny let a nemohly se tak př́ılǐs vzdálit od mı́sta svého
vzniku. Svou polohou tak indikuj́ı mı́sta zrodu hmotných hvězd, která lež́ı vesměs ve
spirálńıch ramenech.

Kromě asociaćı OB pozorujeme též asociace T, kde se setkáváme s velkým množstv́ım
proměnných hvězd typu T Tauri, o nichž je známo, že jde o mladé hvězdy ve stadiu
gravitačńı kontrakce, které dosud ve svém nitru nezapálily vod́ık. Tyto soustavy nejsou
tak nápadné jako asociace OB, protože v nich chyběj́ı extrémně jasné hmotné hvězdy.
Nicméně i ony jsou velice mladé a jsou tud́ıž dobrými indikátory spirálńı struktury.
Hmotnosti hvězdných asociaćı čińı několik stovek hmotnost́ı Slunce, středńı pr̊uměr těchto
soustav se odhaduje na 200 pc. V bĺızkosti Slunce nalézáme i řadu menš́ıch o pr̊uměru
cca 60 pc. Vlastńı gravitačńı vazba nestač́ı udržet členy asociace pohromadě, a ty se
v pr̊uběhu několika málo milion̊u let rozptýĺı do okolńıho prostoru a stávaj́ı se běžnými
hvězdami galaktického pole.

30 Asociace tak lze [na rozd́ıl od hvězdokup] zjistit až srovnáńım fyzikálńıch vlastnost́ı ve větš́ım
hvězdném poli. Často je problém rozhodnout zda jde o asociaci – hlavńı problém je nepravidelná struktura
mezihvězdných mračen, jež mohou část zakrývat nebo zdánlivě dělit asociaci na dvě skupiny. Celkově:
asociace jsou nejmladš́ı s nejmenš́ım počtem člen̊u, kulové hvězdokupy nejstarš́ı s největš́ım počtem člen̊u.
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§ Dynamika Galaxie

Rozložeńı určitého typu objekt̊u v Galaxii a jejich rychlostńı pole nestudujeme př́ımo,
ale pomoćı měřeńı prováděných ze Země a vztahovaných obvykle ke Slunci. Relevantńımi
údaji v tomto ohledu je vzdálenost r (resp. paralaxa) dotyčného objektu, a dvojice
údaj̊u udávaj́ıćı polohu objektu na hvězdné obloze, neboli směr, v němž daný objekt
pozorujeme. Tyto tři souřadnice ve sférické souřadnicové soustavě jednoznačně defi-
nuj́ı okamžitou polohu objektu v prostoru vzhledem ke Slunci. Pokud se zabýváme stu-
diem rozložeńı objekt̊u v Galaxii, je zvykem pracovat v galaktickém souřadnicovém
systému – počátkem této souřadnicové soustavy je Slunce, základńı rovinou je ro-
vina Galaxie, základńım směrem je směr k předpokládanému centru Galaxie. Galaktické
souřadnice jsou galaktická š́ı̌rka b a galaktická délka l. Severńı pól galaktické soustavy
se nacháźı ve směru α = 12h49m, δ = 27, 4◦ v souhvězd́ı Vlasu Bereniky, základńı směr
(l = b = 0) odpov́ıdá a = 12h42m24s, δ = 28◦55′ (skutečný střed se nacháźı velmi bĺızko,
α = 12h42m29, 3s, 28◦59, 3′). Sklon galaktické roviny k rovńıku je 62,6◦, výstupný uzel
(pr̊usečnice galaktického a světového rovńıku) má rektascenzi α = 18h49m = 282, 25◦

a galaktickou délku l = 33◦. Vše je vztaženo k ekvinokciu 1950,0.
Daľśım d̊uležitým zdrojem informaćı o velkorozměrové struktuře Galaxie jsou po-

hyby hvězd v okoĺı Slunce. Pro studium kinematiky i dynamiky ovšem neńı výhodné po-
lohy a zejména prostorové rychlosti vyjadřovat ve sférickém galaktickém souřadnicovém
systému s počátkem ve Slunci, ale v systému válcovém s počátkem ve středu Galaxie.
Kinematiku určitých skupin hvězd či jiných objekt̊u studujeme rozborem jejich polohy v
Galaxii a prostorových rychlost́ı. Ty zjǐst’ujeme na základě relativńı prostorové rychlosti
vr vztažené ke Slunci pomoćı spektroskopického určováńı radiálńıch rychlost́ı (pokud toto
měřeńı provád́ıme ze Země, nesmı́me zapomenout naměřenou radiálńı rychlost opravit o
př́ıspěvek radiálńı rychlosti zp̊usobený oběžným a rotačńım pohybem Země). K stanoveńı
tečné (tangenciálńı) složky relativńı rychlosti vt už́ıváme měřeńı vlastńıho pohybu hvězd
a jejich paralaxy.31

Měř́ıtkem př́ıslušnosti k té či jiné populaci je pak třeba středńı absolutńı vzdálenost
určitého typu objekt̊u od galaktické roviny z̄. Z hlediska pohybového to může být tzv.
disperze rychlost́ı vztažených ke Slunci σ, σ2 = 〈v2

r 〉+ 〈v2
tα〉+ 〈v2

tδ〉.
Při rozborech kinematických vlastnost́ı určitých skupin hvězd se často vztahuj́ı tyto

relativńı rychlosti nikoli ke Slunci samotnému, ale k Slunci idealizovanému, které se po-
hybuje kolem centra Galaxie rovnoměrně po přesně kruhové dráze. Této vztažné soustavě
(neinerciálńı!) se ř́ıká mı́stńı standard klidu (local standard of rest – LSR). Jej́ı osy
jsou standardně orientovány vzhledem k rovině a centru Galaxie. Skutečné Slunce se v̊uči
mı́stńımu standardu klidu pohybuje rychlost́ı cca 19, 5 km/s s apexem v souhvězd́ı Her-
kula. Největš́ı odchylku zde představuje složka ve směru galaktické rotace, což naznačuje,
že se Slunce pohybuje kolem centra Galaxie po poněkud eliptické dráze.

• Rotace Galaxie: Skutečnost, že se objekty diskové složky včetně Slunce účastńı
galaktické rotace kolem centra Galaxie, lze odhalit rozborem závislosti pozorovaných
radiálńıch rychlost́ı RV a vlastńıch pohyb̊u µ běžných hvězd ve slunečńım okoĺı na jejich
galaktické délce l (tj. rozlož́ıme relativńı rychlosti hvězd vzhledem k Slunci [po oproštěńı
od slunečńıho pohybu 20 km/s] na jednotlivé složky). Závislost má podobu dvojité si-
nusoidy, přičemž pozorovaná radiálńı rychlost je maximálńı v galaktické délce l = 45◦ a
225◦, minimálńı ve směrech l = 135◦ a 315◦, zat́ımco maximum tečné rychlosti pozoru-

31 Dle vztah̊u vtα[km/s] = 4, 74µα[′′]r[pc] cos δ a vtδ[km/s] = 4, 74µδ[
′′]r[pc]
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jeme ve směru k centru a anticentru Galaxie, minimum ve směru a proti směru pohybu
Slunce.

Pozorované chováńı se dá vysvětlit jako rotace okolo vzdáleného středu (Galaxie);
protože hmota neńı koncentrována ke středu tak výrazně jako u planetárńı soustavy,
charakter rotace je jiný: hvězdy se nepohybuj́ı po rovinných křivkách, málo výstředných
elipsách, ale jejich dráhy jsou výstředné, neuzavřené křivky, které nelež́ı v rovině. T́ım
lze vysvětlit existenci dvou proud̊u, které odhalil Capteyn. Uvažujme pohyb tř́ı hvězd
okolo galaktického centra, H0 se pohybuje téměř po kruhové dráze, H1,H2 se naopak
pohybuj́ı po drahách výstředných. Pozorovatel, který je na H0 má možnost pozorovat
a měřit pohyby hvězd jen do určité vzdálenosti – pozoruje hvězdy jen v bĺızkém okoĺı.
Hvězda H1 se právě vzdaluje od perigalaktika (mı́sta nejbližš́ıho centru Galaxie) do
nejvzdáleněǰśıho bodu své dráhy – apogalaktika. Naopak hvězda H2 již apogalaktikem
prošla a vraćı se k centru. Vzhledem k rozměru Galaxie se na měřitelném úseku dráhy
neprojev́ı žádné zakřiveńı. Pozorovatel tedy má dojem, že jedna hvězda proud́ı k centru,
druhá od centra. Viz obr.

Prostorové rychlosti hvězd oproštěné od pohybu Slunce je možno popsat elipsoidem rychlost́ı. Po-
jem elipsoidu rychlost́ı lze vysvětlit na následuj́ıćım př́ıkladu: oblak částic jako celek se pohybuje jistou
pr̊uměrnou rychlost́ı (což může být kruhová rychlost kolem Galaxie), avšak jednotlivé částice maj́ı rela-
tivńı rychlosti vzhledem k těžǐsti oblaku (což jsou pekuliárńı rychlosti hvězd). Rozděleńı těchto rychlost́ı
je náhodné a lze jej přirovnat k Maxwellovskému rozděleńı molekul oblaku plynu.

Umı́st́ı-li se počátky vektor̊u pekuliárńıch rychlost́ı do jednoho bodu, pak konce vektor̊u budou
vytvářet kulový útvar. Pr̊uměr z jednotlivých vektor̊u v r̊uzných směrech bude koule se středem ve
středu oblaku. Jestliže však bude převládat nějaké prouděńı uvnitř oblaku, pak konce vektor̊u vytvoř́ı
elipsoid, nikoli kouli.

Jsou-li tedy dráhy hvězd (vzhledem ke galaktickému centru) kruhové, pak poloosy elipsoidu jsou
malé a jeho tvar se bĺıž́ı sṕı̌se kouli, to je př́ıpad hvězd typu B. Naproti tomu skupina hvězd s velmi
výstřednými dráhami bude mı́t elipsoid rychlost́ı značně větš́ı a jeho nejdeľśı poloosa bude přibližně
rovnoběžná se směrem k centru Galaxie. Možno též ř́ıci, že nejdeľśı poloosy budou směřovat přibližně ve
směru Kapteynových proud̊u.

Pro jednoduchost předpokládejme, že trajektorie Slunce i ostatńıch fiktivńıch hvězd
jsou přesně kruhové se středem v centru Galaxie a že se nacházej́ı v rovině Galaxie. Pohyb
hvězd i Slunce necht’ je rovnoměrný, přičemž velikost jejich rychlosti vztažené k inerciálńı
souřadnicové soustavě (nehybné v̊uči vzdáleným galaxíım) s počátkem v centru Galaxie
necht’ záviśı pouze na vzdálenosti od centra.
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Vzdálenost Slunce od centra necht’ je R�, vzdálenost libovolné hvězdy R a vzdálenost
Slunce-hvězda r. Vektor rychlosti Slunce ~v� je kolmý ke spojnici Slunce - střed Galaxie,
vektor rychlosti vybrané hvězdy ~v(R) je rovněž kolmý ke spojnici hvězda - střed Galaxie.
Galaktická délka hvězdy necht’ je l. Úhel mezi kolmićı spuštěnou z centra Galaxie k
spojnici Slunce - hvězda o délce Rmin a spojnićı hvězda - centrum Galaxie si označ́ıme
α. Úhel, který pak sv́ıraj́ı spojnice Slunce - hvězda a spojnice střed Galaxie - hvězda je
pak zřejmě 90◦ + α.

Rozložme vektor rychlosti Slunce ~v� a zvolené hvězdy ~vr do složek rovnoběžných ke
směru spojnice Slunce - hvězda o velikosti v�r, vr a kolmých na tuto spojnici v�t, vt. Je
zřejmé, že pak plat́ı:

v�r = v�(R�) sin l, v�t = v�(R�) cos l, vr = v(R) cosα, vt = v(R) sinα .

Radiálńı rychlost vzhledem k idealizovanému Slunci RV vypočteme jako rozd́ıl radi-
álńıch složek rychlost́ı:

RV = vr − v�r = v(R) cosα− v�(R�) sin l .

Za cosα dosad́ıme ze sinové věty platné v trojúhelńıku o vrcholech GC, S, hvězda:

sin (90◦ + α)
R�

=
cosα
R�

=
sin l
R

→

RV = R�

(
v(R)
R
− v�(R�)

R�

)
sin l = R�(ω(R)− ω�) sin l .

Obdobně dostaneme pro tečnou složku rychlosti TV:

TV = vt − v�t = v(r) sinα− v�(R�) cos l

sin l
R

=
sin (90◦ − l − α)

r
=

cosα cos l − sinα sin l
R�

→

TV = R�(ω(R)− ω�) cos l − rω .

Kdyby se Galaxie otáčela jako tuhé těleso, čili ω = ω�, pak by středńı radiálńı rychlost
byla ve všech směrech nulová a středńı hodnota tangenciálńı rychlosti by byla všude
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konstantńı, přičemž jej́ı velikost by byla úměrná záporně vzatému součinu vzdálenosti
a úhlové rotačńı rychlosti. Hvězdné okoĺı Slunce se v̊uči Slunci toč́ı jako tuhé těleso,
jenže v opačném směru než rotuje Galaxie. Pozorováńı hvězd v širš́ım okoĺı Slunce však
nasvědčuj́ı tomu, že Galaxie v okoĺı Slunce jako tuhé těleso nerotuje, že zde lze vysledovat
tzv. diferenciálńı rotaci, při ńıž se vzdáleněǰśı části Galaxie oproti vnitřńım poněkud
opožd’uj́ı. Jinými slovy, funkce ω(R) je funkćı klesaj́ıćı, kterou lze pro bližš́ı objekty (tj.
pro r � R0) rozvinout v Taylorovu řadu a omezit se na prvńı dva členy rozvoje:

ω(R)− ω�(R�) = (R−R�)
dω
dR

= −r cos l
dω
dR

.

Dosad́ıme-li tento rozvoj do výrazu pro radiálńı rychlost, dostaneme:

RV = R�(ω(R)− ω�) sin l =
(
− 1

2
R�

dω
dR

)
r sin 2l = Ar sin 2l ,

kde A je tzv. prvńı Oortova konstanta. Konstanta B = A − ω� se pak spolu s
konstantou A vyskytnou ve vztahu pro tangenciálńı rychlost TV:

TV = r(A cos 2l +B) .

K odvozeńı tohoto vztahu je ještě potřeba cos2 l = (1+cos 2l)/2. B je tedy druhá Oor-
tova konstanta. Oortovy konstanty jsou tedy vhodné parametry popisuj́ıćı kinematické
vlastnosti Galaxie ve slunečńım okoĺı, tj. popisuj́ıćı jednoznačně kruhové rychlosti hvězd
(nikoliv ovšem jednotlivých hvězd). 32 Mohou být odvozeny ze statistického zpracováńı
radiálńıch rychlost́ı (A) a prostorových rychlost́ı nebo ještě lépe z vlastńıch pohyb̊u (A i
B). Měřeńım kinematických vlastnost́ı okolńıch hvězd byly nalezeny následuj́ıćı přibližné
hodnoty Oortových konstant: A = 13 km s−1 kpc−1, B = −13 km s−1kpc−1. Tj. úhlová
rotačńı rychlost v mı́stě Slunce ω� = A − B je cca 26 km s−1 kpc−1. Odtud plyne, že
oběžná perioda Slunce T = 2π/ω = 230 Myr (galaktický rok). Slunce tedy za svou
existenci (cca 4,5 Gyr) vykonalo cca 20 oběh̊u, a to ”cestovńı rychlost́ı“, kterou lze při
vzdálenosti R� ∼ 8, 5 kpc odhadnout na cca v� = 220 − 230 km s−1. Pokles úhlové
rychlosti lze odvodit př́ımo z konstanty A:

A = −1
2
R�

dω
dR

→ dω
dR

= − 2A
R�
∼= −3, 1 km/s/kpc2 ,

takže úhlová rychlost rotace v okoĺı Slunce dle očekáváńı klesá, galaktická rotace je zde
diferenciálńı. Na jeden kpc vzdálenosti od centra zde úhlová rychlost poklesne o 3,1 km/s:

ω ∼= ω� +
dω
dR

(R−R�) = (26− 3, 1(∆R[kpc]))km/s/kpc .

Dále je zaj́ımavé, jak v okoĺı Slunce záviśı postupná rychlost v(R) na vzdálenosti:

v(R) = ωR ∼= ω�R� + (ω� +R�
dω
dR

)∆R = v� − (A+B)∆R .

32 Možno též Taylor̊uv rozvoj psát ve tvaru:
(

dω
dR

)
0

=
[

d
dR

(
v
R

)]
0

=
[

1
R

dv
dR
− v

R2

]
0

= 1
R0

(
dv
dR

)
0
−

(
v

R2

)
,

z čehož vyjdou Oortovy konstanty ve tvaru V R = 1
2

[
v
R
− dv

dR

]
0
d sin 2l a V T = 1

2

[
v
R
− dv

dR

]
0
d cos 2l− 1

2

[
v
R

+
dv
dR

]
0
d. Nav́ıc neńı nutno předpokládat pohyb v rovině, pak tedy mı́sto r máme ve výsledných vzorćıch

d = r cos b . . .
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Jelikož A + B = 0, zjǐst’ujeme, že cestovńı rychlost objekt̊u v okoĺı Slunce kolem centra
Galaxie vzhledem ke vzdáleným galaxíım z̊ustává konstantńı, tj. rotačńı křivka je plochá.

Oortovy konstanty lze použ́ıt k hrubému odhadu hmoty Galaxie. Pokud bychom předpokládali, že
hmotnost té části Galaxie, jež se nacháźı se uvnitř trajektorie Slunce je M , a že Slunce se pohybuje
Keplerovsky, lze tuto hmotnost určit pomoćı pozorované úhlové rychlosti a předpokládané vzdálenosti
od centra:

R�ω
2
� = G

M(R�)

R2
�

→ M(R�) =
R3
�ω

2
�

G
.

Dosazeńım dojdeme k odhadu vnitřńı hmotnosti cca 1011 M�.

Ve velikosti Oortových konstant je nav́ıc skryta i informace o povaze rozložeńı hmoty v okoĺı Slunce.
Ze vzájemného poměru konstant A a B lze odvodit, že zde hmotnost Galaxie uzavřená pod poloměrem
R roste zhruba úměrně R.

Oortovými konstantami je uspokojivě popsána galaktická rotace ve vzdálenosti Slunce
R� ∼ ±1 − 2 kpc. Za těmito hranicemi již uvedená aproximace neplat́ı. Ke zjǐstěńı
kompletńıho pr̊uběhu tzv. rotačńı křivky, což je závislost rotačńı rychlosti v(r) na
vzdálenosti od centra se již nemůžeme oṕırat o měřeńı radiálńıch rychlost́ı a vlastńıch
pohyb̊u hvězd disku, nebot’ tyto nejsou v d̊usledku extinkce pozorováńı př́ıstupny. Mı́sto
nich se s výhodou využ́ıvá pozorováńı oblak̊u neutrálńıho vod́ıku pozorovaného na vlnové
délce 0,21 m. Zmı́něné oblaky patř́ı rovněž k velmi mladé diskové složce Galaxie a jejich
dráhy jsou velice bĺızké kružnici.

Účinnou metodou, jak určit pr̊uběh rotačńı křivky ve vnitřńıch částech galaktického
disku, je proměřováńı profilu čáry rádiového zářeńı mezihvězdného vod́ıku v polorovině
přivrácené ke galaktickému centru, s ćılem nalezeńı oblaku s extremálńı radiálńı rychlost́ı
RVext. Stač́ı se vrátit k již výše odvozenému vztahu pro radiálńı rychlost objektu o
vzdálenosti od centra R, o galaktické délce l, tj. RV = R�(ω(R)− ω�) sin l . Bude-li l v
intervalu od −90◦ do 90◦, pak je zřejmé, že budeme-li v daném směru postupovat směrem
od Slunce, bude se vzdálenost objekt̊u od centra Galaxie stále zmenšovat, až nabude své
minimálńı hodnoty Rmin = R� sin l, pak se bude opět zvětšovat. Lze očekávat, že úhlová
rychlost ω(R) bude funkćı monotónně klesaj́ıćı. Extrémńı hodnota ω(R) v daném směru
tak muśı nastat v minimálńı vzdálenosti od centra Galaxie, čili pro ω(Rmin):

RVext = R� sin l(ω(R� sin l)− ω�) = Rmin(ω(Rmin)− ω�) →

ω(Rmin) = ω� +RVext/Rmin ,

V (Rmin) = ω(Rmin)Rmin = v� sin l +RVext .

Metoda by to byla zcela neproblematická, pokud by byl galaktický disk neutrálńım
vod́ıkem vyplněn rovnoměrně. Tak tomu však neńı, oblaka se vyskytuj́ı přednostně ve
spirálńıch ramenech, což potom poněkud komplikuje a znejǐst’uje nalezenou rotačńı křivku.
Existuj́ı však i daľśı postupy, které tuto základńı metodu doplňuj́ı a nejistoty minimali-
zuj́ı, takže dnes lze naměřeným rotačńım křivkám docela d̊uvěřovat.

Z pr̊uběhu zjǐstěné rotačńı křivky lze odvodit, jaké je rozložeńı hmoty v Galaxii,
přesněji řečeno, jaký má chod závislost celkové hmotnosti galaktické látky M(R) nachá-
zej́ıćı se uvnitř dráhy o poloměru R. Z rovnosti odstředivého zrychleńı při rovnoměrném
kruhovém pohybu a dostředivého gravitačńıho zrychleńı plyne:

v2(R)
R

= G
M(R)
R2

→ v(R) =

√
GM(R)

R
→ M(R) =

v2R

G
;

dM(R)
dR

=
v2

G
.
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Diskutujme nyńı dvě krajńı situace. V okoĺı centra, v tzv. centrálńı výduti se sférickou
symetríı plat́ı, že hustota látky je zhruba konstantńı, tj. M(R) ≈ R3, v(R) ≈ R. Rychlost
rotace zde roste př́ımo úměrně vzdálenosti, úhlová rychlost oblasti je tedy konstantńı.
Ř́ıkáme pak, že se tato část Galaxie otáč́ı jako tuhé těleso.

Druhým extrémem je př́ıpad, kdy uvnitř oběžné dráhy je obsažena prakticky všechna
hmota soustavy, podobně jako je tomu ve slunečńı soustavě, kde je takřka veškerá hmota
soustředěna v Slunci. M(R) ≈ M , v(R) ≈ 1/

√
R. Tomuto typu diferenciálńı rotace se

ř́ıká Keplerova rotace. S rostoućı vzdálenost́ı klesá nejen rotace, ale i úhlová rotace ω – ta
podle zákona ω(R) ≈ R−3/2.

Dalo by se tedy očekávat, že zpočátku bude v Galaxii rotačńı rychlost r̊ust (vskutku
se pozoruje), pak nabude svého maxima a začne opět pozvolna klesat, jak to odpov́ıdá
Keplerově rotaci. Zpočátku se zdálo, že tomu tak je, oblast ”tuhé rotace“ sahá až do
500 pc, maximum rychlosti nastává v 700 pc od centra (±260 km/s) a pak nastává

”keplerovský pokles“. Hmotnost celé Galaxie byla odhadnuta na 200 miliard Slunćı.
Výzkumy z konce 70. let ukázaly, že pokles rotačńı křivky se na 3 kpc zcela za-

stav́ı, rotačńı rychlost pak začne znovu r̊ust, aby se ve vzdálenosti Slunce (8 kpc) zhruba
zastavila na konstantńı hodnotě. To plat́ı až do vzdálenosti, kam v̊ubec sahaj́ı testovaćı
objekty. V těch mı́stech je ovšem Galaxie natolik ř́ıdce ośıdlena hvězdami a mezihvězdnou
látkou, že je zřejmé, že zde je dynamika Galaxie určována temnou, neviditelnou hmotou.
Tj. to, že křivka ve velké vzdálenosti neklesá nasvědčuje existenci složky galaxie, jež je
někdy označována jako galaktická koróna – obklopuje a nejsṕı̌se i proĺına disk i halo.

Pokud je tato látka tvořena baryony, pak se nejnadějněǰśı zdá hypotéza, že jde o
množstv́ı chladnoućıch WD – poz̊ustatky vývoje hvězd prvńı generace. Vzhledem k

”zemským“ rozměr̊um a ńızké teplotě (cca 4000 K) je zářivý výkon těchto objekt̊u ńızký.
Přesto byly tyto hvězdy v okoĺı Slunce nalezeny (HST, 2000: až 50% hmoty galaxie může
být v těchto velmi starých a málo sv́ıtivých WD). Je ovšem otázkou, zda je jejich pro-
storová hustota dostačuj́ıćı k vysvětleńı temného hala Galaxie a zda se vyskytuj́ı i ve
velmi velkých vzdálenostech od galaktického centra. Jistá část baryonové látky může být
obsažena v rozsáhlých galaktických oblaćıch plynu.

Z řady daľśıch, v́ıceméně nepř́ımých náznak̊u vyplývá, že podstatná část neviditelné
hmoty v Galaxii bude mı́t nebaryonovou povahu. V této souvislosti se hovoř́ı o reliktńıch
neutrinech 33 s nenulovou klidovou hmotnost́ı.

33 Částice, jež vznikly krátce po Big Bangu. Od ostatńı látky se oddělily ve chv́ıli, kdy začala být pro
ně pr̊uhledná. Koncentrace rel. n., stejně jako rel. foton̊u, převyšuje koncentraci baryon̊u o 9 až 10 řád̊u.
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Poznámka o stabilitě kruhové dráhy v gravitačńım poli; potenciál φ(R,ϑ, z, t) + předpoklady :
pole konzervativńı (φ 6= φ(t)), osová symetrie (∂φ/∂ϑ = 0), rovinná symetrie (φ(R, z) = φ(R,−z)).

Z těchto symetríı dostaneme integrály pohybu, tj. energii a moment hybnosti

E = [Ṙ2 + ϑ̇2R2 + ż2] + φ , hz = ϑ̇R2 = ΘR ,

tj. Θ = ϑ̇R (jde vlastně o vztah v = ωr nebot’ ϑ̇ = ω). Z výrazu pro E ještě dostaneme R̈ = Rϑ̇2−∂φ/∂R
a z̈ = −∂φ/∂z, z výrazu pro hz dostaneme d(R2ϑ̇)/dt = −∂φ/∂ϑ = 0.

Předpokládáme, že potenciál je separovatelný, zaj́ımá nás kruhová dráha, ignorujeme tedy z -složku
a R = R0, tj. R̈ = 0, odtud

R0ϑ̇
2
0 =

∂φ

∂R
=

Θ2
0

R
.

Mom. hyb. kruhové dráhy označme h0 = Θ0R0 = ϑ̇0R
2
0, s využit́ım předcházej́ıćıho vztahu dostáváme

h2
c = Θ2

0R
2
0 = ϑ2

0R
4
0 = R3

0

(
∂φ

∂R

)
.

Uvažujme bĺızké okoĺı kruhové dráhy R = R0 +R1, R1 � R0,

R̈ = R̈1 = (R0 +R1)ϑ̇
2 −

(
∂φ

∂R

)
0

−R1

(
∂2φ

∂R2

)
0

+ . . . ,

R̈1 = (R0 +R1)
h2

R0 +R1

4

−
(
∂φ

∂R

)
0

−R1

(
∂2φ

∂R2

)
0

,

R̈1 =
h2

R3
0

(1− 3R1/R0)−
∂φ

∂R

∣∣
0
−R1

∂2φ

∂R2

∣∣
0
.

Dále pokračuji v řešeńı pouze pro dráhy, h = hc

R̈1 =
h2

c

R3
0

(1− 3R1/R0)−
∂φ

∂R

∣∣
0
−R1

∂2φ

∂R2

∣∣
0
,

R̈1 =
∂φ

∂R

∣∣
0
− ∂φ

∂R

∣∣
0
− 3

∂φ

∂R

∣∣
0

R1

R0
−R1

∂2φ

∂R2

∣∣
0
,

R̈1 = −
(
∂2φ

∂R2
+

3

R

∂φ

∂R

)
0

.R1 .

Pokud je výraz v závorce < 0, je dráha nestabilńı, pokud je > 0 je stabilńı!

−
(
∂2φ

∂R2
+

3

R

∂φ

∂R

)∣∣
0
> 0 ,

R3 ∂

∂R

(
R3 ∂φ

∂R

)
0

> 0 ,

protože R3 > 0 vždy → pokud śıla (∂φ/∂R) klesá pomaleji než R3, tvrzeńı plat́ı! Tj. v gravituj́ıćıch
systémech jsou kruhové dráhy stabilńı! Označ́ıme

κ2 =

(
∂2φ

∂R2
+

3

R

∂φ

∂R

)
,

κ je tzv. epicyklická frekvence, jde o frekvenci oscilaćı kolem kruhové dráhy . . . Lze odvodit, že ω2 =
= −4B(A−B)

.
= 36 km/s . . . Viz doplňky . . .

• Spirálńı struktura Galaxie: Na základě analogie s jinými galaxiemi již dlouho
panovala domněnka, že i naše Galaxie jev́ı jistou spirálńı strukturu. Jej́ı skutečný výzkum
začal vlastně až v roce 1953, kdy se podařilo hodnověrně určit vzdálenosti hvězdných
asociaćı. Později byla poloha spirálńıch ramen stanovena i optickým pozorováńım daľśıch
typ̊u hvězdných objekt̊u, které se k nim vážou. Bohužel tuto metodu lze použ́ıt jen na
vyšetřováńı spirálńı struktury v bezprostředńım okoĺı Slunce. Ve větš́ı vzdálenosti jsou
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tyto objekty pozorovatelsky nedostupné v d̊usledku enormně vysoké extinkce v optickém
oboru spektra.

T́ımto neduhem netrṕı sledováńı vybraných objekt̊u v dlouhovlněǰśıch částech elek-
tromagnetického spektra, zejména v infračerveném a rádiovém oboru. Současný obraz
globálńı spirálńı struktury Galaxie se oṕırá zejména o rádiová pozorováńı oblak̊u ne-
utrálńıho vod́ıku H I na vlnové délce 21 cm a molekulových oblak̊u, které se sleduj́ı
hlavně v čarách oxidu uhelnatého (CO).

Při rádiovém měřeńı jsme schopni dostatečně přesně určit směr, odkud k nám zářeńı
dotyčného oblaku mezihvězdné látky přicháźı, jistým problémem je však stanoveńı jeho
vzdálenosti. Ta se stanovuje nejčastěji pomoćı naměřené radiálńı rychlosti dotyčného ob-
laku, která je v rozhoduj́ıćı mı́̌re určena kruhovou galaktickou rotaćı. Pozorovaná radiálńı
rychlost oblaku RV pozorovaného v galaktické délce l je pak dána vztahem:

RV = R�(ω(R)− ω�) sin l → ω(R) =
RV

R� sin l
+ ω� .

Pomoćı nalezené radiálńı rychlosti tak lze určit hodnotu úhlové rychlosti oběhu oblaku
kolem centra ω(R) ve vzdálenosti R. Vzhledem k tomu že jde o funkci klesaj́ıćı, lze pomoćı
ńı jednoznačně určit vzdálenost oblaku od galaktického centra. Pozorujeme-li v polorovině
odvrácené od centra, pak nám tento údaj poslouž́ı k jednoznačné lokalizaci oblaku v
prostoru. V opačném př́ıpadě pak dostáváme dvě možná řešeńı polohy, mezi nimiž muśıme
rozhodnout pomoćı jiných kritéríı, např. podle pozorované úhlové velikosti dotyčného
oblaku (vzdáleněǰśı oblak stejných rozměr̊u se bude jevit pod menš́ım úhlem). V každém
př́ıpadě však tento krok vnáš́ı do interpretace pozorováńı nepř́ıjemnou nejistotu. Tato
nejistota však neńı jediná.

Předně v určitém směru v galaktické rovině málokdy pozorujeme jen jediný oblak, ale
oblak̊u celou řadu, přičemž r̊uzně intenźıvńı spektrálńı čáry vyśılané r̊uznými oblaky se
vzájemně překrývaj́ı – bývá tedy leckdy sporné, jak pozorovaný profil př́ıslušné čáry hod-
nověrně rozložit na jednotlivé složky a pro ně stanovit jejich radiálńı rychlost. Z našich
pr̊uzkumů spirálńı struktury jsou bohužel vyloučeny velmi zaj́ımavé oblasti ve směrech k
centru a anticentru. Tam je totiž radiálńı rychlost prakticky nulová a jednotlivé oblaky
nelze ani rozlǐsit ani určit jejich polohu. Rozhoduj́ıćı slabinou této metody je fakt, že
velmi citlivě záviśı na naš́ı znalosti reálného pr̊uběhu rotačńı rychlosti ω(R) v celém roz-
sahu viditelné Galaxie. Bohužel tak dokonalou představu o vlastnostech galaktické rotace
zat́ım nemáme, takže i všechny závěry, které se o ni oṕıraj́ı je nutno brát s dostatečnou
rezervou.

Důsledkem této situace je pak skutečnost, že obrazy spirálńı struktury naš́ı Galaxie
poř́ızené r̊uznými metodami si odpov́ıdaj́ı jen v hrubých rysech, v d̊uležitých detailech,
jimiž může být i celkový počet ramen (část astronomů soud́ı, že ramena jsou čtyři, jińı
se klońı k názoru, že Galaxie má ramena pouze dvě), se vzájemně lǐśı.

Pokud bychom pozorovali naši Galaxii ze strany severńıho galaktického pólu, pak
budeme konstatovat, že galaktická rotace prob́ıhá v témže smyslu jako otáčeńı hodinových
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ručiček. Spirály v Galaxii, stejně jako i v jiných spirálńıch galaxíı, se ”zavinuj́ı“, přesněji
řečeno p̊usob́ı tak, jako by je diferenciálńı rotace postupně utahovala. 34 Během několika
otáček by se spirály utáhly natolik, že by jakákoli spirálńı struktura zmizela. Už Bertil
Lindblad, který se problematikou spirálńı struktury galaxíı zabýval od roku 1927 až do
své smrti však ukázal, že ono ”utahováńı“ bude asi jen domnělé. Vzhledem k tomu,
že tato struktura je v́ıceméně ”povinná“ ve všech galaxíıch s diskem, je zřejmé, že se
udržuje po deśıtky otoček galaxie. Možné je to jen tak, že pozorovaná spirálńı ramena
nejsou tvořena stále týmiž objekty.

Vše nasvědčuje tomu, že tzv. velké spirály prostupuj́ıćı celou galaxíı rotuj́ı konstantńı
úhlovou rychlosti (jako tuhé těleso), a to v témže směru jako hvězdy. 35 Od centra až
po tzv. oblast korotace je galaktická rotace úhlově rychleǰśı než rotace spirálńı struktury.
Poloměr korotace, kde se obě rychlosti srovnávaj́ı, lež́ı pobĺıž vněǰśıho okraje spirálńıch
ramen. Znamená to, že ve většině rozsahu spirálńıch ramen objekty disku procházej́ı
spirálńımi rameny z jejich vnitřńı strany.

Dlouhá spirálńı ramena tak nejsou tvořena stále týmiž objekty, ale představuj́ı jistou
hustotńı vlnu resp. potenciálovou brázdu. Objekty, které právě procházej́ı hustotńı vlnou
se v ńı poněkud pozdrž́ı a jejich prostorová hustota se zde zvýš́ı. 36

Skutečné zvýšeńı prostorové hustoty v oblasti spirálńıch ramen je ovšem poměrně
nevýrazné a spirálńı struktura, pokud by byla definována pouze hvězdami, jež se právě
při své pouti zdržuj́ı v oblasti ramen, by nás asi stěž́ı upoutala. Mnohem d̊uležitěǰśı
z tohoto hlediska je chováńı molekulových oblak̊u, které při svém oběhu kolem centra
Galaxie doslova tvrdě ”naraźı“ na spirálńı rameno. Oblaky se po nárazu zplošt́ı, zahust́ı
se, což v nich podpoř́ı vznik nových hvězd, zejména pak hmotných a tud́ıž silně zářivých.
Ty pak d́ıky svému mimořádnému výkonu značkuj́ı mı́sto svého zrodu. Vzhledem k tomu,
že se životńı doby těchto hmotných hvězd poč́ıtaj́ı jen na miliony či deśıtky milion̊u let,
nevzdáĺı se za celý sv̊uj aktivńı život př́ılǐs daleko od mı́sta svého zrodu. To je pak
př́ıčinou toho, že krátce žij́ıćı, avšak nepřehlédnutelné objekty, jako jsou asociace OB,
jev́ı tak silnou vazbu na spirálńı strukturu a čińı ji nápadnou.

§ Vývoj hvězd a mezihvězdné látky v Galaxii

Existence hvězdných populaćı s odlǐsným stář́ım, chemickým složeńım a kinematickými
vlastnostmi je d̊usledkem specifického vývoje generaćı hvězd a zejména pak vývoje roz-
ložeńı, pohybových vlastnost́ı a chemického složeńı mezihvězdné látky, z ńıž se hvězdy
tvoř́ı.

Středńı vzdálenosti hvězd v Galaxii jsou řádově 108 větš́ı než jejich rozměry, relativně
pomalé jsou též jejich pohyby – středńı vzdálenost mezi sebou hvězdy uraźı zhruba za
105 let. Doba mezi dvěma po sobě následuj́ıćımi srážkami nebo těsnými přibĺıžeńımi,
při nichž by se výrazně změnil pohybový stav těsně prolétaj́ıćıch hvězd, je o mnoho
řád̊u deľśı než je stář́ı vesmı́ru. Srážky a těsná přibĺıžeńı mezi hvězdami v Galaxii tak
neńı třeba uvažovat (jedinou výjimkou je oblast v bezprostředńım okoĺı centra Galaxie),

34 Určit smysl rotace, tj. zda jde o
”
nav́ıjeńı“ či

”
zav́ıjeńı“, je značně obt́ıžné. Na zav́ıjeńı ukazuj́ı

poč́ıtačové simulace.
35 Nověǰśı práce uváděj́ı, že spirálńı ramena se otáčej́ı kolem centra Galaxie nepř́ılǐs velkou úhlovou

rychlost́ı cca 6 km/s/kpc × úhlová rychlost s ńıž ob́ıhá Slunce kolem Galaxie: 26 km/s/kpc.
36 Hustotńı vlnu lze demonstrovat situaćı, která nastane na dálnici, jestliže na ńı existuje úsek se

sńıženou přikázanou rychlost́ı. Z ptač́ı perspektivy uvid́ıme, že v tomto úseku se nacháźı mnohem v́ıce
aut než jinde. Pokud by se značky s přikázanou rychlost́ı ještě nav́ıc zvolna posouvaly kupředu, byla by
analogie ještě dokonaleǰśı.



330 KAPITOLA 11. GALAXIE A MEZIHVĚZDNÁ LÁTKA

stejně tak neńı nutno uvažovat dynamické d̊usledky pr̊uchodu hvězdy oblaky mezihvězdné
látky – tato prostřed́ı jsou natolik ř́ıdká, že jimi hvězdy pronikaj́ı bez odporu. Z toho
ovšem vyplývá, že kinematika hvězd je od jejich vzniku neměnná, jejich pohyb odpov́ıdá
naprosto věrně pohybu zárodečného materiálu, z něhož tyto hvězdy vznikly.

Stejně tak plat́ı, že povrchové vrstvy hvězd si prakticky po celou dobu aktivńı exis-
tence hvězdy podržuj́ı chemické složeńı odpov́ıdaj́ıćı chemickému složeńı oblaku me-
zihvězdné látky, z něhož vznikly. Toto je d̊usledek skutečnosti, že po svém vzniku se
hvězda d̊ukladně a kompletně promı́chává před t́ım, než se stane hvězdou hlavńı po-
sloupnosti. Jakmile se však v jej́ıch centrálńıch oblastech zažehnou termonukleárńı reakce,
dostatečně účinné kompletńı promı́cháváńı ve hvězdě ustane, takže zplodiny jaderného
hořeńı se do horńıch vrstev hvězdy, které jsou př́ıstupny pozorováńı, nedostanou. Tato si-
tuace trvá prakticky po celou dobu aktivńıho života hvězdy. 37 Pozorované povrchové che-
mické složeńı hvězdy tak velice dobře odpov́ıdá počátečńımu chemickému složeńı oblaku
mezihvězdné látky, z něhož hvězda vznikla. Vývoj rozložeńı, pohybu a chemického
složeńı mezihvězdné látky je tedy i kĺıčem k pochopeńı vývoje Galaxie jako
celku, a zejména pak jej́ı hvězdné složky.

• Etapy vývoje:

1. Krátce po velkém třesku vznikly ve vesmı́ru fluktuace látky, v nichž hmotnostně
převládala temná látka. Jedna z nich, o hmotnosti bilion̊u Slunćı se účinky vlastńı
gravitace uspořádala do v́ıceméně sféroidálńıho útvaru s výraznou koncentraćı látky
k centru. Tato gravitačńı jáma začala vychytávat baryonovou látku tvořenou ze
70 % vod́ıkem a z 30 % heliem, tedy prvky, které vznikly v předcházej́ıćıch etapách
vývoje vesmı́ru. Tato látka zvolna padala směrem k centru zárodku Galaxie.

2. V centru budoućı Galaxie se postupně shromáždil mı́rně zploštělý oblak, složený z
vod́ıku a helia, který zpočátku jen pomalu rotoval. Pohyby plynu v rámci oblaku
byly chaotické, neuspořádané. Velice rychle zde zřejmě vznikla úplně prvńı generace
relativně hmotných hvězd, hypotetických hvězd tzv. populace III. Tyto hvězdy po
několika milionech let aktivńıho života dospěly k závěru svého vnitřńıho jaderného
vývoje a vybuchly jako supernovy typu II. Těsně před vlastńım vzplanut́ım se v těle
hvězdy ustavily mimořádné podmı́nky, při nichž vzniklo i množstv́ı prvk̊u těžš́ıch
než helium. Následný výbuch pak vněǰśı části obohacené o těžš́ı prvky rozmetal do
prostoru. Cáry hvězdy se rozletěly do okoĺı a později promı́sily s mezihvězdným
vod́ıkem a heliem a vytvořily tak zárodečný materiál, z něhož pak začaly vznikat
daľśı generace hvězd.

3. Z mezihvězdného plynu složeného z vod́ıku, helia a malé př́ıměsi těžš́ıch prvk̊u
(Z < 1%) se začala tvořit daľśı generace hvězd, kterou běžně označujeme jako
hvězdy populace II nebo hvězdy tzv. sféroidálńı složky Galaxie. Pohyby nově vznik-
lých hvězd jsou nahodilé, neuspořádané, hvězdy vytvářej́ı jen mı́rně zploštělý sfé-
roid. V této době všeobecného dostatku zárodečné mezihvězdné látky také vzniklo
několik stovek gigantických gravitačně vázaných, sféricky symetrických kulových
hvězdokup. Stář́ı hvězd této generace čińı 10 až 13 miliard let, takže mezi aktivńımi
hvězdami této skupiny se nesetkáme s objekty o hmotnosti větš́ı než 1,2 Slunce.

37 Ke kontaminaci dojde až v závěrečných fáźıch jaderného hořeńı, kdy se hvězda stává rozměrným ob-
rem asymptotické větve. Tehdy se také produkty jaderného hořeńı dostávaj́ı do prostoru prostřednictv́ım
velmi silného hvězdného větru.
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Nejjasněǰśımi hvězdami jsou červeńı obři či př́ıslušńıci asymptotické větve obr̊u.
V okoĺı Slunce se hvězdy této druhé generace prozrad́ı relativně vysokou rychlost́ı
(tzv. vysokorychlostńı hvězdy). I tyto hvězdy se ke konci svého života zbavuj́ı své
látky v d̊usledku pulzaćı a silného hvězdného větru. V př́ıpadě hvězd asymptotické
větve obr̊u, v nichž konvekce čas od času zasáhne i do slupky, v ńıž prob́ıhaj́ı
vod́ıkové reakce cyklu CNO, někdy i do slupky, v ńıž hoř́ı heliové reakce, se do
prostoru dostávaj́ı kromě vod́ıku a helia i atomy těžš́ıch prvk̊u, zejména pak skupiny
C, N, O. Daľśı obohaceńı o těžš́ı prvky sebou přinášej́ı výbuchy supernov.

4. Zat́ımco ke srážkám a těsným přibĺıžeńım hvězd v Galaxii prakticky nedocháźı, ke
srážkám částic mezihvězdného plynu docháźı relativně často. Vzájemné interakce
částic v turbulentńım prostřed́ı jsou př́ıčinou vnitřńıho třeńı, jež vede k tomu, že se
rychlosti v rámci oblaku mezihvězdné látky postupně vyrovnávaj́ı. Ty částice, které
maj́ı malý moment hybnosti klesaj́ı k centru, ty s vyšš́ı hybnosti jsou odeśılány
k periférii. Disperze náhodných rychlost́ı ve směru kolmém k rovině Galaxie po-
stupně klesá, částice postupně sestupuj́ı k rovině Galaxie. V pohybu kolmém záhy
převládne hlavńı směr, směr galaktické rotace. Rychlosti se vyrovnaj́ı, pohyb částic
plynu se stane v́ıce či méně kruhovým. Vněǰśı část sféroidu mezihvězdné látky se po-
zvolna měńı ve stále se ztenčuj́ıćı rotuj́ıćı disk. V disku se objevuje náznak spirálńı
struktury. Z mezihvězdného materiálu se utvář́ı generace starš́ıch hvězd populace I,
hvězd populace tzv. starého disku. Obsah těžš́ıch prvku zde přesahuje 1%’ všechny
hvězdy kolem středu Galaxie putuj́ı v jednom směru, všechny jev́ı koncentraci k
rovině Galaxie. Jejich stář́ı se pohybuje mezi 10 až 5 miliardami let, což ovšem
znamená, že i zde se nesetkáváme s př́ılǐs hmotnými hvězdami: nejhmotněǰśı, do-
sud aktivńı př́ıslušńıci starého disku nejsou hmotněǰśı než 1,5 M�. Nejjasněǰśımi
hvězdami jsou tud́ıž červeńı obři a obři asymptotické větve.

5. Při daľśıch srážkách částic mezihvězdného plynu padá veškerá látka do velmi tenké-
ho disku v galaktické rovině. Supernovy a hvězdy asymptotické větve obr̊u dále obo-
hacuj́ı mezihvězdnou látku, takže jej́ı zastoupeńı Z dosáhne v extrémńıch př́ıpadech
5%. V tenkém disku pozorujeme plochá spirálńı ramena, kde se soustřed’uj́ı mo-
lekulová oblaka, z nichž vznikaj́ı mladš́ı hvězdy populace I, hvězdy mladš́ıho či
nejmladš́ıho hvězdné disku. Nové hvězdy vznikaj́ı i v současnosti. Nejjasněǰśımi
hvězdami jsou velmi hmotné, krátce žij́ıćı hvězdy extrémńı populace I, které svým
výskytem značkuj́ı mı́sto svého zrodu – spirálńı ramena. Právě jim spirálńı galaxie
v současnosti vděč́ı za podstatnou část své iluminace.

Výše uvedené etapy se týkaj́ı vývoje hvězdné složky nacházej́ıćı se ve vněǰśıch částech
této obř́ı soustavy. Vprostřed Galaxie, čili v oblasti galaktické výdutě a jádra, se nacházej́ı
r̊uzně staré hvězdy s menš́ım obsahem těžš́ıch prvk̊u, najdeme tu i mezihvězdnou látku.
Ta tam neustále padá z vněǰśıch část́ı galaxie, zejména z galaktického hala. Jde vesměs
o látku uvolněnou během vývoje hvězd populace II a neńı proto tak znečǐstěna těžš́ımi
prvky, produkty jaderného hořeńı. Svým vzhledem a vlastnostmi se tato oblast podobá
obř́ı kulové hvězdokupě nebo eliptické galaxii. Dlužno poznamenat, že i zde v současnosti
vznikaj́ı nové hvězdy, vesměs málo hmotné.

Dynamiku vlastńıho centra Galaxie ovlivňuje masivńı centrálńı černá d́ıra, která po-
hlcuje část okolńı mezihvězdné látky, část látky vyfukuje do prostoru, zpravidla ve směru
kolmém k rovině Galaxie. Působ́ı př́ımo i na hvězdy, které projdou v jej́ı bĺızkosti, při
velmi těsných pr̊uchodech hvězdy slapovými silami trhá.
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Důležitým momentem ve vývoji a vněǰśım vzhledu galaxie je tzv. galaktický kani-
balismus – sléváńı bud’ celých galaxíı nebo jejich část́ı při vzájemném, nejlépe ne př́ılǐs
prudkém setkáńı. Stává se pravidlem, že při takovém setkáńı si část galaxie přivlastńı
hmotněǰśı nebo koncentrovaněǰśı galaxie. 38 Přivlastněný mezihvězdný materiál při aktu
galaktického kanibalismu přitéká zvenč́ı a střetává se s mı́stńı mezihvězdnou látkou,
zahušt’uje ji a docháźı zde k současnému vzniku i několika tiśıc̊u i statiśıc̊u hvězd. Velćı
galaktičt́ı kanibalové jsou obklopeni tiśıci kulových hvězdokup, které, na rozd́ıl od naš́ı
Galaxie, mohly vzniknout teprve nedávno. V bezprostředńım okoĺı pozorujeme projevy
kanibalismu mezi naš́ı Galaxíı a jej́ımi galaktickými souputńıky, relativně velké Magella-
novy mraky nevyj́ımaje.

§ Ciźı galaxie

Hubbleovo klasické tř́ıděńı:
a) galaxie eliptické = eliptická forma bez jakékoliv výrazněǰśı vnitřńı struktury;

označuj́ı se ṕısmenem E a č́ıslem z, které vyjadřuje mı́ru elipticity (z = 10[(a− b)/a], kde
a je velká a b malá poloosa)

b) normálńı spirálńı galaxie = vyznačuj́ı se jasným jádrem, které samo o sobě
připomı́ná galaxie eliptické; k jádru se přimykaj́ı většinou dvě symetricky orientovaná
spirálńı ramena; označené S; k tomuto ṕısmenu se připojuj́ı a, b, c, d, která znač́ı v
daném pořad́ı klesaj́ıćı velikost jádra (vzhledem k zdánlivému rozměru ramen); zvláštńı,
jakýsi přechodný typ mezi E a S galaxiemi jsou vřetenovité galaxie označované jako S0

c) spirálńı galaxie s př́ıčkou = ramena se napojuj́ı na př́ıčku, která procháźı
jádrem; označeńı SB; ṕısmena a, b, c opět vyjadřuj́ı velikost a výraznost jádra; vyznačuj́ı
se výrazněǰśı symetríı než normálńı galaxie

d) nepravidelné galaxie = charakteristické neuspořádaným vzhledem, struktura
nemá žádnou výraznou pravidelnost; označované Irr; existuj́ı zde 2 skupiny: Irr I jsou
galaxie, které v Hubbleově tř́ıděńı můžeme zařadit za typ Sc resp. Sd, obsahuj́ı velké
množstv́ı mladých hvězd typu O, B a mezihvězdné hmoty, v některých lze dokonce pozo-
rovat náznak ramen; naopak Irr II jsou skutečně nepravidelné/amorfńı útvary, neobsahuj́ı
hvězdy jasněǰśı než M = 4,0; obsahuj́ı též značné množstv́ı mezihvězdného plynu a prachu

+ ostatńı či zvláštńı typy jsou zastoupeny cca 13%; např. Seyfertovy galaxie jež
maj́ı malé, ale neobvykle jasné jádro s pohyby plyn̊u až 5000 km/s, kompaktńı zdroj
rádiového zářeńı; rádiové galaxie se vyznačuj́ı nadbytkem rádiového zářeńı (v porovnáńı
k zářeńı optickému), jde většinou o nejhmotněǰśı galaxie E, rádiové zářeńı vycháźı obvykle
ze dvou lalok̊u vyvržených z galaxie do dvou protilehlých směr̊u téměř rychlost́ı světla,
zářeńı netepelné – synchrotron, vyvržené útvary větš́ı než samotná galaxie (vzdálenosti
od jádra až stovky kpc); N-galaxie maj́ı jasně viditelné malé jádro, které produkuje
velkou část zářeńı celé galaxie, silně zář́ı v rádiovém a UV oboru (vlastnostmi tvoř́ı
přechodný typ mezi normálńımi galaxiemi a kvasary); podobné jsou modré kompaktńı
galaxie (BCG), ale vyzařuj́ı jen málo rádiového zářeńı; QSG = kvazistelárńı galaxie,
též kvasagy – malé, velmi husté galaxie se slabš́ım rádiovým zářeńım; QSO = kvazis-
telárńı objekty, kvasary – 1963, je jich asi stokrát méně než QSG, velmi malé úhlové
rozměry, široké emisńı a úzké absorpčńı čáry, silné rádiové zářeńı, značný rudý posuv, tj.

38 Hlavńı roli při procesu kanibalismu hraj́ı neviditelné sféroidy (hala) temné látky. Jsou to jejich vlast-
nosti, jež určuj́ı,

”
která z galaxíı vyhraje“. V optickém oboru pozorujeme až výsledky tohoto střetnut́ı,

kdy se mezi jinak relativně vzdálenými galaxiemi realizuj́ı r̊uzné mosty či vlákna kudy proud́ı látka z
jedné galaxie do druhé.
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nejvzdáleněǰśı a nejsv́ıtivěǰśı vesmı́rné objekty (5.1040 W)

Původńı Hubbleova myšlenka, že naznačené tř́ıděńı ukazuje vývoj galaxíı nepravděpo-
dobná. Tvar sṕı̌se záviśı na úhlovém momentu – vyšš́ı koncentrace hmoty v jádře pomalu
rotuj́ıćıch galaxíı vede sṕı̌se k eliptickým útvar̊um, rychle rotuj́ıćı systémy sṕı̌se k plochým
galaxíım se spirálńımi rameny. Celková hmotnost zřejmě př́ılǐs neovlivňuje tvar, lze naj́ıt
trpaslič́ı eliptické galaxie, u kterých celková hmotnost neńı pravděpodobně vyšš́ı než
105 M�, právě tak jako obř́ı útvary s celkovou hmotnost́ı 1013 M�. Rozsah hmotnost́ı
spirálńıch galaxíı je o něco menš́ı, od 109 do 1012. Nicméně trpaslič́ı galaxie (od 105 do
107 M�) jsou převážně eliptické nebo nepravidelné.

Od E0 přes S0 k Sd resp. SBc až k Irr klesá poměr M/L. To znamená, že galaxie
eliptické, zejména E0 maj́ı nejmenš́ı světelný výkon na jednotku hmotnosti, nepravidelné
naopak největš́ı. Př́ıčina rostoućıho světelného výkonu je v zastoupeńı mezihvězdné látky
(E0 0,2%, Sb 3%, Sc 20%, Irr 37%), ze které vznikaj́ı mladé hvězdy s velkou sv́ıtivost́ı.

§ Dodatek o soustavách galaxíı, rozložeńı galaxíı v prostoru

Galaxie se vyskytuj́ı velmi zř́ıdka v prostoru izolovaně, většinou tvoř́ı r̊uzně početné
skupiny (od v́ıcenásobných galaxíı a malých skupin (groups) s cca 10 členy až po velké
kupy (clusters) s cca 1000 členy). Naše Galaxie společně s SMC, LMC a M31 patř́ı k tzv.
mı́stńı skupině galaxíı, jež má v oblasti o rozměru 0,8 Mpc cca 30 člen̊u (většina jsou
trpaslič́ı galaxie).

Pozoruj́ı se dva typy kup galaxíı – pravidelné (sférický tvar, galaxie v nich obsažené
značně koncentrované ke středu kupy) a nepravidelné. Typ kupy zpravidla odpov́ıdá
typu galaxíı, které v ńı převažuj́ı, tj. v pravidelných převažuj́ı eliptické, v nepravidelných
spirálńı a nepravidelené galaxie.

Nadkupy galaxíı (superclusters) pak představuj́ı obrovská soustředěńı tiśıc̊u až sta-
tiśıc̊u galaxíı, vždy tvořené větš́ım počtem kup a skupin. Určitá nadkupa neńı izolo-
vaným celkem, ale obvykle je v kontaktu nebo se proniká se sousedńımi nadkupami.
Typická hmotnost zář́ıćı látky nadkup je cca 1015 − 1016 M�. (Např. mı́stńı nadkupa v
souhvězd́ı Panny, kam patř́ı zřejmě i Mı́stńı skupina, jež lež́ı bĺızko jej́ıho okraje. Nutno
si ale uvědomit, že kupy a nadkupy budou sṕı̌se ”volná sdružeńı“ než hierarchický útvar
v pravém slova smyslu – soustava může být jen tehdy soustavou, pokud každá jej́ı část
je část́ı celku; rozhoduj́ıćı je zde gravitačńı śıla, která se š́ı̌ŕı c; pokud je tedy soustava
př́ılǐs velká, pak každá část se bude vyv́ıjet v́ıceméně samostatně a celek se prosad́ı jen v
omezené mı́̌re.)

Ve skutečně velkých měř́ıtkách už nenalézáme hierarchicky uspořádané soustavy,
ale naopak stejnorodé rozmı́stěńı útvar̊u. Celá pozorovatelná oblast vesmı́ru – někdy
nazývaná metagalaxíı – je vcelku rovnoměrně vyplněna velkorozměrovou strukturou,
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která připomı́ná mýdlovou pěnu/myćı houbu . . . Pozoruj́ı se tlustá vlákna či sṕı̌se stěny,
jinde proluky/kaverny. Typický rozsah těchto velkorozměrových struktur je 50 - 100 Mpc.
Kupy jsou uspořádány do těchto struktur, nadkupy se vyskytuj́ı zejména v mı́stech styku
vláken nebo stěn. V měř́ıtku přes 100 Mpc je již rozděleńı hmoty homogenńı a izotropńı.

Velké struktury se také projevuj́ı gravitačně – okolńı galaxie se k nim přibližuj́ı, což
se projevuje odchylkami od Hubbleova vztahu. Např. Velký poutač (Great Attractor) ve
vzdálenosti cca 100 Mpc směrem do Hydry a Kentaura. Galaxie mezi námi a G. A. se
vzdaluj́ı větš́ı rychlost́ı, galaxie za G. A. se vzdaluj́ı menš́ı rychlost́ı . . .

§ Dodatek o nukleosyntéze

Jaderné reakce ve hvězdách vedou ke vzniku prvk̊u hmotněǰśıch než je vod́ık. Ke vzniku
helia vede p-p a CNO cyklus. Poč́ınaje 3α procesem vznikaj́ı těžš́ı prvky. Uhĺık, který
vzniká t́ımto procesem, se může zúčastnit daľśıch reakćı:

12C (α, γ) 16O, (+7, 15 MeV)
16O (α, γ) 20Ne, (+4, 75 MeV)

20Ne (α, n) 24Mg, (+9, 31 MeV)

Posledńı reakce je významná t́ım, že může produkovat volné neutrony, které pak umožňuj́ı
syntézu těžš́ıch prvk̊u (snadno projdou coulombovským valem, maj́ı největš́ı pravděpo-
dobnost, že budou zachyceny). Procesy vedoućı ke vzniku lehč́ıch prvk̊u lze shrnout:

• 4He vzniká spalováńım vod́ıku; 3He při nedokončené p-p reakci

• Li, Be, B vznikaj́ı většinou mimo hlavńı jaderné procesy, t́ım lze vysvětlit i jejich
relativně ńızké zastoupeńı

• 12C, 16O, 18O, 22Ne vznikaj́ı spalováńım helia; isotopy 14N, 13C, 15N, 17O jsou
produktem neukončeného CNO cyklu

• 20Ne, 24Mg, 26Al, 28Si, 30P, 32S vznikaj́ı spalováńım uhĺıku resp. kysĺıku

Obecně lze ř́ıci, že během života hvězdy docháźı ke vzniku prvk̊u postupně, a to tak, že
tehdy, kdy je spotřebováno kritické množstv́ı prvku méně hmotného, nastouṕı v plné in-
tenzitě proces spalováńı prvku s vyšš́ı hmotnost́ı, který je produktem procesu předešlého.
Na vzniku prvk̊u těžš́ıch než A = 32 se pod́ılej́ı následuj́ıćı děje:

• α-proces: syntéza prvk̊u pomoćı α částic při teplotách 109 K, tj. procesem (α, γ),
kdy mohou vznikat prvky až do 40Ca; uplatňuje se tehdy, jestliže helium v jádru
plně nevyhořelo

• p-proces: produkuje vzácněǰśı lehké prvky v prostřed́ı, kde je zachováno velké
množstv́ı jader vod́ıku a prob́ıhá při teplotách kolem 2, 5.109 K

• e-proces: vede ke vzniku prvk̊u skupiny železa: V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni; teploty
4.1010 K, relativńı počet proton̊u/neutron̊u = 300

• s-proces: hraje d̊uležitou roli při budováńı prvk̊u těžš́ıch než železo – produkuje
např. Sr, Zr, Ba, Po zachyceńım neutron̊u jádry lehkých prvk̊u nebo prvk̊u skupiny
železa; prob́ıhá pomalu ve srovnáńı s β rozpadem, který prob́ıhá souběžně
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• r-proces: s-proces, avšak rychle prob́ıhaj́ıćı vzhledem k β rozpadu; umožňuje vznik
těžkých prvk̊u (235U, 238U) na úkor prvk̊u skupiny železa 39

Pozn. – Dostouṕı-li centrálńı teplota hvězdy 4.1010 K a hustota 108 g/cm3, kdy vzni-
kaj́ı prvky skupiny železa, konečný stav vyúst́ı v rovnovážné zastoupeńı 56Fe vzhledem
k ostatńım stabilńı prvk̊um (železo je nejstabilněǰśı, má největš́ı vazebnou energii na je-
den nukleon; jako exotermické mohou prob́ıhat jen ty reakce, jejichž produkt má vyšš́ı
vazebnou energii na jeden nukleon, než p̊uvodńı prvek, tj. pro vznik těžš́ıho jádra A > 56
z prvku lehč́ıho, je energie spotřebována . . . ); rovnováha je equilibrium, odtud e−proces.

Nadměrným vytvořeńım těžš́ıch prvk̊u by došlo k ochlazeńı hvězdného materiálu,
procesy vedoućı ke vzniku prvk̊u těžš́ıch než A > 56 nejsou zdroji hvězdné energie. Nav́ıc
těžká jádra jsou odolná proti vniknut́ı nabité částice, pravděpodobnost, že těžký prvek
bude proměněn např. reakćı s protonem v ještě těžš́ı je tak malá, že i za vysokých teplot
a velké hustoty proton̊u by charakteristický čas takové reakce byl srovnatelný s dobou
života pr̊uměrné hvězdy slunečńıho typu.

Toto ovšem neplat́ı o neutronech. Teoreticky možno i lehké prvky změnit v těžš́ı po-
moćı bombardováńı neutrony. Těžké prvky mohou t́ımto zp̊usobem vznikat i za poměrně
ńızkých teplot. Ovšem neutrony nejsou produkovány při p-p reakci ani CNO cyklu v do-
statečném množstv́ı a jejich koncentrace se podstatněji zvýš́ı teprve v pokročileǰśım stádiu
spalováńı uhĺıku. Poněkud př́ıznivěǰśı situace nastává tehdy, jestliže hvězdná látka již od
počátku obsahuje větš́ı množstv́ı těžš́ıch prvk̊u jako uhĺıku, duśıku apod., které umožňuj́ı
α reakce uvolňuj́ıćı neutrony, jako je 13C (α, n) 16O apod.

Dokud je koncentrace volných neutron̊u ńızká, je malá pravděpodobnost jejich srážek
s jádry a vznik těžkých prvk̊u prob́ıhá pomalu. Nav́ıc jen izotopy s dlouhým poločasem
rozpadu přisṕıvaj́ı k tomuto ději podstatněǰśı měrou – ty méně stabilńı se rozpadaj́ı dř́ıve,
než dojde k zachyceńı daľśıch neutron̊u potřebných k tomu, aby jádro dosáhlo stability.40

Jelikož proces prob́ıhá pomalu (slow), označuje se jako s-proces.
Při r-procesu, který vyžaduje poměrně velkou koncentraci neutron̊u, je pravděpodob-

nost jejich srážky s jádry podstatně větš́ı. Prob́ıhá tedy rychle – rapid. Umožňuje vznik
těžkých prvk̊u reakcemi, kdy meziprodukt může být i velmi nestabilńı izotop.

Za teplot 109 K a větš́ıch je v jádru rovněž obrovské množstv́ı γ kvant tepelného
p̊uvodu s energiemi � 1 keV, jež umožňuj́ı fotodisociaci/fotodesintegraci = reakce, při
kterých je pohlceńım takového kvanta uvolněn proton, neutron nebo částice α. Takovéto
reakce napomáhaj́ı vzniku stabilněǰśıch prvk̊u (např. u křemı́ku nebo śıry, ze kterých
takto uvolněné nukleony vytvoř́ı jádra skupiny železa).

Tj. veškeré pochody jaderného spalováńı během aktivńıho života hvězdy vedou k 56Fe,
k hlavńımu konečnému produktu. Nitra hvězd vyplněna ”železným popelem“ pozbývaj́ı
schopnosti vyvolat daľśı proces, který by zajistil uvolňováńı jaderné energie po deľśı čas.
Většina prvk̊u lehč́ıch než A < 56, kromě vod́ıku, jsou zbytky spalovaćıho procesu z
předchoźıch etap ve vývoji hvězdy a těžké prvky jsou produkty sṕı̌se vedleǰśıch proces̊u,
při kterých d̊uležitou úlohu hraj́ı volné neutrony.

39 Tj. při gravitačńım kolapsu/výbuchu supernovy, kdy se hvězdné plazma zahřeje řádově na 100-200
mld. K, proběhne mnoho termonukleárńıch reakćı, jádra dř́ıve vybudovaná jsou tř́ı̌stěna na fragmenty
a nukleony. V mohutných toćıch volných energetických proton̊u a neutron̊u docháźı k pestré směsici
termonukleárńıch reakćı a ke vzniku daľśıch chemických prvk̊u/jader. Mezi dvěma zachyceńımi neutronu
je kratičká doba, tj. nemůže doj́ıt k β rozpadu.

40 Jako jsou např. prvky s A = 90, 138, 208, které maj́ı uzavřené neutronové slupky s celkovým sudým
počtem neutron̊u 50, 82, 126.
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Vyhasnut́ı exotermických reakćı ovšem vede ke smršt’ováńı hvězdy a opětovnému
zvyšováńı centrálńı teploty. U hmotných hvězd docháźı k zhrouceńı centrálńı části v
poměrně krátkém čase a k zvýšeńı teploty na 1010 K. Tehdy ani jádro 56Fe neńı sta-
bilńı a rozpadá se následkem intenzivńı fotodisociace. Jelikož ostatńı prvky jsou ještě
méně stabilńı, lze předpokládat, že 56Fe se rozpadne až na jednotlivé nukleony, při tom
je samozřejmě spotřebováno značné množstv́ı energie, docháźı tedy k značnému ochla-
zeńı centrálńı části hvězdy, d̊usledkem je smršt’ováńı prob́ıhaj́ıćı rychlost́ı volného pádu.
Gravitačńı zhrouceńı hvězdy je zastaveno jen tehdy, až dojde k degeneraci neutronového
plynu při hustotách bĺıž́ıćıch se hustotě nukleon̊u, tj. 1014 až 1015 g/cm3. Při tomto
ději docháźı i k vzniku velkého množstv́ı neutrin (předevš́ım anihilaćı dvojice e−, e+).
Ohromný proud neutrin a antineutrin unikaj́ıćı z hrout́ıćıho se jádra odeb́ırá značnou
část energie, takže zbylá energie nestač́ı k tomu, aby došlo k opětovné expanzi ještě před
t́ım, něž nastane stav degenerace. Podstatně jiná je situace ve vněǰśıch vrstvách hvězdy,
kde mohou ještě dozńıvat jaderné reakce, popř. v d̊usledku intenzivńıho proudu neutron̊u
vznikat i těžš́ı prvky. Výše popsaný děj vede patrně k výbuchu supernovy, jsou odvrženy
vněǰśı vrstvy, zbytek = NS.

Ovšem vznik prvk̊u ve vesmı́ru nelze vysvětlit pouze termonukleárńımi reakcemi ve
hvězdných tělesech, i když je nesporné, že určité množstv́ı hmoty v pr̊uběhu času procháźı
r̊uznými stavy, kdy se vystř́ıdá vysoká teplota a tlak v nitru hvězd s ńızkým tlakem
mezihvězdného a mezigalaktického prostřed́ı. Tento proces je označován jako astrace, viz
předchoźı části – Vývoj látky v galaxii.

Výbuchy supernov jsou tedy d̊uležité pro obohaceńı galaktického prostoru těžš́ımi
prvky. Avšak s prvky lehč́ımi – alespoň s heliem a deuteriem – je nutno poč́ıtat už
v ranném stádiu vývoje vesmı́ru. Jelikož termojaderné procesy jsou nejúčinněǰśı me-
chanismem pro vznik lehkých jader z proton̊u a deuteron̊u, hledá se p̊uvod takových
prvk̊u v hustém mimořádně teplém prostřed́ı, které předcházelo obdob́ı vzniku galaxíı,
viz pr̊uběh Velkého třesku, kdy již po cca 100 s mohlo vznikat prvotńı D, 3He a těžš́ı
prvky. Teplota byla dostatečně vysoká (kT > 1, 3 MeV), nastává rovnováha pro reakci
typu p+ e− ↔ n+ ν, n+ e+ ↔ p+ ν̄. Poměr počtu proton̊u a neutron̊u je možno zjistit
z Boltzmannovy rce Np/Nn = exp[−1, 3MeV/kT ] ∼ 1. Za těchto poměr̊u snadno vzni-
kalo deuterium procesem n + p ↔ D + γ, které je ovšem za velmi vysokých teplot opět
fotodisociováno. Při teplotách kT ∼ 1 MeV a menš́ıch se proces D + γ ↔ n + p prak-
ticky zastavuje a zbylé deuterium z̊ustává zachováno. Tehdy ovšem klesá i počet volných
neutron̊u vzniklých za vyšš́ıch teplot. Životńı doba volného neutronu je cca 103 s. Zna-
mená to, že do 103 s po počátku vesmı́ru se téměř všechny neutrony bud’ rozpadnou
(n+ P → e− + ν̄) nebo podmı́ńı vznik deuteria, které pak dále vytvář́ı 3He, 4He. V roz-
hoduj́ıćım okamžiku, tj. cca 1000 s ”po startu“, tak ustávaj́ı jaderné reakce, při nichž
vzniklo pravděpodobně přes 90% dnes existuj́ıćıho helia, výsledný poměr 4He/H ≥ 0, 1.
Viz též Relativita, scénář Big Bangu . . .
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Kapitola 12

Slunce

Slunečńı fyzika: Globálńı charakteristiky Slunce, slunečńı aktivita, magnetická pole
na povrchu Slunce, procesy v erupćıch. Pozorováńı Slunce v r̊uzných oborech spektra.
Helioseismologie.

• Globálńı charakteristiky Slunce, slunečńı aktivita. 1

• Magnetická pole na Slunci. Erupce, procesy v erupćıch. 1

• Vnitřńı stavba slunce,helioseismologie. 1

• Charakteristika Slunce v r̊uzných oborech spektra, spektrálńı diagnostika struktury
slunečńı atmosféry. 1

1pro absolventy přednášky Slunečńı fyzika
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12.1. SLUNCE – ZÁKLADNÍ CHARAKTERISTIKA 339

12.1 Slunce – základńı charakteristika

Stavba Slunce je určena předevš́ım jeho hmotnost́ı a chemickým složeńım. Slunce sestává
předevš́ım z vod́ıku a hélia – zastoupeńı ve fotosféře je 90,965 % pro vod́ık, 8,889 % pro
hélium. Hmotnost společně s daľśımi základńımi údaji o Slunci je možno naj́ıt v tabulce.

stář́ı 4, 6× 109 let
středńı vzdálenost Země – Slunce (1 AU) 149, 598× 106 km
hmotnost 1, 989× 1030 kg
pr̊uměrný poloměr 695, 995× 106 m
povrch 6, 087× 1018 m2

objem 1, 412× 1027 m3

úniková rychlost 617, 7 km.s−1

gravitačńı zrychleńı na rovńıku 274, 0 m.s−2

zářivost 384, 6× 1024 J.s−1

výkon 1 m2 63, 29× 106 J.m−2.s−1

přeměna hmoty 4 300× 106 kg.s−1

teplota na povrchu (efektivńı) 5 770 K
středńı hustota 1 408 kg.m−3

teplota v jádru 1, 57× 107 K
hustota v jádru 162 000 kg.m−3

tlak v jádru 2, 48× 1016 Pa
hvězdná velikost -26,74 mag
absolutńı hvězdná velikost +4,83 mag
spektrálńı typ G2V

Zdrojem energie, kterou Slunce vyzařuje do svého okoĺı, jsou termonukleárńı reakce,
prob́ıhaj́ıćı za extrémńıch podmı́nek v centrálńı oblasti – slunečńım jádru. Teplota této
oblasti je zhruba 15 milion̊u kelvin̊u, což společně s dostatečně vysokým tlakem tvoř́ı
podmı́nky nutné pro spojováńı jader vod́ıku na jádra hélia. Plazma, které je zahřáto na
vysokou teplotu, má tendenci zbavit se své energie a předávat ji svému okoĺı. Přenos
energie se pak děje převážně procesem, který je za daných podmı́nek nejúčinněǰśı. Do
vzdálenosti přibližně 490 000 km od středu Slunce – v tzv. zářivé vrstvě – se energie
přenáš́ı ve formě foton̊u, tj. zářeńım. Nad touto vrstvou se nacháźı tzv. konvektivńı zóna
o tloušt’ce přibližně 200 000 km; zde se chladněǰśı plazma stává pro procházej́ıćı fotony
nepr̊uhledné (zejména d́ıky rekombinaci vod́ıku) a výhodněǰśım se stává přenos ener-
gie konvekćı – přenos energie prouděńım tekutin. Existence konvektivńı zóny je velice
d̊uležitá; na jej́ım dně je s největš́ı pravděpodobnost́ı pomoćı tzv. slunečńıho dynama
udržováno a zesilováno magnetické pole Slunce, které je odpovědné za většinu akti-
vity, kterou můžeme v atmosféře Slunce pozorovat.

Atmosféru Slunce můžeme vertikálně rozdělit do několika oblast́ı. Nejnižš́ı vrstvou je
fotosféra = velice tenká vrstva s tloušt’kou přibližně 500 km a efektivńı teplotou 5 770 K,
ze které k nám přicháźı většina viditelného světla. Plazma se tedy v této vrstvě stává v
oblasti viditelného světla pr̊uhledné, a fotosféru je možno též definovat jako vrstvu vyme-
zenou optickou hloubkou τ500 = 1 (tj. optická hloubka na 500 nm) na jedné straně a tep-
lotńım minimem slunečńı atmosféry na straně druhé, viz obr. 12.1. Ve fotosféře můžeme
pozorovat projevy konvekce, tzv. granulaci a supergranulaci. Jedná se o vrcholky vze-
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Obrázek 12.1: Pr̊uběh teploty ve slunečńı atmosféře pro model klidného Slunce. Na
obrázku jsou též vidět oblasti formováńı některých spektrálńıch čar.

stupných proud̊u s typickou vertikálńı rychlost́ı 400 m.s−1 a dobou života okolo 8 minut.
Supergranulace je pak projevem konvekce ve větš́ıch geometrických měř́ıtkách – typické
rozměry jsou 30 000 km. Nejvýrazněǰśım jevem ve fotosféře, a zároveň nejnápadněǰśım
projevem slunečńı aktivity 2, jsou tzv. slunečńı skvrny resp. skupiny skvrn. Jedná se o
oblasti slunečńıho disku, jež se nám jev́ı jako tmavš́ı skvrny d́ıky tomu, že maj́ı nižš́ı
teplotu (cca 4 000 K) než je teplota jejich okoĺı. S největš́ı pravděpodobnost́ı se jedná o
d̊usledek potlačeńı konvekce vlivem silného magnetického pole (2 000–4 000 G), tj. d́ıky
tomuto magnetickému poli je omezen př́ısun energie do těchto oblast́ı. Doba existence
slunečńıch skvrn se pohybuje od několika hodin u nejmenš́ıch skvrn až po několik měśıc̊u
u těch největš́ıch. Dále lze pozorovat fakule a fakulová pole – světleǰśı a tepleǰśı útvary v
okoĺı skvrn.

Nad fotosférou lež́ı chromosféra – vrstva o tloušt’ce cca 2 000 km, kde teplota vzr̊ustá
z hodnot, jež odpov́ıdaj́ı teplotńımu minimu, až na hodnoty přibližně 20 000 K. Jelikož
částicová hustota v této vrstvě je ve srovnáńı s fotosférou výrazně menš́ı (1010 cm−3

v horńıch oblastech chromosféry oproti 1017 cm−3 v oblasti fotosféry), můžeme ji po-
zorovat pouze během slunečńıch zatměńı resp. pomoćı úzkopásmových filtr̊u v silných
chromosférických čarách (nejčastěji Hα). V chromosféře můžeme pozorovat daľśı projevy
slunečńı aktivity (jež zasahuj́ı i do nejvyšš́ı vrstvy slunečńı atmosféry – koróny), např. flo-
kulová pole (nejjasněǰśı části fakulových poĺı), spikule (lat. klásky, plyn vystřelený rych-
lost́ı kolem 20 km/s do výšky až 15000 km s životnost́ı cca 10 min), protuberance (ob-
lak relativně chladného (7000 K) a hustého plynu (nH = 1010 cm−3; relativně oproti
koronálńımu okoĺı, chladněǰśı i než slunečńı povrch pod ńım), udržovaný proti gravi-

2 Statistická slunečńı aktivita: R = k(10g + f), kde k je váhovaćı faktor; nejdeľśı řada pozo-
rováńı, kterou máme (od cca 1700). Dále motýlkový diagram – distribuce skvrn v heliografické š́ı̌rce
vs. čas ↔ Spörer̊uv zákon = slunečńı skvrny v pr̊uběhu 11-letého cyklu driftuj́ı k rovńıku. (Souviśı s
dynamo efektem/nav́ıjeńım čar k rovńıku.) Cyklus aktivity 11 let (středńı hodnota s koĺısáńım od 8 do
15 let), resp. rozš́ı̌rený cyklus 22 let – docháźı k úplnému přepólováńı. Nav́ıc celý cyklus variuje, hlavně
± 80 let (perioda relativńıch č́ısel)
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taci magnetickým polem, pozorovaný na slunečńım okraji, dokáž́ı do sebe naakumulovat
energii a pak ji uvolnit jako CME – eruptivńı protuberance), filamenty (protuberance
promı́taj́ıćı se na slunečńı disk, tmavá vlákna na světlém povrchu (pohlcuj́ı světlo ze-
spodu)) nebo slunečńı erupce, jež se v chromosféře projevuj́ı jako jasné skvrny či vlákna.

Vněǰśı část́ı slunečńı atmosféry je koróna – velmi rozsáhlá oblast obklopuj́ıćı Slunce do
vzdálenosti mnoha milión̊u kilometr̊u (přecházej́ıćı do meziplanetárńı hmoty). Je tvořena
horkým (T ∼ 106 K) a ř́ıdkým (částicová hustota ∼ 108 − 109 cm−3) plazmatem, jež
neńı uspořádáno homogenně, ale vytvář́ı bohaté oblasti s nižš́ı (koronálńı d́ıry) a vyšš́ı
(koronálńı kondenzace nad aktivńımi oblastmi) hustotou, zejména v maximu slunečńıho
cyklu. Korónu je možno pozorovat při zatměńıch Slunce pomoćı koronograf̊u umı́stěných
na vysokohorských observatoř́ıch nebo pomoćı př́ıstroj̊u umı́stěných mimo zemskou at-
mosféru, jež detekuj́ı zářeńı EUV (daleké ultrafialové, meze vlnových délek nejsou přesně
určeny, přibližně lze brát 15 nm až 150 nm) a SXR (měkké rentgenové, přibližně 1 nm
až 15 nm) oblasti spektra.

Mezi chromosférou a korónou je tzv. přechodná vrstva, oblast velice tenká, kde na
vzdálenosti několika stovek kilometr̊u prudce stoupá teplota z hodnot chromosférických
(T ∼ 104 K) na hodnoty koronálńı. Tato oblast se pozoruje převážně v emisńıch EUV
čarách.
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12.2 Slunečńı magnetismus

Za př́ıčinu slunečńı aktivity, a tedy i jej́ıch pozorovatelných projev̊u, je dnes všeobecně
považováno slunečńı magnetické pole. Ve slunečńım plazmatu tečou silné elektrické prou-
dy, jež jsou udržovány konvektivńım prouděńım podfotosférických vrstev. Jakýkoliv elek-
trický proud je však doprovázen magnetickým polem. Předpokládá se proto, že vnitřńı
pohyby Slunce, tzv. slunečńı dynamo, jsou př́ıčinou slunečńıho magnetismu.

Obrázek 12.2: Vysvětleńı schématu slunečńıho magnetického cyklu.

V oblasti magnetických pól̊u Slunce je možno naměřit slabé (10−4 T) magnetické
pole globálńıho charakteru, které je poloidálńı (tj. jeho siločáry lež́ı v rovině poledńık̊u) a
které stř́ıdá polaritu ve dvaadvacetiletém cyklu (tzv. Hale̊uv cyklus). Dnes uznávaný mo-
del tohoto dvaadvacetiletého cyklu předpokládá, že globálńı pole předcháźı vzniku všech
poĺı lokálńıch. V prvńım stadiu je toto pole symetrické, procházej́ıćı nepř́ılǐs hluboko pod
povrchem Slunce (viz obr. 12.2 a). Ze studia Slunce pomoćı helioseismologie (využit́ı zvu-
kových a t́ıhových vln ke studiu slunečńıho nitra) v́ıme, že jádro Slunce rotuje jako tuhé
těleso. Zhruba od oblasti, kde zač́ıná konvektivńı zóna, však nastává tzv. diferenciálńı
rotace, tj. oblasti v r̊uzné vzdálenosti od rovńıku rotuj́ı r̊uznou úhlovou rychlost́ı (např.
rotace na rovńıku trvá přibližně 25 dńı, v oblastech 40◦ od rovńıku je to již 27 dńı). 3

Výsledky helioseismologie jsou znázorněny na obrázku 12.9. Dále je nutné si uvědomit, že
magnetické siločáry jsou v plazmatu tzv. zamrzlé – t́ımto pojmem vyjadřujeme zachováńı
magnetického toku v plazmatu; siločáry se pohybuj́ı s plazmatem a naopak pohybuj́ıćı se
plazma s sebou unáš́ı siločáry a deformuje je. Je-li hustota kinetické energie pohybuj́ıćıho
se plazmatu (1/2 ρ.v2) větš́ı než hustota energie magnetického pole (B2/8π), jsou siločáry
v́ı̌rivým pohybem plazmatu zamotávány. Kinetická energie plazmatu se tak měńı v ener-
gii magnetického pole, viz slunečńı dynamo. Naopak, silněǰśı magnetické pole strhává
plazma s sebou a určuje tak jeho pohyb.

3 Polohu útvar̊u na Slunci určujeme v heliografických souřadnićıch. Slunce se otáč́ı, můžeme proto určit
jeho póly i rovńık a obě souřadnice – heliografickou délku a š́ı̌rku. Vzhledem ke hvězdám se Slunce otoč́ı
jednou za 24,96 dne na rovńıku, oblasti dále od rovńıku se otáč́ı pomaleji, pr̊uměrně za 25,38 dne (siderická
rotace). Sledujeme-li otáčeńı Slunce ze Země, jev́ı se pomaleǰśı, protože Země ob́ıhá kolem Slunce v témže
smyslu, v jakém se Slunce otáč́ı. Tato tzv. synodická rotace je 26,9 dne na slunečńım rovńıku a pr̊uměrně
čińı 27,2753 dńı (Carringtonova rotace, od 9.11.1853 souvislé č́ıslováńı). Rovina slunečńıho rovńıku sv́ırá
s rovinou ekliptiky úhel 7,25◦. Proto se k Zemi natáč́ı stř́ıdavě severńı pól Slunce (nejv́ıce v zář́ı) a jižńı
pól (nejv́ıce v březnu).
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V d̊usledku diferenciálńı rotace a zamrzlosti siločar jsou tyto v oblasti rovńıku strhá-
vány plazmatem a docháźı k jejich ”nav́ıjeńı“. Poloidálńı magnetické pole přecháźı v
toroidálńı – jeho siločáry lež́ı v rovńıkové rovině (viz obr. 12.2 b,c,d). Jak se siločáry
nav́ıjej́ı stále hustěji, docháźı k zesilováńı magnetického pole a magnetické silotrubice
(svazky siločar), jež takto vznikly, se mohou vynořit nad povrch. Př́ıčinou je tzv. mag-
netický vztlak – mezi tlakem plazmatu v silotrubici a tlakem v okoĺı silotrubice je rov-
nováha; tlak v silotrubici však má dvě složky: tlak plazmatu a tlak magnetický, proto tlak
plazmatu v silotrubici muśı být menš́ı než tlak plazmatu mimo; jelikož teplota plazmatu
vně i uvnitř trubice je stejná, znamená to, že rozd́ıl tlak̊u je zp̊usoben menš́ı hustotou
plazmatu v silotrubici – silotrubice je tedy lehč́ı než okolńı plazma a je tlačena směrem
k povrchu. Přitom se objev́ı dvojice skvrn s odpov́ıdaj́ıćı polaritou (viz obr. 12.2 e). V
posledńı fázi pak docháźı k přepólováńı magnetického pole, jež předt́ım zesláblo. Mecha-
nismus přepólováńı neńı zcela objasněn. Nakonec tedy nalezneme po přibližně jedenácti
letech opět poloidálńı pole, ale s opačnou polaritou, viz jedenáctiletý cyklus slunečńı
aktivity.

Obrázek 12.3: Bez magnetického pole uvid́ıme jednu spektrálńı čáru, pokud bude mag-
netické pole kolmo k zorné př́ımce, uvid́ıme 3 složky (prostředńı je nepolarizovaná, obě
krajńı jsou polarizované lineárně),pokud bude magnetické pole rovnoběžné se zornou
př́ımkou, uvid́ıme rozštěp na 2 složky (obě polarizované kruhově s opačnou orientaćı).

Poznámka o měřeńı mag. pole – Zeeman̊uv jev, do dnes základńı metoda měřeńı mag.
pole Slunce, ∆λ = Kgλ2B, kdeK je konstanta a g je Landéeho faktor (0-6, charakterizuje
citlivost spektrálńı čáry na magnetické štěpeńı). Jakékoli pohybuj́ıćı se elektrické náboje
kolem sebe vytvářej́ı magnetické pole, naopak magnetická pole ovlivňuj́ı pohyb elektron̊u
a ty pak vyśılaj́ı spektrum poněkud pozměněné. Jedná se tedy o rozštěpeńı energetických
hladin atomů, iont̊u popř. molekul v magnetickém poli a s t́ım souvisej́ıćı rozštěpeńı
spektrálńıch čar. (Sejmut́ı degenerace; výběrové pravidlo požaduje, aby se magnetické
kvantové č́ıslo při přechodu na jinou hladinu nezměnilo, nebo změnilo o ±1, tj. čára se v
mag. poli rozštěṕı obecně na 3 složky – ∆m = 0 odpov́ıdá lineárně polarizované složce,
kde elektrický vektor kmitá ve směru mag. pole, ∆m = ±1 odpov́ıdá kruhově resp.
elipticky polarizovaným komponentám, elektrický vektor kmitá v rovině kolmé k ~B.)
Použ́ıvaj́ı se hlavně čáry s nepř́ılǐs velkou vlastńı š́ı̌rkou a tepelně nezávislé. (Obecně jsou
čáry rozš́ı̌reny i daľśımi efekty, a proto lze pozorovat pouze čáry rozš́ı̌rené Zeemanovým
jevem. Ve slunečńıch laboratoř́ıch však lze d́ıky jasu Slunce dosáhnout velké disperze a
měřeńım polarizace určit nejen intenzitu magnetického pole, ale i jeho orientaci.) Analogíı
pro elektrické pole je Stark̊uv jev.



344 KAPITOLA 12. SLUNCE

12.3 Erupce –
”
Standardńı model slunečńı erupce“

Nejenergetičtěǰśım a pravděpodobně tedy nejzaj́ımavěǰśım projevem slunečńı aktivity
jsou slunečńı erupce. Jedná se o jev, při kterém se náhle uvolňuje přebytek energie na-
shromážděný v určitých částech slunečńı atmosféry. Detailńı vysvětleńı erupčńıch proces̊u
zat́ım chyb́ı, jelikož se však erupce vyskytuj́ı v mı́stech silných magnetických poĺı – ak-
tivńıch oblastech – považuje se za prvotńı zdroj jejich energie právě magnetické pole.

Pole ve vrchńı chromosféře a vnitřńı koróně má obecně stabilńı konfiguraci. V d̊usledku
konvektivńıch pohyb̊u plazmatu v podfotosférických vrstvách však může doj́ıt k takové
deformaci j́ım unášených siločar, jež v daném mı́stě vede ke zvýšeńı gradient̊u složek vek-
toru magnetické indukce. Dle Maxwellovy rovnice v kvazistacionárńım přibĺıžeńı (Ampé-
r̊uv zákon)

5 × B = µ0 j ,

kde B je magnetická indukce a µ0 susceptibilita vakua, jsou v tomto mı́stě indukovány
proudy s hustotu j; při stlačováńı poĺı opačné polarity se tvoř́ı tzv. proudová vrstva. Ve
výsledku tedy docháźı ke vzr̊ustu celkové objemové energie koronálńıho magnetického
pole (

∫
V B2/8π dV ).

Obrázek 12.4: Schéma rekonexe magnetického pole: a) p̊uvodńı uspořádáńı magnetického
pole, b) vznik proudové vrstvy, c) nové propojeńı magnetických siločar.

Forma uvolněné energie Velké erupce [J] Suberupce [J]
Meziplanetárńı ejekce a rázové vlny (1− 3).1025 —
SXR, UV zářeńı (3− 5).1024 ≤ 1022

Hα 3.1023 ≈ 1019

HXR (tvrdé rentgenové zářeńı) (3− 5).1019 ≤ 1017

γ zářeńı (1− 3).1018 —
Urychlené elektrony (1− 3).1024 ≈ 1020

Urychlené protony (1− 3).1024 —

Pro vlastńı vznik erupce je kĺıčovým momentem zvýšeńı jinak zanedbatelné rezisti-
vity na anomálńı hodnotu (např. v d̊usledku střetu proudové vrstvy s plazmatem, jež
má výrazně vyšš́ı teplotu – teplotńı nestabilita, nebo v d̊usledku vzniku turbulentńı ne-
stability). Docháźı tak k vymizeńı indukovaných proud̊u, vzr̊ustá magnetická dif̊uze a
formuj́ı se nová propojeńı magnetických siločar. Nastala tzv. rekonexe magnetického
pole, viz obr. 12.4. Tato fáze erupce je obvykle označována jako přederupce či přederupčńı
zjasněńı, trvá několik minut a je detekovatelná v EUV a SXR oboru spektra viz obr. 12.5.

Vlastńı rekonex́ı pak zač́ıná tzv. impulzńı fáze. Docháźı k uvolněńı nashromážděné
energie ve formě elektromagnetického zářeńı, ohřevu plazmatu (v mı́stě rekonexe) a
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zejména kinetické energie tzv. částicových svazk̊u. Typické energie těchto svazk̊u jsou ≥
20 keV pro elektrony a ≥ 20 Mev pro protony. Tyto vysokoenergetické částice se následně
pohybuj́ı podél nově propojených magnetických siločar, a to jak do nižš́ıch oblast́ı slunečńı
atmosféry, tak do koróny. V nižš́ıch oblastech svazky interaguj́ı s částicemi okolńıho
plazmatu, kterému tak předávaj́ı svou energii. Plazma se ohř́ıvá a svazky jsou termali-
zovány. V impulzńı fázi docháźı k rychlým změnám intenzit zářeńı ve všech spektrálńıch
oborech, viz obr. 12.5.

Obrázek 12.5: Elektromagnetické a částicové zářeńı typické erupce.

Dı́ky prudkému ohřevu plazmatu docháźı k jeho vypařováńı do koronálńıch oblast́ı
magnetických smyček. Teploty těchto oblast́ı mohou dosáhnout až 30 MK, výrazně vzr̊us-
tá intenzita jejich zářeńı v SXR oboru spektra. Nakonec docháźı k postupnému chladnut́ı
(vlivem přenosu energie do nově se tvoř́ıćıch smyček a vyzařováńı elektromagnetického
zářeńı) a plazma padá zpět do chromosféry. Postupný pokles intenzity zářeńı může trvat
až několik hodin, hovoř́ıme o graduálńı fázi erupce. Celková energie uvolněná erupćı může
přesáhnout 1025 J. Energie je uvolňována v r̊uzných formách, viz tabulka.

Obrázek 12.6: Schéma předpokládaného erupčńıho scénáře.
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§ Klasifikace erupćı

Existuje mnoho zp̊usob̊u, jak klasifikovat erupci. Zálež́ı na spektrálńım oboru ve kterém
provád́ıme pozorováńı. Obecně se hovoř́ı o śıle erupce či o tzv. importanci – mohutnosti.
Např. z pozorováńı v čáře Hα je možno erupci klasifikovat dle plochy, kterou zab́ırá v době
své maximálńı jasnosti, viz tabulka 12.1. Daľśı zp̊usob klasifikace využ́ıvá výrazného
zvýšeńı intenzity zářeńı v SXR oblasti spektra během erupce (viz odd́ıl 12.3). Děleńı
do tř́ıd se provád́ı dle maximálńı dosažené hodnoty toku energie. V neposledńı řadě lze
erupce rozdělit do dvou základńıch tř́ıd dle jejich morfologie. Prvńı tř́ıdu tvoř́ı rozsáhlé,
tzv. dvouvláknové erupce. Maj́ı obvykle složitou strukturu, typickým znakem je systém
erupčńıch smyček, ve kterých těsně před fáźı vzplanut́ı docháźı ke změnám uspořádáńı na
velkorozměrových škálách, a fáze vzplanut́ı se projevuje zjasněńım dvou úzkých vláken
na každé straně magneticky neutrálńı linie (odtud název), která můžeme pozorovat v čáře
Hα. Druhým typem (mnohem častěǰśım) jsou tzv. kompaktńı erupce. Projevuj́ı se jako
menš́ı (přibližně 10 - 100 krát ve srovnáńı s erupcemi dvouvláknovými) jasné obloučky a
výsledkem jsou pouze malé změny ve struktuře magnetických smyček.

Importance Plocha erupce
(10−6 viditelné polokoule)

S (suberupce) ≤ 100 (≤ 3.108 km2)
1 100 - 250
2 250 - 600
3 600 - 1200
4 ≥ 1200

Tabulka 12.1: Klasifikace erupćı dle plochy pozorované v čáře Hα.

Tř́ıda erupce Tok energie [Wm−2]
A ≥ 10−8

B ≥ 10−7

C ≥ 10−6

M ≥ 10−5

X ≥ 10−4

Tabulka 12.2: Klasifikace erupćı dle energetického toku v pásmu 0, 1− 0, 8 nm.

§ CME

Mnohé větš́ı erupce jsou doprovázeny koronálńım výronem hmoty (CME, coronal mass
ejection). Energie uvolněná v této formě může představovat největš́ı část celkově uvolněné
erupčńı energie, viz tabulka. Ze slunečńı koróny je v takovém př́ıpadě velkou rychlost́ı
vyvržen mrak ř́ıdkého žhavého plazmatu, který se podél siločar meziplanetárńıho mag-
netického pole pohybuje směrem do hlubin Slunečńı soustavy. Takovéto vysokoener-
getické částice při interakci s ochrannými vrstvami Země (zemská magnetosféra a at-
mosféra) zp̊usobuj́ı geomagnetické bouře (rozkoĺısáńı celého magnetického pole Země
trvaj́ıćı několik hodin až dn̊u) a polárńı záře. Rovněž představuj́ı velké nebezpeč́ı pro
citlivou elektroniku družic a kosmonauty na oběžné dráze.
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§ Elektromagnetické zá̌reńı erupce

Elektromagnetické zářeńı produkované erupcemi je ve velmi širokém rozsahu vlnových
délek, obvykle od tvrdého rentgenového zářeńı (HXR, ≈ 10−2 nm), méně často již od
γ zářeńı ( ≈ 2.10−4 nm), do kilometrových rádiových vln ( ≈ 104 m). Charakter zářeńı
slunečńı erupce je předevš́ım tepelný, pouze na velmi krátkých vlnových délkách (HXR
s λ ≤0,1 nm) a v oblasti velmi dlouhých (rádiových) vln se pozoruj́ı krátkodobá nete-
pelná vzplanut́ı, vzbuzená předevš́ım energetickými částicemi (netepelné brzdné zářeńı,
synchrotronové zářeńı aj.). V r̊uzných mı́stech slunečńı atmosféry vznikaj́ı r̊uzné typy
zářeńı, jež pak nazýváme erupcemi v Hα, rentgenovými či rádiovými erupcemi.

Zářeńı erupce v optické oblasti je emisńı čarové, zejména vynikaj́ı ńızké čáry Bal-
merovy série a čáry H a K ionizovaného vápńıku. Profily těchto čar jsou obvykle velmi
široké, a to až zhruba do 1 nm; svědč́ı tak o vysoké hustotě ionizovaného plynu – tlakové
rozš́ı̌reńı, Stark̊uv jev. Rovněž se u těchto profil̊u často pozoruj́ı asymetrie, tj. jedno kř́ıdlo
je širš́ı a intenzivněǰśı než druhé. Výjimečně se mohutné erupce projevuj́ı i zjasněńım
fotosféry. Malé části takové erupce pak můžeme pozorovat v b́ılém světle (odtud název –
tzv. b́ılé erupce), asi 10 min během impulzńı fáze. Jsou tvořeny jedńım či dvěma jasnými
body, jež lež́ı ve stejné vzdálenosti od neutrálńı magnetické linie, a představuj́ı oblasti
propojené magnetickými smyčkami procházej́ıćımi erupčńı oblast́ı.

Rádiové emise při slunečńıch erupćıch se nazýváj́ı rádiová vzlanut́ı (prudký vzr̊ust
rádiového toku až o 3 řády), nejčastěji se klasifikuj́ı podle mechanismu vzniku.

Jestliže je materiál vymrštěn tak prudce jako při erupci, pak se urychĺı a rozkmitá
elektrony a ionty na vlastńı frekvenci prostřed́ı v mı́stě excitace (tj. poruš́ı se rovnováha
v plazmatu a když se budou snažit elektrostatické śıly tuto rovnováhu obnovit, elektrony
d́ıky setrvačnosti překmitnou, vznikaj́ı kmity elektron̊u v̊uči iont̊um/plazmové kmity).
Vznikaj́ı při tom stř́ıdavé proudy a stř́ıdavá magnetická pole, pohybuj́ıćı se částice tedy
budou vyśılat zářeńı. Částice vyzařuj́ı rádiové vlny nejen při pravidelném rytmickém po-
hybu, ale při jakémkoli pohybu se změnami rychlosti. Frekvenci kmitáńı částic nazýváme
plazmová frekvence. Hraje roli při š́ı̌reńı vln v plazmatu – mohou se j́ım š́ı̌rit pouze vlny
o frekvenci větš́ı než je plazmová frekvence. Uváž́ıme-li závislost elektronové hustoty na
výšce nad fotosférou, dostaneme rovněž závislost plazmové frekvence na výšce. Frek-
venčńı stupnice na rádiovém spektrogramu představuje po transformaci stupnici výšky
nad fotosférou (u slunečńıho povrchu v relativně husté plazmě vznikaj́ı milimetrové vlny
(kmity s frekvenćı stovek stovky GHz), v koróně je plazmová frekvence okolo 10 MHz,
což odpov́ıdá 30 metr̊um). Podle zpožděńı se kterým následuje př́ıchod zářeńı na jednot-
livých frekvenćıch se tedy dá usuzovat na čas potřebný k překonáńı daného výškového
rozd́ılu, a tedy na rychlost pohybu.
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V impulsńı fázi erupce pozorujeme mikrovlnné a rádiové vzplanut́ı typu III, jež se
porjevuje jako krátkodobé zvýšeńı rádiového toku na všech frekvenćıch (v pásmu 5 MHz
až 4 GHz). Na dynamickém spektrogramu se projevuje ve formě jedné nebo několika
svislých stop. Šikmost těchto stop = drift. Z hodnot rychlost́ı pohybu zdroje se usu-
zuje, že vzplanut́ı typu III zp̊usobuje svazek urychlených částic, pravděpodobně elektron̊u
(energie 10-100 keV, rychlost cca 100000 km/s). Při s výškou klesaj́ıćı elektronové hus-
totě v koróně vzplanut́ı se záporným driftem představuj́ı pohyb zdroje korónou vzh̊uru,
zat́ımco kladný drift signalizuje pohyb směrem k fotosféře. Po typu III následuje typ
II, odvozené rychlosti odpov́ıdaj́ı cca 200 - 2000 km/s čemuž dobře odpov́ıdá rychlost
š́ı̌reńı rázových hydromagnetických vln, které jsou rovněž intenzivně generovány během
erupćı. S mohutnými slunečńımi erupcemi je spojen daľśı typ vzplanut́ı, tentokrát označen
jako typ IV. Předpokládá se, že zářeńı typu IV je produkováno gyrosynchrotronovým
mechanismem. Podle této představy maj́ı elektrony zachycené v magnetické pasti ko-
ronálńı smyčky nerovnovážnou rozdělovaćı fci a tvoř́ı nestabilitu, která se stává zdrojem
plazmových vln. Jejich následným rozptylem vzniká rádiová emise. Konečně vzplanut́ı
typu I se na spektrogramu projevuje jako v́ıceméně časově stálé kontinuum v němž jsou
prudká a krátká zjasněńı. Př́ıčina tohoto vzplanut́ı je ze všech typ̊u nejméně jasná, ale
předpokládá se souvislost s plazmovými a elektromagnetickými vlnami. Vzplanut́ı se
velmi často objev́ı několik hodin po erupci. Šumové bouře typu I jsou podobné, trvaj́ı
několik hodin a jsou spojeny s aktivńımi oblastmi bez erupćı a s rozsáhlými slunečńımi
skvrnami.

Při slabých erupćıch se objevuje typ III, při silných typ III, následován typem II
a nakonec typ IV (zpravidla, pro vlnové délky okolo centimetr̊u přijde typ IV ihned po
typu III – vzplanut́ı II je těžko pozorovatelné na krátkých vlnách).

Jinak rádiové zářeńı klidného Slunce je zp̊usobené brzdným zářeńım elektron̊u, ana-
logicky vzniká na hladině ν = νp (kde νp je plazmová frekvence) a vyšš́ı.
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12.4 Helioseismologie

V několika posledńıch desetilet́ıch se naskytla zcela nová metoda, která umožňuje vědc̊um
pozorovat už nejen vněǰśı vrstvy Slunce, ale dovoluje pod́ıvat se velmi hluboko do slu-
nečńıho nitra. 4

Podstata metody byla p̊uvodně odvozena pro potřeby geofyziky a seismologie. Geo-
fyzikové již dlouho využ́ıvaj́ı zemětřeseńı k hloubkové sondáži zemského tělesa, nebot’ je
to v současnosti jediný zp̊usob, jak odhalit některá tajemstv́ı skrytá kilometry pod povr-
chem Země. Jestliže na nějakém mı́stě planety nastane zemětřeseńı, nejr̊uzněǰśı typy vln
se rozběhnou od ohniska všemi směry. Každý z těchto typ̊u jinak reaguje na látku, kterou
procháźı. Některé typy seismických vln se např́ıklad neš́ı̌ŕı v kapalinách. Z pozorováńı
opožděných vln na nejr̊uzněǰśıch seismologických observatoř́ıch na světě jsme schopni
zrekonstruovat, co se s vlnou dělo od doby, co opustila oblast svého vzniku. T́ım nepř́ımo
určujeme, jakým prostřed́ım procházela a jak se toto prostřed́ı chovalo. Na Zemi máme
situaci značně zjednodušenou faktem, že zdroje seismických vln jsou poměrně ojedinělé a
tud́ıž se nemuśıme obvykle zabývat např́ıklad interferenćı r̊uzných vln z r̊uzných zdroj̊u.

V př́ıpadě Slunce je situace podobná, nicméně mnohem složitěǰśı. I v nitru Slunce
vznikaj́ı mnohé vlny. Mechanismus jejich vzniku je v zásadě troj́ı.

Ionizované plazma se může v tělese Slunce poměrně snadno přemist’ovat z mı́sta
na mı́sto. ale také se zhušt’ovat a zřed’ovat. V současnosti se má za to, že p̊uvodcem
snad všech typ̊u vln je náhodné vychýleńı nějakého elementárńıho objemu slunečńıho
plazmatu. Daľśı osud tohoto elementu pak záviśı na okolńım prostřed́ı. Sledovaný obje-
mový element byl totiž na svém p̊uvodńım mı́stě v rovnováze s okoĺım. Při vychýleńı se
dostane do oblast́ı, kde jsou teplota, tlak i hustota jiné. Nacháźıme-li se v oblasti pod
konvektivńı zónou, pr̊uběh teploty, tlaku i hustoty vykazuje nár̊ust ve směru do středu
hvězdy. Pokud bude hustota sledovaného elementu větš́ı než hustota okoĺı, převáž́ı gra-
vitačńı śıla, která má tendenci vrátit tento element do oblast́ı, které maj́ı hustotu stejnou.
Ze setrvačných d̊uvod̊u element překmitne na druhou stranu, kde převáž́ı vztlaková śıla
snaž́ıćı se element vytlačit opět vzh̊uru. Celý proces se pak periodicky opakuje a produ-
kuje mechanické vlněńı, které se š́ı̌ŕı dále slunečńım tělesem. Protože je podstatou tohoto
typu gravitačńı śıla, nazýváme tento typ g-vlnami.

V oblastech bĺıže slunečńı fotosféry se pr̊uběh tlaku, teploty a hustoty měńı na opačný.
Vychýlený element pak neńı vracen gravitačńı silou do své p̊uvodńı pozice, ale naopak
je urychlován silou vztlakovou a stoupá vzh̊uru až k horńı hranici konvektivńı zóny. Při
svém pohybu dává do pohybu tlakové nehomogenity, které se v konvektivńı zóně š́ı̌ŕı
na všechny směry (fyzikálně je tento princip analogický š́ı̌reńı zvuku). Podstatou tohoto
typu oscilaćı je śıla tlaková, mluv́ıme tedy o p-vlnách.

Třet́ı typ má opět podstatu v gravitaci a velmi připomı́ná vlněńı mořské hladiny.
Vyzdvižený element zp̊usob́ı dočasný úbytek hmoty ve svém těsném okoĺı – vznikne tak
jakýsi hřeben a údoĺı vlny. Hřeben je přitahován gravitaćı zpět a do údoĺı též p̊usobeńım
gravitace padá látka z okoĺı. Proces je opět periodický a dává za vznik f -vlnám.

Zat́ım se zdá, že v hlubinách Slunce naráž́ıme na podobné překážky, jako v hlubinách
Země. Zat́ımco p- a f -vlny jsme schopni poměrně spolehlivě pozorovat a zdá se, že se
bez velkých problémů š́ı̌ŕı konvektivńı zónou, na rozd́ıl od g-vln se nemohou š́ı̌rit až do
jádra a přinášet tedy informace o děńı v nejhlubš́ım nitru na povrch. G-vlny jsou na tom

4 Počátečńı impuls: 1960, Robert Leighton na Mt.Wilsonu při studiu supergranulace odhaluje
pětiminutové oscilace Slunce (tj. odhalena ne jen konvektivńı aktivita, ale i rychlost, která to celé překrývá
= sledovaná plocha povrchu se zvedala a klesala v rytmu 5 min (296 s))
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opačně, bez větš́ıch problémů se zřejmě š́ı̌ŕı jádrem a radiativńı vrstvou, nedokážou však
bud’ proniknout až k povrchu a nebo jsou při svém pr̊uniku k povrchu již tak slabé, že
je zat́ım nejsme schopni detekovat. Celá experimentálńı helioseismologie tedy prozat́ım
oṕırá své závěry o pozorováńı p-vln.

Situaci komplikuje fakt, že ve slunečńım tělese vzniká současně obrovské množstv́ı
vln z mnoha nejr̊uzněǰśıch zdroj̊u. Tyto vlny se š́ı̌ŕı nitrem hvězdy, odrážej́ı se, lámou a
vzájemně se skládaj́ı. Vlny s vhodnou vlnovou délkou mohou vytvořit stojaté vlněńı. Jak
známo, stojaté vlny maj́ı v některých mı́stech takzvané uzly (v těch fakticky nekmitaj́ı),
zat́ımco v jiných maj́ı kmitny. V př́ıpadě v́ıcerozměrných vln (a to je př́ıpad Slunce) se
nevytvářej́ı jednoduché uzlové body, ale celé uzlové obrazce.

Aby však v prostorových tělesech (rezonátorech) mohlo doj́ıt ke vzniku stojatého
vlněńı, jsou k tomu naprosto nezbytné odrazy od stěn rezonátoru. V nitru Země jsou
jednotlivé vrstvy od sebe odděleny diskontinuitami, na kterých docháźı ke skokové změně
parametr̊u a docháźı na nich bud’ k odrazu nebo lomu zemětřesných vln. Jenže v nitrech
hvězd takové diskontinuity nenajdeme, prostřed́ı hvězdných niter jsou spojitá. Uváž́ıme-li
ale, že se bav́ıme o vlnách s délkou deśıtek až stovek tiśıc kilometr̊u, je pro ně fotosféra
tlustá přinejlepš́ım 300 km potřebnou diskontinuitou, nebot’ se v této tenké vrstvičce
hustota prostřed́ı měńı o tři řády. Slunce tedy funguje jako obrovský rezonátor.

Každá vlna tedy již neńı popsána zcela jednoduše pouze svou vlnovou délkou, ale je
jednoznačně dána uzlovým obrazcem, který zp̊usobuje. Slunečńı fyzikové je popisuj́ı třemi
č́ısly – jedno z nich ř́ıká, kolik uzlových př́ımek vlna vytvář́ı, daľśı pak udává, kolik z
nich procháźı pólem. Třet́ı č́ıslo popisuje radiálńı chováńı vlny a hraje podstatnou roli při
určováńı vnitřńı rotace. Tato č́ısla lze źıskat jednak pozorováńım, ale mnohem efektivněji
využit́ım analytické matematiky. Takové v́ıcerozměrné vlny na kouli se využ́ıvaj́ı v mnoha
partíıch fyziky a matematiky a dostaly název sférické harmonické funkce.

Celkový počet uzlových čar a jejich struktura charakterizuje mod kmitáńı. Každý
mod je jednoznačně vztažen v̊uči pólu a rovńıku. Avšak pro r̊uzné mody budou ”jejich“
rovńıky a póly navzájem r̊uzné. Dá se ř́ıci, že mohou mı́t zcela libovolnou orientaci.

Obrázek 12.7: Dva z nepřeberného množstv́ı možných mod̊u slunečńıch oscilaćı. Vlevo
mod popsaný č́ısly l=6, m=O, vpravo pak č́ısly l=6, m=3. Sousedńı světlé oblasti se
pohybuj́ı opačným směrem, v daľśım cyklu se pohyby vyměńı. Schémata dole naznačuj́ı
polohu uzlových rovin.

Obecně plat́ı, že č́ım méně má vlna na povrchu uzlových křivek (má nižš́ı mod), t́ım
hlouběji do nitra proniká. Vlna se při svém pr̊uniku do nitra dostává do prostřed́ı s vyšš́ı
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teplotou a rychlost́ı zvuku a tedy nižš́ım indexem lomu, prodělává spojitý lom od kolmice,
až se v jisté hloubce směr postupu zcela obrát́ı k povrchu. Dostává se naopak do oblast́ı
s vyšš́ım indexem lomu, spojitě se láme ke kolmici. Vlna proniká zpět do fotosféry, odráž́ı
se od ńı a cyklus se opakuje. Je-li obvod Slunce celoč́ıselným násobkem vlnové délky, vlna
vytvoř́ı stabilńı uzlový obrazec. Vlny, jež nevytvoř́ı stojaté vlněńı, se vlastńı interferenćı
během cesty nitrem hvězdy rychle utlumı́.

Obrázek 12.8: Obrázek zachycuje š́ı̌reńı vln nitrem Slunce. Vlny s nižš́ım modem pronikaj́ı
hlouběji do nitra než vlny s modem vyšš́ım.

Vlny se projev́ı oscilacemi v měřených rychlostech plazmatu nebo v jasu povrchových
element̊u. Rychlosti pohybuj́ıćıho se plazmatu odvozujeme na základě Dopplerova jevu, z
rozd́ılu vlnové délky vybrané spektrálńı čáry změřené v laboratoři a z pozorováńı Slunce.
Dopplerovské posuvy spektrálńıch čar dovedeme v současné době poměrně přesně měřit
mnoha metodami a technikami. Přesnost, j́ıž potřebujeme dosáhnout, je pro leckoho
nepředstavitelná. Vezměme si např́ıklad fakt, že měř́ıme typickou spektrálńı čáru ve vi-
ditelné oblasti spektra, řekněme, že bude mı́t vlnovou délku 600 nm. Rychlost zdroje
1 m/s směrem k nám znamená posun této čáry přibližně o 0,01 nm. Helioseismolo-
gie poč́ıtá s pohyby ještě desetkrát menš́ımi. V př́ıpadě Slunce jsme schopni v rámci
rozlǐsovaćı schopnosti změřit posuv vybrané vhodné spektrálńı čáry v libovolném bodě
jeho povrchu. Obrázky, které takto vznikaj́ı, se nazývaj́ı dopplergramy.

Dopplerovských posuvem spektrálńı čáry se projevuj́ı nejen vlnové procesy, ale také
procesy konvektivńı (granulace a supergranulace). Daľśı komponentou dopplergramů je
též slunečńı rotace a meridionálńı cirkulace. Separace jednotlivých komponent je velice
složitá úloha. Slunečńı rotaci i meridionálńı prouděńı lze považovat v krátkých časových
okamžićıch za konstantńı a tud́ıž je lze obvykle bez větš́ıch problémů pouze odeč́ıst. Signál
konvektivńı komponenty lze źıskat časovým pr̊uměrováńım série dopplergramů.

V současnosti nejspolehlivěǰśımi př́ıstroji pro jejich pozorováńı jsou př́ıstroje projektu
GONG a též př́ıstroj MDI na družicové observatoři SOHO. V některých obdob́ıch své
existence pořizoval MDI celodiskové dopplergramy s kadenćı šedesáti sekund s rozlǐseńım
1024 x 1024 pixel̊u (čili přibližně 2” na obrazový bod) a právě tato data se stala základem
pro budováńı moderńı helioseismologie.

Úkol tedy neńı úplně složitý. Abychom źıskali přehled o podpovrchových vrstvách
Slunce, studujme chováńı p- a g-vln, které vznikaj́ı v nitru Slunce. Je tedy jasné, že
pokud budeme v čase sledovat vlněńı jednoho bodu slunečńı fotosféry, źıskáme spoustu
informaćı o chováńı vln v nitru a tud́ıž o nitru samém. Budeme-li sledovat vlněńı všech
bod̊u povrchu, źıskáme informaćı mnohem v́ıce.

To je podstata moderńı helioseismologie. Sleduj́ı se pohyby všech bod̊u obrazu Slunce
v dané spektrálńı čáře. Pravidelně se pořizuj́ı dopplergramy a s využit́ım rozkladu do
sférických harmonických funkćı lze pak v měřeńı, jež zahrnuj́ı složené vlněńı mnoha
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zdroj̊u, identifikovat jednotlivé vlny. Vývoj rozkladu měřeńı do sférických funkćı v čase je
pak odrazovým můstkem pro identifikaci jednotlivých oscilačńıch mod̊u. Jak jsme si již
řekli, každá vlna proniká do jiné hloubky nitra Slunce a tud́ıž přináš́ı jinou d̊uležitou in-
formaci. Spektrum doposud detekovaných oscilaćı zač́ıná na periodách 1,5 minuty a konč́ı
přibližně u 20 minut, vlnové délky těchto mod̊u poč́ınaj́ı na nějakých tiśıćıch kilometr̊u
a konč́ı na rozměru slunečńıho glóbu.

Zat́ım jsme se zabývali aplikaćı helioseismologie globálńı, tedy takové, která využ́ıvá
celodiskového signálu oscilaćı. V posledńıch letech je na vzestupu poněkud odlǐsná me-
toda – takzvaně lokálńı helioseismologie (time distance helioseismology). Metoda je apli-
kovatelná bez výhrad na p-mody oscilaćı. Vycháźı ze zp̊usobu pr̊uniku zvukové vlny kon-
vektivńı zónou, kdy vlna prostupuje prostřed́ım se zmenšuj́ıćım se indexem lomu, láme
se od kolmice, v určitém bodě se zcela obraćı a vraćı se k povrchu. Slunečńı fyzikové
dovedou na základě vlnového č́ısla vypoč́ıtat, kde se bude nacházet tento bod obratu a
také vypoč́ıtat polohu kružnice (nesmı́me zapomenout, že jde o vlněńı tř́ırozměrné), na
niž by se měla vlna vrátit v př́ıpadě přesně homogenńıho podpovrchového prostřed́ı. Z
rozd́ıl̊u čas̊u, v nichž se vlna vraćı do r̊uzných bod̊u této kružnice je možné usuzovat na
podpovrchová prouděńı nebo magnetická pole pod povrchem analyzované oblasti.

A jaké jsou výsledky moderńı helioseismologie? Helioseismologie dala odpovědi na
některé otázky týkaj́ıćı se stavby a složeńı slunečńıho nitra. Je také jedinečným a velmi
mocným nástrojem pro nezávislé ověřováńı teoretických model̊u. Ukázalo se např́ıklad,
že konvektivńı vrstva je mohutněǰśı, než se p̊uvodně předpokládalo. Podle současných
představ založených na helioseismologických pozorováńıch lež́ı dno konvektivńı vrstvy
na 0,67 poloměru Slunce.

Obrázek 12.9: Graf frekvence slunečńı rotace jako funkce poloměru na třech heliogra-
fických š́ı̌rkách: 0, 30 a 60 stupň̊u. Tato ukázková data byla źıskána během dvou měśıc̊u
pomoćı př́ıstroje MDI (Michelson Doppler Imager) v rámci experiment̊u družice SOHO
(SOlar and Heliospheric Observatory). S přibývaj́ıćı hloubkou se st́ırá diferenciálnost ro-
tace, radiativńı vrstva již rotuje téměř rigidně. Svislou čárou je naznačena př́ıtomnost
dna konvektivńı zony, pás kolem vypočteného pr̊uběhu naznačuje chybový interval.

P -mody se š́ı̌ŕı okolńım prostřed́ım rychlost́ı zvuku, která je jednoznačně dána hus-
totou a teplotou tohoto prostřed́ı. Dı́ky helioseismologii bylo možné zkonstruovat experi-
mentálně źıskané pr̊uběhy hustoty, tlaku a teploty s hloubkou pod povrchem a porovnat
je s teoretickými modely. Ukázalo se, že se oba pr̊uběhy moc nelǐśı až na několik bod̊u.
Jedńım z nich byly významné odchylky právě kolem 0,67 poloměru, kde se téměř skokem
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měńı rychlost zvuku. Přesně tak bylo odhaleno dno konvektivńı vrstvy. Podobný skok na
hodnotě 0,25 slunečńıho poloměru zřejmě odhalil přechod mezi jádrem a vrstvou v zářivé
rovnováze.

Podobným zp̊usobem se podařilo zmapovat závislost rotačńı rychlosti na heliografické
š́ı̌rce v nitru Slunce. Zat́ımco fotosféra vykazuje značnou difereciálńı rotaci (v rovńıkových
oblastech je rotace značně rychleǰśı, než v oblastech polárńıch), helioseismologická měřeńı
ukazuj́ı, že se tato závislost s hloubkou ztráćı a Slunce rotuje v samém nitru prakticky
jako pevné těleso. T́ım definitivně padla představa o válcově symetrické rotaci nitra,
která by dobře vysvětlovala diferenciálnost pozorovanou ve fotosféře, ale těžko se pro ńı
hledá fyzikálńı opodstatněńı. Stejně tak vzalo za své jiné vysvětleńı nejen diferenciálńı
rotace fotosféry, ale i tvorby silného magnetického pole – rychleǰśı rotace jádra. Heliose-
ismologická pozorováńı ukazuj́ı, že tomu tak neńı, že jádro se otáč́ı pomaleji než fotosféra
v rovńıkových oblastech a tedy přesné vysvětleńı tohoto jevu je nadále záhadou.

Nejv́ıce viditelným výsledkem lokálńı helioseismologie je trojrozměrný obraz prouděńı
plazmatu v okoĺı slunečńı skvrny a také pod ńı. Měřeńı ukazuj́ı, že slunečńı skvrna je
poměrně mělký útvar (5000 − 10000 km hluboký). Při analýze nebyly nalezeny žádné
př́ıznaky vynořuj́ıćı se smyčky magnetické silotrubice vycházej́ıćı ze spodńı části kon-
vektivńı vrstvy. V př́ıpadě potvrzeńı tohoto experimentálńıho faktu by to znamenalo
narušeńı jednoho z vysvětleńı mechanismu slunečńıho cyklu, které je dnes přij́ımáno
širokou komunitou slunečńıch fyzik̊u.

Helioseismologie je jedinečný nástroj, který dává možnost mapovat slunečńı akti-
vitu i na odvrácené straně Slunce pomoćı analýzy časového vývoje rychlostńıch poĺı na
straně přivrácené. Metoda využ́ıvá experimentálně zjǐstěného faktu, že magnetická pole se
značnou měrou pod́ılej́ı na pohlcováńı a rozptylu š́ı̌ŕıćıch se oscilaćı. Takto lze lokalizovat
poměrně spolehlivě i na odvrácené straně silná lokálńı magnetická pole, jejichž existence
je pravidelně spojena s výskytem aktivńıch jev̊u, mezi něž patř́ı např́ıklad slunečńı skvrny
nebo protuberance a chromosférické erupce. Slunečńı fyzikové dostali možnost, jak sle-
dovat skvrny i na odvrácené straně a sledovat jejich vývoj a usnadnili si tak předpovědi
slunečńı aktivity.
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Kapitola 13

Kosmická elektrodynamika

Požadavky

Vlny v plazmatu: Popis vln, fázová a grupová rychlost, plazmová frekvence, zvukové
vlny, elektrostatické elektronové a iontové vlny, elektromagnetické elektronové a iontové
vlny, přehled elementárńıch vln, srovnáńı s Jeansovou teoríı.

Difúze a odpor v plazmatu: Středńı volná dráha, Fick̊uv zákon, ambipolárńı difúze,
difúze mezi rovnoběžnými stěnami a např́ıč magnetickým polem, plně ionizované plazma,
specifický odpor plazmatu.

Stabilita plazmatu: Hydromagnetická rovnováha, parametr beta, difúze magnetického
pole do plazmatu, klasifikace nestabilit, dvousvazková a gravitačńı nestabilita.

Základy kinetické teorie: Fyzikálńı smysl rychlostńıho rozděleńı. Boltzmannova a Vla-
sovova rovnice, srovnáńı s magnetohydrodynamikou. Landaůuv útlum.
+
Fyzika plazmatu: Pohyb nabité nerelativistické a relativistické částice v plazmatu. Základńı rovnice

magnetohydrodynamiky. Tepelné a netepelné zá̌reńı. Synchrotronové zá̌reńı, inverzńı Comptonův jev.

Otázky

• Definice plazmatu. Sahova rovnice. Debyeova délka. Kritéria pro existenci plazmatu.

• Driftové pohyby nabitých částic ve vněǰśım elektrickém a magnetickém poli.
• Základńı rovnice magnetohydrodynamiky. Jednokapalinový a dvoukapalinový model.
Vlny v plazmatu • Elektronové vlny v plazmatu.

• Iontové vlny v plazmatu.
• Difuze odpor a stabilita plazmatu.

• Kinetická teorie plazmatu. Vlasovova rovnice. Porovnáńı s magnetohydrodynamikou.
• Netepelné zá̌reńı. Pohyb elektronu v magnetickém poli, cyklotronové a synchrotronové zá̌reńı.

Comptonův jev. 1

• Fyzika plazmatu, základńı rovnice magnetohydrodynamiky 2

• Pohyb a zá̌reńı nabité částice v magnetickém poli (nerelativistický a relativistický p̌ŕıpad) 2

1 !!!Otázka z části obecná fyzika!!!
2 !!!Otázky z povinné části astrofyzika!!!

357



358 KAPITOLA 13. KOSMICKÁ ELEKTRODYNAMIKA

13.1 Plazma - úvodńı pr̊ǔrezový článek

Plazma je kvazineutrálńı plyn tvořený soustavou nabitých a nenabitých částic, vy-
značuj́ıćı se kolektivńım chováńım. Plazma je charakterizováno svou hustotou n
(počtem částic v m−3), teplotou T (v K či eV) a stupněm ionizace.

Kvazineutralita se vztahuje k rozměr̊um plazmatu a lokálńım poruchám potenciálu.
Jestliže je charakteristický rozměr plazmatu L podstatně větš́ı než tzv. Debyeova délka
λD, považujeme plazma za kvazineutrálńı. Debyeova délka je vzdálenost, na které je
možno předpokládat odst́ıněńı eventuálńı poruchy potenciálu (zp̊usobenou např. náhod-
nou fluktuaćı hustoty elektron̊u či iont̊u) a je definována vztahem

λD =
(
ε0kTe
ne2

)1/2

,

kde ε0 je permitivita vakua, k je Boltzmannova konstanta, Te je teplota elektronové
komponenty a e je náboj elektronu.

Poměr mezi hustotou nabitých a nenabitých částic (tedy stupeň ionizace) v rov-
novážném plazmatu je dán Sahovou rovnićı

ni
nn
≈ 2, 4.1021T

3/2

ni
exp−

Ui
kT .

Zde ni, nn je hustota nabitých/ionizovaných a neutrálńıch částic, T je teplota plynu v K,
Ui je ionizačńı energie v eV, k je opět Boltzmannova konstanta.

Definice teploty je svázána s předpokládaným maxwellovským rozděleńım rychlost́ı
a počtem dimenźı úlohy. Pro př́ıpad jednodimenzionálńı má Maxwellova rozdělovaćı
funkce tvar

f(v) = A exp(−mv2

2kT
) .

Teplotu lze udávat bud’ v K nebo v eV, převodńı vztah je 1 eV = 11600K.
Hustota n a teplota T jsou hlavńı parametry, kterými lze odlǐsit r̊uzné typy plazmatu,

at’ laboratorńıho, či astrofyzikálńıho.
Hustota plazmatu n se v r̊uzných aplikaćıch uvažuje v rozmeźı od 106 m−3 až do

1028 m−3. Hustota 106 m−3 se vyskytuje v meziplanetárńım prostoru, hustota 1020 m−3

je typická pro úvahy o ř́ızené termonukleárńı fúzi v tokamaćıch, a hustota 1028 m−3 pro
laserovou termonukleárńı f̊uzi. teplota plazmatu se pohybuje v rozmeźı 10−2 eV (v mezi-
planetárńım prostoru) až do 104 eV při ř́ızené termonukleárńı fúzi.

Pro stanoveńı dynamiky plazmatu se už́ıvá Boltzmannova kinetická rovnice
pro kinetický popis, dále pak existuje fluidńı popis a magnetohydrodynamický po-
pis, a pro pohyb částic v plazmatu driftový popis. Pomoćı těchto př́ıstup̊u je možno
stanovit podmı́nky pro rovnováhu a stabilitu, podmı́nky pro š́ı̌reńı, absorpci či generaci
vln v plazmatu.

Boltzmannova kinetická rovnice se už́ıvá pro kinetický popis dynamiky plazmatu
pro rozdělovaćı funkci i-té komponenty plazmatu (tedy pro elektronovou, iontovou či
neutrálńı komponentu plazmatu). Tato rce má tvar

∂fi
∂t

+ ~v
∂fi
∂~r

+
~F

m

∂fi
∂~v

=
(
∂fi
∂t

)
c
,

kde t je čas, ~v je vektor rychlosti, ~r je prostorový vektor, ~F je vektor śıly, která na částice
p̊usob́ı a (∂fi/∂t)c je tzv. kolizńı člen.
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Boltzmannova rce je odvozena z rovnice Liouvilleovy pro soustavu N částic redukćı na
tzv. jednočásticové vyjádřeńı, které zachycuje pravděpodobnost výskytu částice v okoĺı ~r
ve fázovém prostoru. V plazmatu je obvykle ~F silou Lorentzovou, ~F = q( ~E+~v× ~B), kde
~E, vecB je elektrické a magnetické pole, bud’ systému zvněǰska vnucené, nebo generované
uvnitř plazmatu kolektivńım chováńım plazmatu (např. vlny v plazmatu). Do srážkového
členu jsou zahrnuty náhodné interakce s ostatńımi částicemi.

Protože Boltzmannova rce obsahuje pole vecE, ~B a protože plazma toto pole také
vytvář́ı, je nutno Boltzmannovu rovnici doplnit ještě Maxwellovými rovnicemi, ve kterých
je ~E, ~B vztaženo k rozdělovaćı fci vztahy (při zanedbáńı exterńıch vliv̊u)

∇. ~E(~r, t) =
∑
α

qα
ε0

∫
fα(~r,~v, t)d3~v ,

∇× ~H =
∑
α

qα

∫
~vfα(~r,~v, t)d3~v + ε0

∂ ~E

∂t
,

∇. ~B = 0 ,

∇× ~E = −∂
~B

∂t
,

~B = µµ0
~H .

Zde index α znač́ı částice daného druhu, ε0 je dielektrická konstanta vakua a µ0 je
magnetická permeabilita vakua.

Jestliže vyjádř́ıme hustotu náboje σ a proudovou hustotu ~j jako

σ =
∑
α

σα , ~j =
∑
α

qα

∫
~vfαd3~v

a jestliže budeme definovat hustotu nα a hustotu náboje σ jako

nα =
∫
fαd3~v σ =

∑
α

qα

∫
fαd3~v ,

lze vyjádřit předchoźı Maxwellovy rovnice ve tvaru

∇. ~E(~r, t) =
σ

ε0
,

∇× ~H = ~j + ε0
∂ ~E

∂t
,

∇. ~B = 0 ,

∇× ~E = −∂
~B

∂t
.

Boltzmannova rce tedy tvoř́ı spolu s Naxwellovými soustavu tzv. selfkonzistentńıch rov-
nic, které je nutno současně řešit. Protože jde o nelineárńı soustavu parciálńıch a in-
tegrodiferenciálńıch rovnic, je problém obecně analyticky neřešitelný a je nutno už́ıvat
aproximativńıch metod. Často se už́ıvá Vlasovovy rce, kterou dostaneme z rce Boltzman-
novy, jestliže zanedbáme srážkový člen.
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Fluidńı popis zachycuje chováńı plazmatu rovnicemi fluidńımi. V rámci tohoto po-
pisu je považováno plazma za soustavu vzájemně se prostupuj́ıćıho elektronového a ion-
tového fluida (neuvažujeme-li neutrálńı částice). pro každou z těchto komponent lze odvo-
dit, jako momenty Boltzmannovy rce, rci kontinuity, pohybové rce a daľśı vyšš́ı momenty.
Jako momenty se zde rozuměj́ı integrály p̊uvodńı Boltzmannovy rovnice, jej́ıž jednotlivé
členy byly násobeny př́ıslušnými mocninami vektoru rychlosti.

pro fluidńı rce je definována hustota nj , rychlost ~vj a hustota náboje σj j-té kompo-
nenty jako

nj =
∫
fjd~v , ~vj =

∫
~vfjd~v , σj = njqj .

Prvńı dvě nejd̊uležitěǰśı fluidńı rce pak maj́ı tvar

∂nj
∂t

+∇.(nj~v) = 0 ,

mjnj

[
∂~vj
∂t

+ (~vj .∇)~vj
]

= qjnj( ~E + ~vj × ~B)−∇.~~P j + ~Pij .

Zde ~Pij znač́ı změnu hybnosti vlivem srážek a tensor ~~P j je tensorem napět́ı. Pro isot-

ropńı rozdělovaćı funkci plat́ı, že ∇.~~P j = ∇pj , kde pj je tlak j-té složky. Prvńı rce je
rovnićı kontinuity pro j-tou komponentu, druhá rovnice je pak rovnićı pohybovou j-té
komponenty. Soustavu je opět nutno doplnit soustavou rovnic Maxwellových a rovnićı
stavovou.

Magnetohydrodynamický popis je odvozen z přibĺıžeńı fluidńıho. Zde je plazma
považováno za jednu vodivou tekutinu. Součtem a odečteńım odpov́ıdaj́ıćıch rovnic fluid-
ńıch źıskáme rci kontinuity, rci pohybovou a zobecněný Ohmův zákon.

Definujme měrnou hmotnost ρ, rychlost pohybu hmoty ~v a hustotu proudu ~j

ρ = niM + nem ≈ n(M +m) ,

~v =
1
ρ
(niM~vi + nem~ve) ≈

M~vi +m~ve
M +m

,

~j = e(ni~vi − ne~ve) ≈ ne(~vi − ~ve) .

Potom soustava MHD rovnic má tvar (v pořad́ı rce kontinuity, pohybová, zobecněný
Ohmův zákon)

∂ρ

∂t
+∇.(ρ~v) = 0 ,

ρ
∂~v

∂t
= ~j × ~B −∇p+ ρ~g ,

~E + ~v × ~B = η~j .

Zde vecg a η jsou gravitačńı zrychleńı a specifický odpor a tlak p = pi + pe. Soustavu je
nutno doplnit rovnicemi Maxwellovými a rovnićı stavovou.

Driftový popis je nejjednodušš́ım, avšak často velmi potřebným přibĺıžeńım pro
určeńı pohybu částic plazmatu. V něm je elektrické a magnetické pole uvnitř plazmatu
uvažované jako pevně zadaná veličina. Driftové přibĺıžeńı je d̊uležité nejen pro kvalita-
tivńı odhad udržeńı plazmatu v r̊uzných plazmatických konfiguraćıch, ale i pro diskuzi
r̊uzných typ̊u plazmatických nestabilit. Aniž bychom se zabývali odvozeńım, uvedeme tři
nejzákladněǰśı typy driftových pohyb̊u.
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Všechny vycházej́ı z pohybu částice v homogenńım magnetickém poli. Jestliže rychlost
částice ~v rozlož́ıme do složky ~v⊥ a ~v‖ (kde ~v⊥ znač́ı složku rychlosti, kolmou na siločáru
a ~v‖ složku rychlosti, rovnoběžnou se směrem siločar), pak částice v homogenńım mag-
netickém poli ~B = B0~z0 (~z0 je jednotkový vektor v dekartovském ortogonálńım systému
x, y, z) rotuje kolem siločáry s poloměrem cyklotronové rotace rc = v⊥/ωc, kde ωc je tzv.
cyklotronová frekvence ωci = |qi|B0/mi (qi a mi je náboj a hmota částice). Ve směru
rovnoběžném se směrem siločar se částice pohybuje rychlost́ı v‖.

Driftové přibĺıžeńı sleduje rychlost pohybu středu cyklotronové rotace v nehomo-
genńıch magnetických poĺıch či v kombinaci elektrického a magnetického pole; driftová
rychlost ~vd je dána výrazy (m a q je hmota a náboj sledované částice)

~vd =
1
q

~F × ~B

B2
,

~vd =
~E × ~B

B2
,

~vd =
m

q

~Rk × ~B

R2
kB

2
(v2
‖ +

1
2
v2
⊥) ;

(jedná se o př́ıpad obecné śıly, kombinace elektrického a magnetického pole a př́ıpad neho-
mogenńıho magnetického pole s křivost́ı čar ~Rk). Jestliže se částice pohybuje v souřadném
cylindrickém systému r, θ, z ve směru osy z podél osové siločáry, a jestliže je magnetické
pole podél osy z nehomogenńı, potom v adiabatickém přibĺıžeńı (které v našem modelu
odpov́ıdá malým změnám B během jedné cyklotronové otáčky) plat́ı, že se zachovává
tzv. adiabatický invariant µ

µ =
mv2

⊥
2B

.

V d̊usledku tohoto invariantu může doj́ıt v mı́stě, kde je splněno, že v⊥ = v k tzv.
zrcadlovému efektu, tj. že částice se odraźı v mı́stě z0, kde je splněno

µ =
mv2

2B(z0)
.

Tento efekt je jednak užit jako zp̊usob ohraničeńı plazmatu v tzv. zrcadlových nádobách,
jednak se objevuje při pohybu částic v toroidálńıch magnetických zař́ızeńıch typu toka-
mak, a jednak zp̊usobuje zachyceńı ionizovaných částic ve Van Allenových pásech.

Rovnováha a stabilita plazmatu je velmi d̊uležitou charakteristikou plazmatu.
Ukazuje se, že v rovnovážném stavu muśı být splněno

∇p = ~j × ~B , c2∇× ~B =
~j

ε0
,

kde ~j je hustota proudu, tekoućıho plazmatem. V nejjednodušš́ım př́ıpadě cylindrického
plazmatu plat́ı

p+
1
2
ε0c

2B2 = konst. ,

kde druhý člen levé strany rovnice představuje tzv. tlak magnetického pole.
Aby plazma bylo stabilńı, je nutné, aby se malá náhodná odchylka z rovnovážného

stavu (kdekoliv uvnitř nebo na povrchu plazmatu) dále nezvětšovala. Ukazuje se, že celá
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řada plazmatických konfiguraćı této podmı́nce nevyhovuje, jsou nestabilńı. To bylo také
př́ıčinou prudkého ochlazeńı optimizmu v padesátých letech při studiu tzv. ř́ızené ter-
monukleárńı fúze. Jako klasický př́ıklad nestability uved’me tzv. smyčkovou nestabilitu.
Sloupec plazmatu, kterým protéká proud o hustotě i se může v určitém mı́stě vychýlit.
Siločáry magnetického pole, daného protékaj́ıćım proudem (a které v rovnovážném stavu
plazmatického cylindru tvořily kružnice) jsou na vněǰśı straně smyčky řidš́ı než na vnitřńı
straně. Tlak magnetického pole je tedy na vnitřńı straně větš́ı než na vněǰśı straně, a to
vede ke kumulativńımu zvětšováńı výchylky a tedy k nestabilitě.

Kromě této nestability existuje celá řada daľśıch nestabilit, např. Rayleighova-Taylo-
rova nestabilita, analogická nestabilitě rozhrańı dvou druh̊u kapalin v gravitačńım poli.
Pokud je těžš́ı kapalina v rovnovážném stavu nad kapalinou lehč́ı, např. voda nad olejem,
jakákoliv perturbace rozhrańı vede k jejich téměř okamžité záměně. Intenzivńı studium
ukázalo, že vhodné konfigurace magnetických poĺı mohou alespoň nejzhoubněǰśım nesta-
bilitám zabránit.

Vedle nestabilit magnetohydrodynamického typu existuj́ı i nestability kinetické. Ty
souviśı s nestabilńım tvarem rozdělovaćıch funkćı. Nejjednodušš́ım typem kinetické nesta-
bility je tzv. bump-in-tail-instability, která je zp̊usobena poruchou maxwellovské rozdělo-
vaćı funkce. Ta může být např. realizována elektronovým svazkem, který proniká plazma-
tem s nenulovou teplotou.

Vlny v plazmatu jsou typickým př́ıkladem kolektivńıho chováńı plazmatu. Teorie
jejich š́ı̌reńı je poměrně komplikovaná a představuje d̊uležitou část fyziky plazmatu. Š́ı̌reńı
vln v plazmatu je možno studovat jak v rámci fluidńıho přibĺıžeńı, tak v přibĺıžeńı ki-
netickém. Kinetický popis je obecněǰśı formou popisu fluidńıho. Ukazuje na efekty, které
fluidńı popis principielně nemůže stanovit.

Uved’me nejdř́ıve popis fluidńı. Ćılem tohoto popisu je nalézt tzv. disperzńı rovnici,
která určuje vztah mezi frekvenćı vlny ω a jej́ım vlnovým vektorem ~k. Relace sama pak
vyplývá z tzv. selfkonzistentńıho řešeńı fluidńıch rovnic.

Jak již bylo uvedeno v části, popisuj́ıćı soustavu fluidńıch rovnic, komplikace jejich
řešeńı spoč́ıvá jednak v tom, že se jedná o soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic,
jednak v tom, že jsou tyto rovnice principiálně nelineárńı. To pak vyžaduje bud’ řešeńı
numerické nebo řešeńı analytické perturbačńı.

Na rozd́ıl od š́ı̌reńı elektromagnetických vln ve vakuu (vyznačuj́ı se t́ım, že se jedná
o transversálńı vlny s elektrickou i magnetickou složkou pole, které jsou kolmé na směr
š́ı̌reńı), maj́ı vlny, š́ı̌ŕıćı se plazmatem, r̊uzné formy polarizace. Ta záviśı na parametrech
plazmatu a vln. Tato odlǐsnost je zp̊usobena t́ım, že elektrické a magnetické pole ovlivňuje
dynamiku plazmatu a t́ım zpětně ovlivňuje i charakter š́ı̌reńı.

Disperzńı relace D(ω,~k) = 0 je obecně závislá na hustotě plazmatu a na tom, je-li
plazma vnořeno do magnetického pole, či jedná-li se o plazma bez magnetického pole.
Obvykle se uvažuje plazma s homogenńı hustotou, vnořené do časově i prostorově kon-
stantńıho magnetického pole. Z rozsáhlého spektra vln, které se mohou plazmatem š́ı̌rit,
si povšimneme pouze tzv. elektrostatických vln v plazmatu bez vněǰśıho magnetického
pole a vln elektromagnetických, š́ı̌ŕıćıch se plazmatem opět bez vněǰśıho mag. pole.

Vlny elektrostatické (Langmuirovy) se vyznačuj́ı zcela zvláštńı polarizaćı. Maj́ı pouze
elektrickou složku pole, rovnoběžnou se směrem š́ı̌reńı vlny. Jejich disperzńı rovnice má
tvar

ω2 = ω2
pe +

3kTe
me

k2 ,
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kde tzv. plazmová frekvence ωpe je dána vztahem

ω2
pe =

ne2

ε0me
.

Zde n je hustota plazmatu, me je hmota elektronu a k je vlnové č́ıslo. Shora uvedenou
disperzńı relaci lze odvodit z fluidńı pohybové rce pro elektronovou složku, z fluidńı
rce kontinuity pro tutéž složku a z rovnice Poissonovy. Předpokládá se, že ionty lze
považovat za nepohyblivé pozad́ı, a že porucha hustoty, zp̊usobená vlnou je podstatně
menš́ı než hustota neporušená (použ́ıvá se perturbačńı metoda a uvažuje se pouze nejnižš́ı
perturbace). Disperzńı rce umožňuje š́ı̌reńı vln pouze s frekvenćı ω > ωpe.

Elektromagnetická vlna, š́ı̌ŕıćı se plazmatem bez magnetického pole má disperzńı
rovnici ve tvaru

ω2 = ω2
pe + c2k2 ,

kde c je rychlost světla. Nalezeńı disperzńı rovnice vyžaduje selfkonzistentńı řešeńı dvou
Maxwellových rovnic, rovnice pohybové rovnice kontinuity. Protože se předpokládá, že s
dobrou aproximaćı nepohyblivé ionty tvoř́ı pouze pozad́ı pro poruchy elektronové kom-
ponenty, jedná se u posledńıch dvou rovnic o rovnice elektronového fluida. Předchoźı
disperze ukazuje, že reálné řešeńı (a tedy i š́ı̌reńı) existuje pouze pro dostatečně vysoké
frekvence (ω > ωpe).

Fluidńı popis je velmi praktický a umožňuje źıskat disperzńı rovnice pro celý rozsah
frekvenćı (od stovek kHz po stovky GHz), v širokém režimu hustot plazmatu a velikost́ı
magnetického pole. Neńı schopen však odvodit zvláštńı a d̊uležitý jev, Landaůuv útlum,
vlastńı jen kinetickému přibĺıžeńı.

Z širokého spektra kinetických efekt̊u uvedeme pouze Landauovu reprezentaci útlumu
elektrostatické vlny, š́ı̌ŕıćı se plazmatem bez magnetického pole. Předpokládá se, že ne-
porušená rozdělovaćı fce f0 elektronové komponenty má maxwellovský tvar a že ionty
tvoř́ı nehybné pozad́ı. Disperzńı rovnice, źıskaná z Vlasovovy rovnice a rovnice Poisso-
novy má tvar

ω = ωpe(1 + i
π

2
ω2
pe

k2

∂f0

∂v
|v = vφ) ,

kde derivace rozdělovaćı fce (v našem př́ıpadě záporná) se bere pro rychlosti v splňuj́ıćı
rezonančńı podmı́nku v = vφ = ω/k. Tato podmı́nka zároveň vysvětluje mechanizmus
útlumu - je to rezonančńı interakce vlny s částicemi, které se pohybuj́ı rychlost́ı bĺızkou
fázové rychlosti vlny. Pro maxwellovské plazma předchoźı rovnice představuje útlum
vlny. Naopak, jestliže ∂f0/∂v bude mı́t kladné znaménko, ukazuje disperze na nestabilitu
(bump-in-tail-instability), jak jsme se již o tom zmı́nili.

Kinetické přibĺıžeńı lze analyticky řešit pouze v přibĺıžeńı (nekonečně) malých am-
plitud vlny. Interakce vln s konečně velikou amplitudou - tedy ryze nelineárńı úloha -
vyžaduje jiný př́ıstup. Řada úloh je řešitelná pouze numericky na poč́ıtač́ıch. Z úloh,
které lze řešit analyticky se aspoň zmiňme o zachyceńı částice do vlny, o kvazilineárńı
aproximaci a o solitonovém řešeńı.

Řı́zená termonukleárńı fúze je jednou z aktuálńıch aplikaćı fyziky vysokotep-
lotńıho plazmatu. Protože reakce vyžaduje teploty okolo 106 K a hustoty 1020 částic na
m3 (pro tzv. magnetické udržeńı, tokamaky) či až 1028 částic na m3 (pro laserovou fúzi),
jedná se o plazma plně ionizované, na které lze aplikovat všechny shora uvedené př́ıstupy.
V rámci studia magnetického udržeńı jsou zřejmě nejperspektivněǰśı tokamaky; jejich
silným konkurentem je tzv. inerciálńı udržeńı, representované hlavně laserovou fúźı.
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13.2 Plazma - základy

Plazma je kvazineutrálńı plyn nabitých a neutrálńıch částic, který vykazuje
kolektivńı chováńı.

V plazmatu jsou nabité částice, které při svém pohybu mohou vytvářet lokálńı kon-
centrace pozitivńıho/negativńıho náboje, které vedou ke vzniku elektrických poĺı. Tato
pole ovlivňuj́ı pohyb jiných nabitých částic na vzdáleném mı́stě. (× Naopak nějaká ne-
utrálńı částice se v obyčejném prostřed́ı pohybuje zcela nerušeně až do okamžiku nějaké
srážky.) Tj. kolektivńım chováńım se rozumı́ pohyby, které nezáviśı pouze na lokálńıch
podmı́nkách, ale rovněž na stavu plazmatu ve vzdálených oblastech. (Můžeme mı́t až

”bezsrážkové“ plazma = dálkově p̊usob́ıćı elektromagnetické śıly jsou mnohem větš́ı než
śıly zp̊usobené obyčejnými lokálńımi srážkami, které tak mohou být zanedbány.)

Teplota plazmatu – v plynu v tepelné rovnováze se vyskytuj́ı částice všech rychlost́ı,
nejpravděpodobněǰśı rozděleńı je rozděleńı Maxwellovo:

f(u) = A exp (−1
2
mu2/kT ) ,

kde fdu je počet částic v m3 s rychlostmi mezi u a u+ du, mu2/2 je kinetická energie a
k je Boltzmannova konstanta 1, 38.10−23 J/K. Hustotu n (počet částic v m3) dostaneme
jako

n =
∫ ∞

−∞
f(u)du .

Mezi konstantou A a hustotou n je pak převodńı vztah A = n(m/2πkT )1/2 .
Š́ı̌rka rozděleńı je charakterizována konstantou T , kterou nazýváme teplota. Pokud

spočteme středńı kinetickou energie částic s Maxwellovým rozděleńı, tj. výraz

Est =
∫∞
−∞

1
2mu

2f(u)du∫∞
−∞ f(u)du

,

dostaneme (na stupeň volnosti)

Est =
1
2
kT .

Protože mezi T a Est je takovýto těsný vztah, bývá ve fyzice plazmatu zvykem udávat
teplotu v jednotkách energie. Pro kT = 1 eV = 1, 6.10−19 J dostáváme T = 11 600 K.
Převodńı vztah je tedy 1 eV = 11 600 K .

Plazma tak může mı́t několik teplot současně – např. ionty a elektrony mohou mı́t
odlǐsná rozděleńı s rozd́ılnými teplotami Ti a Te (pokud frekvence srážek iont̊u mezi
sebou a elektron̊u mezi sebou je větš́ı než frekvence srážek mezi ionty a elektrony). Je-li
př́ıtomno mag. pole, může dokonce i jediný druh částic mı́t dvě teploty (śıly p̊usob́ıćı ve
směru ~B jsou jiné než śıly p̊usob́ıćı kolmo . . . ).

Plazma je kvazineutrálńı pokud je ”natolik neutrálńı“, že lze položit ni ∼ ne ∼ n,
kde n je společná hustota nazývaná hustotou plazmatu, ale nikoliv natolik neutrálńı, aby
se všechny elektromagnetické śıly ztratily. Tato podmı́nka je splněna pokud D � L, kde
L je rozměr (oblaku) plazmatu a D je Debyeova délka = ”vzdálenost, ve které ještě
p̊usob́ı náboj částice resp. vzdálenost, ve které je okolńımi částicemi odst́ıněn; mı́ra st́ıńıćı
vzdálenosti; udává vzdálenost, do jaké se může vzdálit elektron od svého kladného iontu
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a ještě pocit’ovat jeho přitažlivost“ 3, tj.

D ≡
(
ε0kT

ne2

)1/2

,

kde n je počet částic s nábojem e v 1 m3. V definici vystupuje elektronová teplota – st́ıněńı
obecně zp̊usobuj́ı pohyblivěǰśı elektrony.

Vzr̊ustá-li hustota nabitých částic, D se zmenšuje (v každé vrstvičce je v́ıce elektron̊u,
k odst́ıněńı stač́ı kratš́ı vzdálenost). Naopak D vzr̊ustá s rostoućım kTe, bez tepelného
neklidu by se odstiňuj́ıćı nábojový oblak zhroutil v nekonečně tenkou destičku.4

Pokud je tedy systém daleko větš́ı než Debyeova délka, pak at’ kdekoliv vznikne lokálńı
koncentrace náboje nebo je do systému zaveden vněǰśı potenciál, jsou tyto odst́ıněny ve

3 dle Coul. z. přitažlivost mezi e− a i+ p̊usob́ı na ∞ vzdálenost; v plazmatu tomu ale tak neńı ← v
prostoru jsou i daľśı nabité částice; oblast za Debyeovou sférou se pro e− jev́ı jako neutrálńı kontinuum,
mikroskopická pole jednotlivých částic na něj odtud nep̊usob́ı; z oblasti mimo sféru na něj p̊usob́ı jen
makroskopické vlivy (el.proud, mag. pole . . . )

4 Odvozeńı Deb. délky : vložme do plazmatu idealizovanou plochu s nábojem, ten bude odst́ıněn. Pokud
by plazma bylo studené bez tepelných pohyb̊u, bude odst́ıněńı dokonalé. Avšak teplota konečná→ částice
na okraji st́ıńıćıho oblaku (kde je el. pole slabé) maj́ı dost tepelné energie, aby unikly z elstat. potenc.
jámy →

”
okrajem“ oblaku je poloměr, na němž se potenciálńı energie ≈ tepelné energii částic kT .

Necht’ je potenciál φ v rovině x = 0 udržován na hodnotě φ0. Chceme spoč́ıtat φ(x). Vyjdeme z Pois-
sonovy rovnice

∇2φ = −e(ni − ne)

ε0
.

(Z Gaussovy věty elektrostat. div ~E = ρ/ε0 = e(ni − ne)/ε0; ~E = −gradφ; div grad = ∇.∇ = 4 . . . )
Je-li hustota v dostatečné vzdálenosti n∞, dostáváme ni = ne .
V mı́stě s potenciálńı energíı qφ je elektronová rozdělovaćı funkce

f(u) = A exp [−(1/2mu2 + qφ)/kTe] .

(Tato rovnice ř́ıká: na mı́stě s velkou potenciálńı energíı je méně částic – ne všechny maj́ı dostatečnou
energii, aby se tam dostaly.) Integraćı f(u) přes všechna u (a s využit́ım q = −e, ne(φ → 0) = n∞)
dostaneme tzv. Boltzmann̊uv vztah

ne = n∞ exp (eφ/kTe) .

Dosad́ıme-li za ne a ni do Poissonovy rce, dostaneme

d2φ

dx2
=

e

ε0
n∞

{[
exp

(
eφ

kTe

)]
− 1

}
.

V oblasti, kde eφ/kT � 1, lze exponenciálu rozvést do Taylora

d2φ

dx2
=

e

ε0
n∞

[
eφ

kTe
+

1

2

(
eφ

kTe

)2

+ . . .

]
, .

(V bĺızkosti plochy, kde je eφ/kT velké neńı zjednodušeńı možné, tato oblast však mnoho nepřisṕıvá k
tloušt’ce oblaku [potenciál zde strmě padá . . . ]) Ponecháme-li v rozvoji pouze lineárńı člen, dostaneme

d2φ

dx2
=
n∞e

2

ε0kTe
φ . (α)

Můžeme tedy definovat Debyeovu délku D

D ≡
(
ε0kT

ne2

)1/2

,

kde n stoj́ı na mı́stě n∞, a řešeńı rce (α) tj. rce d2φ/dx2 = φ/D2 má tvar φ = φ0 exp (−|x|/D).
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vzdálenosti krátké ve srovnáńı s rozměrem systému L a ponechaj́ı tak převážnou část
plazmatu (makroskopické rozměry) bez velkých elektrických potenciál̊u či poĺı.

Takto popsaný mechanismus Debyeova st́ıněńı plat́ı pouze tehdy, je-li v nábojovém
oblaku dostatečný počet částic. Jsou-li v oblasti vrstvy jedna či dvě částice, neńı pojem
Debyeova st́ıněńı statisticky platný. Podmı́nka kolektivńıho chováńı tedy vyžaduje aby
počet částic v Debyeově sféře ND = n.43πD

3 = 1, 38.106T 3/2/n1/2 byl � 1.
Posledńı podmı́nka souviśı se srážkami: je-li ω frekvence typických oscilaćı plazmatu a

τ středńı doba mezi srážkami s neutrálńımi atomy, muśı platit ωτ > 1, aby se plyn choval
sṕı̌se jako plazma než jako neutrálńı plyn (tj. aby pohyb částic byl ř́ızen převážně silami
elektromagnetickými a ne obyčejnými hydrodynamickými jako v př́ıpadě neutrálńıho
atomu). Podmı́nky, které plazma muśı splňovat, jsou:

1. D � L
2. ND � 1
3. ωτ > 1
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13.3 Driftový popis

V obecném př́ıpadě gravitačńıho a elektromagnetického pole je pohybová rce pro částici
s klidovou hmotnost́ı m0 a elektrickým nábojem q dána vztahem

d
dt

(γm0~v) = γm0~g +
q

c
(~e+

1
c
~v × ~B) ,

kde
γ = 1/

√
(1− v2/c2)

je relativistický faktor. Nicméně pro začátek z d̊uvodu maximálńıho zjednoduššeńı z na-
šich úvah gravitačńı pole a veškeré relativistické jevy vypust́ıme . . .

Věnujeme se tedy čistě pohybu testovaćı částice v předem daných elektrických a mag-
netických poĺıch, a to za předpokladu malých rychlost́ı . . .

§ Homogenńı elektrické a magnetické pole

• ~B = 0, elektrické pole ~E 6= 0

Pohyb nabité částice v konstantńım elektrickém poli ~E je samozřejmě analogický po-
hybu nějaké hmotné částice v poli gravitačńım. Nejjednodušš́ım př́ıpadem je rovnoměrně
zrychlený pohyb směřuj́ıćı ve směru orientace pole, který lze popsat velmi jednoduchou
rovnićı

m

(
dv
dt

)
= qE .

Pohyb částice je tedy rovnoběžný s elektrickým polem a rychlost neustále roste, pokud
je toto pole konstantńı.

• ~E = 0, magnetické pole ~B 6= 0

V tomto př́ıpadě nabitá částice krouž́ı – výsledným pohybem je tzv. cyklotronńı nebo
též Larmorova rotace/gyrace. Pohybová rovnice je samozřejmě dána zjednoduššeńım
obecné pohybové rce, výsledný tvar je

m
d~v
dt

= q~v × ~B .

Pokud je śıla ~F p̊usob́ıćı na částici stálá (což zde předpokládáme), výsledný pohyb bude
kruhový nebot’ q~v× ~B p̊usob́ı vždy kolmo na směr pohybu nabité částice. Poloměr dráhy
záviśı na velikosti B nebot’ zrychleńı potřebné pro pohyb ve dráze s poloměrem r je dáno
vztahem dv

dt = v2

r , takže dosazeńım do předchoźı rovnice dostáváme mv2

r = qvB , a tedy

rL ≡
mv⊥
|q|B

.

Toto je definičńı rovnice pro tzv. Larmor̊uv poloměr, určuj́ıćı poloměr dráhy částice
(mm/100 - cm). Střed této dráhy je tzv. gyračńı střed/střed cyklotronńı rotace. Kru-
hová frekvence ω je obecně dána vztahem ω = v/r (jelikož T = 2πr/v a ω = 2π/T ), tj.
částice se bude po kruhové trajektorii pohybovat s tzv. cyklotronńı frekvenćı

ωc ≡
|q|B
m

.
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Ve vztahu pro Larmor̊uv poloměr vystupuje v⊥ – složka rychlosti částice kolmá k mag.
poli. V př́ıpadě pohybu obecnou rychlost́ı, jež má nenulové obě složky rychlosti (tj. kolmou
i rovnoběžnou k mag. poli), bude trajektoríı částice šroubovice – mag. pole ovlivňuje
pouze kolmou složku rychlosti, která tak určuje poloměr trajektorie; složka rovnoběžná,
která neńı mag. polem ovlivňována, určuje ”odlehlost“ otáček šroubovice. 5

Směr kroužeńı (viz obr) je vždy takový, že mag. pole vytvářené nabitou částićı má
opačný směr než vněǰśı pole. Částice plazmatu maj́ı tedy sklon ke zmenšováńı magne-
tického pole, plazma je diamagnetické.

+ Podrobné odvozeńı:
Polož́ıme-li osu z do směru mag. pole, tj. ~B = (0, 0, B), dostaneme pro jednotlivé složky
pohybové rovnice

mv̇x = qBvy, mv̇y = −qBvx, mv̇z = 0 ,

v̈x =
qB

m
v̇y = −

(
qB

m

)2

vx,

v̈y = −qB
m
v̇x = −

(
qB

m

)2

vy .

Toto jsou rovnice pohybu LHO s frekvenćı ωc, tedy v̈i + ω2
cvi = 0, definovanou vztahem

ωc =
|q|B
m

.

Řešeńı pohybových rovnic tvaru LHO bude (jelikož λ2 + ω2 = 0 → λ = ± iωc . . .)

vx,y = v⊥ exp(± iωct+ δx,y) ,

kde ± označuje znaménko q. Fázi δ můžeme zvolit tak, že

vx = v⊥e
iωct = ẋ , (∗a)

kde v⊥ je kladná konstanta znamenaj́ıćı rychlost v rovině kolmé na ~B, tedy v2
x+v2

y = v2
⊥.

Pak také
vy =

m

qB
v̇x = ± 1

ωc
v̇x = ± iv⊥eiωct = ẏ . (∗b)

Integrace dá
x− x0 = −iv⊥

ωc
eiωct ,

y − y0 = ± v⊥
ωc
eiωct .

Nyńı již můžeme definovat Larmor̊uv poloměr dle vztahu

rL ≡
v⊥
ωc

=
mv⊥
|q|B

.

Reálné části předchoźıch rovnic

x− x0 = rL sinωct , y − y0 = ± rL cosωct , (∗∗)

popisuj́ı kruhový pohyb okolo gyračńıho středu (x0, y0), jehož souřadnice odpov́ıdaj́ı in-
tegračńım konstantám . . .

5 Obecně v reálném př́ıpadě mohou být dráhy částice samozřejmě velmi komplikované. Při studiu
takových situaćı pak velké zjednodušeńı přináš́ı přibĺıžeńı tzv. gyračńıho středu. Při něm se namı́sto
přesné dráhy sleduje cesta pomyslného gyračńıho středu; použitelné samozřejmě pouze tehdy, pokud
poloměr gyraćı je mnohem menš́ı než charakteristická délková škála na ńıž je pole nehomogenńı a pokud
perioda gyraćı je mnohem kratš́ı než časová škála spojená se změnou pole.
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• Nav́ıc konečné ~E pole, tj. zǩŕıžená pole ~E 6= 0, ~B 6= 0

Přidáme nyńı elektrické pole, výsledným pohybem bude součet obou pohyb̊u: kruhová
Larmorova rotace plus unášeńı (drift) gyračńıho středu. Pohybová rovnice nyńı bude

m
d~v
dt

= q( ~E + ~v × ~B) ,

jej́ı z-tová složka je dvz/dt = qEz/m, tj. vz = qEzt/m+ vz0, což je prosté zrychlováńı ve
směru ~B. Př́ıčné složky pohybové rovnice jsou

dvx
dt

=
q

m
Ex ± ωcvy ,

dvy
dt

= 0∓ ωcvx .

Po derivaci dostaneme ( ~E je konst.)

v̈x = −ω2
cvx , v̈y = ∓ωc

(
q

m
Ex ± ωcvy

)
= −ω2

c

(
vy +

Ex
B

)
. (∆)

To můžeme napsat jako (viz podrobné odvozeńı předchoźıho pohybu)

d2

dt2

(
vy +

Ex
B

)
= −ω2

c

(
vy +

Ex
B

)
,

takže rov. (∆) je převedena na předchoźı př́ıpad, nahrad́ıme-li vy výrazem vy + (Ex/B).
Nyńı tedy dostáváme

vx = v⊥e
iωct , vy = ± iv⊥eiωct − Ex

B
.

Larmor̊uv pohyb z̊ustává týž jako před t́ım, jen se přes něj překládá drift gyračńıho
středu ~vgs ve směru −y (pro Ex > 0). Výsledný drift je kolmý na ~E i ~B, viz obr.

Pro zisk obecného výrazu pro ~vgs je nutno řešit výchoźı rovnici vektorově, členmd~v/dt
vypust́ıme – dává pouze krouživý pohyb s frekvenćı ωc, který již známe. Tj.

~E + ~v × ~B = 0 .

Vektorový součin s ~B dává

~E × ~B = ~B × (~v × ~B) = 6 = ~vB2 − ~B(~v. ~B) .
6 1. v závorce a skalárně ostatńı dva - 2. v závorce a skalárně ostatńı dva
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Posledńı člen je nula (~v ⊥ ~B), dostáváme tedy

~v⊥gs =
~E × ~B

B2
≡ ~vE .

Dostali jsem tedy definici př́ıdavné rychlosti ~vE , driftu vyvolaného elektrickým polem.
~vE nezáviśı na q, m, v⊥, což je dáno t́ım, že: v prvé polorovině svého orbitu źıskává ion
v el. poli energii, zvětšuje se v⊥ a tedy i rL, v druhé p̊ulce oběhu ovšem energii ztráćı a
zmenšuje se rL – r̊uznost rL na levé a pravé straně zp̊usobuje drift vE ; ovšem záporný
elektron krouž́ı v opačném směru, ale energii źıskává též v opačném směru – výsledkem
je drift v témž směru jako drift iont̊u; podobně budeme-li mı́t dvě částice s touž energíı,
ale r̊uznou hmotnost́ı, pak lehč́ı bude mı́t menš́ı rL a driftový posun připadaj́ıćı na jeden
oběh bude též menš́ı, cyklotronńı frekvence však bude větš́ı a tyto dva efekty se navzájem
zruš́ı . . .

Výsledná dráha v tř́ırozměrné prostoru tedy je zešikmená šroubovice s proměnným
stoupáńım, viz obr.

• Gravitačńı drift

Předchoźı výpočet je speciálńım př́ıpadem tzv. driftových pohyb̊u. V př́ıpadě, že na částici
p̊usob́ı kromě magnetického pole ještě daľśı silové pole, které se měńı v pr̊uběhu jedné
gyračńı periody jen velmi málo (v čase i v prostoru), posouvá se gyračńı střed driftovou
rychlost́ı

~vf =
1
q

~F × ~B

B2
.

Je-li tedy p̊usob́ıćı silou śıla gravitačńı, dostáváme gravitačńı drift

~vg =
m

q

~g × ~B

B2
.

Tento drift je kolmý jak na grav. śılu, tak na ~B, avšak na rozd́ıl od předchoźıho měńı
znaménko s nábojem částic. Při gravitačńı śıle je tedy drift elektron̊u a iont̊u namı́̌ren
v opačných směrech, vzniká tak proudová hustota ~j = 7 = n(m + M)(~g × ~B)/B2 .
Fyzikálńı př́ıčina driftu: opět změna Larmorova poloměru, když částice źıskává a ztráćı
energii v gravitačńım poli; elektrony krouž́ı v opačné smyslu než ionty, avšak śıla na ně
p̊usob́ı v témž směru → drift má opačný směr.

7 ~j = ρ~v
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§ Daľśı drifty – nehomogenńı ~B pole (bez ~E)

Pro homogenńı pole bylo možno źıskat přesné výrazy, při proměnných poĺıch př́ılǐs kom-
plikované → přibližná odpověd’ se obvykle źıskává tak, že se výraz rozvine pro malou
hodnotu rL/L, kde L je charakteristická délka nehomogenity . . .

• ∇B ⊥ ~B, grad-B drift

Uvažujme Lorentzovu śılu zpr̊uměrovanou přes jeden oběh. Zřejmě plat́ı, že F x = 0,
nebot’ částice stráv́ı stejně dlouhou dobu při pohybu vzh̊uru jako při pohybu dol̊u. Dále
chceme spoč́ıtat přibližný tvar F y – pro výpočet středńı hodnoty užijeme neporušený
orbit částice daný rovnicemi (*) a (**) pro konstantńı ~B pole. Vezmeme-li reálnou část
rovnice (*) 8, dostaneme

Fy = −qvxBz(y) = −qv⊥(cosωct)
[
B0 ± (cosωct

∂B

∂y
)
]
,

kde jsme použili Taylor̊uv rozvoj ~B okolo bodu x0 = 0, y0 = 0 a užili jsme rci (**)

~B = ~B0 + (~r.∇) ~B + . . . → Bz = B0 + y(∂Bz/∂y) + . . .

Tento rozvoj ovšem plat́ı jen pro rL/L� 1, kde L je charakteristická délka pro ∂Bz/∂y,
tj. pro slabě nehomogenńı magnetické pole. Při rotaci je pr̊uměrná hodnota prvého členu
rovnice pro Fy nula a pr̊uměrná hodnota cos2 ωct je 1/2, tj.

F y = ∓ qv⊥rL.
1
2
(∂B/∂y) .

Driftová rychlost gyračńıho středu pak je

~vgs =
1
q

~F × ~B

B2
=

1
q

F y
|B|

~̂x = ∓ v⊥rL
B

1
2
∂B

∂y
~̂x ,

přičemž jsme užili rovnici pro drift při obecné śıle. Protože volba y je libovolná, lze
výsledek zobecnit

~v∇B = ± 1
2
v⊥rL

~B ×∇B
B2

.

Tohle je obecný grad-B drift. Znaménko ± zastupuje náboj.

Gradient | ~B|, jenž je zp̊usoben změnou velikosti magnetického pole, tedy zp̊usobuje,
že Larmor̊uv poloměr je větš́ı v dolńı části orbitu než v horńı, to vede k driftu pro ionty
a elektrony v opačných směrech kolmých jak na ~B, tak i na ∇B. Výsledkem tedy může
být proud kolmý k ~B.

8 vx = v⊥e
ieωct ⇀ Re vx = v⊥ cosωct
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Možné je též
”
logické“ odvozeńı: v slabě nehomogenńım magnetickém poli p̊usob́ı na gyračńı střed

částice fiktivńı śıla (fiktivńı proto, že jde o śılu p̊usob́ıćı na gyračńı střed – přes gyraci byly rovnice
vystředovány)

~F = −µ∇| ~B| , µ =
mv2

⊥
2B

,

kde µ je magnetický moment proudové smyčky vytvořené Larmorovou rotaćı částice. Lze ukázat, že
tato veličina se zachovává v př́ıpadě pomalých změn poĺı v porovnáńı s gyraćı (je tzv. adiabatickým
invariantem). Př́ıslušná driftová rychlost tedy má velikost

~v∇B =
mv2

⊥
2q

~B ×∇B
B3

.

Viz též dále.

• Zaǩrivené siločáry: drift zaǩriveńı

Při pohybu kolem zakřivené siločáry magnetického pole bude na částici p̊usobit od-
středivá śıla

~F =
mv2

‖
Rk

~̂r = mv2
‖
~Rk
Rk

,

kde Rk je poloměr křivosti silokřivky. Výsledkem je tedy drift zakřiveńı

~vR =
mv2

‖
qB2

~Rk × ~B

R2
k

.

Nutno však poznamenat, že předpoklad konstantńıho poloměru křivosti a zároveň kon-
stantńı velikosti | ~B| nevyhovuje Maxwellovým rovnićım pro vakuum, a proto se k tomuto
driftu vždy přič́ıtá grad-B drift. 9 Výsledný součet dává drift pro zakřivené vakuové
pole

~v∇B + ~vR =
m

q

~Rk × ~B

R2
kB

2
(v2
‖ +

1
2
v2
⊥) .

9 Pro vakuum plat́ı ∇× ~B = 0. V cylindrických souřadnićıch R,ϑ, z dle obrázku tak má ∇× ~B pouze
složku z, nebot’ ~B má pouze složku ϑ a ∇B jenom složku r. Dostáváme tak

(∇× ~B)z =
1

r

∂

∂r
(rBϑ) = 0 , Bϑ ∼

1

r
.

Tj.

| ~B ∼ 1

Rk
| , ∇| ~B|

| ~B|
= −

~Rk

R2
k

.

Užijeme-li dř́ıve odvozený výsledek pro grad-B drift, dostáváme

~v∇B = ∓ 1

2

v⊥r⊥
B2

~B ×B
~Rk

R2
k

= ± v2
⊥
ωc

~Rk × ~B

R2
kB

=
1

2

m

q
v2
⊥
~Rk × ~B

R2
kB

2
.
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Bohužel, že se tyto dva drifty sč́ıtaj́ı. Stoč́ıme-li totiž ve snaze udržet termonukleárńı
plazma magnetické pole do tvaru toru, částice budou z toru vždy unikat, at’ užijeme
jakéhokoliv triku při volbě teploty a magnetických poĺı.

• ∇B ‖ ~B: Magnetická zrcadla

Nyńı se budeme zabývat magnetickým polem, které je směřováno předevš́ım podél osy z
a jehož velikost se měńı ve směru z. Necht’ je pole osově symetrické s Bϑ = 0 a ∂/∂ϑ = 0.
Protože se silokřivky sb́ıhaj́ı a rozb́ıhaj́ı, nutně existuje složka Br, viz obr. Chceme ukázat,
že to vede ke vzniku śıly, která může částici uvěznit v magnetickém poli.

Br můžeme obdržet ze vztahu ∇. ~B = 0

1
r

∂

∂r
(rBr) +

∂Bz
∂z

= 0 .

Jestliže ∂Bz/∂z je dáno pro r = 0 a př́ılǐs se s r neměńı, dostáváme přibližně

rBr = −
∫ r

0
r
∂Bz
∂z

dr ' −1
2
r2

[
∂Bz
∂z

]
r=0

,

Br = −1
2
r

[
∂Bz
∂z

]
r=0

. (%)

| ~B| měńıćı se s r zp̊usobuje grad-B drift gyračńıch střed̊u okolo osy symetrie, ale ne-
vznikne radiálńı grad-B drift, protože ∂B/∂ϑ = 0. Složky Lorentzovy śıly jsou

Fr = q(vϑBz︸ ︷︷ ︸
1

−vzBϑ) ,

Fϑ = q(−vrBz︸ ︷︷ ︸
2

+ vzBr︸ ︷︷ ︸
3

) ,

Fz = q(vrBϑ − vϑBr︸ ︷︷ ︸
4

) .

Dva členy vymiźı, jestliže Bϑ = 0, a členy 1 a 2 vedou ke vzniku obyčejné cyklotronńı ro-
tace. Člen 3 vymiźı na ose; tam, kde neńı nulový, zp̊usob́ı azimutálńı śıla drift v radiálńım
směru. Tento drift pouze nut́ı gyračńı středy sledovat siločáry. My se zaj́ımáme hlavně o
člen 4. Užijeme-li rce (%), obdrž́ıme

Fz =
1
2
qvϑr(∂Bz/∂z) .
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Nyńı muśıme středovat přes jeden oběh. Pro jednoduchost uvažujme částici, jej́ıž gyračńı
střed lež́ı na ose. vϑ pak z̊ustává při oběhu konstantńı; podle znaménka q je vϑ = ±v⊥.
Protože r = rL, je pr̊uměrná śıla

F z = ∓1
2
qv⊥rL

∂Bz
∂z

= ∓1
2
q
v2
⊥
ωc

∂Bz
∂z

= −1
2
mv2

⊥
B

∂Bz
∂z

.

Magnetický moment rotuj́ıćı částice definujeme vztahem

µ =
1
2
mv2

⊥/B ,

takže
F z = −µ(∂Bz/∂z) .

To je zvláštńı př́ıpad śıly p̊usob́ıćı na diamagnetickou částici, která může být obecně
zapsána

~F‖ = −µ∂B/∂~s = −µ∇‖B ,

kde d~s je element křivky podél ~B.
Při pohybu částice oblastmi silněǰśıho a slabš́ıho ~B se měńı jej́ı Larmor̊uv poloměr,

ale µ z̊ustává invariantńı. Abychom to dokázali, vezměme z pohybové rovnice jej́ı složku
podél ~B

m
dv‖
dt

= −µ∂B
∂s

.

levou stranu vynásob́ıme v‖ a pravou jeho ekvivalentem ds/dt a dostaneme

mv‖
dv‖
dt

=
d
dt

(
1
2
mv2

‖) = −µ∂B
∂s

∂s

∂t
= −µdB

dt
. ($)

Zde dB/dt vyjadřuje změnu B, jak ji vid́ı částice; B samo je časově konstantńı. Energie
částice se muśı zachovávat, plat́ı tedy

d
dt

(
1
2
mv2

‖ +
1
2
mv2

⊥) =
d
dt

(
1
2
mv2

‖ + µB) = 0

a pomoćı ($) přecháźı tato rce ve tvar

−µdB
dt

+
d
dt

(µB) = 0 ,

takže
dµ/dt = 0 .

Na invariantnosti µ je založen jeden ze základńıch projekt̊u na udržeńı plazmatu, tzv.
magnetické zrcadlo. Pokud částice při svém tepelném pohybu přecháźı z oblasti se slabým
magnetickým polem do oblasti silného magnetického pole, setkává se se vzr̊ustaj́ıćım B a
aby zachovala konstantńı µ, muśı jej́ı v⊥ vzr̊ust. Je-li tud́ıž v ”hrdle“ zrcadla B dostatečně
veliké, v‖ př́ıpadně klesne na nulu a částice se ”odraźı“ zpět do oblasti slabého pole.
Př́ıčinou odrazu je samozřejmě śıla ~F‖.

Takovéto zachyceńı však neńı dokonalé. Např. částice s v⊥ = 0 nebude mı́t žádný
magnetický moment a nebude na ni p̊usobit žádná śıla ve směru ~B. Částice, která má ve
středńı rovině (B = B0) malé v⊥/v‖, rovněž unikne, neńı-li maximálńı pole Bm dostatečně
veliké.
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Které částice při daném B0 a Bm uniknou? Má-li částice ve středńı rovině v⊥ = v⊥0 a v‖ = v‖0,
v mı́stě své obrátky bude mı́t v⊥ = v′⊥ a v‖ = 0. Necht’ je tam pole B′. Invariantnost µ dává

1

2
mv2

⊥0/B0 =
1

2
mv′2⊥/B

′ .

Podle zákona zachováńı energie muśı platit

v′2⊥ = v2
⊥0 + v2

‖0 = v2
0 .

Kombinaćı předcházej́ıćıch rovnic obdrž́ıme

B0

B′
=
v2
⊥0

v′2⊥
=
v2
⊥0

v2
0

= sin2 ϑ ,

kde ϑ je úhel stoupáńı šroubovicové dráhy v oblasti slabého pole. Částice s menš́ım ϑ se odraźı jako
v zrcadle v oblastech větš́ıho B. Je-li ϑ př́ılǐs malé, překroč́ı B′ hodnotu Bm a k odrazu částice v̊ubec
nedojde. Nahrad́ıme-li v předcházej́ıćı rovnici B′ hodnotou Bm, źıskáme výraz pro nejmenš́ı ϑ, při němž
se částice zachyt́ı

sin2 ϑm = B0/Bm = 1/Rm ,

kde Rm je zrcadlový poloměr. Posledńı rce určuje v rychlostńım prostoru povrch kuželové oblasti,
nazývané únikový kužel. Částice lež́ıćı uvnitř únikového kuželu se nezachyt́ı. Plazma uzavřené mezi zr-
cadly neńı tud́ıž nikdy izotropńı. Únikový kužel je nezávislý na q a m. Nedocháźı-li ke srážkám, jsou
ionty a elektrony zachyceny stejnou měrou. Docháźı-li ke srážkám, budou částice ztraceny, jestliže ve
srážce změńı sv̊uj úhel stoupáńı a dostanou se do únikového kuželu. Ke ztrátě elektron̊u docháźı obecně
snadněji, protože maj́ı vyšš́ı srážkovou frekvenci.

Př́ıkladem zrcadlového efektu jsou např. van Allenovy radiačńı pásy – zachycené
částice se odrážej́ı tam a zpět mezi oběma póly magnetické pasti.

§ Daľśı drifty – nehomogenńı ~E, ~B homogenńı

Pro př́ıpad homogenńıho magnetického a nehomogenńıho elektrického pole lze odvodit
obecný výsledek

~vE = (1 +
1
4
r2L∇2)

~E × ~B

B2
.

Druhý člen se nazývá efekt konečného Larmorova poloměru. Protože rL je daleko
větš́ı pro ionty než pro elektrony, neńı už ~vE nezávislé ne druhu částic. Objev́ı-li se v
plazmatu nějaké zhuštěńı, může elektrické pole zp̊usobit, že se elektrony a ionty odděĺı a
vytvoř́ı tak daľśı elektrické pole. Existuje-li mechanismus zpětné vazby, j́ımž sekundárńı
elektrické pole zvyšuje pole primárńı, ~E neomezeně poroste a plazma bude nestabilńı –
driftová nestabilita. (Podobně grad-B drift je efektem konečného L. p. a vede rovněž
k separaci náboj̊u. Protože ale ~v∇B je úměrný krL, zat́ımco zde je závislost k2r2L, je tedy
efekt nehomogenńıho elektrického pole významný při relativně velkém k neboli už při
malých rozměrech nehomogenity.)
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§ Daľśı drifty – časově proměnné ~E

Předpokládáme homogenńı ~E i ~B; ovšem bude-li se velikost elektrického pole pomalu
měnit v čase, bude se také měnit driftová rychlost ~vE . To odpov́ıdá p̊usobeńı setrvačné
śıly

~F = m
d~vE
dt

= m

d ~E
dt ×

~B

B2
,

výsledkem je pak polarizačńı drift

~vp =
m

q

~B ×
(

(d ~E/dt)× ~B

)
B4

, resp. ~vp = ± 1
ωcB

d ~E
dt

,

který je opět p̊uvodcem proudu v plazmatu (jelikož ~vp má opět pro ionty a elektrony
opačný směr) = polarizačńı proud, pro Z = 1 plat́ı

~jp = ne(vip − vep) =
ne

eB2
(M +m)

d ~E
dt

=
ρ

B2

d ~E
dt

.

Fyzikálńı smysl: necht’ existuje nepohybuj́ıćı se ion v magnetickém poli; při náhlém za-
pnut́ı pole ~E se začne ion pohybovat nejprve ve směru ~E, teprve když nabere rychlost ~v,
poćıt́ı Lorentzovu śılu; z̊ustane-li nyńı ~E konstantńı, žádný drift ~vp už nebude dál existo-
vat, pouze drift ~vE . . . ~vp je tedy drift ”zapnut́ı“ a je zp̊usoben setrvačnost́ı; opožd’ováńı
iont̊u v d̊usledku jejich setrvačnosti tedy vede ke vzniku polarizačńıho proudu.

§ Dodatky

• Časově proměnné ~B: V př́ıpadě časově proměnného magnetického pole je nutno
si uvědomit, že Lorentzova śıla je vždy kolmá na ~v, tj. magnetické pole samo od sebe
nemůže předávat nabité částici energii. Ovšem magnetické pole je s elektrickým spojeno
Maxwellovou rovnićı

∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0 ,

jež už samozřejmě může částice urychlovat.
• Jak již bylo řečeno, v pomalu se měńıćıch magnetických poĺıch je magnetický moment
invariantńı10; když se intenzita magnetického pole měńı, rozṕınaj́ı se a stahuj́ı Larmorovy
orbity a částice ztrácej́ı a źıskávaj́ı energii př́ıčného pohybu.

Pomoćı invariantnosti µ lze dokázat tvrzeńı, že: magnetický tok Larmorovým orbitem
je konstantńı. Tok φ = BS, kde S = πr2L, tj.

φ = Bπ
v2
⊥
ω2
c

= Bπ
v2
⊥m

2

q2B2
=

2πm
q2

mv2
⊥/2
B

=
2πm
q2

µ .

10 Pro každý systém s periodickým pohybem je integrál akce přes jednu periodu
∮
pdq konstantou

daného pohybu, kde p a q jsou zobecněný impuls a souřadnice. Jestliže v systému docháźı k pomalé
změně, tj. pohyb neńı zcela periodický, konstanta pohybu se neměńı a nazýváme ji adiabatický invariant.
Slovem pomalý se rozumı́ ve srovnáńı s periodou pohybu, takže integrál je dobře definován, i když to
neńı po přesně uzavřené křivce. Prvńı adiabatickým invariantem je právě µ = mv2

⊥/2B, př́ıslušným
periodickým pohybem je samozřejmě cyklotronńı totace. Pokud za p dosad́ıme moment impulsu mv⊥rL

a za dq souřadnici dϑ, dostaneme∮
pdq =

∮
mv⊥rLdϑ = 2πrLmv⊥ = 2π

mv2
⊥

ωc
= 4π

m

|q|µ .

Pokud se tedy neměńı q/m, je µ konstantou pohybu.



13.4. DODATEK K POHYBU NABITÉ ČÁSTICE – NETEPELNÉ ZÁŘENÍ 377

13.4 Dodatek k pohybu nabité částice – netepelné zá̌reńı

Kromě zářeńı tepelného vzniká v kosmickém prostoru též zářeńı p̊uvodu netepelného.
V astronomii je významné magnetické brzdné zářeńı, kam spadá i synchrotronové
zářeńı, zářeńı kosmických maser̊u, fluorescence mlhovin, anihilačńı zářeńı, Compton̊uv
rozptyl (typicky rozptyl foton̊u relativistickými elektrony), energetické zářeńı vzniklé
z reliktńıho zářeńı p̊usobeńım inverzńıho Comptonova jevu (energie elektronu v po-
zorovatelově klidové soustavě převyšuje energii rozptylovaných foton̊u), Čerenkovovo
zářeńı . . .

Dále existuje třeba tzv. plasmový emisńı mechanismus zářeńı: uvažujme velmi horké
plazma v termodynamické nerovnováze s ne-Maxwellovským rozděleńım (d́ıky nepř́ıto-
mnosti srážek, zejména v tranzitńıch událostech jako CME, flares . . . ). Odchylky od
Maxwellovské distribučńı fce vyvolaj́ı vlny, může doj́ıt k jejich ześıleńı a k tomu, že tyto
vlny prostřed́ı jsou transformovány do EM modu. Výsledkem jsou typicky úzkopásmové
rádio emise s možnou jemnou strukturou, což odpov́ıdá např. pozorováńı solar radio
bursts. (Viz též nestability str. 419.)

§ Synchrotron

Velmi významným netepelným zářeńım ve vesmı́ru je zářeńı synchrotronńı = zářeńı
vyśılané relativistickými elektrony krouž́ıćımi v magnetickém poli. Jak již bylo řečeno,
na elektrony v magnetickém poli p̊usob́ı Lorentzova śıla, kolmá k jejich rychlosti i k
magnetickým siločárám, tj. elektrony o hmotnosti m se v magnetickém poli B pohybuj́ı
po kružnićıch resp. šroubovićıch o poloměru r s cyklotronovou frekvenćı ω = v⊥/r, kde
v⊥ je složka rychlosti kolmá k B. Elektrony jsou tedy stále odchylovány (urychlovány,
nebot’ měńı směr) a při tom vyśılaj́ı úzký svazek polarizovaného zářeńı ve směru svého
pohybu. Vlnová délka záviśı na energii elektronu; např. elektron s energíı 1 MeV zář́ı
předevš́ım v rádiové oblasti, elektron s energíı 1 GeV zář́ı převážně ve světle. Synchrot-
ronové zářeńı má spojité spektrum, u některých pulsar̊u sahá od γ až po rádio. Rádiové
zářeńı z mezihvězdného prostoru Galaxie i jiných galaxíı je synchrotronové – od elektron̊u
kosmického zářeńı krouž́ıćıch v mezihvězdném magnetickém poli.

Pokud tedy v → c, pak elektron (jehož celková energie je ET � mc2) vyzařuje energii
v kuželi. Osa kužele je ve směru okamžité rychlosti a jeho vrcholový úhel je 2α

α =
Er
ET

,

kde Er = mc2 = 0, 511 MeV je klidová energie elektronu. Jelikož úhel α neńı př́ılǐs široký,
chová se elektron jako reflektor ob́ıhaj́ıćı po kruhové dráze. Pozorovatel, který je v rovině
kruhové dráhy, zahlédne záblesk zářeńı jedině v okamžiku, kdy se elektron pohybuje ve
směru zorného paprsku. Pozorovatel tedy může sledovat sérii záblesk̊u, které se opakuj́ı
s frekvenćı

ν ′ = ω′/2π = ω/2πγ = eB/2πmγ .

Každý záblesk osvětluje pozorovatele po jistý časový interval

t∆ =
(

1− v

c

)
2αγ
ω

.

Ze vztah̊u pro dynamiku velkých rychlost́ı a vztahu α = Er/ET plyne, že αγ = 1. Protože
pro v → c lze nalézt, že

2(1− v/c) ∼ 1− v2/c2 = γ−2 ,
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pak plat́ı
t∆ = (ωγ2)−1 = (ω′γ3)−1 .

Zářeńı záblesku by mělo mı́t frekvenci úměrnou t−1
∆ , ve skutečnosti je však zářeńı spojité

až do jisté ”kritické“ frekvence ωc = 2πνc

νc = 1/t∆ = ωγ2 = ω(ET /Er)2 .

Je tedy zřejmé, že νc > ν ′. Přesná teorie synchrotronńıho zářeńı ukazuje, že maximum
intenzity spojitého spektra je u frekvence νmax = 0, 29νc. Vyzářená energie jednoho
elektronu dE/dt ∼ (γv⊥)2B2.

Synchrotronńı zářeńı je polarizované. Rovina, ve které lež́ı elektrický vektor vyśılaného
zářeńı, je vždy kolmá ve směru magnetického pole, tj. k B. Světlo zdroj̊u synchrotronńıho
zářeńı, které maj́ı vhodně orientované magnetické pole, bude silně polarizováno. Naproti
tomu zdroje, kde silokřivky magnetického pole jsou neuspořádané, maj́ı lineárńı polari-
zaci světla malou nebo v̊ubec žádnou.

Spektrálńı rozděleńı intenzity synchrotronńıho zářeńı je obecně odlǐsné od Planckova
rozděleńı, č́ımž možno rozeznat zdroje netepelného a tepelného zářeńı. Jestliže rozděleńı
počtu rychlých elektron̊u ne s energíı E v intervalu dE odpov́ıdá rozdělovaćı fci E−γdE,
pak rozděleńı intenzity ve spektru synchrotronńıho zdroje s homogenńım magnetickým
polem Iν ∼ ν−(γ−1)/2 a i když hodnota (γ − 1)/2 je poměrně malá (přibližně 0,5 - 0,7),
intenzita znatelně klesá se vzr̊ustaj́ıćı frekvenćı.

Limita nerelativistického pohybu popisuje cyklotronové zářeńı (gyračńı) = magnetické brzdné
zářeńı, které vyśılá elektron ob́ıhaj́ıćı kolem siločáry v magnetickém poli. Frekvence zářeńı se rovná jeho
gyrofrekvenci. Ta je dána intenzitou jeho magnetického pole: č́ım je větš́ı, t́ım je frekvence zářeńı vyšš́ı.
Je to tedy zářeńı na určité frekvenci, monochromatické. Pro relativistické elektrony se projevuje relati-
vistické rozš́ı̌reńı gyrofrekvence a zářeńı se stává synchrotronovým se spojitým spektrem (tj. spektrum
synchrotronové je širokopásmové a rozkládá se kolem kritické frekvence). Přechodný typ mezi cyklot-
ronovým čarovým zářeńım tepelných elektron̊u a synchrotronovým zářeńım relativistických elektron̊u je
gyrosynchrotronové zářeńı = zářeńı elektron̊u v magnetickém poli, které maj́ı rychlost zhruba 100 000
km/s (slabě relativistické elektrony).

§ Compton̊uv rozptyl

Compton̊uv vztah popisuje změnu frekvence fotonu při interakci s částićı νinic → νfinal.
V praxi nacházej́ı aplikaci pouze interakce s elektrony. Vztah mezi počátečńı a koncovou
frekvenćı lze vyjádřit ve tvaru

νf =
mec

2νi
mec2 + hνi(1− ~ni.~nf︸ ︷︷ ︸

cosϑ

)
.

Tento výraz lze odvodit z úvah o zachováńı hybnosti a energie. Zavedeme-li bezrozměrnou
výslednou energii fotonu ef = hνf/mec

2, bezrozměrnou výslednou energii elektronu
γf = m/me, bezrozměrnou výslednou hybnost elektronu pf mı́̌ŕıćı ve směru jednotkového
vektoru ~nf (γ2

f−p2
f = 1) a odpov́ıdaj́ıćı počátečńı hodnoty budou γi = 1, pi = 0, můžeme

psát
• Zachováńı energie:

ei + 1 = ef + γf

• Zachováńı celkové hybnosti:

ei = ef cosϑ+ pf cos Θ , 0 = ef sinϑ− pf sinΘ .



13.4. DODATEK K POHYBU NABITÉ ČÁSTICE – NETEPELNÉ ZÁŘENÍ 379

Umocněńım a sečteńım těchto rovnic dostaneme

(ei − ef cosϑ)2 + (ef sinϑ)2 = p2
f ,

a řešeńı tedy má tvar

ef =
ei

1 + ei(1− cosϑ)
, γf = 1 + eief (1− cosϑ) ,

pf = ef

√
ei(ei + 2)(1− cosϑ)2 + 2(1− cosϑ) ,

cos Θ = (1 + ei)

√
1− cosϑ

2 + ei(ei + 2)(1− cosϑ)
.

Prvńı rci pro ef lze přepsat pomoćı vlnové délky

λf − λi = λc(1− cosϑ) , λc =
h

mec
.= 0, 0024426 nm .

Vid́ıme tedy, že rozd́ıl frekvence před rozptylem a po něm je fćı pouze ϑ; nezáviśı na
počátečńı frekvenci. Frekvence ńızko-energetických foton̊u se při Comptonově rozptylu
měńı jenom nepatrně (ef ≈ ei při ei � 1). Změna frekvence vysoce energetických foton̊u
(ei � 1) vzr̊ustá s ϑ.

Z předcházej́ıćıch rovnic též plyne, že konečná energie rozptýlených elektron̊u lež́ı v
rozmeźı

1 ≤ γf ≤ γmax , γmax = 1 +
2e2i

1 + 2ei
(ϑ = π , zpětný rozptyl)

γmax ≈ 1 (ei � 1) , γmax ≈ ei (ei � 1) .

Diferenciálńı účinný pr̊uřez dΞ se definuje (v obecnosti pro jakýkoliv druh interakce)
vztahem

dNhνi =
dΞ
d$f

d$fI(νi)dtdνid$i ,

kde dNhνi je energie ztracená během časového intervalu dt z dopadaj́ıćıho svazku, dN
označuje počet rozptyl̊u uvnitř elementu frekvence a prostorového úhlu dνid$i, I(νi) je
intenzita dopadaj́ıćıho svazku paprsk̊u. Celkový účinný pr̊uřez lze źıskat integraćı:

Ξ =
∫
4π

(
dΞ
d$

)
d$ .

Účinný pr̊uřez Comptonova rozptylu se obecně odvozuje v kvantové teorii a je dán tzv.
Kleinovou-Nishinovou formuĺı, kterou lze v mezńıch př́ıpadech zjednodušit

Ξ ≈ ΞT (1− 2ei) , hνi � mec
2 ,
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Ξ ≈ 3
8
ΞT e−1

i [ln (2ei) + 1/2] , hνi � mec
2 .

Thompson̊uv účinný pr̊uřez ΞT = 8πr2e/3 představuje klasickou limitu K.-N. účinného
pr̊uřezu.

Nerelativistické elektrony se Comptonovým rozptylem vysokoenergetických foton̊u
ohř́ıvaj́ı. Naopak, ńızkoenergetické fotony se ohř́ıvaj́ı inverzńım Comptonovým rozptylem
na ultrarelativistických elektronech. Po dostatečně dlouhém čase se ustav́ı rovnováha mezi
oběma těmito projevy téhož jevu.

Inverzńı Compton̊uv rozptyl tedy je srážka relativistického elektronu s fotonem,
při ńıž elektron předá část své energie fotonu. Foton má tedy po srážce vyšš́ı frekvenci.
Tento proces prob́ıhá ve velkém měř́ıtku v mezihvězdném prostoru. Energie relativis-
tických elektron̊u kosmického zářeńı obohacuje fotony reliktńıho zářeńı natolik, že je v
něm gama-zářeńı. T́ımto procesem vzniká gama-pozad́ı oblohy.
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13.5 Př́ıstupy k plazmatu

Situace v plazmatu je však podstatně komplikovaněǰśı než v předchoźı části, jelikož pole
~E a ~B nejsou předem dána, ale určuj́ı je rozmı́stěńı a pohyby samotných částic, tj. jde
o self-konzistentńı problém – hledáme soubor trajektoríı částic a konfiguraćı poĺı tak,
aby tato pole byla vytvářena částicemi při jejich orbitálńım pohybu a aby částice byly
těmito poli nuceny pohybovat se právě v těchto orbitech; nav́ıc se toto vše měńı s časem.
Při velkém počtu částic v plazmatu jde o problém značně komplikovaný, jako základńı
př́ıstup se tedy použ́ıvá hrubé zjednodušeńı už́ıvané mechanikou tekutin (jež však stač́ı
pro popis poměrně široké škály pozorovaných jev̊u) – nehled́ı se na identitu jednotlivé
částice, sleduje se pouze pohyb element̊u tekutiny, jež v př́ıpadě plazmatu nav́ıc obsahuje
elektrické náboje.

Rovnice popisuj́ıćı plazmové procesy:

§ Kinetický popis

Plazma je popsáno distribučńı funkćı f(~r,~v, t), jež udává počet částic v elementu 6D
fázového prostoru se souřadnicemi ~r, ~v a v čase t; je řešeńım Boltzmannovy kinetické
rovnice11

∂f(~r,~v, t)
∂t

+ ~v.∇f(~r,~v, t) +
~F

m
.
∂f(~r,~v, t)

∂~v
=

(
∂f(~r,~v, t)

∂t

)
coll

,

kde ~F je obecná śıla p̊usob́ıćı na částice, resp. zde Lorentzovská ~F = q( ~E + ~v × ~B). Na
pravé straně je tzv. ”srážkový člen“ charakterizuj́ıćı změnu f za jednotku času v d̊usledku
srážek. Symbol ∂/∂~v čili ∇v je samozřejmě gradient v rychlostńım prostoru

∂

∂~v
= ~̂x

∂

∂vx
+ ~̂y

∂

∂vy
+ ~̂z

∂

∂vz
.

Smysl B. k. rce: f je fćı sedmi proměnných, tj. jej́ı totálńı derivace dle času je

df
dt

=
∂f

∂t
+
∂f

∂x

dx
dt

+
∂f

∂y

dy
dt

+
∂f

∂z

dz
dt

+
∂f

∂vx

dvx
dt

+
∂f

∂vy

dvy
dt

+
∂f

∂vz

dvz
dt

,

kde ∂f/∂t vyjadřuje explicitńı závislost na čase, následuj́ıćı tři členy jsou právě ~v.∇f a
dle Newt. zákona m(d~v/dt) = ~F poznáváme v posledńıch třech členech (~F/m).(∂f/∂~v).
Totálńı derivace vyjadřuje rychlost změny, a tedy B. k. rce ř́ıká, že změna rozdělovaćı fce
s časem je nulová, dokud nedocháźı ke srážkám. Plasma má mnoho komponent (e−, p+,
ionty r̊uzných prvk̊u . . . ), B. rce. se v nejobecněǰśı př́ıpadě řeš́ı pro každou zvlášt’.

Pokud je kolizńı člen malý (ř́ıdké, dostatečně horké plazma, plasmová frekvence �
frekvence srážek), můžeme použ́ıt aproximaci bezsrážkového plazmatu, ”srážkový člen“
= 0, B. k. rce. přecháźı v rovnici Vlasovovu, kterou lze pro př́ıpad, že ~F je śıla výhradně
elektromagnetická zapsat jako

∂f(~r,~v, t)
∂t

+ ~v.∇f(~r,~v, t) +
~q

m
( ~E + ~v × ~B).

∂f(~r,~v, t)
∂~v

= 0 ,

11 Viz část Statistická fyzika . . .
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Pokud je naopak srážek mnoho, voĺı se odlǐsný – pravděpodobnostńı př́ıstup, jenž pro
př́ıpad coulombovských srážek vede na Fokker-Planckovu rovnici, kam se započ́ıtávaj́ı
pouze dvojné coulombovské srážky(

∂f(~v, t)
∂t

)
coll

=
∂2

∂vi∂vj

(
f
〈∆vi∆vj〉

2∆t

)
− ∂

∂vi

(
f
〈∆vi〉
∆t

)
,

kde ∆~v znamená změnu rychlosti při srážce. Pohyb částic v rychlostńım prostoru tedy
odpov́ıdá dif̊uzi.12

Samozřejmě pro úplný popis plazmatu nutno vźıt v úvahu Maxwellovy rce

∇. ~B = 0 , ∇. ~E =
1
ε0
ρ , ∇× ~E +

∂ ~B

∂t
= 0 , ∇× ~B = µ0

~j +
1
c2
∂ ~E

∂t
,

kde ~j =
∑
α eα

∫
~vfαd3v je proudová hustota a ρ =

∑
α eα

∫
fαd3v je hustota náboje, α

označuje jednotlivé komponenty plazmatu.

§ Magnetohydrodynamický (MHD) p̌ŕıstup

Nemuśıme znát rozložeńı částic v rychlostńım prostoru, stač́ı nám rozložeńı makrosko-
pických veličin v prostoru (ρ, T , středńı rychlost plazmatu . . . zaj́ımaj́ı nás tedy mo-
menty distribučńı fce - částicová hustota nα =

∫
fα(~x,~v, t)d~v′, dále pr̊uměrná rychlost

~vα = (1/nα)
∫
fα(~x,~v′, t)~v′ d~v′ a ”stres“ tensor ~~Pα = mα

∫
fα(~x,~v′, t)(~v′ − ~vα) d~v′), tj.

stač́ı nám informace o vývoji dynamických proměnných v čase a v poloze. Integrujeme
tak přes rychlostńı prostor, informace z rychlostńıho prostoru zanedbáváme13 . . . Tento
př́ıstup např. pro studium urychlováńı nestač́ı, pro zkoumáńı tok̊u částic ano. Rovnice
pro makroskopické veličiny tedy dostaneme jako momenty Boltzmannovy kinetické
rovnice:

0.
∫

BKEd3v , 1.
∫
m~vBKEd3v , 2.

∫ 1
2
mv2 BKEd3v .

12 Necht’ P (~v,∆~v) je pravděpodobnost změny rychlosti testovaćı částice z ~v na ~v + ∆v v čase ∆t. Při
zachováńı počtu částic lze rychlostńı rozděleńı v t zapsat jako

f(~v, t) =

∫
f(~v −∆v, t−∆t).P (~v −∆v,∆v)d3∆v .

Pro malé úhlové odchylky (|∆v| � |v|) lze výsledek fP rozepsat do Taylora

f(~v, t) =

∫
(fP −∆t

[
∂f

∂t

]
P −∆~v

[
∇vfP

]
+

1

2
∆vi∆vj

[
∂

∂vi

∂

∂vj
fP

]
+ . . .)d3∆v .

Definujeme-li∫
Pd3∆v = 1 ,

∫
∆~vPd3∆v = 〈∆~v〉 ,︸ ︷︷ ︸

pr̊uměrná rychlostńı změna na ∆t

∫
∆vi∆vjPd3∆v = 〈∆vi∆vj〉 ,

źıskáváme z rozvoje při záměně integrace a diferenciace F.-P. rci . . . V ńı levá strana odpov́ıdá změně
distribuce testovaćıch částic d́ıky mnohonásobným

”
úhlově pr̊uměrovaným“ srážkám, na pravé straně

vlevo je pak dif̊uzńı člen (tj. 3D dif̊uze testovaćı částice v rychlostńı prostoru), úplně vpravo pak je
deceleračńı člen (tj. zpomalováńı a pohyb radiálně k p̊uv. směru).

13 Ztráta informace v rychlostńı proměnné tak obecně vede od statistiky k rovnićım kontinua. Tento
př́ıstup je možný d́ıky tomu, že o rychlostńım rozděleńı každého druhu částic předpokládáme, že je
maxwellowské (fm = (m/2πkT )3/2exp(−v2/v2

t ), kde v = (v2
x + v2

y + v2
z)1/2 a vt = (2kT/m)1/2), a může

tud́ıž být jednoznačně specifikováno jediným č́ıslem, teplotou T .
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Pro nultý moment tedy máme∫
∂

∂t
fd3v +

∫
~v.∇fd3v +

q

m

∫
( ~E + ~v × ~B)

∂f

∂~v
d3v =

∫ (
∂f

∂t

)
coll

d3v ,

srážkový člen bude d́ıky zachováńı počtu částic roven nule, posledńı člen na levé straně
je též roven nule, nebot’ ho lze s využit́ım Gaussova teorému rozepsat jako∫

( ~E + ~v × ~B)
∂f

∂~v
d3v =

∫
f ~Ed~Sv +

∫
∂

∂~v
.(f~v × ~B)d3v −

∫
f
∂

∂~v
.(~v × ~B)d3v ,

kde všechny tři členy na pravé straně jsou nulové – d~Sv je povrchový element rychlostńıho
prostoru a f → 0 pro |v| → ∞ pro každé rozděleńı s konečnou energíı; prostředńı člen
lze analogicky přepsat na plošný integrál; posledńı člen vymiźı, nebot’ ~v× ~B je kolmé na
∂/∂~v . . . Zbývá tedy (~v je nezáv. proměnná, nep̊usob́ı na ńı oper. ∇)∫

∂

∂t
fd3v +

∫
~v.∇fd3v = 0

∂

∂t

∫
fd3v +∇.

∫
~vfd3v = 0 ,

což lze se zavedeńım středńı rychlosti plazmatu

~u =
∫
~vfd3v∫
fd3v

zapsat jako
∂ρ

∂t
+∇.ρ~u = 0 .

Nultým momentem B. k. rce. tedy je rovnice kontinuity.
Analogickým postupem je možno pro prvńı moment źıskat pohybovou rci pro teku-

tinu; tj. Boltzmannovu rci přenásob́ıme m~v a integrujeme přes d~v, dostaneme

m

∫
~v
∂f

∂t
d~v +m

∫
~v(~v.∇)f d~v + q

∫
~v( ~E + ~v × ~B).

∂f

∂~v
d~v =

∫
m~v

(
∂f

∂t

)
s
d~v .

Pravá strana vyjadřuje změnu hybnosti vlivem srážek ~Pij . Prvńı člen dává

m

∫
~v
∂f

∂t
d~v = m

∂

∂t

∫
~vf d~v = m

∂

∂t
(n~u) .

Třet́ı integrál lze zapsat ∫
~v( ~E + ~v × ~B).

∂f

∂~v
d~v =

=
∫

∂

∂~v
.[f~v( ~E + ~v × ~B)] d~v −

∫
f~v

∂

∂~v
.( ~E + ~v × ~B) d~v −

∫
f( ~E + ~v × ~B).

∂

∂~v
~v d~v .

Prvé dva integrály této rce na pravé straně vymiźı ze stejných d̊uvod̊u jako již dř́ıve,
∂~v/∂~v je jen jednotkový tenzor, odtud

q

∫
~v( ~E + ~v × ~B).

∂f

∂~v
d~v = −q

∫
( ~E + ~v × ~B)f d~v = −qn ( ~E + ~u× ~B) .
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Abychom konečně vyjádřili druhý integrál ve výchoźı rci, využijeme předevš́ım skutečnost,
že ~v je nezávisle proměnná bez vztahu k operátoru ∇, a přeṕı̌seme∫

~v(~v.∇)f d~v =
∫
∇.(f~v~v) d~v = ∇.

∫
f~v~v d~v .

Protože středńı hodnota veličiny je středovaćı integrál přes ~v krát 1/n, máme

∇.
∫
f~v~v d~v = ∇.n~v~v .

Nyńı můžeme rozdělit ~v na středńı (tekutinovou) rychlost ~u a tepelnou rychlost ~w, tj.

~v = ~u+ ~w .

Protože ~u již je středńı veličina, dostáváme

∇.(n~v~v) = ∇.(n~u~u) +∇.(n~w~w) + 2∇.(n~u~w) .

Je zřejmé, že středńı hodnota ~w je nula. Veličina mn~w~w je přesně to, co označujeme jako

tensor napět́ı ~~P . Zbývaj́ıćı člen posledńı rce můžeme napsat jako

∇.(n~u~u) = ~u∇.(n~u) + n(~u.∇)~u .

Shrneme-li všechny předchoźı výsledky, můžeme psát

m
∂

∂t
(n~u) +m~u∇.(n~u) +mn(~u.∇)~u+∇.~~P − qn( ~E + ~u× ~B) = ~Pij .

Prvé dva členy slouč́ıme pomoćı rce kontinuity, tj. dostaváme

mn

[
∂~u

∂t
+ (~u.∇)~u

]
= qn( ~E + ~u× ~B)−∇.~~P + ~Pij ,

což je pohybová rovnice pro tekutinu, jež popisuje tok hybnosti.
Druhý moment B. k. rce popisuje zachováńı vnitřńı energie, popisuje tedy toky

energíı (prouděńı, vedeńı tepla [analogicky tenzoru napět́ı v ńı vystupuje tenzor teplotńı
vodivosti ~~κ], tok elektromagnetické energie – Poynting̊uv vektor, vyskytuj́ı se zde ztráty
energie dané Jouleovým teplem . . . ).

Obecně tedy Maxwellovy rovnice dávaj́ı odpověd’ na otázku, jaká ~E a ~B pole vznikaj́ı
při daném stavu plazmatu. Abychom mohli řešit self-konzistentńı problém, muśıme mı́t
ještě rovnici, která poṕı̌se odpověd’ plazmatu na daná ~E a ~B, tou je právě pohybová
rovnice. V tekutinovém přibĺıžeńı se vycháźı z představy, že plazma se skládá ze dvou
nebo v́ıce vzájemně se prostupuj́ıćıch tekutin; každému druhu částic pak př́ısluš́ı jedna
tekutina. V nejjednodušš́ım př́ıpadě, kdy je v plazmatu jen jeden druh iont̊u, budeme
potřebovat dvě pohybové rovnice, jednu pro tekutinu kladně nabitých iont̊u a jednu pro
tekutinu záporně nabitých elektron̊u. V částečně ionizovaném plazmatu budeme nav́ıc
potřebovat ještě rovnici pro tekutinu neutrálńıch atomů (k vzájemnému p̊usobeńı mezi
tekutinou neutrálńıch částic a ionty a elektrony pak docháźı jen prostřednictv́ım srážek).
Tekutiny iont̊u a elektron̊u pak na sebe p̊usob́ı samozřejmě i tehdy, když ke srážkám
nedocháźı, prostřednictv́ım ~E a ~B poĺı, která samy vytvářej́ı. 14

14 Sečteme-li všechny druhy částic, dostaneme tzv. jednotekutinový model. Př́ıspěvky do srážek se v
jednotekutinovém modelu navzájem vyruš́ı. Nultý moment B. k. rce v jednotekutinovém modelu je právě
rce kontinuity . . . Pro plazma je však d̊uležitěǰśı právě v́ıcetekutinový model. V tomto přibĺıžeńı nevymiźı
srážkové členy a je nutno s nimi poč́ıtat.
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Celkově lze úplnou soustavu rovnic pro tekutinu tvořenou dvěma druhy částic (ionty
a elektrony) 15 zapsat následovně (zanedbáváme srážky a viskozitu; hustota náboje a
proudová hustota jsou dány výrazy ρ = niqi + neqe, ~j = niqi~vi + neqe~ve; j = i, e):

Rovnice kontinuity 16

∂nj
∂t

+∇.(nj~vj) = 0 ,

Pohybová rovnice 17

mjnj

[
∂~vj
∂t

+ (~vj .∇)~vj
]

= qjnj( ~E + ~vj × ~B)−∇pj ,

15 Základńı soustava MHD v jednotekutinovém modelu viz str. 415.
16 Lze ji bez problémů

”
vydedukovat“ a ne jen odvodit z B. k. rce. Ze ZZHm plyne, že celkový počet

částic N v objemu V se může měnit jedině tehdy, pokud je nenulový výsledný tok částic plochou S
ohraničuj́ıćı daný objem. Protože hustota toku částic je n~u, dostáváme při použit́ı Stokesova teorému

∂N

∂t
=

∫
V

∂n

∂t
dV = −

∮
n~u d~S = −

∫
V

∇.(n~u)dV ,

jelikož toto muśı platit pro libovolný objem, muśı si být integrované výrazy rovny, odtud př́ımo

∂n

∂t
+∇.(n~u) = 0 .

17 Opět ji lze
”
vydedukovat“. Pohybová rce pro jednu částici je md~v/dt = q( ~E + ~vj × ~B) . Pokud

nedocháźı ke srážkám a neexistuj́ı tepelné pohyby, pak se všechny částice pohybuj́ı společnou středńı
rychlost́ı, a tedy pro v́ıce částic pak lze pohybovou rci zobecnit jednoduše přenásobeńım hustotou n, tj.
mn d~v/dt = qn( ~E+~vj× ~B) . Tento tvar však neńı vhodný, nebot’ časová derivace se vztahuje na souřadný
systém pohybuj́ıćı se s částićı; my ale chceme rovnici pro elementy tekutiny, které jsou v prostoru pevné,
proto provedeme transformaci do proměnných v pevném souř. s. Časová změna obecné vlastnosti tekutiny
G(x, t), v souř. s. pohybuj́ıćım se s částićı, se vyjádř́ı dvěma členy

d~G(x, t)

dt
=
∂ ~G

∂t
+
∂ ~G

∂x

dx

dt
=
∂ ~G

∂t
+ ux

∂ ~G

∂x
,

kde prvý člen vpravo představuje změnu ~G v pevném bodě v prostoru, druhý pak změnu ~G, jak by ji
zaznamenal pozorovatel pohybuj́ıćı se s tekutinou do oblasti, v ńıž má ~G odlǐsnou hodnotu. V 3D máme
obecněǰśı tvar, mluv́ıme o konvektivńı derivaci

d~G(x, t)

dt
=
∂ ~G

∂t
+ (~u.∇)~G .

Celkem dostaneme

mn

[
∂~u

∂t
+ (~u.∇)~u

]
= qn( ~E + ~u× ~B) .

Pokud dále vezmeme v úvahu tepelný pohyb, muśıme k pravé straně této rovnice přidat tlakovou śılu
zp̊usobenou gradientem tlaku ∇p. Je-li kromě nabité tekutiny př́ıtomen i neutrálńı plyn, vyměňuj́ı si
částice ve vzájemných srážkách hybnost; úbytek hybnosti připadaj́ıćı na jednu srážku je úměrný relativńı
rychlosti ~u−~u0, kde ~u0 je rychlost neutrálńı tekutiny. Pokud pr̊uměrná doba mezi srážkami τ je konstantńı,
můžeme výslednou śılu zhruba zapsat −mn(~u− ~u0)/τ . Konečně tak dostáváme

mn

[
∂~u

∂t
+ (~u.∇)~u

]
= qn( ~E + ~u× ~B)−∇.~~p− mn(~u− ~u0)

τ
.

Srážky s nabitými částicemi zde nevyjadřujeme.
+ Pozn. – Pro obyčejné tekutiny plat́ı Navierova-Stokesova rovnice ρ[∂~u/∂t+(~u.∇)~u] = −∇p+ρν∇2~u ,

což je totéž, jen bez elektromagnetických sil a bez srážek mezi r̊uznými druhy částic (jde jen o jeden druh).

Viskózńı člen ρν∇2~u, kde ν je kinematická viskozita, je právě srážková část ∇.~~p − ∇p v nepř́ıtomnosti
magnetických poĺı.
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Maxwellovy rovnice

∇. ~B = 0 , ε0∇. ~E = niqi + neqe ,

∇× ~E + ~̇B = 0 ,
1
µ0
∇× ~B − ε0 ~̇E = niqi~vi + neqe~ve ,

Stavová rovnice 18

pj = C(mjnj)γj .

Celkem tak máme pro 16 skalárńıch neznámých (ni, ne, pi, pe, ~vi, ~ve, ~E a ~B) 18
skalárńıch rovnic (každá vektorová odpov́ıdá třem skalárńım), avšak dvě z Maxwellových
rovnic (∇. ~B = 0 a ε0∇. ~E = niqi + neqe) lze źıskat ze zbylých dvou, aplikujeme-li na ně
operátor divergence.

Nakonec tedy poznamenejme, že MHD rce jsou použitelné v tom př́ıpadě, že lze látku
považovat za kontinuum. Toto přibĺıžeńı přestává platit při př́ılǐs ńızké hustotě, protože
středńı volná dráha je v tom př́ıpadě srovnatelná s ostatńımi charakteristickými délkami
ve zkoumané soustavě. Za extrémńıch stav̊u zředěného plazmatu je tedy nutno látku
popisovat pomoćı kinetické teorie (př́ıpadně při zjednodušeném př́ıstupu ji lze považovat
za množstv́ı samostatných testovaćıch částic).

• Dodatek o driftových pohybech tekutiny ve směru kolmém na ~B

Protože se element tekutiny skládá z mnoha individuálńıch částic, očekáváme, že kapalina
bude vykazovat driftové pohyby kolmé na ~B, jestliže se takovými driftovými pohyby
pohybuj́ı jednotlivé gyračńı středy. V rovnićıch tekutiny se však objevuje člen ∇p a s
ńım souviśı driftový pohyb, který vykazuj́ı elementy tekutiny, ale nikoliv částice. T́ımto
driftem je tzv. diamagnetický drift, pro který lze odvodit výraz

~vD = −∇p×
~B

qnB2
,

který se tak kromě ~E × ~B driftu projevuje v pohybu kolmo na směr ~B. Fyzikálńı smysl:
viz obr., gradient hustoty směřuje doleva, každým objemovým elementem se tak pohybuje
v́ıce iont̊u dol̊u než nahoru, protože ionty pohybuj́ıćı se dol̊u přicházej́ı z oblasti s větš́ı
hustotou, výsledkem je drift tekutiny kolmý na ∇n i na ~B, i když se gyračńı středy
nepohybuj́ı. Diamagnetický drift měńı znaménko s nábojem, protože se měńı smysl rotace,
tj. pokud je někde gradient tlaku, vzniká pak i diamagnetický proud.

18 Potřebujeme ji, aby byl systém rovnic uzavřený. Vyjadřuje vztah mezi p a n. γ je poměr specifických
tepel Cp/CV . Tlak je definován vztahem p = nkT . Člen ∇p tak můžeme vyjádřit jako

∇p
p

= γ
∇n
n

,

takže např. pro izotermickou kompresi dostaneme ∇p = ∇(nkT ) = kT∇n a γ = 1. Pro N stupň̊u volnosti
je γ = (2 +N)/N . Aby platila stavová rovnice, muśı být tepelný tok zanedbatelný, tj. tepelná vodivost
muśı být malá.
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A co grad-B drift a drift zakřiveńı, které se objevily v jednočásticovém modelu? V te-
kutinovém se neobjevuj́ı. Magnetická pole neovlivňuj́ı Maxwellovo rozděleńı, a to proto,
že Lorentzovská śıla je kolmá na ~v a nemůže tak měnit energii částice. Rozděleńı rych-
lost́ı, které je nejpravděpodobněǰśı bez mag. pole je stejné i při nenulovém magnetickém
poli. Jestliže v nehomogenńım mag. poli je nulový gradient hustoty a rozděleńı rychlost́ı
je maxwellovské, pak výsledná hybnost předaná určitému elementu tekutiny je nulová.
Tekutina nevykazuje driftový pohyb, i když jednotlivé gyračńı středy se driftově pohy-
buj́ı – driftové pohyby částic se v každém pevně zvoleném elementu tekutiny zruš́ı . . .

• Dodatek o driftových pohybech tekutiny ve směru rovnoběžném s ~B

Uvažujme z složku pohybové rce pro tekutinu

mn

[
∂vz
∂t

+ (~v.∇)vz
]

= qnEz −
∂p

∂z
.

Konvektivńı člen bývá často zanedbáván, protože je mnohem menš́ı než ∂vz/∂t. V př́ı-
padě, kdy vz je prostorově homogenńı s užit́ım ∇p = γkT∇n dostaneme

∂vz
∂t

=
q

m
Ez −

γkT

m

∂n

∂z
,

což nám ř́ıká, že tekutina je podél ~B urychlována kombinovanými silami, elektrostatickou
a gradientem tlaku. Pokud budeme uvažovat elektrony s nulovou hmotnost́ı (limm→ 0,
q = −e, nav́ıc specifikujeme ~E = −∇φ), dostaneme

qEz = e
∂φ

∂z
=
γkTe
n

∂n

∂z
.

Elektrony jsou tak pohyblivé, že jejich tepelná vodivost je ”nekonečná“. Můžeme je tak
považovat za izotermické a položit γ = 1. Integraćı dostaneme eφ = kTe lnn+ C neboli

n = n0 exp (eφ/kTe) .

To je Boltzmann̊uv vztah pro elektrony. Fyzikálně znamená, že elektrony jsou v d̊usledku
své lehkosti velice pohyblivé a p̊usob́ı-li na ně nějaká výsledná śıla, jejich pohyb se velmi
rychle zrychluje a nabývaj́ı vysokých energíı. Jelikož elektrony nemohou opustit nějakou
oblast hromadně, protože by za nimi z̊ustal veliký iontový náboj, muśı být śıly p̊usob́ıćı
na elektrony, tj. elektrostatická śıla a gradient tlaku, dobře vyváženy. Z této podmı́nky
plyne Boltzmann̊uv vztah.

• Plazmatické p̌ribĺıžeńı

Předcházej́ıćı př́ıklad naznačil d̊uležitou vlastnost plazmatu. Obecně se ~E poč́ıtá z Pois-
sonovy rce, jestliže známe hustotu ρ. Ve fyzice plazmatu se obyčejně postupuje opačně, ~E
se vypočte z pohybových rovnic a Poissonova rce slouž́ı pouze k nalezeńı ρ. Důvodem je
ta skutečnost, že v plazmatu převládá tendence zachovat neutralitu. Pohybuj́ı-li se ionty,
elektrony je následuj́ı. ~E se muśı nastavit tak, aby dráhy elektron̊u a iont̊u zachovávali
neutralitu. Hustota náboje má druhořadou d̊uležitost – nastav́ı se tak, aby byla splněna
Poissonova rce (to ovšem plat́ı pouze pro ńızkofrekvenčńı pohyby, při nichž setrvačnost
elektron̊u nehraje roli).

V plazmatu je tedy obvykle možné pokládat ni = ne a zároveň ∇. ~E 6= 0. Toto
nazýváme plazmatickým přibĺıžeńım. V systému rovnic pro tekutinu tak lze vynechat
Poissonovu rci a jednu z neznámých t́ım, že ni = ne = n.
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13.6 Vlny v plazmatu

Každý periodický pohyb můžeme Fourierovou analýzou rozložit – jev́ı se nám jako su-
perpozice sinusových oscilaćı s r̊uznými frekvencemi ω a vlnovými délkami λ. Kterákoliv
z těchto složek je jednoduchá vlna. Je-li amplituda oscilaćı malá, má vlna obyčejně sinu-
sový tvar a vytvář́ı ji jenom jedna složka; t́ımto se budeme zabývat.

Každá sinusově osciluj́ıćı vlna (např. hustota n) může být zapsána jako

n = n exp [i(~k.~r − ωt)] ,

kde v kartézských souřadnićıch je ~k.~r = kxx + kyy + kzz, n je konstanta označuj́ıćı
amplitudu vlny, ~k je možno nazvat konstanta š́ı̌reńı či vlnový vektor.

Podle konvence se za měřitelnou veličinu považuje reálná část výrazu v exponenciálńım
zápisu, pro š́ı̌reńı ve směru x tak dostáváme

Re (n) = n cos (kx− ωt) .

Mı́sto na vlně, jemuž př́ısluš́ı konstantńı fáze, se pohybuje tak, že (d/dt)(kx − ωt) = 0,
tj.

dx
dt

=
ω

k
≡ vφ ,

což je fázová rychlost. Je-li ω/k kladné, vlna se pohybuje tak, že x vzr̊ustá s rostoućım
t, a to tak, aby kx− ωt z̊ustávalo konstantńı.19

Vezmeme nyńı jinou osciluj́ıćı veličinu, např. ~E. Protože jsme již zvolili fázový posuv
n nulový, muśıme poli ~E umožnit, aby bylo fázově posunuto o δ, tj.

~E = ~E cos (kx− ωt+ δ) , resp. ~E = ~Eei(kx−ωt+δ) ,

kde ~E je konstantńı reálný vektor. Bývá zvykem zahrnovat informaci o fázovém posuvu
do ~E t́ım, že umožńıme, aby ~E bylo komplexńı. Můžeme tedy psát

~E = ~Eeiδei(kx−ωt) ≡ ~Eke
i(kx−ωt) ,

kde ~Ek je komplexńı amplituda.20 Nadále budeme všechny amplitudy považovat za kom-
plexńı. Jakoukoliv osciluj́ıćı veličinu tak zaṕı̌seme jako

~g1 = ~g1exp[i(~k.~r − ωt)] ,

takže ~g1 může představovat bud’ komplexńı amplitudu nebo celý výraz, což ovšem nevad́ı,
nebot’ v lineárńı teorii vln se na obou stranách každé rovnice objev́ı týž exponenciálńı
faktor a můžeme jej vykrátit.

Fázová rychlost vlny v plazmatu často přesáhne c. To ovšem neńı porušeńı STR
nebot’ nekonečně dlouhá řada vln o konstantńı amplitudě nemůže přenášet informaci.

19 Toto je otázka konvence, stejně dobře je možno psát n = nei(kx+ωt), kladné ω/k znamená zápornou
fázovou rychlost . . .

20 Fázový posuv můžeme z ~Ek kdykoliv vypoč́ıtat, nebot’ Re( ~Ek) = ~E cos δ, Im( ~Ek) = ~E sin δ, tj.

tg δ = Im( ~Ek)/Re( ~Ek) .
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Např. rádiová vlna nenese informaci, pokud neńı modulována. A modulačńı informace
nepostupuje fázovou, ale grupovou rychlost́ı, která je vždy < c a pro kterou plat́ı 21

vg =
dω
dk

.

V plazmatu se vlny mohou objevit jako d̊usledek nestabilit nebo d́ıky umělému vy-
buzeńı (ohřevem, pro diagnostiku . . . ) Existuje široké spektrum plazmových vln, jež se
navzájem lǐśı frekvenćı, polarizaćı, absorpćı . . . Zásadńı rozd́ıl samozřejmě je mezi š́ı̌reńım
vln za př́ıtomnosti magnetického pole a bez magnetického pole. Typické frekvence vln v
plazmatu jsou v rozsahu 1 MHz - 102 GHz.

§ Plazmové oscilace

Jsou-li elektrony v plazmatu posunuty proti homogenńımu iontovému pozad́ı, vytvoř́ı se
elektrické pole takového směru, aby obnovilo neutralitu plazmatu ”přitažeńım“ elektron̊u
do jejich p̊uvodńı polohy. Elektrony však v d̊usledku své setrvačnosti překmitnou a osciluj́ı
tak okolo své rovnovážné polohy s charakteristickou frekvenćı – plazmová frekvence.
Tato je tak rychlá, že ionty nemaj́ı čas reagovat a můžeme je považovat za pevné.

Pro odvozeńı nav́ıc uvažujeme: magnetické pole je nulové (nedocháźı k jeho změně,
a proto se jedná o elektrostatické oscilace), částice nemaj́ı tepelný pohyb (kT = 0),
plazma se rozprost́ırá do nekonečna, elektrony se pohybuj́ı jen ve směru x.

Pohybová rce a rce kontinuity

mne

[
∂~ve
∂t

+ (~ve.∇)~ve
]

= −ene ~E ,
∂ne
∂t

+∇.(ne~ve) = 0 .

Výjimečně (viz Plazmatické přibĺıžeńı) použijeme Poissonovu rci (nebot’ se zde jedná
o vysokofrekvenčńı oscilace, setrvačnost elektron̊u hraje d̊uležitou roli a odchylka od
neutrality je t́ım hlavńım efektem), tj.

ε0∇. ~E = ε0∂ ~E/∂~x = e(ni − ne) .

Tento systém rovnic vyřeš́ıme linearizaćı, tj. předpokládáme, že amplituda oscilaćı je malá
a členy obsahuj́ıćı vyšš́ı řády amplitudových faktor̊u mohou být zanedbány. Veličiny tedy
rozděĺıme na ”rovnovážnou“ a ”poruchovou“ část

ne = n0 + n1 , ~ve = ~v0 + ~v1 , ~E = ~E0 + ~E1 .

Dı́ky předpokladu homogennosti a neutrality plazmatu před počátečńım vychýleńım elek-
tron̊u plat́ı

∇n0 = ~v0 = ~E0 = 0 ,
∂n0

∂t
=
∂~v0
∂t

=
∂ ~E0

∂t
= 0 .

21 Necht’ existuje modulovaná vlna tvořená skládáńım dvou vln o skoro stejných frekvenćıch, pro něž
plat́ı

E1 = E0 cos [(k + ∆k)x− (ω + ∆ω)t] , E2 = E0 cos [(k −∆k)x− (ω −∆ω)t] .

Jejich frekvence se tedy lǐśı o 2∆ω. Protože fázová rychlost každé vlny muśı odpov́ıdat prostřed́ı, j́ımž
se š́ı̌ŕı, muśıme diferenčńım členem 2∆k vyjádřit změnu konstanty š́ı̌reńı; použijme značeńı a = kx− ωt,
b = (∆k)x− (∆ω)t; takto dostáváme

E1 + E2 = E0 cos (a+ b) + E0 cos(a− b) = E0(cos a cos b− sin a sin b+ cos a cos b+ sin a sin b) =

= 2E0 cos a cos b = 2E0 cos [(∆k)x− (∆ω)t] cos kx− ωt, .
To je sinusově modulovaná vlna, kde informaci přenáš́ı obálka vlny daná výrazem cos [(∆k)x− (∆ω)t],
jež postupuje rychlost́ı ∆ω/∆k. Pro limitu ∆ω → 0 dostáváme grupovou rychlost.
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Pohybová rovnice tak po dosazeńı předchoźıch výraz̊u dostává tvar

m(n0 + n1)
[
∂~v0
∂t

+
∂~v1
∂t

+ ((~v0 + ~v1).∇)(~v0 + ~v1)
]

= −e(n0 + n1)( ~E0 + ~E1) ,

m

[
∂~v1
∂t

+ (~v1.∇)~v1
]

= −e ~E1 .

Člen (~v1.∇)~v1 je kvadratický v amplitudě, tj. škrtnut́ım rovnici zlinearizujeme→ lineárńı
teorie plat́ı, pokud je |v1| natolik malé, že kvadratické členy jsou opravdu zanedbatelné.
Analogicky pro rovnici kontinuity źıskáme

∂n1

∂t
+ n0∇.~v1 = 0 ,

u Poissonovy rce s uvážeńım nepohyblivosti iont̊u (ni1 = 0) a toho, že v rovnovážném
stavu je ni0 = ne0 dostaneme

∇. ~E1 = −en1/ε0 .

O osciluj́ıćıch veličinách předpokládáme, že se měńı sinusově

n1 = n1e
i(kx−ωt) , ~v1 = v1e

i(kx−ωt)~̂x , ~E1 = E1e
i(kx−ωt)~̂x ,

pak časovou derivaci ∂/∂t můžeme nahradit faktorem −iω a gradient faktorem ik~̂x (tj.
jde vlastně o Fourierovu transformaci). Zlinearizované rovnice tak přecházej́ı na

−iωn1 = −n0ikv1 , ikE1 = −en1/ε0 , −imωv1 = −eE1 .

Vyloučeńım n1 a E1 (z 1. dosad́ıme do 2. a to pak do 3.) dostaneme

−imωv1 = −e −e
iε0k

−n0ikv1
−iω

= − in0e
2

ε0ω
v1 .

Vid́ıme tedy, že pokud neńı v1 nulové, pak muśı platit

ω2 =
n0e

2

ε0m
,

což je hledaný výraz pro plazmovou frekvenci.

ωp/2π = νp ≈ 9n1/2 s−1

Tato frekvence záviśı pouze na hustotě a je jedńım ze základńıch parametr̊u plazmatu.22

22 Nebo i jednodušš́ı odvozeńı: v kvazineutrálńım plazmatu relativńı posunut́ı ξ elektron̊u v̊uči iont̊um
zp̊usobuje elektrické pole

E =
neeξ

ε0
.

Z Newtona máme pohybovou rci pro oscilaci elektron̊u

me
d2

dt2
ξ = −eE︸︷︷︸

F=qE

= −ne

ε0
e2ξ ,

a odtud př́ımo vid́ıme (z analogie LHO), že

ω2
pe =

nee
2

ε0me
.

Podobně protonová plazmová frekvence ω2
pp = npe

2/ε0mp → v kvazineutrálńım prostřed́ı plat́ı cca
ωpe ∼ 43ωpp.
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Vid́ıme tedy, že ω nezáviśı na k, grupová rychlost dω/dk je 0, rozruch se neš́ı̌ŕı –
protože pokud se elektrony nesraźı s ionty či navzájem, pak jsou to v podstatě nezávislé
oscilátory; nav́ıc v našem jednoduchém nekonečném systému nebude ani elektrické pole
přesahovat oblast p̊uvodńı poruchy a rozkmitávat sousedńı vrstvy plazmatu, nebot’ v
d̊usledku stejného počtu kladných a záporných nekonečných rovinných vrstev náboje je
toto pole nulové – v kterémkoliv konečném systému se pak plazmové oscilace budou š́ı̌rit.

§ Elektronové plazmové vlny

Nav́ıc existuje ještě jeden efekt, který zp̊usobuje, že se plazmové oscilace š́ı̌ŕı – tepelný
pohyb; elektrony proud́ıćı do přilehlých vrstev plazmatu svými tepelnými rychlostmi
přenášej́ı informaci o tom, co se děje v oblasti oscilaćı. Plazmové oscilace bychom tedy
měli nazývat plazmové vlny. Tento efekt lze snadno započ́ıst přidáńım členu −∇pe k
pohybové rovnici z předcházej́ıćı části.

Pro 1D př́ıpad bude γ = (2 + 1)/1 = 3, a tedy

∇pe = 3kTe∇ne = 3kTe∇(n0 + n1) = 3kTe
∂n1

∂x
~̂x ,

výsledná linearizovaná rovnice

mn0
∂v1
∂t

= −en0E1 − 3kTe
∂n1

∂x
,

−imωn0v1 = −en0E1 − 3kTeikn1 ,

po opětovném vyloučeńı n1 a E1 dostaneme

imωn0v1 =
[
en0

( −e
ikε0

)
+ 3kTeik

]
n0ik

iω
v1 ,

ω2v1 =
(
n0e

2

ε0m
+

3kTe
m

k2
)
v1 ,

ω2 = ω2
p +

3
2
k2v2

t ,

kde v2
t = 2kTe/m. Dostali jsme tzv. disperzńı vztah ω(k). Z něj vid́ıme, že frekvence

je nyńı závislá na k a grupová rychlost je konečná

2ωdω =
3
2
v2
t .2kdk , → vg =

dω
dk

=
3
2
k

ω
v2
t =

3
2
v2
t

vφ
.

Nav́ıc

vφ =
ω

k
=

√
ω2
p + 3

2k
2v2
t

k
→ vg =

3
2

v2
t k√

ω2
p + 3

2k
2v2
t

,

a v lim k →∞ tedy

vg =
(

3
2

)1/2

vt .

Grupová rychlost je tedy vždy menš́ı než tento výraz, který je zase vždy menš́ı než c.
Viz obr. znázorňuj́ıćı daný disperzńı vztah. V každém bodě P na této křivce udává sklon
př́ımky vedené počátkem fázovou rychlost, sklon samotné křivky v bodě P pak rychlost
grupovou, jež je vždy menš́ı než (3/2)1/2vt. Vid́ıme tak, že při velkých k (malých λ)
informace postupuje v podstatě tepelnou rychlost́ı v2

t . Při malých k (velkých λ) postupuje
informace pomaleji než vt, i když vφ je větš́ı než vt. To je proto, že při velkých λ je malý
gradient hustoty a tepelný pohyb přenáš́ı velmi malou část hybnosti do sousedńıch vrstev.
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§ Iontozvukové vlny

• Vsuvka o zvukových vlnách

Popisuje je Navierova-Stokesova rce, se zanedbáńım viskozity máme

ρ

[
∂~v

∂t
+ (~v.∇)~v

]
= −∇p = −γp

ρ
∇ρ ,

rce kontinuity je
∂ρ

∂t
+∇.(ρ~v) = 0 .

Linearizaćı pro odchylky od rovnovážného stavu dostáváme

−iωρ0~v1 = −γp0

ρ0
i~kρ1 , −iωρ1 + ρ0i~k.~v1 = 0 .

Pro rovinnou vlnu s ~k = k~̂x a ~v = v~̂x dostáváme po vyloučeńı ρ1

−iωρ0v1 = −γp0

ρ0
ik
ρ0ikv1
iω

,

ω

k
=

(
γp0

ρ0

) 1
2

=

(
γkT

M

)1/2

≡ cz ,

což je výraz pro rychlost zvukových vln cz v neutrálńım plynu. Jde o tlakové vlny š́ı̌ŕıćı se od jedné vrstvy
k druhé srážkami mezi molekulami vzduchu. V plazmatu, v němž nejsou neutrálńı částice a srážky nečetné
docháźı k analogickému jevu, který nazýváme iontově akustická, iontozvuková či jen iontová vlna.

Nedocháźı-li ke srážkám, nemohou vznikat obyčejné zvukové vlny. Avšak ionty si přesto mohou
p̊usobeńım svých náboj̊u předávat chvěńı – akustické vlny vznikaj́ı prostřednictv́ım elektrického pole.
Protože se jedná o pohyb těžkých iont̊u, oscilace budou mı́t ńızkou frekvenci, a můžeme tak už́ıt plazma-
tické přibĺıžeńı, ni = ne = n. Rovnice pro iontovou tekutinu bez p̊usobeńı magnetického pole je

Mn

[
~vi

∂t
+ (~vi.∇)~vi

]
= en~E −∇p = −en∇φ− γikTi∇n ,

kde jsme použili ~E = −∇φ a ∇p = γ(p/n)∇n = γkT∇n. Pokud předpokládáme, že jde o rovinné vlny,
linearizaćı dostaneme

−iωMn0vi1 = −en0ikφ1 − γikTiikn1 . (∗)

Pro elektrony můžeme položit m = 0 a použ́ıt podmı́nku pro zachováńı rovnováhy sil p̊usob́ıćıch na
elektrony odvozenou dř́ıve

ne = n = n0exp

(
eφ1

kTe

)
= 23 = n0

(
1 +

eφ1

kTe
+ . . .

)
.

Porucha hustoty elektron̊u a tud́ıž i iont̊u potom je

n1 = n0
eφ1

kTe
. (∗∗)

23 ex .
= 1 + x
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Nakonec ještě potřebujeme linearizovanou rci kontinuity pro ionty

iωn1 = n0ikvi1 .

Nyńı opět v rovnici (*) nahrad́ıme φ1 pomoćı n1 (**) a následně n1 pomoćı vi1. Dostaneme

iωMn0vi1 =

(
en0ik

kTe

en0
+ γikTiik

)
n0ikvi1

iω
,

ω

k
=

(
kTe + γikTi

M

)1/2

≡ vz ,

což je disperzńı vztah pro iontově akustické vlny, vz je rychlost zvuku v plazmatu. Dle našeho
předpokladu jsou ionty v rovině stlačovány v jednom směru, tj. γi = 3. Elektrony se vzhledem k těmto
vlnám pohybuj́ı tak rychle, že v každém mı́stě stač́ı vyrovnat svou teplotu, jejich pohyb je tedy izotermńı
a γe = 1; jinak by se před kTe objevil ještě faktor γe.

Disperzńı křivka pro iontové vlny se svým charakterem lǐśı od disperzńı křivky elektronových vln.
Plazmové oscilace jsou v podstatě vlny s konstantńı frekvenćı s odchylkami v d̊usledku tepelných po-
hyb̊u, kdežto iontové vlny jsou v podstatě vlny s konstantńı rychlost́ı 24 a mohou se vyskytovat pouze
tehdy, existuje-li tepelný pohyb. Grupová rychlost iontových vln se rovná fázové frekvenci. (Nebot’ při
elektronových oscilaćıch z̊ustávaj́ı okolńı částice (ionty) v podstatě na mı́stě, při iontozvukových vlnách
naopak okolńı částice (elektrony) zdaleka na mı́stě nez̊ustávaj́ı, naopak jsou přetahovány spolu s ionty
a snaž́ı se odst́ınit elektrické pole vznikaj́ıćı nahromaděńım iont̊u. Toto odst́ıněńı však samozřejmě neńı
dokonalé a ionty tak vytvářej́ı oblasti zhuštěńı a zředěńı stejně jako v obyčejné zvukové vlně – stlačené
oblasti se pak rozṕınaj́ı do mı́st zředěńı, a to jednak d́ıky tepelnému pohybu, který ionty zřed’uje a jednak
d́ıky tomu, že ionty jsou kladně nabity a výsledné elektrické pole se snaž́ı ionty rozptýlit. Toto pole je
převážně odst́ıněno elektrony a jenom malá část, úměrná kTe může na shluky iont̊u p̊usobit. To vyjadřuje
prvńı člen pod odmocninou v diperzńım vztahu. V d̊usledku své setrvačnosti ionty přeběhnou, zhuštěńı
a zředěńı vznikaj́ı znovu a vytvářej́ı vlnu. 25

§ Elektrostatické elektronové oscilace kolmé na ~B

Dosud jsme předpokládali ~B = 0. Je-li však v plazmatu nenulové magnetické pole, může vzniknout
mnohem v́ıc typ̊u vln.26

Předpokládejme nyńı, že ionty jsou pro frekvence oscilaćı př́ılǐs těžké, tj. nepohybuj́ı se a vytvářej́ı
homogenńı pozad́ı kladného náboje; rovněž zanedbáme tepelné pohyby a polož́ıme kTe = 0; rovnovážné

24 Ovšem lze ukázat, že v limitě vysokých frekvenćı/krátkých vlnových délek se iontově akustická vlna
změńı na vlnu s konstantńı frekvenćı Ω2

p = n0e
2/ε0M , což je plazmová frekvence iont̊u. Chováńı elek-

tronových plazmových vln a iontozvukových má tedy v podstatě komplementárńı charakter: základńı
vlastnost́ı prvých je konstantńı frekvence , ale při velkých k se stávaj́ı vlnami s konstantńı rychlost́ı;
základńı vlastnost druhých je konstantńı rychlost, ale při velkých k se stávaj́ı vlnami s konstantńı frek-
venćı. Viz obr.

25 Tento druhý proces vede k tomu, že iontozvukové vlny budou existovat i když kTi p̊ujde k nule, což se
v neutrálńım plynu stát nemůže. Dostaneme pak vz = (kTe/M)1/2; rychlost vz je tedy dána elektronovou
teplotou, protože elektrické pole je j́ı úměrné, a hmotnost́ı iont̊u, protože je j́ı úměrná setrvačná śıla.

26 Terminologie – Pojmy rovnoběžný a kolmý (perpendikulárńı) už́ıváme k označeńı směru ~k vzhle-
dem k neporušenému magnetickému poli ~B0. Podélný (longitudinálńı) a př́ıčný (transversálńı) se týká

směru ~k vzhledem k osciluj́ıćımu elektrickému poli ~E1. Je-li osciluj́ıćı magnetické pole ~B1 nulové, jde o
vlnu elektrostatickou, v opačném př́ıpadě o vlnu elektromagnetickou. Vztah mezi posledńımi čtyřmi

termı́ny je dán Maxwellovou rovnićı ∇× ~E1 = − ~̇B1 neboli ~k× ~E1 = ω ~B1. Je-li tedy vlna podélná, ~k× ~E1

je nulové a vlna je rovněž elektrostatická. Je-li vlna př́ıčná, je ~B1 konečné a vlna je elektromagnetická.
Mezi ~k a ~B0 resp. ~E1 ovšem může být libovolný úhel, pak se jedná o kombinaci základńıch mod̊u.
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plazma má klasicky časově konstantńı a homogenńı n0 a ~B0 a nulové ~E0 a ~v0. Pohyb elektron̊u se pak
ř́ıd́ı linearizovanými rovnice

m
∂~ve1

∂t
= −e( ~E1 + ~ve1 × ~B0) ,

∂ne1

∂t
+ n0∇.~ve1 = 0 ,

∇. ~E1 = −ene1/ε0 .

Zabýváme se pouze vlnami podélnými (~k ‖ ~E1). BÚNO můžeme zvolit osu x tak, aby měla směr ~k a ~E1,

a osu z tak, aby ležela ve směru ~B0. Tak ky = kz = Ey = Ez = 0, ~k = k~̂x, ~E = E~̂x. Vynecháme indexy 1
a e a rozeṕı̌seme prvńı linearizovanou rovnici do složek

−iωmvx = −eE − evyB0 , −iωmvy = +evxB0 , −iωmvz = 0 ,

Dosazeńım za vy z prostředńı rce do prvńı dostaneme

vx =
eE/imω

1− ω2
c/ω2

. (4)

Vid́ıme tedy, že vx se stává při cyklotronové rezonanci ω = ωc nekonečné; to lze očekávat, protože
elektrické pole měńı znaménko s vx a spojitě urychluje elektrony. Zanedbáme-li členy (~v.∇)~v a ∇p, jsou
rovnice pro tekutinu a rovnice pro jednotlivou částici totožné, všechny částice se pohybuj́ı zároveň. Z
linearizované rce kontinuity pak dostáváme

n1 =
k

ω
n0vx ,

do čehož za vx dosad́ıme z (4) a celý výsledek použijeme v posledńı z trojice linearizovaných rovnic.
Celkem

ikE = − e

ε0

k

ω
n0

eE

imω

(
1− ω2

c

ω2

)−1

,(
1− ω2

c

ω2

)
E =

ω2
p

ω2
E .

Disperzńı vztah tedy je
ω2 = ω2

p + ω2
c = ω2

h .

Frekvence ωh se nazývá horńı hybridńı frekvence. Tuto frekvenci maj́ı elektrostatické vlny kolmé na
~B, kdežto vlny ve směru ~B jsou obyčejné plazmové oscilace s ωp. Grupová rychlost je opět nulová, pokud
zanedbáme tepelné pohyby.

Fyzikálńı princip = elektrony v rovinné vlně vytvářej́ı oblasti zhuštěńı a zředěńı jako při plazmových
oscilaćıch. Nyńı je však př́ıtomno ~B pole kolmé na pohyb a Lorentzova śıla přeměňuje trajektorie na
elipsy. Na elektrony p̊usob́ı nyńı dvě śıly vracej́ıćı je zpět do rovnovážné polohy – elektrostatické pole a
Lorentzova śıla – frekvence je proto větš́ı než frekvence plazmových oscilaćı.

§ Elektrostatické iontové vlny kolmé na ~B a dolńı hybridńı frekvence

Uvažujme ~k téměř kolmé na ~B0. Plazma je jako obvykle nekonečné, maj́ıćı v rovnovážném stavu časově
konstantńı a prostorově homogenńı n0 a ~B0 a necht’ ~v0 = ~E0 = 0. Nav́ıc pro jednoduchost položme Ti = 0
(což můžeme, nebot’ v́ıme že iontozvukové vlny existuj́ı i při Ti = 0). Rovněž předpokládáme, že jde o

vlny elektrostatické s ~k × ~E = 0, tj. ~E = −∇φ.
Geometrie viz obr. Úhel π/2 − ϑ považujeme za tak malý, že můžeme položit ~E = E1~̂x a ∇ = ik~̂x,

pokud máme na mysli pohyb iont̊u. V př́ıpadě elektron̊u je však velký rozd́ıl, je-li π/2 − ϑ nula nebo
malé, ale konečné. Larmor̊uv poloměr pro elektrony je tak malý, že se elektrony ve směru x nemohou
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pohybovat a neutralizovat tak prostorový náboj; celý účinek elektrického pole spoč́ıvá v tom, že nut́ı
elektrony k driftovému pohybu sem a tam v y-směru. Pokud ale ϑ neńı přesně π/2, mohou se elektrony
pohybovat podél čárkované př́ımky (ve směru ~B0), přenášej́ı náboj ze záporných do kladných oblast́ı vlny
a uskutečňuj́ı tak Debye̊uv mechanismus st́ıněńı. Ionty nemohou podobný pohyb efektivně vykonávat,
protože jejich setrvačnost jim nedovoĺı během periody uběhnout velkou vzdálenost, proto v jejich př́ıpadě
můžeme kz zanedbat. Mezńı úhel χ = π/2 − ϑ je úměrný poměru iontové ku elektronové rychlosti ve
směru ~B0: χ ' (m/M)1/2 [rad].

a) postup pro větš́ı úhly χ:
Pohybová rce

M
∂~vi1

∂t
= −e∇φ1 + e~vi1 × ~B0 ,

ve složkách (pokládáme vlnu za rovinnou ve směru x)

−iωMvix = −eikφ1 + eviyB0 , −iωMviy = −evixB0 .

Odtud nacháźıme

vix =
ek

Mω
φ1

(
1− Ω2

c

ω2

)−1

, (♦)

kde Ωc = eB0/M je iontová cyklotronová frekvence. Rce kontinuity pro ionty dává

ni1 = n0
k

ω
vix .

Protože předpokládáme, že se elektrony mohou pohybovat ve směru ~B0 (χ 6= 0), můžeme pro ně už́ıt
Boltzmann̊uv zákon, jenž v linearizovaném tvaru zńı

ne1

n0
=
eφ1

kTe
.

Posledńım krokem je plazmatické přibĺıžeńı ni = ne, d́ıky kterému lze rci kontinuity a B. rci spojit
a dosadit do (♦). Dostaneme(

1− Ω2
c

ω2

)
vix =

ek

Mω

kTe

en0

n0k

ω
vix , → ω2 − Ω2

c = k2 kTe

M
.

Protože jsme položili kTi = 0, můžeme totéž zapsat jako

ω2 = Ω2
c + k2v2

z .

Dostali jsme disperzńı vztah pro elektrostatické iontové cyklotronńı vlny. Tj. analogicky horńı hyb-
ridńı frekvenci: ionty maj́ı tendenci oscilovat jako ve vlně akustického typu, ale Lorentzova śıla představuje
novou śılu směřuj́ıćı k obnoveńı p̊uvodńıho stavu, jej́ı vliv se projev́ı členem Ω2

c .
b) postup pro χ = π/2:

Elektrony nemohou svým pohybem podél siločar udržovat neutralitu plazmatu. Namı́sto Boltzmannova
vztahu budeme mı́t plnou pohybovou rovnici. Ponecháme-li elektron̊um konečnou hmotnost, bude tato
rce netriviálńı i tehdy, když polož́ıme Te = 0 a vypust́ıme-li člen ∇p (což učińıme). Pohybová rce iont̊u
z̊ustává nezměněna, tj.

vix =
ek

mω
φ1

(
1− Ω2

c

ω2

)−1

.

Pohybovou rci elektron̊u pak źıskáme z analogie, tj. záměnou e za −e etc.

vex = − ek

mω
φ1

(
1− ω2

c

ω2

)−1

.
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Rce kontinuity daj́ı

ni1 = n0
k

ω
vi1 , ne1 = n0

k

ω
ve1 .

Má-li platit plazmatické přibĺıžeńı ni = ne, muśı být vi1 = ve1. Z rovnosti rovnic pro vix a vex dostaneme

M

(
1− Ω2

c

ω2

)
= −m

(
1− ω2

c

ω2

)
,

ω2(M +m) = mω2
c +MΩ2

c = e2B2

(
1

m
+

1

M

)
,

ω2 =
e2B2

Mm
= Ωcωc ,

ω = (Ωcωc)
1/2 ≡ ωd .

Tento výraz nazýváme dolńı hybridńı frekvence, tuto by měli elektrostatické iontové oscilace, kdyby
ϑ bylo přesně π/2.

§ Elektromagnetické vlny s ~B0 = 0

Vlny s ~B1 6= 0 jsou př́ıčné elektromagnetické vlny – vlny světelné či rádiové procházej́ıćı
plazmatem.

Elektromagnetické vlny ve vakuu: Maxwellovy rce jsou (ve vakuu ~j = 0)

∇× ~E1 = − ~̇B1 ,
1
µ0
∇× ~B1 = ε0 ~̇E1 . (♣)

Druhou rci vyděĺıme ε0, aplikujeme rotaci a dosad́ıme do časově zderivované prvńı rce.
Protože 1/(ε0µ0) = c2, dostaneme

c2∇× (∇× ~B1) = ∇× ~̇E1 = − ~̈B1 .

Za opětovného předpokladu rovinné vlny s faktorem ei(kx−ωt) dostaneme

ω2 ~B1 = −c2~k × (~k × ~B1) = −c2[~k(~k. ~B1)− k2 ~B1] .

Podle jiné z Maxwellových rovnic máme ~k. ~B1 = −i∇. ~B1 = 0, dostáváme výsledek

ω2 = k2c2 ,

a c tedy je fázová rychlost ω/k světelných vln.
V plazmatu je nutno v druhé z Maxwellových rovnic (♣) přidat člen ~j1, jenž odpov́ıdá

poruchovým proud̊um v d̊usledku pohyb̊u nabitých částic. Dostaneme

c2∇× ~B1 =
~j1
ε0

+ ~̇E1 ,

c2∇× ~̇B1 =
1
ε0

∂~j1
∂t

+ ~̈E1 .

Rotace prvńı rce (♣) dává

∇× (∇× ~E1) = ∇(∇. ~E1)−∇2 ~E1 = −∇× ~̇B1 .
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Vyloučeńım ∇× ~̇B1 a předpokladem závislosti ei(kx−ωt) dostaneme

−~k(~k. ~E1) + k2 ~E1 =
iω

ε0c2
~j1 +

ω2

c2
~E1 .

Př́ıčnými vlnami rozumı́me ~k. ~E1 = 0, tj.

(ω2 − c2k2) ~E1 = − iω
ε0
~j1 . (♠)

Pro světelné vlny či mikrovlny bude jejich frekvence tak velká, že ionty lze považovat za
nehybné a proud ~j1 je tedy výsledkem pouze pohybu elektron̊u ~j1 = −n0e~ve1. Z lineari-
zované pohybové rovnice pro elektrony dostáváme (pro kTe = 0)

m
∂~ve1
∂t

= −e ~E1 , ↔ ~ve1 =
e ~E1

imω
,

a z rovnice (♠) tak źıskáme

(ω2 − c2k2) ~E1 =
iω

ε0
n0e

e ~E1

imω
=
n0e

2

ε0m
~E1 = ω2

p
~E1 ,

a tedy
ω2 = ω2

p + c2k2 ,

což je disperzńı vztah pro elektromagnetické vlny š́ı̌ŕıćı se plazmatem bez stej-
nosměrného magnetického pole. Fázová rychlost světelných vln v plazmatu je větš́ı než
rychlost světla

v2
φ =

ω2

k2
= c2 +

ω2
p

k2
> c2 .

Grupová rychlost však nemůže rychlost světla překročit, což souhlaśı právě když vφ > c,
nebot’

dω
dk

= vg =
c2

vφ
.

Pro takovéto disperzńı vztahy je charakteristická existence tzv. mezńı frekvence. Vyśılá-

me-li plazmatem např. mikrovlnný svazek s danou frekvenćı ω, vlnová délka 2π/k bude
v plazmatu předepsána rovnićı ω2 = ω2

p + c2k2. Bude-li se hustota plazmatu a tedy i
ω2
p zvyšovat, muśı se k2 zmenšovat a vlnová délka bude stále větš́ı a větš́ı, až konečně

dosáhne takové hustoty, že k2 bude nula. Pro hustoty větš́ı než tato mezńı nemůže žádné
reálné k splňovat disperzńı vztah, vlna se nemůže š́ı̌rit! Tento mezńı př́ıpad nastane při
kritické hustotě ω = ωp, tj.

nk =
ε0mω

2

e2
.
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Je-li n př́ılǐs velké či ω př́ılǐs malé, elmag vlna nemůže proj́ıt plazmatem, dle disperzńıho
vztahu je k imaginárńı ck = (ω2 − ω2

p)
1/2 = i|ω2

p − ω2|1/2. Protože prostorová závislost
vlny je eikx, bude při imaginárńım k exponenciálně tlumená. Důsledkem je pak vliv např.
na krátkovlnné rádiové spojeńı – dojde-li vlna až k ionosféře, kde je hustota plazmatu
dostatečně vysoká, odraźı se; takto je možno vyslat signál okolo Země. Při hustotě cca
1012 m−3 je kritická frekvence cca 10 MHz. Pro spojeńı s kosmickými loděmi je tak nutno
použ́ıvat vyšš́ı frekvence, které ionosférou pronikaj́ı. Podobně vznik plazmatu v d̊usledku
třeńı při vstupu kosmické lodě do atmosféry zp̊usob́ı výpadek spojeńı.

§ Elektromagnetické vlny kolmé na ~B

Nyńı uvažujme š́ı̌reńı elektromagnetických vln v př́ıtomnosti magnetického pole. Nejprve předpokládejme
š́ı̌reńı kolmo na ~B0, vezmeme-li př́ıčné vlny ~k ⊥ ~E1, máme ještě dvě možnosti: ~E1 ‖ ~B0 nebo ~E1 ⊥ ~B0,
viz obr.

Pokud je ~E1 ‖ ~B0, můžeme položit ~B0 = B0~̇z, ~E1 = E1~̇z a ~k = k~̇x. Vlnovou rovnićı 27 pro tento
př́ıpad je opět vztah (♠)

(ω2 − c2k2) ~E1 = − iω
ε0
~j1 =

in0

ε0
eω~ve1 .

Protože ~E1 = E1~̇z, je na pravé straně jenom složka vez, jež je dána pohybovou rovnićı m∂vez/∂t = −eEz,
což je týž vztah jako pro př́ıpad ~B0, je i konečný výsledek stejný

ω2 = ω2
p + c2k2 .

Tato vlna, v ńıž ~E1 ‖ ~B0, se nazývá řádnou vlnou (též O-vlna), č́ımž se mı́ńı, že neńı ovlivňována
magnetickým polem.

Pokud je ~E1 ⊥ ~B0, bude pohyb elektron̊u ovlivněn polem ~B0 a disperzńı vztah se změńı. Vlny s
~E1 ⊥ ~B0 maj́ı sklon být elipticky polarizované, tj. pokud taková vlna vstupuje do plazmatu, vzniká
složka Ex ve směru ~k, a vlna se tak stává částečně podélnou a částečně př́ıčnou. Proto je nutno při
odvozeńı připustit, že ~E1 = Ex~̂x+ Ey~̂y.

Opět vyjdeme z linearizované pohybové rovnice pro elektrony (pro kTe = 0); nyńı je

−imω~ve1 = −e( ~E + ~ve1 × ~B0) ,

kde netriviálńı jsou pouze složky

vx =
−ie
mω

(Ex + vyB0) , vy =
−ie
mω

(Ey − vxB0) .

Indexy 1 a e jsme vynechali. Obvyklým postupem najdeme

vx =
e

mω

(
− iEx −

ωc

ω
Ey

)(
1− ω2

c

ω2

)−1

, vy =
e

mω

(
− iEy +

ωc

ω
Ex

)(
1− ω2

c

ω2

)−1

.

Ve vlnové rci tentokrát muśıme zachovat podélný člen ~k. ~E1 = kEx

(ω2 − c2k2) ~E1 + c2kEx
~k = − iω

ε0
~j1 = in0

ωe

ε0
~ve1 ,

kterou ve složkách a s použit́ım předcházej́ıćıch rovnic zaṕı̌seme

ω2Ex = −iωn0e
e

mω

(
iEx +

ωc

ω
Ey

)(
1− ω2

c

ω2

)−1

,

27 Z Maxw. rovnic . . .
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(ω2 − c2k2)Ey = −iωn0e
e

mω

(
iEy −

ωc

ω
Ex

)(
1− ω2

c

ω2

)−1

,

jež s využit́ım definice ωp = (n0e
2/ε0m)1/2 přeṕı̌seme na[
ω2

(
1− ω2

c

ω2

)
− ω2

p

]
︸ ︷︷ ︸

A

Ex + i
ω2

pωc

ω︸ ︷︷ ︸
B

Ey = 0 ,

[
(ω2 − c2k2)

(
1− ω2

c

ω2

)
− ω2

p

]
︸ ︷︷ ︸

C

Ey − i
ω2

pωc

ω︸ ︷︷ ︸
D

Ex = 0 .

Tato soustava pro Ex a Ey má nenulové řešeńı jen když bude nulový determinant, tj. AD = BC. Z této
podmı́nky pak po poměrně zdlouhavých úpravách plyne

c2k2

ω2
=
c2

v2
φ

= 1−
ω2

p

ω2

ω2 − ω2
p

ω2 − ω2
h

,

což je disperzńı vztah pro mimořádnou vlnu (též X-vlna) = elektromagnetická vlna částečně př́ıčná a
částečně podélná, která se š́ı̌ŕı kolmo na ~B0 s ~E1 kolmým na ~B0.
• Dodatek o mezńı frekvenci a rezonanci

O mezńı frekvenci v plazmatu hovoř́ıme, pokud index lomu klesá k nule, tj. když se vlnová délka stává
nekonečnou, nebot’ ñ = ck/ω. Rezonance naopak označuje ten př́ıpad, kdy index lomu roste do nekonečna,
tj. vlnová délka jde k nule. Š́ı̌ŕı-li se vlna oblast́ı, v ńıž se měńı ωp a ωc, může doj́ıt k oběma jev̊um.

Rezonanci mimořádné vlny tak nalezneme, když v disperzńım vztahu dáme k →∞, odtud ω → ωh,
takže k rezonanci dojde v takovém mı́stě plazmatu, kde

ω2
h = ω2

p + ω2
c = ω2 ,

což je disperzńı vztah pro elektrostatickou vlnu š́ı̌ŕıćı se např́ıč ~B0. Bĺıž́ı-li se vlna s daným ω k mı́stu
rezonance, bĺıž́ı se fázová i grupová rychlost nule a energie vlny se přeměńı v energii oscilaćı s horńı
hybridńı frekvenćı. Mimořádná vlna je tedy částečně elektromagnetická a částečně elektrostatická. Lze
ukázat, že při rezonanci ztráćı tato vlna sv̊uj elektromagnetický charakter a přecháźı v elektrostatické
oscilace.

Mezńı frekvenci naopak najdeme pokud polož́ıme k = 0, odkud vyjde

ω2 ∓ ωωc − ω2
p = 0 .

Každé znaménko dává jinou mezńı frekvenci, kořeny př́ıslušných rovnic jsou

ωR =
1

2

[
ωc + (ω2

c + 4ω2
p)1/2

]
, ωL =

1

2

[
− ωc + (ω2

c + 4ω2
p)1/2

]
.

Tyto nazýváme pravotočivou a levotočivou mezńı frekvenćı. Mezńı a rezonančńı frekvence rozděluj́ı
disperzńı diagram na oblasti, v nichž se vlna bud’ může nebo nemůže š́ı̌rit. Např. pro mimořádnou vlnu
existuj́ı dvě oblasti š́ı̌reńı, oddělené zakázaným pásmem.

§ Elektromagnetické vlny rovnoběžné s ~B

Položme nyńı ~k ve směru osy z, pro ~E1 ponechme obě př́ıčné složky Ex a Ey, tj.

~k = k~̂z , ~E1 = Ex~̂x+ Ey~̂y .
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Můžeme použ́ıt vlnovou rovnici pro mimořádnou vlnu, stač́ı zaměnit k~̂x za k~̂z . Dostáváme nyńı složky

(ω2 − c2k2)Ex =
ω2

p

1− ω2
c/ω2

(
Ex −

iωc

ω
Ey

)
,

(ω2 − c2k2)Ey =
ω2

p

1− ω2
c/ω2

(
Ey +

iωc

ω
Ex

)
.

Použijeme-li označeńı α = ω2
p/(1− ω2

c/ω
2), můžeme psát

(ω2 − c2k2 − α)Ex + iα
ωc

ω
Ey = 0 , (ω2 − c2k2 − α)Ey − iα

ωc

ω
Ex = 0 .

Polož́ıme-li opět determinant roven nule, dostaneme po úpravě dvě možná řešeńı této soustavy od-
pov́ıdaj́ıćı dvěma vlnám, jež se mohou š́ı̌rit rovnoběžně s ~B0. Disperzńı vztahy jsou

c2k2

ω2
= 1−

ω2
p/ω

2

1− (ωc/ω)
, R vlna

c2k2

ω2
= 1−

ω2
p/ω

2

1 + (ωc/ω)
. L vlna

Ukazuje se, že R a L vlny jsou kruhově polarizovány a symboly R a L znamenaj́ı, zda jde o pravotočivou
či levotočivou kruhovou polarizaci. V R vlně se při pohledu ve směru ~B0 vektor elektrického pole s časem

otáč́ı ve směru hodinových ručiček, u L vlny naopak. Disperzńı vztahy záviśı pouze na k2, polarizace
proto nezáviśı na směru š́ı̌reńı vlny.

Celkem tedy – hlavńı vlny š́ı̌ŕıćı se rovnoběžně s ~B0 jsou pravotočivě a levotočivě kruhově polarizovaná
vlna; hlavńı vlny š́ı̌ŕıćı se např́ıč ~B0 jsou rovinně polarizovaná vlna (0 – ordinary) a elipticky polarizovaná
vlna (X – extraordinary). 28

Mezńı frekvence pro R a L vlny opět dostaneme, polož́ıme-li k = 0. Výsledkem jsou stejné rovnice
jako pro X vlnu, tj. i mezńı frekvence jsou tytéž. R vlna s minus znaménkem má vyšš́ı mezńı frekvenci
ωR, L vlna s plus znaménkem má nižš́ı mezńı frekvenci ωL. To byl i d̊uvod označeńı mezńıch frekvenćı v
předchoźı části.

Z disperzńıho diagramu je vidět, že L vlna se chová jako O vlna, zakázané pásmo má při ńızkých
frekvenćıch, avšak mezńı frekvenćı je ωL a nikoliv ωp. Zakázané pásmo pro R vlnu je mezi ωR a ωc, ale
pod ωL je druhé pásmo š́ı̌reńı, v němž vφ < c. Vlny v této ńızkofrekvenčńı oblasti se nazývaj́ı hvizdy a
jsou d̊uležité pro studium ionosféry – hvizdy se na spektrogramu projev́ı jako s časem klesaj́ıćı klouzavé

28 Polarizace světla charakterizuje geometrickou orientaci kmitáńı vektoru intenzity el. pole světelné
vlny. Vektor intenzity elektrického pole světelné vlny lze vždy rozložit na dvě k sobě kolmé složky, Ex a
Ey, mezi nimiž může fázový rozd́ıl ∆ϕ nabývat r̊uzných hodnot. Pokud je tento rozd́ıl definovaný a kon-
stantńı (úplná korelace), jde o úplně polarizované světlo. Nejobecněǰśım př́ıpadem je eliptická polarizace,
speciálńımi př́ıpady jsou lineárńı polarizace, kdy ∆ϕ = mπ, a kruhová polarizace, kdy ∆ϕ = (2m+1)π/2,
kde m je přirozené č́ıslo. Neńı-li mezi fázemi obou složek korelace, jde o nepolarizované/přirozené světlo.
Částečná korelace vede k částečné polarizaci světla a jej́ı velikost popisuje stupeň polarizace Ipol/Icelk.
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tóny slyšitelné přes reproduktor (zpravidla jsou př́ımo v rozsahu slyšitelných frekvenćı od 0 do cca 15
kHz). Daj́ı se vysvětlit pomoćı disperzńıch charakteristik R vln. Např. při úderu blesku vznikne rádiový
šum na všech frekvenćıch, v plazmatu ionosféry a magnetosféry vzniknou r̊uzné vlny, z nichž R vlny
postupuj́ı podél zemského magnetického pole, jsou vedeny siločárami. Vlny jsou zachyceny pozorovateli
na opačné straně Země. Z disperzńıho diagramu vid́ıme, že fázová rychlost roste s frekvenćı; dá se ukázat,
že s frekvenćı roste i grupová rychlost → ńızké frekvence doraźı později . . .

Bude-li rovinně polarizovaná vlna vyśılána plazmatem podél magnetického pole, bude se jej́ı rovina
polarizace stáčet, čemuž lze porozumět opět na základě rozd́ılných fázových rychlost́ı R a L vln – z
disperzńıho diagramu je vidět, že pro velké ω postupuje R vlna rychleji než L vlna. Necht’ je rovinně
polarizovaná vlna součtem R a L vlny (jež maj́ı samozřejmě obě stejnou frekvenci). Po N cyklech se
vektory ~ER a ~EL vrát́ı do svých počátečńıch poloh; ovšem na dané vzdálenosti d vykonaj́ı R a L vlny
r̊uzný počet cykl̊u, protože každá potřebuje jinou dobu na jej́ı proběhnut́ı. Hovoř́ıme tak o Farada-
yově jevu/rotaci = stáčené polarizačńı roviny při pr̊uchodu polarizovaného zářeńı plazmatem. Důležité
zejména v mezihvězdném prostřed́ı, kde jsou velké vzdálenosti a tedy tento jev je výrazný. Úhel stočeńı je
roven součinu λ2 a M , což je mı́ra rotace daná součinem NeB, kde Ne je mı́ra disperze (celkové množstv́ı
elektron̊u ve sloupci v zorném směru, jehož základna je 1 cm2) a B je magnetická indukce. Pokud neńı
magnetické pole rovnoběžné se zorným směrem, pak samozřejmě úhel rotace je dán λ2

∫
neB cos(φ)ds,

kde s je dráha paprsku plazmatem a φ je úhel mezi paprskem a směrem magnetického pole. Pro r̊uzné
vlnové délky je tedy stočeńı roviny polarizace r̊uzné, což dovoluje odhadovat magnetické pole a elektro-
novou hustotu. Této metody lze v radioastronomii použ́ıt i k určeńı vzdálenosti rádiových zdroj̊u, když
se za ne a B dosad́ı známé hodnoty odvozené jiným zp̊usobem.

§ Alfvénova vlna

Nyńı přejdeme k ńızkofrekvenčńım iontovým oscilaćım v magnetickém poli, tj. k hydro-
magnetickým vlnám. Existuje mnoho mod̊u, z nichž nejd̊uležitěǰśı jsou dva – hydromag-
netická vlna rovnoběžná s ~B0, též Alfvénova vlna, a magnetozvuková vlna.

Alfvénova vlna má v rovinné geometrii ~k ‖ ~B0; ~E1 a ~j1 jsou ⊥ na ~B0; nakonec ~B1

i ~v1 jsou ⊥ na ~B0 i na ~E1. Viz obr.

Z Maxwellových rovnic jako obvykle dostaneme

∇×∇× ~E1 = −~k(~k. ~E1) + k2 ~E1 =
ω2

c2
~E1 +

iω

ε0c2
~j1 .

Protože předpokládáme ~k = k~̂z a ~E1 = E1~̂x, je pouze x-ová složka této rovnice netriviálńı.
Jedná se však o ńızké frekvence, takže k proudu~j1 přisṕıvaj́ı elektrony i ionty. Dohromady
tak máme

(ω2 − c2k2)E1 = − iω
ε0
n0e(vix − vex) . (§)
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Tepelné pohyby nejsou pro tuto vlnu d̊uležité, můžeme tedy už́ıt řešeńı pohybové rce
iont̊u s Ti = 0, jež jsem odvodili dř́ıve (M(∂~vi1/∂t) = e( ~E1 + ~v1 × ~B0), Ti = 0, pi =
0 → −iωMvix = eE1 + eviyB0 a −iωMviy = −evixB0 a odtud . . . )

vix =
ie

Mω

(
1− Ω2

c

ω2

)−1

E1 , viy =
e

Mω

Ωc

ω

(
1− Ω2

c

ω2

)−1

E1 .

Odpov́ıdaj́ıćı řešeńı pro elektrony najdeme záměnou M → m, e → −e, Ωc → −ωc a
limitou ω2

c � ω2

vex =
ie

mω

ω2

ω2
c

E1 → 0 , vey = − e

Mω

ωc
ω2

ω2

ω2
c

E1 = −E1

B0
.

Vid́ıme tedy, že v této limitě je Larmorova rotace elektron̊u zanedbána, elektrony se
prostě pohybuj́ı ~E× ~B driftem ve směru y. Dosazeńım těchto řešeńı do rce (§) dostáváme

(ω2 − c2k2) = Ω2
p

(
1− Ω2

c

ω2

)−1

.

Dále čińıme předpoklad ω2 � Ω2
c ; frekvence hydromagnetické vlny je mnohem nižš́ı než

cyklotronńı rezonance iont̊u. Pak dostaneme

ω2 − c2k2 = −ω2 Ω2
p

Ω2
c

= −ω2n0e
2

ε0M

M2

e2B2
0

= −ω2 %

ε0B2
0

, → ω2

k2
=

c2

1 + (%/ε0B2
0)
,

kde % je měrná hmotnost n0M . Ve jmenovateli tohoto výrazu se nacháźı tzv. ńızkofrek-
venčńı poměrná dielektrická konstanta plazmatu pro př́ıčné pohyby a dosažený výsledek
tedy prostě popisuje fázovou rychlost elektromagnetické vlny v dielektrickém prostřed́ı

ω

k
=

c

(εrµr)1/2
=

c

ε
1/2
r

pro µr = 1 .

Pro laboratorńı plazma je zpravidla εr � 1, tj.

ω

k
= vφ =

cB0

(%/ε0)1/2
≡ vA .

Tato vlna tedy postupuje podél ~B0 s konstantńı rychlost́ı vA = Alfvénova rychlost

vA = cB(ε0/%)1/2 .
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Abychom pochopili, co se v Alfvénově vlně fyzikálně děje, připomeňme si, že je to
elektromagnetická vlna s vlńıćım se magnetickým polem ~B1, daným rovnićı

∇× ~E1 = − ~̇B1 , Ex = (ω/k)By . (ℵ)

Přidáme-li k ~B0 malou složku By, dostaneme siločáry se sinusovým zvlněńım, jež je
přehnaně znázorněno na obrázku. V zobrazeném bodě je By v kladném y-ovém směru,
tj. Ex je v kladném x-ovém směru, je-li ω/k ve směru z. Elektrické pole Ex zp̊usob́ı ~E1× ~B0

drift plazmatu v záporném y-ovém směru. Protože jsme použili limitu ω2 � Ω2
c , budou se

ionty i elektrony pohybovat touž driftovou rychlost́ı vy. Tekutina se tedy pohybuje nahoru
a dol̊u ve směru y. Velikost této rychlosti je |Ex/B0|. Protože zvlněńı pole se pohybuje
spolu s fázovou rychlost́ı ω/k, v naznačeném bodě na obrázku se siločára rovněž pohybuje
směrem dol̊u. Rychlost tohoto pohybu siločáry směrem dol̊u je (ω/k)|By/B0|, což se dle
posledńı rce (ℵ) rovná právě rychlosti tekutiny |Ex/B0|. Tak tekutina i siločáry osciluj́ı
společně, jako kdyby částice byly na siločáru navléknuty. Siločáry se chovaj́ı, jako kdyby
to byly napjaté hmotné struny a na Alfvénovu vlnu se můžeme d́ıvat jako na š́ı̌ŕıćı se
rozruch po brnknut́ı na strunu – ”zamrzlé plazma“.

§ Magnetozvukové vlny

Uvažujeme ńızkofrekvenčńı vlny š́ı̌ŕıćı se kolmo na ~B0. Opět můžeme vźıt ~B0 = B0~̂z a ~E1 = E1~̂x, ale nyńı
polož́ıme ~k = k~̂y.

Rychlost ~E1 × ~B0 driftu bude mı́t směr vektoru ~k, takže plazma se bude při oscilaćıch stlačovat a
rozṕınat; je tedy nezbytné zachovat v pohybové rovnici člen ∇p. Pro ionty budeme mı́t

Mn0
∂~vi1

∂t
= en0( ~E1 + ~vi1× ~B0)− γikTi∇n1 ,

což při naš́ı volbě ~E1 a ~k ve složkách dá

vix =
ie

Mω
(Ex + viyB0) , viy =

ie

Mω
(−vixB0) +

k

ω

γikTi

M

n1

n0
.

Rovnice kontinuity dává
n1

n0
=
k

ω
viy ,

rce pro složku viy přecháźı na tvar

viy = − ie

Mω
vixB0 +

k2

ω2

γikTi

M
viy ,

což zjednoduš́ıme označeńım A = (k2/ω2)(γikTi/M)

viy(1−A) = − iΩc

ω
vix .

Dosazeńım do rce pro složku vix dostaneme

vix

(
1− Ω2

c/ω
2

1−A

)
=

ie

Mω
Ex ,
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což je jediná složka ~vi1, kterou budeme potřebovat, nebot’ jediná netriviálńı složka vlnové rce (♠, hodně
vzadu) je

(ω2 − c2k2)Ex = − iω
ε0
n0e(vix − vex) .

Abychom źıskali vex potřebujeme pouze opět udělat vhodné záměny v rovnici vix a vźıt limitu s ohledem
na malou hmotnost elektron̊u, tj. ω2 � ω2

c a ω2 � k2v2
te

vex =
ie

mω

ω2

ω2
c

(
1− k2

ω2

γekTe

m

)
Ex → − ik2

ωB2
0

γekTe

e
Ex .

Z posledńıch tř́ı rovnic dostáváme

(ω2 − c2k2)Ex = − iω
ε0
n0e

[
ie

Mω
Ex

(
1−A

1−A− (Ω2
c/ω2)

)
+
ik2M

ωB2
0

γekTe

eM
Ex

]
.

Opět budeme předpokládat ω2 � Ω2
c , tj. 1−A můžeme zanedbat vzhledem k Ω2

c/ω
2. S využit́ı definičńıch

vztah̊u Ωp = (n0e
2/ε0M)1/2, vA = cB(ε0/%)

1/2 a s využit́ım vztahu Ω2
p/Ω

2
c = c2/v2

A dostaneme

ω2

(
1 +

c2

v2
A

)
= c2k2

(
1 +

γekTe + γikTi

Mv2
A

)
= c2k2

(
1 +

v2
z

v2
A

)
,

kde vz je akustická rychlost. Dostáváme tedy disperzńı vztah pro magnetozvukovou vlnu š́ı̌ŕıćı se
kolmo na ~B0

ω2

k2
= c2

v2
z + v2

A

c2 + v2
A

.

Je to akustická vlna, v ńıž stlačeńı a zředěńı nevzniká pohyby ve směru ~E, nýbrž ve směru ~E × ~B, tj.
driftovými pohyby kolmo na ~E. V limitě ~B0 → 0, vA → 0 přecháźı magnetozvuková vlna v obyčejnou ion-
tově akustickou vlnu. V limitě kT → 0, vz → 0 vymiźı śıly gradientu tlaku a vlna se stává modifikovanou
Alfvénovou vlnou. Fázová rychlost magnetozvukové vlny je skoro vždy větš́ı než vA.
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§ Shrnut́ı

• Elektronové vlny (elektrostatické, ~B1 = 0)

~B0 = 0 nebo ~k ‖ ~B0

ω2 = ω2
p + 3

2k
2v2
t Plazmové oscilace

~k ⊥ ~B0

ω2 = ω2
p + ω2

c = ω2
h Horńı hybridńı frekvence

• Iontové vlny (elektrostatické, ~B1 = 0)

~B0 = 0 nebo ~k ‖ ~B0

ω2 = k2vz = k2 γekTe+γikTi
M Akustické vlny

~k ⊥ ~B0

ω2 = Ω2
c + k2v2

z Elstat. iontové cyklotronńı vlny
ω2 = ω2

d = Ωcωc Dolńı hybridńı frekvence

• Elektronové vlny (elektromagnetické, ~B1 6= 0)

~B0 = 0
ω2 = ω2

p + k2c2 Světelné vlny
~k ⊥ ~B0, ~E1 ‖ ~B0

c2k2

ω2 = 1− ω2
p

ω2 O vlna
~k ⊥ ~B0, ~E1 ⊥ ~B0

c2k2

ω2 = 1− ω2
p

ω2

ω2−ω2
p

ω2−ω2
h

X vlna
~k ‖ ~B0

c2k2

ω2 = 1− ω2
p/ω

2

1−(ωc/ω) R vlna, hvizdy
c2k2

ω2 = 1− ω2
p/ω

2

1+(ωc/ω) L vlna

• Iontové vlny (elektromagnetické, ~B1 6= 0)

~B0 = 0
Žádné

~k ‖ ~B0

ω2 = k2v2
A Alfvénova vlna

~k ⊥ ~B0

ω2

k2 = c2
v2z+v2A
c2+v2A

Magnetozvuková vlna

+ Pozn. – Měńı-li se úhel mezi směrem š́ı̌reńı a magnetickým polem, měńı se i fázová
rychlost. Některé z typ̊u vln zde uvedených pod ~k ‖ ~B0 a ~k ⊥ ~B0 přitom spojitě přecházej́ı
jeden v druhý, jiné typy při určitém kritickém úhlu prostě zmiźı . . .

+ Pozn. – Lze odvodit i obecnou vlnovou rovnici, jež zahrnuje všechny vlny, vlastnosti
jednotlivých vln a plazmatu jsou pak skryty v tzv. tenzoru disperze.
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13.7 Dif̊uze, odpor a stabilita plazmatu

Nekonečné homogenńı plazma je pouze idealizace. V každém reálném plazmatu existuje
gradient hustoty a plazma má tendenci difundovat do oblast́ı s ńızkou hustotou.

Nejprve budeme studovat dif̊uzi bez př́ıtomnosti magnetického pole. Nav́ıc pro zjed-
nodušeńı předpokládáme, že plazma je slabě ionizované (např. ionosférické plazma, plaz-
ma v tokamaku v bĺızkosti hranice . . . ), tj. nabité částice se sráž́ı daleko v́ıce s neutrálńımi
atomy, než mezi sebou (ni/nn ≤ 10−3 př́ıpad plně ionizovaného plazmatu vede k složitěǰśı
nelineárńı rovnici). Jako výchoźı tedy máme situaci, kdy na hustém pozad́ı neutrálńıch
částic jsou nerovnoměrně rozloženy ionty a elektrony; přitom, jak se plazma p̊usobeńım
gradientu tlaku a elektrických sil rozptyluje, jednotlivé částice se chaoticky pohybuj́ı a
často se s neutrálńımi částicemi srážej́ı.

Při srážce elektronu s neutrálńım atomem docháźı ke ztrátě části hybnosti elektronu;
velikost této části záviśı na úhlu, v kterém se odraźı (až dvojnásobek při čelńı srážce,
elektron se odraźı zpět a změńı znaménko). Pravděpodobnost ztráty hybnosti lze vyjádřit
pomoćı odpov́ıdaj́ıćıho pr̊uřezu σ, který by atomy měli, kdyby dokonale pohlcovali hyb-
nost = účinný pr̊uřez.

Předpokládejme, že elektrony dopadaj́ı na desku o ploše A a tloušt’ce dx, jež v 1 m3

obsahuje nn neutrálńıch atomů, jež považujeme za ”neprostupné kuličky“ o pr̊uřezu σ.
Počet atomů v desce tedy je nnAdx = nndV . Relativńı část plochy, jež je zakryta atomy
je nnAσdx/A = nnσdx. Tj. dopadá-li na desku tok elektron̊u Γ, na druhé straně z ńı
vystupuje tok Γ′ = Γ(1 − nnσdx). Změna toku připadaj́ıćı na jednotku délky tedy je
dΓ/dx = −nnσΓ neboli Γ = Γ0e

−nnσx ≡ Γ0e
−x/λs , kde λs je vzdálenost, ve které by se

tok zmenšil na 1/e své p̊uvodńı hodnoty. λs je tedy středńı volná dráha mezi srážkami

λs =
1
nnσ

.

Má-li částice proběhnout vzdálenost λs, je dost pravděpodobné, že se při tom sraźı.
Středńı doba mezi srážkami je pro částice s rychlost́ı v dána výrazem τ = λs/v a středńı
frekvence srážek je τ−1 = v/λs = nnσv. Budeme-li nyńı středovat přes částice všech
rychlost́ı v při Maxwellovském rozděleńı, dostaneme veličinu, která se obecně nazývá
srážková frekvence

ν = nnσv .

Pohybovou rovnici zahrnuj́ıćı srážky můžeme pro kterýkoliv druh částic v tekutině
(bez ~B) napsat jako

mn
d~v
dt

= mn

[
∂~v

∂t
+ (~v.∇)~v

]
= ± en~E −∇p−mnν~v ,

kde ± je znaménko náboje. Aby tato rovnice byla v pořádku, je nutno považovat ν za
konstantńı. Rovněž uvažujme ustálený stav, tj. ∂v/∂t = 0. Je-li v dostatečně malé (resp.
ν dost velké), element tekutiny se nestač́ı během srážkové doby posunout do oblast́ı, kde
~E a ∇p maj́ı jinou hodnotu, a konvektivńı derivace rovněž zmiźı. Odtud dostáváme (pro
př́ıpad izotermńıho plazmatu ∇p = kT∇n)

~v =
1

mnν
(± en~E − kT∇n) = ± e

mν
~E − kT

mν

∇n
n
,

kde zavedeme transportńı koeficienty

µ ≡ |q|/mν , pohyblivost
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D ≡ kT/mν , koeficient difúze

jež maj́ı pro každý druh částic jinou hodnotu, a jež jsou svázány Einsteinovým vztahem

µ = |q|D/kT .

Pomoćı těchto koeficient̊u můžeme tok Γj j -tého druhu částic zapsat jako

Γj = n~vj = ±µjn~E −Dj∇n . (∗)

Zvláštńım př́ıpadem této rovnice pro ~E = 0 nebo nenabité částice (tj. µ = 0) je Fick̊uv
zákon

Γ = −D∇n .

Tato rovnice vyjadřuje skutečnost, že dif̊uze je výsledkem chaotických pohyb̊u, přičemž
výsledný tok z oblast́ı s větš́ı hustotou do řidš́ıch oblast́ı vzniká prostě proto, že v mı́stech
větš́ı hustoty zač́ıná svou cestu v́ıce částic. Tento tok je úměrný gradientu hustoty (časová
změna látkového množstv́ı je úměrná gradientu hustoty). Ovšem v plazmatu nemuśı
Fick̊uv zákon vždycky platit. Poněvadž může docházet k organizovaným pohyb̊um (vlny),
může se plazma rozṕınat zp̊usobem, který neńı svou podstatou chaotický.

§ Rozpad plazmatu difúźı

• Ambipolárńı difúze

Zkoumejme jak se plazma vytvořené v nějaké nádobě rozpadá difúźı ke stěnám. Jakmile
ionty a elektrony dosáhnou stěny, rekombinuj́ı na ńı, takže hustota v bĺızkosti stěny je
prakticky nulová. Chováńı je samozřejmě popsáno rćı kontinuity a pohybovou rćı; je-li
ale rozpad pomalý, je nutno časovou derivaci ponechat jenom v rci kontinuity, časová
derivace v pohybové rci je zanedbatelná, je-li srážková frekvence ν velká. Dostáváme
tedy

∂n

∂t
+∇.Γj = 0 , (∗∗)

kde Γj je dáno rćı (*). Kdyby se Γi a Γe sobě nerovnaly, náboje by se v krátké době
výrazně oddělily. Jsou-li však rozměry plazmatu velké ve srovnáńı s Debyevou délkou,
muśı být plazma kvazineutrálńı → difúze se ”nastav́ı tak, že oboj́ı částice miźı stejnou
měrou“. Mechanismus nastaveńı rovnováhy je následuj́ıćı: elektrony jsou lehč́ı a tedy
se snaž́ı opustit plazma jako prvńı; za nimi však z̊ustává kladný náboj a vzniká takové
pole, které brzd́ı ztráty elektron̊u a zvyšuje ztráty iont̊u. Potřebné elektrické pole źıskáme
z podmı́nky Γi = Γe = Γ, tj.

Γ = µin~E −Di∇n = −µen~E −De∇n , ~E =
Di −De

µi + µe

∇n
n
.

Společný tok tedy je

Γ = µi
Di −De

µi − µe
∇n−Di∇n =

µiDi − µiDe − µiDi − µeDi

µi + µe
∇n = −µiDe + µeDi

µi + µe
∇n ,

což je Fick̊uv zákon s novým koeficientem difúze

Da ≡
µiDe + µeDi

µi + µe
.
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Koeficient ambipolárńı difúze. Je-li tento konstantńı, přecháźı rce kontinuity (**)
jednoduše v

∂n/∂t = Da∇2n . (∗ ∗ ∗)

Velikost Da můžeme odhadnout, vezmeme-li µe � µi.29 Rce pro koeficient ambipolárńı
difúze a Einstein̊uv vztah pak dávaj́ı

Da ≈ Di +
µi
µe
De = Di +

Te
Ti
Di .

Pro Te = Ti tak dostáváme Da ≈ 2Di, tj. ambipolárńı elektrické pole zvyšuje difúzi iont̊u
o faktor 2, avšak rychlost difúze obou těchto druh̊u částic dohromady je určována v prvé
řadě částicemi pomaleǰśımi.

• Difúze mezi rovnoběžnými stěnami

Difúzńı rovnici můžeme snadno řešit separaćı proměnných

n(~r, t) = T (t)S(~r) . (a)

Pak z (∗ ∗ ∗) dostaneme

S
dT

dt
= DT∇2S ,

1

T

dT

dt
=
D

S
∇2S .

L strana je pouze funkćı času, P strana pouze funkćı prostorových proměnných → obě strany se muśı
rovnat téže konstantě, kterou označ́ıme −1/τ . Pak dostáváme

dT

dt
= −T

τ
⇒ lnT = − t

τ
+ C → T = T0e

−t/τ . (b)

∇2S = − 1

Dτ
S → 30 → d2S

dx2
= − 1

Dτ
S → S = A cos

x

(Dτ)1/2
+B sin

x

(Dτ)1/2
. (c)

Chceme, aby hustota byla u stěn skoro nulová, mezi nimi aby bylo jedno či v́ıce maxim. Uvažujme
nejjednodušš́ı př́ıpad jednoho maxima. Dı́ky symetrii lze v posledńı rci škrtnout lichou fci, tj. sin. Z
okrajové podmı́nky S = 0 pro x = ±L plyne

L

(Dτ)1/2
=
π

2

neboli

τ =

(
2L

π

)2
1

D
. (d)

Kombinaćı 4 d́ılč́ıch výsledk̊u (a, b, c, d) dostaneme

n = n0e
−t/τ cos

πx

2L
.

Tomuto výsledku ř́ıkáme nejnižš́ı difúzńı mód, tj. rozděleńı hustoty je dáno kosinem a s časem ubývá
hustota exponenciálně. Časová konstanta τ nar̊ustá s L a měńı se s převrácenou hodnotou D, což lze z
logiky očekávat.

Samozřejmě existuj́ı vyšš́ı difúzńı mody s v́ıce než jedńım maximem, které lze obecně rozvinout do
Fourierovy řady. Analýzou pak zjist́ıme, že obecně plat́ı τl = [L/(l + 1/2)π]2/D, tj. jemná struktura
hustotńıho profilu, odpov́ıdaj́ıćı velkým hodnotám l (jež označuje č́ıslo modu) zaniká rychleji, s menš́ı
časovou konstantou τl; τ ∼ 1/D

29 Což je vidět z definice pohyblivosti a srážkové frekvence → µ ∼ m−1/2.
30 Dı́ky rovinné geometrii našeho př́ıkladu.
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§ Stacionárńı stav

Pokud plazma z̊ustává v ustáleném stavu (např. když jsou ztráty stále nahrazovány prob́ıhaj́ıćı ionizaćı
nebo při experimentech vstřikováńım plazmatu), muśıme pro výpočet profilu hustoty do rce kontinuity
přidat zdrojový člen

∂n

∂t
−D∇2n = Q(r) .

Pro ustálený stav tedy máme ∂n/∂t = 0, dostáváme rci Poissonova typu pro n(~r).

§ Rekombinace

Při srážce ionu s elektronem existuje zejména při ńızké relativńı rychlosti konečná pravděpodobnost, že
budou rekombinovat a vznikne neutrálńı atom. Pro splněńı ZZHyb se muśı na srážce pod́ılet ještě třet́ı
těleso, což je bud’ emitovaný foton = radiativńı rekombinace, nebo částice = tř́ıtělesová rekombinace.
Ztráty zp̊usobené rekombinaćı můžeme v rci kontinuity započ́ıtat záporným zdrojovým členem, jež bude
úměrný neni = n2. Bez difúzńıho členu má rce kontinuity tvar

∂n/∂t = −αn2 ,

konstantu úměrnosti α nazýváme koeficient rekombinace [m3/s]. tato rce je nelineárńı n, tj. jednoduchou
metodou lineárńı superpozice se nám nepodař́ı vyhovět počátečńım podmı́nkám. Naštěst́ı je tato rce
natolik jednoduchá kvadratická rce, že můžeme řešeńı odhadnout ve tvar

1

n(~r, t)
=

1

n0(~r)
+ αt .

O správnosti se přesvědč́ıme dosazeńım. V př́ıpadě rekombinace klesá hustota nepř́ımo úměrně s časem

n ∼ 1/ατ .

což je zásadně odlǐsná závislost než pro př́ıpad difúze, kdy je časová závislost exponenciálńı. Např. u
vyhaśınaj́ıćıho vod́ıkového plazmatu zjist́ıme, že při velkých hustotách převládá rekombinace, která je
úměrná n2 a hustota ubývá s 1/t. Když hustota klesne na ńızkou hodnotu, převládne difúze a daľśı
snižováńı už je exponenciálńı.

§ Difúze nap̌ŕıč magnetickým polem

Ztráty plazmatu lze sńıžit magnetickým polem (viz studium termojaderné fúze). Před-
stavme si slabě ionizované plazma v magnetickém poli. Ve směru rovnoběžném s ~B se
budou nabité částice pohybovat difúźı a pohyblivost́ı dle předcházej́ıćıch rovnic, nebot’ ~B
nebude mı́t na jejich pohyb v tomto směru vliv. Pro každý druh částic tak máme

Γz = ±µnEz −D
∂n

∂z
.

Kdyby nedocházelo ke srážkám, částice by v kolmém směru v̊ubec nedifundovaly,
stále by kroužily kolem stejné siločáry. Vznikaj́ı sice drifty částic např́ıč ~B v d̊usledku
př́ıtomnosti elektrických poĺı nebo gradient̊u ~B, ale ty lze uspořádat tak, aby byly rov-
noběžné se stěnami.

Docháźı-li ovšem ke srážkám, posunuj́ı se částice chaotickým pohybem (ke stěnám)
ve směru gradient̊u, např́ıč ~B. Sraźı-li se např. ion s neutrálńım atomem, opoušt́ı mı́sto
srážky v jiném směru, než se k němu bĺıžil. Opět bude kroužit stejným zp̊usobem okolo
magnetické siločáry, ale jeho fáze se nespojitě změnila. (Může se také měnit jeho rL, ale
předpokládejme, že ion v pr̊uměru neźıská ani neztrat́ı energii.) Gyračńı středy tedy při
srážce měńı svoje polohy, vzniká chaotický pohyb. Částice tak budou difundovat proti
směru ∇n. Délka kroku náhodného pohybu už neńı λs, jako při difúzi, ale má velikost
Larmorova poloměru rL. Difúze např́ıč ~B tedy může být zpomalena t́ım, že zmenš́ıme
rL, tj. zvětš́ıme B.
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Napǐsme tedy kolmé složky pohybové rce pro tekutinu pro kterýkoliv druh částic

mn
d~v⊥
dt

= ± en( ~E + ~v⊥ × ~B)− kT∇n−mnν~v = 0 .

Opět předpokládáme izotermńı plazma a že ν je tak velké, že můžeme člen d~v⊥/dt za-
nedbat; ve složkách bude

mnνvx = ± enEx − kT
∂n

∂x
± envyB ,

mnνvy = ± enEy − kT
∂n

∂y
∓ envxB ,

což s užit́ım definice µ = |q|/mν a D = kT/mν přeṕı̌seme

vx = ±µEx −
D

n

∂n

∂x
± ωc

ν
vy ,

vy = ±µEx −
D

n

∂n

∂y
∓ ωc

ν
vx .

Dosad́ıme za vx a vyjádř́ıme vy

vy(1 + ω2
c τ

2) = ±µEy −
D

n

∂n

∂y
− ω2

c τ
2Ex
B
± ω2

c τ
2kT

eB

1
n

∂n

∂x
, (∗)

kde τ = ν−1. Analogicky

vx(1 + ω2
c τ

2) = ±µEx −
D

n

∂n

∂x
− ω2

c τ
2Ey
B
∓ ω2

c τ
2kT

eB

1
n

∂n

∂y
. (∗∗)

V posledńıch dvou členech těchto rovnic vystupuj́ı drifty E ×B a diamagnetický

vex =
Ey
B
, vey = −Ex

B
, vDx = ∓ kT

eB

1
n

∂n

∂y
, vDy = ± kT

eB

1
n

∂n

∂x
.

Prvé dva členy mohou být zjednodušeny, definujeme-li pohyblivost a koeficient difúze na
kolmý směr

µ⊥ =
µ

1 + ω2
c τ

2
, D⊥ =

D

1 + ω2
c τ

2
.

Pomoćı posledńıch šesti rovnic můžeme složkové rce (*) a (**) přepsat na

v⊥ = ±µ⊥E −D⊥
∇n
n

+
ve + vD

1 + (ν2/ω2
c )
.

Odtud je vidět, že kolmá rychlost toho či onoho druhu částic se skládá ze dvou část́ı.
Za prvé jsou to obyčejné driftové rychlosti ~ve a ~vD kolmé na gradienty potenciálu a
hustoty. Tyto drifty jsou zpomaleny srážkami s neutrálńımi částicemi; brzd́ıćı faktor
1 + (ν2/ω2

c ) se v limitě ν → 0 bĺıž́ı k 1. Za druhé jsou to drifty zp̊usobené pohyblivost́ı a
difúźı, rovnoběžné s gradienty potenciálu a hustoty. Tyto drifty jsou vyjádřeny stejným
zp̊usobem jako v př́ıpadě B = 0, ale koeficienty µ a D jsou zmenšeny faktorem 1 +ω2

c τ
2.

Součin ωcτ je d̊uležitou veličinou pro magnetické udržeńı plazmatu. Je-li ω2
c τ

2 � 1,
má magnetické pole malý vliv na difúzi, je-li naopak ω2

c τ
2 � 1, snižuje se výrazně difúzńı

rychlost např́ıč ~B. V limitě ω2
c τ

2 � 1 dostáváme

D⊥ =
kT

mν

1
ω2
c τ

2
=
kTν

mω2
c

.
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Vid́ıme tedy, že role srážkové frekvence se obrátila – při difúzi ve směru rovnoběžném s ~B
je D úměrné ν−1, protože srážky zpomaluj́ı pohyb. Při difúzi kolmo na ~B je D⊥ úměrné ν,
protože srážky jsou nezbytné pro přecházeńı částic přes siločáry. Závislost na m se rovněž
obrátila. Uvědomı́me-li si, že ν je úměrné m−1/2, pak je zřejmé, že D ∼ m−1/2, zat́ımco
D⊥ ∼ m1/2. Při rovnoběžné difúzi se elektrony pohybuj́ı rychleji než ionty, protože jejich
tepelná rychlost je větš́ı; při difúzi v kolmém směru elektrony unikaj́ı pomaleji, protože
maj́ı menš́ı Larmor̊uv poloměr.

Pomineme-li č́ıselné faktory řádu jednotky, můžeme rci pro difúzi psát D = kT/mν ∼
∼ v2

t τ ∼ λs/τ . Tento tvar, čtverec délky dělený časem, ukazuje, že základem difúze je
chaotický pohyb s délkou kroku λs. Pro difúzi např́ıč naopak máme D⊥ = kTν/mω2

e ∼
∼ vt(r2L/v

2
t )ν ∼ r2L/τ , což ukazuje, že difúze v kolmém směru spoč́ıvá v chaotickém

pohybu s krokem rL a nikoliv λs.
Jelikož v magnetickém poli jsou pohyblivost i koeficient difúze anizotropńı, neńı am-

bipolárńı difúze tak prostým problémem, jako v př́ıpadě B = 0. Necht’ toky částic jsou
kolmé na ~B. Protože Γe⊥ je menš́ı než Γi⊥, obyčejně vznikne např́ıč magnetickým po-
lem pole elektrické, které bude podporovat difúzi elektron̊u a brzdit difúzi iont̊u. Toto
elektrické pole však může být zkratováno nevyváženými toky podél ~B. To znamená, že
záporný náboj, vznikaj́ıćı v d̊usledku Γe⊥ < Γi⊥, se může rozplynout únikem elektron̊u
podél siločar. Ačkoliv úhrnná difúze muśı být ambipolárńı, nemuśı být ambipolárńı ta část
difúzńıch ztrát, k nimž docháźı v kolmém směru. Ionty difunduj́ı z plazmatu předevš́ım
radiálně, kdežto elektrony rovnoběžně s ~B. Zda to ve skutečnosti takto prob́ıhá či niko-
liv, zálež́ı na tom kterém pokusu. V krátkém sloupci plazmatu, kde siločáry konč́ı na vo-
divých deskách, lze očekávat, že ambipolárńı elektrické pole bude zkratováno. Každý druh
částic pak radiálně difunduje nestejně rychle. V dlouhých a tenkých sloupćıch plazmatu,
ukončených izoluj́ıćımi deskami, bude radiálńı difúze ambipolárńı, protože únik ~B je
obt́ıžný.

§ Srážky v plně ionizovaném plazmatu

Srážky jsou coulombovské. Stač́ı uvažovat srážky mezi částicemi s opačným znaménkem,31 nebot’ srážky
mezi stejnými částicemi zp̊usobuj́ı jen velmi slabou difúzi.32

Pohybovou rci tekutiny včetně efekt̊u zp̊usobených srážkami nabitých částic lze zapsat jako:

Mn
d~vi

dt
= en( ~E + ~vi × ~B)−∇pi −∇.πi + ~Pie ,

mn
d~ve

dt
= −en( ~E + ~ve × ~B)−∇pe −∇.πe + ~Pei ,

31 Srážej́ı-li se dvě částice opačného znaménka, to
”
nejhorš́ı“, k čemu může doj́ıt, je srážka, z ńıž

částice vystouṕı s obrácenými rychlostmi, jejich směr se změńı o 180◦; protože muśı pokračovat v rotaci
okolo siločar v p̊uvodńım smyslu, oba gyračńı středy postouṕı týmž směrem, tj. srážky mezi nestejnými
částicemi zp̊usobuj́ı difúzi. Dı́ky odlǐsné hmotnosti elektrony odskakuj́ı od celkem nehybných iont̊u a
prostě se chaoticky pohybuj́ı. Ionty jsou při každé srážce postrčeny a jejich pohyb je výsledkem častých
náraz̊u elektron̊u. Nicméně v d̊usledku zachováńı hybnosti při každé srážce jsou rychlosti difúze iont̊u i
elektron̊u stejné.

32 Necht’ se srážej́ı dvě stejné částice. Jde-li o čelnou srážku, vystouṕı z ńı částice s obrácenými rych-
lostmi; prostě si vyměńı svoje orbity a oba gyračńı středy z̊ustanou na stejných mı́stech – výsledek je týž,
jako když se částice těsně minou, takže trajektorie se sotva změńı. To

”
nejhorš́ı“, k čemu může doj́ıt, je

srážka, při ńıž se sice směr rychlosti změńı o 90◦ (čárkované kroužky na obr. jsou orbity po takové srážce,
gyračńı středy se posunou), avšak

”
společné těžǐstě“ obou gyračńıch střed̊u se nezměńı . . . Tj. pro každou

srážku iontu s iontem plat́ı detailńı rovnováha, nebot’ ke každému iontu, který se pohybuje směrem ven,
existuje jiný, který se v d̊usledku srážky pohybuje směrem dovnitř. Na rozd́ıl od srážky iontu s neutrálńı
částićı – při ńı výsledná rychlost neutrálńı částice neńı pro difúzi d̊uležitá a ion se chaoticky posune o
náhodný krok ze své p̊uvodńı pozice . . .
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kde člen ~Pie představuje př́ır̊ustek hybnosti iontové tekutiny ve srážkách s elektrony, analogicky ~Pei v
rci pro elektrony. Tenzor napět́ı ~Pj je rozdělen na izotropńı část pj a anizotropńı tenzor viskozity ~πj .
Srážky mezi stejnými částicemi, jimiž vzniká uvnitř každé jednotlivé tekutiny napět́ı, jsou obsaženy v ~πj ,
a protože tyto srážky nezp̊usobuj́ı výraznou difúzi, lze tento člen vynechat. Členy ~Pie, ~Pei představuj́ı
třeńı mezi oběma tekutinami; ze ZZHyb dostáváme

~Pie = −~Pei .

~Pei lze vyjádřit jednoduše pomoćı srážkové frekvence

~Pei = mn(~vi − ~ve)νei

a podobně i ~Pie. Jelikož se jedná o coulombovské srážky, lze očekávat, že ~Pei bude úměrné coulombovské
śıle, která je úměrná e2 (pro jednou nabité ionty). Dále ~Pei muśı být úměrné hustotě elektron̊u ne a
hustotě rozptylových center ni, která se ovšem rovná ne. Konečně by ~Pei mělo být úměrné relativńı
rychlosti obou tekutin – z fyziky tedy lze psát

~Pei = ηe2n2(~vi − ~ve) ,

kde η je konstanta úměrnosti. Srovnáńım nakonec můžeme psát

νei =
ne2

m
η = ω2

pε0η .

Konstanta η je specifický odpor plazmatu.

• Vsuvka o coulombovských srážkách

Sráž́ı-li se elektron s iontem, docháźı k postupnému odchylováńı dalekosahaj́ıćım coulombovským polem.
Viz obr., elektron se bĺıž́ı ~v k pevnému iontu s nábojem e. Kdyby nep̊usobila Coulombova śıla, přibĺıžil
by se k iontu na nejbližš́ı vzdálenost r0 = srážkový parametr. Avšak elektron je přitahován Coulombovou

silou a odchýĺı se tedy o χ, jehož velikost záviśı právě na r0. Coulombova śıla je F = −e2/4πε0r2, tuto
śılu pocit’uje elektron během doby, kdy je v bĺızkosti iontu, tj. cca T ≈ r0/v. Hybnost elektronu se tak
změńı o cca ∆(mv) = |FT | ≈ e2/4πε0r0v. Chceme odhadnout účinný pr̊uřez pro srážky, při nichž se směr
rychlosti změńı o veliký úhel, χ ≥ 90◦. Změńı-li se úhel χ o 90◦, je změna hybnosti mv řádově samo mv.
Tedy

∆(mv) ∼= mv ∼=
e2

4πε0r0v
, r0 =

e2

4πε0mv2
.

Účinný pr̊uřez potom je

σ = πr20 =
e4

16πε20m
2v4

.
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Srážková frekvence tak je

νei = nσv =
ne4

16πε20m
2v3

a specifický odpor

η =
m

ne2
νei =

e2

16πε20mv
3
.

Pro maxwellovské rozděleńı elektron̊u lze v2 v řádovém odhadu nahradit výrazem kTe/m, odtud dostá-
váme

η =
e2m1/2

16πε20(kTe)3/2
,

což představuje specifický odpor zp̊usobený pouze srážkami s velkou změnou úhlu. Ovšem úhrnný efekt
srážek s malou změnou úhlu je větš́ı než efekt srážek s velkou změnou úhlu, protože srážky s malou
změnou jsou d́ıky velkému dosahu Coulombovy śıly daleko častěǰśı. Lze ukázat, že předchoźı výraz se má
vynásobit faktorem lnΛ, tj.

η =
e2m1/2

16πε20(kTe)3/2
ln Λ , kde Λ = λD/r0 .

Tento faktor představuje maximálńı srážkový parametr v jednotkách r0, zpr̊uměrovaný přes Maxwellovo
rozděleńı. Za maximálńı srážkový parametr se bere λD, protože Debyeovo st́ıněńı potlač́ı ve velkých
vzdálenostech coulombovské pole.

• Vsuvka o η

Necht’ v plazmatu existuje elektrické pole ~E, a necht’ všechen proud je nesen elektrony, jež jsou daleko
pohyblivěǰśı než ionty. Dále B = 0, kTe = 0, takže ∇pe = 0. Pak se v ustáleném stavu pohybová rce pro
elektrony redukuje na en~E = ~Pei . Protože ~j = en(~vi−~ve), lze rci ~Pei = mn(~vi− ~ve)νei, kde νei = ne2η/m,
přepsat na ~Pei = ηen~j , takže výsledný tvar pohybové rce pro elektrony je

~E = η~j ,

což je obyčejný Ohmův zákon a konstanta η je právě specifický odpor.
Z výsledné definičńı rce pro η vid́ıme, že toto je nezávislé na hustotě (s výjimkou slabé závislosti na

ln Λ), což znamená, že vytvoř́ıme-li v plazmatu pole ~E, je proud daný rćı ~E = η~j, nezávislý na počtu
nosič̊u náboje. Tomu je třeba rozumět takto: ačkoliv ~j vzr̊ustá s ne, s rostoućım ni se přibrzd’uje pohyb

”
třeńım“ s ionty. Protože ne = ni, tyto dva vlivy se navzájem zruš́ı. Srážková frekvence je úměrná n, ale

ve výrazu pro η se n zkrát́ı. V tomto ohledu se plně ionizované plazma chová naprosto jinak než slabě
ionizované plazma. V slabě ionizovaném plazmatu máme ~j = −ne~ve, ~ve = −µe

~E, takže ~j = neµe
~E.

Protože µ záviśı pouze na hustotě neutrálńıch částic, je proud úměrný hustotě plazmatu n.

§ Difúze v plně ionizovaném plazmatu

• Vsuvka o MHD rovnićıch v jednotekutinovém modelu

Protože disipativńı člen ~Pei obsahuje rozd́ıl rychlost́ı ~vi − ~ve, je při studiu difúze v plně
ionizovaném plazmatu jednodušš́ı pracovat s lineárńı kombinaćı rovnic pro ionty a elek-
trony, takže neznámou je ~vi − ~ve a nikoliv ~vi nebo ~ve odděleně. Tato lineárńı kombinace
poṕı̌se plazma jako jedinou tekutinu s měrnou hmotnost́ı ρ a elektrickou vodivost́ı 1/η.
Dostaneme tak rovnice MHD (v jednotekutinovém modelu).

Pro kvazineutrálńı plazma s jednou nabitými ionty můžeme definovat měrnou hmot-
nost %, rychlost pohybu hmoty ~v a hustotu proudu ~j jako

% ≡ niM + nem ≈ n(M +m) , ~v ≡ 1
%
(niM~vi + nem~ve) ≈

M~vi +m~ve
M +m

,

~j ≡ e(ni~vi − ne~ve) ≈ ne(~vi − ~ve) .
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V pohybové rci přidáme člen Mn~g pro gravitačńı śılu (může samozřejmě představovat
obecně libovolnou śılu neelektromagnetického p̊uvodu p̊usob́ıćı na plazma); pak rci pro
ionty a elektrony můžeme psát

Mn
∂~vi
∂t

= en( ~E + ~vi × ~B)−∇pi +Mn~g + ~Pie ,

mn
∂~ve
∂t

= −en( ~E + ~ve × ~B)−∇pe +mn~g + ~Pei .

(Opět jsme zanedbali tenzor viskozity π (předpokládáme, že Larmor̊uv poloměr je mno-
hem menš́ı než charakteristická délka pro změnu r̊uzných veličin plazmatu) a člen (~v.∇)~v
(ospravedlnit toto zjednodušeńı již neńı tak jednoduché; prostě předpokládáme, že ~v je
tak malé, že tento kvadratický člen lze zanedbat).) Sečteńım těchto rovnic dostaneme

n
∂

∂t
(M~vi +m~ve) = en(~vi − ~ve)× ~B −∇p+ n(M +m)~g .

Člen s elektrickým polem se vyloučil stejně jako srážkové členy ~Pei = −~Pie; pro celkový
tlak jsme zavedli označeńı p = pi+ pe. Pomoćı definičńıch rovnic z počátku můžeme psát

%
∂~v

∂t
= ~j × ~B −∇p+ ρ~g ,

což je pohybová rce pro jedinou tekutinu, popisuj́ıćı tok hmoty. Elektrické pole v ńı
explicitně nevystupuje, nebot’ tato tekutina je elektricky neutrálńı.

Méně zřejmou rci źıskáme, vezmeme-li jinou lineárńı kombinaci rovnic pro dvě teku-
tiny. Přenásobme rci pro ionty hmotoum a odečtěme od ńı rci pro elektrony přenásobenou
hmotou M , dostaneme

Mmn
∂

∂t
(~vi−~ve) = en(M +m) ~E + en(m~vi +M~ve)× ~B−m∇pi +M∇pe− (M +m)~Pei .

Opět pomoćı definičńıch rovnic z počátku a pomoćı ~Pei = ηe2n2(~vi − ~ve) dostaneme

Mmn

e

∂

∂t

(~j
n

)
= e% ~E − (M +m)neη~j −m∇pi +M∇pe + en(m~vi −M~ve)× ~B .

Posledńı člen můžeme zjednodušit

m~vi +M~ve = M~vi +m~ve +M(~ve − ~vi) + (~vi − ~ve) =
%

n
~v − (M −m)

~j

ne
.

Výsledek vyděĺıme e%

~E + ~v × ~B − η~j =
1
e%

[
Mmn

e

∂

∇t

(~j
t

)
+ (M −m)~j × ~B +m∇pi −M∇pe

]
.

V limitě m/M odtud plyne

~E + ~v × ~B = η~j +
1
en

(~j × ~B −∇pe) ,

což je zobecněný Ohmův zákon, jenž popisuje elektrické vlastnosti vodivé tekutiny.
Člen ~j × ~B se nazývá Hall̊uv proud. Často se stává, že tento a posledńı člen jsou natolik
malé, že mohou být zanedbány, Ohmův zákon pak prostě zńı

~E + ~v × ~B = η~j .
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Rovnice kontinuity pro měrnou hmotnost % a hustotu náboje σ źıskáme sečteńım
a odečteńım rce kontinuity pro ionty a elektrony.33

Soustava MHD rovnic pak je

%
∂~v

∂t
= ~j × ~B −∇p+ %~g ,

~E + ~v × ~B = η~j ,

∂%

∂t
+∇.(%~v) = 0 ,

∂σ

∂t
+∇.~j = 0 .

Spolu s Maxwellovými rovnicemi se tato soustava často použ́ıvá k popisu rovnovážného
stavu plazmatu.34

33 Tedy
∂ni

∂t
+∇.(ni~vi) = 0 /.M

∂ne

∂t
+∇.(ne~ve) = 0 /.m

∂

∂t
(Mni +mne) +∇.(Mni~vi +mne~ve) = 0

∂%

∂t
+∇.(%~v) = 0

Analogicky
∂ni

∂t
+∇.(ni~vi) = 0 /.e

∂ne

∂t
+∇.(ne~ve) = 0 /.− e

∂

∂t
(nie− nee) +∇.(eni~vi − ene~ve) = 0

∂σ

∂t
+∇.~j = 0

34 Z Maxw. rovnic dostaneme indukčńı rci = vypov́ıdá o změnách magnetického pole v daném mı́stě,
jež jsou dány prouděńım a difúźı.

~E = −~v × ~B + ηe
~j , ~j = (∇× ~B)/µ0 , ∇× ~E = −∂

~B

∂t
,

dosazeńım z druhé rce do prvńı, aplikaćı rotace a užit́ım třet́ı rce dostaneme

∂ ~B

∂t
= ∇× (~v × ~B)− ηe

µ0
∇× (∇× ~B) = ∇× (~v × ~B) + η∇2 ~B .

Definujme magnetické Reynoldsovo č́ıslo vztahem

Rm =
∇× (~v × ~B)

η∇2 ~B
≈

v0B0
L0

ηB0
L2

0

=
L0v0
η

,

kde v0 je charakteristická rychlost plazmatu, L0 je charakteristická délka. Z výsledné rce tak můžeme
źıskat dvě limity:
a) v0 → 0, Rm → 0

∂ ~B

∂t
= η∇2 ~B Difúzńı rce

b) bezsrážkové plazma, ηe = 0, Rm � 1 (∼ 1014)

∂ ~B

∂t
= ∇× (~v × ~B) Indukčńı rce, zamrznut́ı mag. pole v plazmatu %
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Důkaz zamrzlosti = uvažujme křivku C ohraničuj́ıćı plochu S, jež se pohybuje s plazmatem; v čase
dt element d~s (element C) zasáhne plochu ~v × d~sdt; velikost změny magnetického toku skrz C tak bude

d

dt

∫
S

~B.d~S =

∫
S

∂ ~B

∂t
.d~S +

∫
C

~B.~v × d~s .

Tato rce tedy vyjadřuje, že celková změna mag toku je dána př́ımo změnou mag toku plochou s časem
nebo d́ıky pohybu hranice v čase (což lze vyjádřit d~s/∂t = ~v× d~sdt/∂t, po

”
zkráceńı“ dt a ∂t dostaneme

druhý člen vpravo). Dı́ky pravidlu smı́̌seného součinu ( ~B.~v × d~s = −~v × ~B.d~s) a aplikaci Stokesovy věty

(
∮

l
Fd~l =

∫
S
∇× d~S) lze psát

d

dt

∫
S

~B.d~S =

∫
S

(
∂ ~B

∂t
−∇× (~v × ~B)

)
.d~S .

Vid́ıme, že v
”
závorce je indukčńı rce“, tj. za ideálńıch podmı́nek je změna mag toku skrz C nulová.

• Difúze v plně ionizovaném plazmatu

Uvažujme nyńı předcházej́ıćı MHD rce pro ustálený stav plazmatu, nav́ıc bez gravitace;
dostaneme tedy

~j × ~B = ∇p , ~E + ~v × ~B = η~j .

Druhá z těchto rovnic pro směr rovnoběžný s magnetickým polem zńı prostě E‖ = η‖j‖ ,

což je obyčejný Ohmův zákon. Kolmou složku nalezneme, vynásob́ıme-li rci vektorově ~B

~E × ~B + (~v⊥ × ~B)× ~B = η⊥~j × ~B = η⊥∇p ,

~E × ~B − ~v⊥B2 = η⊥∇p ,

~v⊥ =
~E × ~B

B2
− η⊥
B2
∇p .

Prvńı člen je ~E × ~B drift společný oběma druh̊um částic. Druhý člen je difúzńı rychlost
ve směru −∇p. Tok zp̊usobený difúźı je

Γ⊥ = n~v⊥ = −η⊥n(kTi + kTe)
B2

∇n ,

tj. tato rce má tvar Fickova zákona s difúzńım koeficientem

D⊥ =
η⊥n

∑
kT

B2
.

Je to tzv. ”klasický“ difúzńı koeficient. D⊥ je úměrné 1/B2 stejně jako ve slabě ionizo-
vaných plynech. Tato závislost je charakteristická pro klasickou difúzi a pocháźı z modelu
chaotického pohybu s délkou kroku rL. Rozd́ıly proti částečně ionizovanému plynu:

a) D⊥ neńı konstanta, ale je úměrné n (nebot’ hustota rozptylových center neńı pevně
dána hustotou neutrálńıch atomů, ale je to sama hustota plazmatu)

b) protože η je úměrné (kT )−3/2, D⊥ v plně ionizovaném plynu s rostoućı teplotou
klesá; v částečně ionizovaném je tomu naopak, př́ıčinou této rozd́ılnosti je rychlostńı
závislost Coulombova účinného pr̊uřezu

c) v plně ionizovaném plazmatu je difúze automaticky ambipolárńı (pokud zanedbáme
srážky mezi stejnými částicemi); D⊥ v posledńı rci je koeficient pro tekutinu jako celek;
ambipolárńı pole nevzniká, protože oba druhy částic difunduj́ı stejnou rychlost́ı, což je
d̊usledek zachováńı hybnosti ve srážkách mezi iontem a elektronem
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§ Rovnováha a stabilita

Pokud by se jednalo pouze o pohyby jednotlivých částic, bylo by snadné určit magne-
tické pole, jež by bezsrážkové plazma udrželo. Potřebovali bychom pouze zajistit, aby se
siločáry neprot́ınaly se stěnami vakuové komory, a zvolit takovou symetrii systému, aby
všechny drifty částic, vE , v∇B a daľśı, byly rovnoběžné se stěnami. Neńı však v̊ubec snadné
rozhodnout, zda magnetické pole určené pro udržeńı jednotlivých částic udrž́ı plazma
jakožto makroskopickou tekutinu. At’ jsou vněǰśı pole jakkoliv uzp̊usobena, plazma může
vytvářet vnitřńı pole, jež ovlivňuje jeho pohyb. Např. shluky náboj̊u mohou vytvořit ~E
pole, jež zp̊usob́ı ~E× ~B drift směrem ke stěnám. Proudy v plazmatu vyvolaj́ı ~B pole, jež
může být př́ıčinou grad-B driftu směrem ven z plazmatu.

Problém udržeńı plazmatu je možno rozdělit na dvě části: problém rovnováhy a
problém stability. Rovnováha je takový stav, v němž jsou všechny śıly navzájem vyváženy,
takže existuje časově nezávislé řešeńı. Podle toho, zda se malá odchylka od tohoto stavu
utlumı́ nebo ześıĺı, jedná se o rovnováhu stabilńı nebo nestabilńı. Je snadněǰśı vyšetřovat
stabilitu systému než jeho rovnováhu. Pohybové rce lze linearizovat pro malé odchylky od
rovnovážného stavu, č́ımž dostaneme lineárńı rovnice stejně jako v př́ıpadě plazmatických
vln. Otázka rovnováhy je však nelineárńım problémem podobně jako difúze.

• Hydromagnetická rovnováha

Obecný problém rovnováhy je složitý; z MHD rovnic však lze snadno źıskat několik
fyzikálńıch kritéríı. V ustáleném stavu s ∂/∂t = 0 a ~g = 0 muśı plazma splňovat rce

∇p = ~j × ~B , c2∇× ~B = ~j/ε0 .

Prvńı rce ř́ıká, že śıla zp̊usobená gradientem tlaku a Lorentzova śıla jsou vyvážené.
Jak k tomu dojde? Necht’ existuje sloupec plazmatu, v němž ∇p směřuje k ose. Abychom
rozṕınavou śılu, jež je t́ım dána, vyvážili, muśı plazmatem protékat azimutálńı proud v
naznačeném směru. Velikost tohoto proudu nalezneme, vynásob́ıme-li prvńı rci vektorově
B

~j⊥ =
~B ×∇p
B2

= (kTi + kTe)
~B ×∇n
B2

,

což je však výraz pro diamagnetický proud. Z hlediska pohybu jednotlivých částic dia-
magnetický proud vzniká Larmorovou rotaćı při nenulovém hustotńım gradientu, nebot’
rychlost středovaná přes jeden oběh neńı nulová. Z hlediska MHD je diamagnetický proud
vytvářen silou ∇p p̊usob́ıćı např́ıč ~B; výsledný proud právě stač́ı vyvážit śıly p̊usob́ıćı na
každý element tekutiny a zabránit pohybu.

Prvńı rce též zřetelně ř́ıká, že ~j i ~B jsou kolmé na ∇p. To ovšem neńı žádný triviálńı
výrok, vždyt’ geometrie může někdy být velmi složitá. Např. uvažujme toroidálńı plazma s
hladkým radiálńım gradientem hustoty (v podstatě viz předchoźı obrázek), v němž plochy
s konstantńı hustotou (vlastně s konstantńı p) vytvářej́ı soustavu do sebe zasunutých



418 KAPITOLA 13. KOSMICKÁ ELEKTRODYNAMIKA

torus̊u. Protože ~j a ~B jsou kolmé na ∇p, muśı ležet na plochách konstantńıho p. Obecně
mohou být silokřivky i proudové linie tak či onak pokřiveny, nesmı́ však prot́ınat plochy
konstantńıho p.

Dosad’me nyńı druhou rci do prvńı

∇p = ε0c
2(∇× ~B)× ~B = ε0c

2[( ~B.∇) ~B − 1
2
∇B2] ,

neboli
∇(p+ ε0c

2B2/2) = ε0c
2( ~B.∇) ~B .

V mnoha př́ıpadech je pravá strana nulová nebo malá. Tato rce ř́ıká, že

p+ ε0c
2B2/2 = const. ,

ε0c
2B2/2 je tlak magnetického pole → součet tlaku částic a tlaku magnetického pole je

konstanta. V plazmatu s gradientem hustoty muśı být slabé magnetické pole tam, kde
je vysoká hustota částic, a naopak. Toto oslabeńı magnetického pole uvnitř plazmatu
je ovšem zp̊usobeno diamagnetickým proudem. Velikost tohoto diamagnetického efektu
vyjadřuje poměr obou člen̊u, jež je obvykle nazýván parametrem β

β =
n

∑
kT

ε0c2B2/2
=

tlak částic
tlak magnetického pole

.

Při všech př́ıpadech, které jsme dosud zmiňovali, jsme mlčky předpokládali, že se jedná
o plazma s malým β, tj. diamagnetický efekt tedy byl slabý. Proto jsme také mohli při
studiu plazmatických vln předpokládat homogenńı pole B0. V plazmatu s velkým β, jež
je běžné např. v kosmickém prostoru, by rovnováha byla mnohem složitěǰśı.

• Difúze magnetického pole do plazmatu

V astrofyzice se často objevuje difúze magnetického pole do plazmatu. Existuje-li roz-
hrańı mezi oblast́ı s plazmatem bez pole a oblast́ı s polem bez plazmatu a má-li plazma
nulový odpor, z̊ustanou tyto oblasti odděleny. Elektromotorická śıla vyvolaná jakýmkoliv
pohybem siločar by vytvořila nekonečně velký proud, což neńı možné. Plazma tedy při
svém pohybu tlač́ı na siločáry, může je ohýbat a kroutit. Je-li však vodivost plazmatu
konečná, může plazma pronikat polem a naopak. Takové difúzńı proniknut́ı trvá vždy
jistou dobu a jsou-li tyto pohyby dostatečně pomalé, siločáry nemuśı být pohybuj́ıćım se
plynem deformovány. Difúzńı dobu lze spoč́ıtat z rovnic

∇× ~E = − ~̇B , ~E + ~v × ~B = η~j .

Předpokládejme, že plazma se nacháźı v klidu a siločáry v něm se pohybuj́ı. Pak ~v = 0 a
dostáváme

∂ ~B/∂t = −∇× η~j.

Protože ~j je dáno rćı c2∇× ~B = ~j/ε0, vycháźı

∂ ~B

∂t
= −ηε0c2∇× (∇× ~B) = −ηε0c2[∇(∇. ~B)−∇2 ~B] .

Protože ∇. ~B = 0, dostáváme rci difúze stejného typu jako v předchoźı sekci

∂ ~B

∂t
= ηε0c

2∇2 ~B .
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Lze ji tedy řešit separaćı proměnných. Pro hrubý odhad vezměme L jako charakteristickou
délku prostorové změny ~B. Potom

∂ ~B

∂t
=
ηε0c

2

L2
~B ,

~B = ~B0e
± t/τ ,

τ = L2/ηε0c
2 .

To je charakteristická doba pronikáńı magnetického pole do plazmatu. Veličinu τ můžeme
rovněž vyložit jako dobu, během ńıž dojde k anihilaci magnetického pole. (Když se
siločáry pohybuj́ı plazmatem, indukované proudy plazma ohmicky zahř́ıvaj́ı. Tato energie
má sv̊uj zdroj v energii magnetického pole. Za dobu τ se v jednotkovém objemu ztrat́ı
ηj2τ energie a τ je tedy v podstatě doba, za kterou se energie rozplyne v Jouleovo teplo.)

§ Nestability

• Klasifikace nestabilit

Při studiu plazmatických vln jsme předpokládali neporušený stav, tj. stav dokonalé ter-
modynamické rovnováhy: částice měly Maxwellovo rozděleńı rychlost́ı, jemuž odpov́ıdá
nejvyšš́ı entropie, neexistuje volná energie, která by mohla budit vlny, a museli jsme tedy
předpokládat, že vlny jsou buzeny zvněǰsku. Nyńı budeme zkoumat stavy, jež nejsou v
dokonalé termodynamické rovnováze, i když jsou v rovnováze v tom smyslu, že všechny
śıly jsou vyváženy a časově nezávislé řešeńı je možné. Protože v systému je nyńı volná
energie, mohou být vlny samobuzené, rovnováha je nestabilńı. Nestabilitou rozumı́me
změnu, která zmenšuje volnou energii a přivád́ı plazma bĺıž ke skutečné termodynamické
rovnováze.

Nestability můžeme klasifikovat dle typu volné energie, jež je může vyvolat. Existuj́ı
4 hlavńı kategorie:

• Svazková nestabilita. V tomto př́ıpadě procháźı plazmatem bud’ svazek částic s
vysokou energíı, nebo elektrický proud, takže r̊uzné druhy částic se v̊uči sobě pohybuj́ı
nějakou rychlost́ı. Energie tohoto prouděńı excituje vlny, oscilace źıskávaj́ı energii na účet
energie prouděńı.

• Rayleighova-Taylorova nestabilita. Zde existuje hustotńı gradient nebo plazma
je ostře ohraničeno, takže neńı homogenńı. Krom toho p̊usob́ı na plazma vněǰśı śıla jiná
než elektromagnetická. Tato śıla vyvolává nestabilitu. Analogickým př́ıpadem je sklenice
vody obrácená dnem vzh̊uru – i když je styčná plocha mezi vzduchem a vodou v rovnováze
(váha vody je podṕırána tlakem vzduchu), neńı to stabilńı rovnováha, každá vlnka na
povrchu bude nar̊ustat na účet potenciálńı energie v gravitačńım poli. K tomu docháźı
vždy, když je těžká tekutina podṕırána lehč́ı tekutinou.

• Univerzálńı nestabilita. Dokud je plazma prostorově omezené, nebude nikdy v
úplné termodynamické rovnováze, a to ani tehdy nep̊usob́ı-li žádné vněǰśı śıly, jako např.
gravitačńı pole. Dı́ky hranici plazmatický tlak rozṕıná plazma a tato energie rozṕınáńı
může vyvolat nestabilitu. Tento typ energie existuje v plazmatu vždy; vlny, jež t́ım vzni-
kaj́ı nazýváme univerzálńı nestabilita.

• Kinetická nestabilita. V tekutinové teorii se předpokládá Maxwellovo rozděleńı
rychlost́ı. Neńı-li však rozděleńı vskutku maxwellovské, představuje to odchylku od ter-
modynamické rovnováhy; nestabilitu tedy může vyvolat anizotropie rychlostńıho rozdě-
leńı.
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• Dvousvazková nestabilita

Př́ıklad svazkové nestability. Uvažujme homogenńı plazma, kde ionty jsou stacionárńı,
elektrony v̊uči nim maj́ı rychlost ~v0, tj. pozorovatel se nacháźı v soustavě pohybuj́ıćı se
s ”proudem“ iont̊u. Necht’ je plazma studené kTe = kTi = 0 a bez magnetického pole
(B0 = 0). Linearizované pohybové rce jsou

Mn0
∂~vi1
∂t

= en0
~E1 , mn0

[
∂~ve1
∂t

+ (~v0.∇)~ve1
]

= −en0
~E1 .

Člen (~ve1.∇)~v0 jsme ve druhé rci vypustili, protože předpokládáme, že ~v0 je v každém
mı́stě plazmatu stejné. V prvńı rci se neobjev́ı člen (~v0.∇)~v1, protože jsme položili ~vi0 = 0.
Hledáme elektrostatické vlny tvaru

~E1 = Eei(kx−ωt)~̂x ,

kde ~̂x je směr ~v0 a ~k. Rce tak dostávaj́ı podobu

−iωMn0~vi1 = en0
~E1 , ~vi1 =

ie

Mω
E~̂x ,

mn0(−iω + ikv0)~ve1 = −en0
~E1 , ~ve1 = − ie

m

E~̂x

ω − kv0
.

Rychlosti ~vj1 maj́ı obě směr x, můžeme tedy index x vypustit. Rce kontinuity pro ionty
dává

∂ni1
∂t

+ n0∇.~vi1 = 0 , → ni1 =
k

ω
n0vi1 =

ien0k

Mω2
E .

(Ostatńı členy z ∇.(n~vi) vymiźı, protože ∇n0 = ~v0i = 0.) Rce kontinuity pro elektrony
dává

∂ne1
∂t

+ n0∇.~ve1 + (~v0.∇)ne1 = 0 ,

(−iω + ikv0)ne1 + ikn0ve1 = 0 ,

ne1 =
kn0

ω − kv0
ve1 = − iekn0

m(ω − kv0)2
E .

Protože nestabilńı vlny jsou vysokofrekvenčńı plazmové oscilace, nemůžeme už́ıt plazma-
tické přibĺıžeńı, ale muśıme použ́ıt Poissonovu rci

∇. ~E1 =
e

ε0
(ni1 − ne1) ,

po dosazeńı z předchoźıho

ikE =
e

ε0
(ien0kE)

[
1

Mω2
+

1
m(ω − kv0)2

]
.

Po děleńı výrazem ikE nalézáme disperzńı vztah

1 = ω2
p

[
m/M

ω2
+

1
(ω − kv0)2

]
.

Zkoumejme, zda jsou oscilace s reálným k stabilńı či nestabilńı. Po vynásobeńı spo-
lečným jmenovatelem bychom dostali rci 4. stupně pro ω. Kdyby byly všechny kořeny ωj
reálné, každý z nich by představoval možné oscilace

~E1 = Eei(kx−ωjt)~̂x .
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Jsou-li některé z kořen̊u komplexńı, budou vystupovat v komplexně sdružených párech.
Tyto komplexńı kořeny zaṕı̌seme

ωj = αj + iγj ,

kde α je Re (ω) a γ je Im (ω). Časová závislost je nyńı

~E1 = Eei(kx−αjt)eγjt~̂x .

Kladné Im (ω) znamená vlnu exponenciálně rostoućı, záporné Im (ω) vlnu tlumenou.
Protože kořeny ωj vystupuj́ı ve sdružených párech, bude jeden z nich vždycky nestabilńı,
pokud nejsou všechny reálné. Kořeny patř́ıćı tlumené vlně nás nezaj́ımaj́ı, nebot’ takové
vlny nejsou samobuzené. Disperzńı vztah můžeme analyzovat bez řešeńı rce 4. řádu.

Definujme x ≡ ω/ωp, y ≡ kv0/ωp. Disperzńı vztah tak bude mı́t tvar

1 =
m/M

x2
+

1
(x− y)2

≡ F (x, y) .

Pro kteroukoliv danou hodnotu y můžeme F (x, y) vynést jako fci x. Tato fce bude mı́t
v bodech x = 0 a x = y singularity, jej́ı pr̊useč́ıky s př́ımkou F (x, y) = 1 udávaj́ı
hodnoty x, jež vyhovuj́ı disperzńımu vztahu. Na obrázku jsou 4 pr̊useč́ıky, takže v tomto
př́ıpadě existuj́ı 4 reálné kořeny ωj . Zvoĺıme-li však menš́ı hodnotu y, dostaneme pouze
dva pr̊useč́ıky, a tedy jen dva reálné kořeny. Ostatńı dva muśı být komplexńı a jeden z
nich muśı odpov́ıdat nestabilńı vlně. Pro dostatečně malé kv0 je tedy plazma nestabilńı.
Při libovolném daném v0 je plazma vždycky nestabilńı vzhledem k oscilaćım s dlouhou
vlnovou délkou. Podle disperzńıho vztahu maximálńı rychlost r̊ustu bude

Im
(
ω

ωp

)
≈

(
m

M

)1/3

.

Protože pro vznik nestability je nezbytné, aby kv0 bylo malé, mohlo by se též ř́ıci, že
při daném k muśı být v0 dostatečně malé, aby vznikla nestabilita. To však nemá fyzikálńı
smysl, nebot’ v0 představuje zdroj energie zp̊usobuj́ıćı nestabilitu. Tato pot́ıž vzniká d́ıky
tomu, že jsme použili rce pro tekutinu. Každé reálné plazma má konečnou teplotu a
tepelné efekty by měly být započteny prostřednictv́ım kinetické teorie.35

Fyzikálně je možno tuto svazkovou nestabilitu vysvětli takto: oscilace elektronové te-
kutiny maj́ı přirozenou frekvenci ωp a oscilace iontové tekutiny maj́ı přirozenou frekvenci

35 Pak by se pro v0 ≤ vt objevil jev známý jako Landaůuv útlum a pro př́ılǐs malé hodnoty v0 by žádná
nestabilita nevyšla. Tj. č́ım menš́ı rychlost t́ım nestabilněǰśı v praxi neplat́ı; pokud |v0| ≈ vt ≈

√
kTe/m

tak nestability nejsou v̊ubec; z pozorováńı . . .
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Ωp = (m/M)1/2ωp. Protože však oscilace v pohybuj́ıćı se elektronové tekutině maj́ı ωp po-
sunuté Dopplerovým jevem, mohou se tyto dvě frekvence v laboratorńı souřadné soustavě
shodovat, má-li kv0 odpov́ıdaj́ıćı hodnotu. Fluktuace hustoty iont̊u a elektron̊u pak mo-
hou splňovat Poissonovu rci. Lze dokonce ukázat, že elektronové oscilace maj́ı zápornou
energii, tj. celková kinetická energie elektron̊u je menš́ı při oscilaćıch než bez oscilaćı. Ki-
netická energie v jednotkovém objemu v klidném, neporušeném svazku je mn0v

2
0/2, při

oscilaćıch je m(n0 + n1)(v0 + v1)2/2. Při prostorovém vystředováńı se ukáže, že je tato
hodnota menš́ı než mn0v

2
0/2 následkem fázových vztah̊u mezi n1 a v1, jež muśı splňovat

rci kontinuity. Elektronové oscilace maj́ı tedy zápornou energii a iontové oscilace kladnou
energii. Oboj́ı vlny mohou nar̊ustat zároveň a přitom udržovat úhrnnou energii systému
konstantńı.

• Gravitačńı, Rayleigh-Taylor nestabilita

Protože magnetické pole p̊usob́ı na plazma podobně jako lehká tekutina podṕıraj́ıćı
těžkou tekutinu, může se v plazmatu objevit Rayleighova-Taylorova nestabilita. V zakři-
veném magnetickém poli vzniká při pohybu částice podél zakřivených siločar odstředivá
śıla, která p̊usob́ı na plazma stejným zp̊usobem jako ekvivalentńı ”gravitačńı“ śıla. Pro-
berme nejjednodušš́ı př́ıpad; necht’ rozhrańı mezi plazmatem a vakuem lež́ı v rovině y−z.

Gradient hustoty∇n0 necht’ má směr −x a gravitačńı pole ~g směr x. Pro jednoduchost
můžeme ponechat KTi = KTe = 0 a probrat př́ıpad, kdy β je malé a ~B0 homogenńı.

V rovnovážném stavu lze ionty popsat rovnićı

Mn0(~v0.∇)~v0 = en0~v0 × ~B0 +Mn0~g . (%)

Je-li g konstantńı, bude i v0 konstantńı a (~v0.∇)~v0 vymiźı. Předcházej́ıćı rci vynásob́ıme
vektorově ~B0 a dostaneme

~v0 =
M

e

~v × ~B0

B2
0

= − g

Ωc

~̂y . (#)

Drift elektron̊u, maj́ıćı obrácený směr, můžeme v limitě m/M → 0 zanedbat. Dia-
magnetický drift nevzniká, protože KT = 0, nevznikne ani ~E0 × ~B0 drift, nebot’ ~E0 = 0.

Jestliže se v d̊usledku chaotických tepelných fluktuaćı zvlńı styčná plocha, drift ~v0
zp̊usob́ı, že toto zvlněńı poroste, viz obr. Driftem iont̊u se na boćıch vlnek vytvoř́ı náboj,
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vznikne elektrické pole, jež má na hřebenu vlny opačné znaménko než v d̊ulu vlny. Jak
je patrno z obrázku, drift ~E1 × ~B0 směřuje vzh̊uru v těch mı́stech, kde se povrch pro-
hnul nahoru, dol̊u směřuje tam, kde se povrch prohnul dol̊u. Růst zvlněńı je výsledkem
správného sfázováńı ~E1 × ~B0 drift̊u.

Abychom nalezli inkrement, budeme obvyklým zp̊usobem analyzovat linearizovanou
vlnu š́ı̌ŕıćı se ve směru y: ~k = k~̂y. Pohybová rovnice pro iontovou poruchu je

M(n0 + n1)
[
∂

∂t
(~v0 + ~v1) + (~v0 + ~v1).∇(~v0 + ~v1)

]
=

= e(n0 + n1)[ ~E1 + (~v0 + ~v1)× ~B0] +M(n0 + n1)~g . (@)

Nyńı vynásob́ıme rci (%) výrazem 1 + (n1/n0) a dostaneme

M(n0 + n1)(~v0.∇)~v0 = e(n0 + n1)~v0 × ~B0 +M(n0 + n1)~g .

Toto odečteme od rce (@) a zanedbáme-li členy druhého řádu, máme

Mn0

[
∂~v1
∂t

+ (~v0.∇)~v1
]

= en0( ~E1 + ~v1 × ~B0) .

Všimneme si, že ~g se vyrušilo, informace o něm se však stále zachovává ve ~v0. Pro poruchy
ve tvaru exp [i(ky − ωt)] dostáváme

M(ω − kv0)~v1 = ie( ~E1 + ~v1 × ~B0) .

Řešeńı této rce viz elektromagnetické vlny kolmé na ~B se záměnou ω → ω − kv0,
e− → ionty . . . Pro Ex = 0 a

Ω2
c � (ω − kv0)2

je řešeńım

vix =
Ey
B0

, viy = −iω − kv0
Ωc

Ey
B0

. (A)

Druhý výraz je polarizačńı drift v souřadnicové soustavě spojené s ionty. Odpov́ıdaj́ıćı
veličina pro elektrony vymiźı v limitě m/M → 0, máme tedy

vex = Ey/B0 , vey = 0 . (B)

Rovnice kontinuity pro poruchu iont̊u je

∂n1

∂t
+∇.(n0v0) + (~v0.∇)n1 + n1∇.~v0 + (~v1.∇)n0 + n0∇.~v1 +∇.(n1v1) = 0 .

Člen nultého řádu vymiźı, protože ~v0 kolmé na ∇n0, a člen n1∇.~v0 vymiźı, je-li ~v0 kon-
stantńı. Rovnice prvého řádu tedy je

−iωn1 + ikv0n1 + vixn
′
0 + ikn0viy = 0 , (C)

kde n′0 = ∂n0/∂x. Pro elektrony plat́ı jednodušš́ı rce, nebot’ ~ve0 = 0 a vey = 0

−iωn1 + vexn
′
0 = 0 . (D)
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Všimněme si, že jsme použili plazmatické přibĺıžeńı a předpokládali jsme ni1 = ne1. Takto
lze postupovat, protože nestabilńı vlny jsou ńızkofrekvenčńı. Rovnice (A) a (C) dávaj́ı

(ω − kv0)n1 + i
Ey
B0

n′0 + ikn0
ω − kv0

Ωc

Ey
B0

= 0 .

Rovnice (B) a (D) dávaj́ı

wn1 + i
Ey
B0

n′0 = 0 ,
Ey
B0

=
iωn1

n′0
.

Dosazeńım do rce předchoźı dostaneme

(ω − kv0)n1 −
(
n′0 + kn0

ω − kv0
Ωc

)
ωn1

n′0
= 0 ,

ω − kv0 −
(

1 +
kn0

Ωc

ω − kv0
n′0

)
ω = 0 ,

ω(ω − kv0) = −v0Ωcn
′
0/n0 .

Za v0 dosad́ıme z rce (#) a dostaneme kvadratickou rci pro ω

ω2 − kv0ω − g(n′0/n0) = 0 .

Řešeńı jsou

ω =
1
2
kv0 ±

[
1
4
k2v2

0 + g(n′0/n0)
]1/2

.

Nestabilita vznikne tehdy, je-li ω komplexńı, tj. jestliže

−gn′0/n0 > k2v2
0/4 .

Z toho je patrno, že pro nestabilitu je nezbytné, aby g a n′0/n0 měly opačná znaménka. To
je právě ono tvrzeńı, že lehká tekutina podṕırá těžkou tekutinu; v opačném př́ıpadě je ω
reálné a plazma je stabilńı. Pro dostatečně malé k (dlouhé vlny), je inkrement nestability
dán výrazem

γ = Im(ω) ≈ [−g(n′0/n0)]1/2 .

Tato nestabilita, pro niž plat́ı ~k ⊥ ~B0, se někdy nazývá žlábková nestabilita, a to
z následuj́ıćıho d̊uvodu. Ve válci postupuj́ı vlny ve směru ϑ, p̊usob́ı-li śıly ve směru r.
Plochy konstantńı hustoty pak připomı́naj́ı řecké sloupy zdobené podélnými žlábky, viz
obr.
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• Krĺın L., Basic Features of the Kinetic Theory of Plasma Waves and of Waves-
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