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5 Teorie fluktuaćı a vlastnosti statistických sum 45
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Úvod

Statistická fyzika se zabývá studiem mnohačásticových, makroskopických stav̊u, na
rozd́ıl od termodynamiky je statistická fyzika mikroskopickou, modelovou teoríı pohybu
hmoty souvisej́ıćı s teplem. Základńı metodou statistické fyziky je vytvořeńı přijatelného
dynamického modelu makroskopického stavu (∼ 1023 částic) s patřičným "apriorńım"
rozdělěńım pravděpodobnost́ı mikroskopických stav̊u. Pokud popisujeme izolované, dy-
namické systémy v rovnováze, potom ćılem statistické fyziky je odvodit všechny rov-
novážné vlastnosti makroskopického systému ze zákon̊u atomárńı či molekulárńı
dynamiky.Nyńı zálež́ı, zdali pracujeme v rámci klasické, či kvantové mechaniky, mluv́ıme
o klasické nebo kvantové statistické fyzice (mechanice). Jelikož statistická mechanika po-
pisuje dynamické systémy, stejně jako termodynamika, pomoćı makroskopických veličin,
kterým nezálež́ı na konkrétńı mikroskopické realizaci, jsou základem metody statistické
mechaniky dynamické zákony mechaniky (klasické, kvantové) a teorie pravděpodobnosti
a matematické statistiky.

Krátký historický přehled chápáńı a popisu tepelných děj̊u

Efekty spojené s teplotou a teplem byly známy mnohem dř́ıve, než se vytvořila moderńı
vědecká metoda založená na experimentu a jeho zobecněńı. Dlouhou dobu však trvalo,
než se pochopily fundamentálńı pojmy spojené s projevy tepla a tepelných jev̊u.

V prvńı fázi fenomenologické teorie tepla nebyl činěn rozd́ıl mezi teplotou a mı́rou
tepla. Jediné, co bylo zřejmé, byla existence r̊uzných teplot a s ńı spojených stav̊u
těles. Proto prvńı vědecké pokusy v teorii tepla byly zaměřeny na konstrukci tep-
loměru, tj. př́ıstroje na měřeńı teploty. Prvńımi pr̊ukopńıky byli G. Galilei, E. Torricelli
a O. von Gueriche v 17. stolet́ı. Teprve Joseph Black v roce 1760 zavedl kalorii jako
mı́ru tepelného množstv́ı a odlǐsil tak teplo od teploty.

Daľśım krokem k pochopeńı teplotńıch jev̊u bylo pozorováńı S. Carnota v roce 1824,
že teplo přecháźı pouze z tepleǰśıho na studeněǰśı tělesa. Tento fakt se stal základem
pozděǰśı 2. věty termodynamické zformulované R. E. Clausiusem a W. Thompsonem v
letech 1850 a 1854. Rovněž významným krokem k pochopeńı tepelných děj̊u bylo zjǐstěńı
R. Mayera o ekvivalenci tepla a mechanické energie z toku 1842. Toto vedlo na
zobecněńı zákona zachováńı energie (1. věta termodynamická) formulované R. Mayerem
a J. P. Joulem v roce 1843. Clausius dále rozvinul teorii tepla o pojem tepelné entropie
v roce 1865.

Třebaže ekvivalencce tepla a mechanické energie dává tušit mechanický p̊uvod, sa-
motná fenomenologická termodynamika neńı schopna nalézt vztah mezi zákony mecha-
niky (Newton) a zákony tepelných jev̊u. Prvńı pokusy vysvětlit tepelné jevy z mecha-
nických proces̊u sahaj́ı zpět k Newtonovi a Boylovi. Oba se snaž́ı vysvětlit teplo jako
chaotický pohyb mikroskopických částic. Jejich snahy však z̊ustaly pouze na kvalitativńı
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údob́ı termodynamika mechanika + statistika

17. st. G. Galilei, E. Torricelli I. Newton, R. Boyle
teploměr - lineárńı mı́ra tepla korpuskulárńı teorie plyn̊u

18. st. G. Fahrenheit, A. Celsius D. Bernoulli
teplota jako škála mezi 2 fixńımi body prvńı kinetická teorie plyn̊u

J. Black J. Dalton, A. Avogadro
kalorie jako mı́ra tep. kapacity atomistická teorie

19. st. S. Carnot J. C. Maxwell
účinnost tepelných stroj̊u statistické rozděleńı rychlost́ı

záviśı pouze na rozd́ılu teplot v plynu a tlak plynu
J.R. Mayer, J. Joule, H. Helmholtz L. Boltzmann
teplo ekvivalentńı mechanické energii kinetická teorie plyn̊u

(1. věta termodynamiky) statistická entropie,
R. E. Clausius rozděleńı energíı

entropie (2. věta termodynamiky)

20. st. W. Nerst J. W. Gibbs
nedosažitelnost absolutńı nuly teorie fluktuaćı, statistické soubory

(3. věta termodynamiky) M. Planck
kvantová statistika

Tabulka 1: Krátký historický přehled

úrovni. Prvńı kvantitativńı kinetickou teorii plyn̊u se pokusil vytvořit D. Bernoulli při
vysvětleńı Boylova zákona rozṕınáńı plyn̊u v roce 1738. Skutečná kinetická teorie plyn̊u
se však mohla zač́ıt rozv́ıjet až po vzniku atomistické teorie J. Daltona a A. Avogadra
z konce 18. a začátku 19. stolet́ı.

Skutečná kinetická teorie plyn̊u se začala prosazovat teprve až v druhé polovině 19.
stolet́ı. J. C. Maxwell v roce 1860 odvodil rozděleńı rychlost́ı atomů v plynu s danou
teplotou. L. E. Boltzmann toto rozděleńı zobecnil v roce 1868 na rozděleńı energíı. Vrcho-
lem tohoto ranného obdob́ı kinetické teorie bylo odvozeńı kinetické rovnice Boltzman-
nem a hlavně pak zavedeńı pravděpodobnostńı entropie v roce 1877. Poprvé tak byl
ukázán vztah mezi Newtonovými dynamickými zákony, fázovým prostorem a teplotńım
rozděleńım energíı. Boltzmannova formulace znamená konec fenomenologické termody-
namiky a začátek statistické mechaniky jako ucelené teorie pravděpodobnostńıho cha-
rakteru vyjádřené zákonem stejných pravděpodobnost́ı mikroskopických stav̊u v daném
makroskopickém stavu. Fundamentálńı objekty - mikroskopické stavy se však plně ř́ıd́ı
Newtonovskými dynamickými zákony. Tzv. teorie tepla nepřináš́ı žádnou novou dyna-
miku do systému částic.

Alternativńı formulace k Boltzmannově atomistické teorii byla teorie statistických
soubor̊u J. W. Gibbse z roku 1902. Tato teorie plně skloubila teorii termodynamických
potenciál̊u s mikroskopickou statistickou sumou L. Boltzmanna. Roli moderńı statistické
mechaniky (fyziky) se vztahem k ostatńım mechanickým a polńım teoríım lze schema-
ticky zobrazit do diagramu s parametry ... (vložit diagram)



Kapitola 1

Základy statistické mechaniky

1.1 Matematická statistika a teorie pravděpodobnosti

Jestliže popisujeme systém, který se skládá z velkého počtu elementárńıch objekt̊u,
potom je zapotřeb́ı tyto objekty nějakým zp̊usobem započ́ıtávat a klasifikovat. Je-
likož, jak uvid́ıme později, makroskopické veličiny nezáviśı na konkrétńı realizaci mi-
krostavu, tj. okamžitých poloh a rychlost́ı jednotlivých částic, je nutné zavést pojmy
jako jsou pravděpodobnost, permutace, kombinace, stochastická proměnná atd. Těmito
elementárńımi jevy se budeme zabývat v této kapitole.

1.1.1 Permutace, kombinace, pravděpodobnost

Jestliže popisujeme systém s velkým počtem objekt̊u, tak je mnohdy potřeba z tohoto
systému vybrat podsystém s určitými vlastnostmi, které splňuje jen část z celkového
počtu objekt̊u. K tomuto účelu je dobré zavést kombinatorické pojmy jako jsou permu-
tace a kombinace.

Permutace je libovolný, uspořádaný výběr objekt̊u.

Kombinace je libovolný výběr objekt̊u bez zohledněńı uspořádáńı.

Tzv. permutace a kombinace jsou specifická omezeńı výběru z dané množiny prvk̊u.
Co nás bude zaj́ımat je počet možných výběr̊u nebo počet realizaćı určitého typu
výběru.

Př́ıklad 1.1.1. Počet permutaćı N prvk̊u

PN = N(N − 1) . . . 2 = N !.

Př́ıklad 1.1.2. Počet r̊uzných permutaćı n prvk̊u vybraných z množiny o N elementech

PNn = N(N − 1) . . . (N − n+ 1) =
N !

(N − n)!
.

Př́ıklad 1.1.3. Počet r̊uzných kombinaćı n prvk̊u vybraných z množiny o N elementech

CNn =

(

N

n

)

=
N !

n!(N − n)!
.
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Třebaže pojmy permutace a kombinace jsou jednoznačně definovány, nemuśı být v
praxi mnohdy zcela jasné, zda-li se jedná o kombinatorický či permutačńı výběr.

Ve fyzice, a nejen tam, nás zaj́ımá sṕı̌se než celkový počet možných realizaćı, poměr
mezi možnými a všemi realizacemi, tj. dostáváme se k pojmu kombinatorické pravděpodobnosti
(existuje ještě také množinová, čili axiomatická pravděpodobnost). Mnohdy také mluv́ıme
o poměrné četnosti výskytu daného jevu. Např. háźıme-li kostkou, pravděpodobnost,
že padne některé č́ıslo (poměrná četnost jednotlivých č́ısel) je 1/6.

Pravděpodobnost je č́ıslo vyjadřuj́ıćı poměr mezi počtem realizaćı určitého jevu a
celkovým počtem možných realizaćı.

To znamená, že pravděpodobnost lze chápat jako nezápornou funkci P (A) na je-
vovém poli A (3 A), splňuj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

1. A 3 A −→ P (A) ∈ [0, 1]

2. Pravděpodobnost jistého jevu se rovná jedné a pravděpodobnost prázdného jevu
se rovná nule.

P (I) = 1 ∧ P (0) = 0.

3. Jestliže se dva jevy vylučuj́ı, tzn. jeden jev nemůže nastat současně s druhým, pak
je pravděpodobnost výskytu jednoho nebo druhého jevu rovna součtu pravděpodobnost́ı
jednotlivých jev̊u.

AB = 0⇒ P (A+B) = P (A) + P (B).

4. Jestliže se zaj́ımáme o poměrnou četnost jevu A při současné realizaci jevu B
P (AB), potom mluv́ıme o podmı́něné pravděpodobnosti jevu A jevem B a plat́ı
pro ni

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
.

5. Jestliže jevy A, B jsou nezávislé, pak plat́ı

P (AB) = P (A)P (B).

Mnohdy je užitečné použ́ıt množinovou charakterizaci jev̊u, tzn. sjednoceńı jev̊u:
A+B ⇐⇒ A ∪B a pr̊unik jev̊u: AB ⇐⇒ A ∩B.

Často se tedy ṕı̌se P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) a P (A|B) = P (A∩B)
P (B) .

Tyto pravděpodobnostńı pojmy budeme ilustrovat na několika př́ıkladech.

Př́ıklad 1.1.4. Dokažte, že P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) .
Můžeme psát A∪B = A∪(Ā∩B), přičemž Ā = I \A je doplněk množiny A (jevu A).

Tedy A∩ĀB = 0 a P (A∪B) = P (A)+P (ĀB). Současně P (B) = P (A∩B)+P (Ā∩B).
Vzájemným odečteńım dostaneme P (A ∪B)− P (B) = P (A)− P (A ∩B).
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Př́ıklad 1.1.5. Máme n kouĺı, které máme rozdělit doN krabic. Je třeba naj́ıt pravděpodobnost,
že v jedné libovolné krabici bude k kouĺı za předpokladu, že

a) koule jsou neekvivalntńı (Maxwell-Boltzmann),
b) koule jsou ekvivalentńı (Bose-Einstein),
c) koule jsou ekvivalentńı, ale v jedné krabici smı́ být maximálně jedna koule (Fermi-

Dirac).
Nejdř́ıve spočtěme počet všech realizaćı rozděleńı n kouĺı do N krabic:
a) Pro každou kouli máme N možnost́ı, tj ZMB = Nn.
b) Jelikož jsou koule nerozlǐsitelné, potom počet možných rozmı́stěńı źıskáme tak,

že mezi n kouĺı vkládáme N − 1 děĺıtek. Přičemž do prvńı krabice dáme všechny koule,
které jsou před prvńım děĺıtkem, atd. Celkem tedy máme ZB =

(

n+N−1
n

)

.
c) Jestliže n > N , potom ZFD = 0, jestliže n < N , tak počet realizaćı je dán počtem

možných výběr̊u n krabic (obsazených) z celkového počtu N , tj. ZFD =
(

N
n

)

.
V daľśım kroku je potřeba naj́ıt pravděpodobnost, že ve vybrané krabici je k kouĺı.
a) Máme

(

n
k

)

možnost́ı vybrat k kouĺı z n. Zbylých n− k kouĺı je potřeba rozdělit do
N − 1 krabic.

PMB(k;n,N) =

(

n

k

)

(N − 1)n−k
1

Nn
=

(

n

k

)(

1

N

)k(

1− 1

N

)n−k

b) Jelikož koule jsou ekvivalentńı, tak stač́ı uvažovat pouze počet možnost́ı, kterými
lze rozdělit n− k kouĺı do N − 1 krabic. Tj.

PBE(k;n,N) =

(

n−k+N−2
n−k

)

(

n+N−1
n

)

c) V krabici může být maximálně jedna koule (k ≤ 1) a n ≤ N . Potom analogicky k
předchoźımu př́ıpadu źıskáme

PFD(1;n,N) =

(

N−1
n−1
)

(

N−1
n

) =
n

N

1.2 Stochastická proměnná (náhodná proměnná)

V předchoźım př́ıkladě jsm viděli elementárńı aplikaci fyzikálńıch rozděleńı (distribučńıch
funkćı). Abychom pochopili lépe význam distribučnách funkćı, je třeba zavést pojem sto-
chastické (náhodné) proměnné.

Náhodná proměnná je zobrazeńı z jevové množiny A do reálných č́ısel

X : A 3 A −→ R1, X = {x1, x2, . . . },

přičemž inverzńı zobrazeńı přǐrazuje každému intervalu nějaký jev z A.
Náhodné proměnné mohou být buďto diskrétńı, kdy hodnoty náhodné proměnné
X jsou diskrétńı č́ısla x1, x2, . . . nebo spojitý interval.

Distribučńı funkce Nezáporná funkce f definovaná na hodnotách náhodných proměnných
s vlastnost́ı úplnosti:
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∑

i

f(xi) = 1 př́ıpadně

∫

dxf(x) = 1 (1.1)

se nazývá pravděpodobnostńı distribučńı funkce.

Momenty distribučńıch funkćıch V daľśım bude výhodné definovat momenty dis-
tribučńı funkce, neboť většinou ty jsme schopni určit, na rozd́ıl od distribučńı
funkce jako takové.

〈Xn〉 =
∑

i

xni f(xi) př́ıpadně 〈Xn〉 =
∫

xnf(x)dx (1.2)

Přičemž velkými ṕısmeny označujme náhodné proměnné, malými jej́ı hodnoty.

Znalost všech moment̊u náhodné proměnné dává úplnou informaci o náhodném
procesu nebo distribučńı funkci.

Variance (rozptyl) náhodné proměnné je

σ(X) = [〈X2〉 − 〈X〉2]1/2 (1.3)

Charakteristická funkce může být vhodněǰśı pro popis problému než distribučńı
funkce. Jedná se o Fourier̊uv obraz distribučńı funkce.

Φ(k) = 〈eikx〉 =
∫

dµ(x)eikxf(x) =
∞
∑

n=0

(−ik)n

n!
〈xn〉, (1.4)

kde mı́ra µ(x) je buďto bodová pro diskrétńı náhodné proměnné nebo Lebesguova
pro spojité.

Kumulantńı rozvoj

Φ(k) = e
∑∞
n=1

(ik)n

n! Cn(x),

kde Cn(x) je n-tý kumulant charakteristické funkce.

C1(x) = 〈x〉, C2(x) = 〈x2〉 − 〈x〉2.

Jestliže máme dvě náhodné proměnné X, Y , potom lze X x Y opět chápat jako
náhodnou proměnnou, přičemž společná distribučńı funkce bude f(x, y). Můžeme defi-
novat několik veličin

Kovariance

cov(X,Y ) =

∫

dµ(X)dµ(Y )f(x, y)(X −〈X〉)(Y −〈Y 〉) = 〈XY 〉− 〈X〉〈Y 〉, (1.5)

přičemž fx(x) =
∫

dµ(y)f(x, y) a fy(y) =
∫

dµ(x)f(x, y).

Korelace je daľśım významným pojmem, definovaný následovně

cor(X,Y ) =
cov(X,Y )

σ(x)σ(y)
=

〈XY 〉 − 〈X〉〈Y 〉
[(〈X2〉 − 〈X〉2)(〈Y 2〉 − 〈Y 〉2)]1/2

(1.6)

Korelace tedy určuje mı́ru závislosti mezi veličinamiX a Y , přičemž cor(X,X) = 1
a naopak, jestliže cor(X,Y ) = 1⇒ X = Y .
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1.2.1 Binomické rozděleńı

Představme si, že máme sériiN statisticky nezávislých pokus̊u s dvěma možnými výsledky.
Těm přǐrad́ıme náhodnou proměnnouX s hodnotami±1. Přičemž nechť pravděpodobnost,
že při jednom źıskáme výsledek 1 je p a výsledek -1 źıskáme s pravděpodobnost́ı q = 1−p.
Zaj́ımá nás nyńı pravděpodobnost, že z N pokus̊u źıskáme právě n výsledk̊u +1. Jelikož
s jedná o nezávislé pravděpodobnosti, potom hledané č́ıslo je

PN (n) =
N !

n!(N − n)!
pnqN−n. (1.7)

Celková pravděpodobnost výsledku N pokus̊u muśı být 1, tedy

N
∑

n=0

PN (n) =
N
∑

n=0

N !

n!(N − n)!
pnqN−n = (p+ q)N = 1

Snadno urč́ıme momenty binomického rozděleńı:

〈n〉 =
N
∑

n=0

nPN (n) =
N
∑

n=0

N !n

n!(N − n)!
pnqN−n = p

d

dp
[
N
∑

n=0

PN (n)] = p
d

dp
(p+ q)N = Np

〈n2〉 =
N
∑

n=0

n2PN (n) = (p
d

dp
)2[

N
∑

n=0

PN (n)] = (Np)2 +Npq

Rozptyl tedy je
σ2N = 〈n2〉 − 〈n〉2 = Npq.

1.3 Zákon velkých č́ısel a centrálńı limitńı věta

Ve statistické fyzice se zaj́ımáme o systémy s velkým počtem částic, a tedy s velkým
počtem možných stav̊u (jev̊u). Proto nás zaj́ımaj́ı v prvé řadě pravděpodobnost dis-
tribučńı funkce v limitě velkých počt̊u pokus̊u N →∞. V této limitě budeme využ́ıvat
dvou teorémů.

Věta 1.3.1 (Zákon velkých č́ısel (Bernoulli)). Jestliže pravděpodobnost výskytu daného
jevu A je P (A) = p , 0 < p < 1 a hA(N) je poměrná četnost jevu A v posloupnosti N
nezávislých pokus̊u. Potom

lim
N→a

hA(N) = p. (1.8)

Důkaz. Plat́ı

P (|hA(N)− p| < ε) =
∑

k;|k−Np|<Nε

(

N

k

)

pkqN−n,

neboť se jedná o nezávislé pokusy. Jelikož z binomického rozděleńı v́ıme, že

N
∑

k=0

(k −Np)2
(

N

k

)

pkqN−k = Npq

potom

Npq ≥
∑

|k−Np|≥εN

(

N

k

)

pkqN−k(k −Np)2 ≥ ε2N2
∑

|k−Np|≥εN

(

N

k

)

pkqN−k
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∑

|k−Np|≤εN

(

N

k

)

pkqN−k = 1−
∑

|k−Np|≤εN

(

N

k

)

pkqN−k ≥ 1− pq

ε2N

V limitě N →∞ tedy P (|hA(N)− p| < ε)→ 1, tud́ıž hA(N)→ p.

Věta 1.3.2 (Centrálńı limitńı věta). Jestliže náhodná proměnná X je charakterizována
distribučńı funkćı f(x), potom nová náhodná proměnná YN = 1

N

∑N
i=1 xi − 〈x〉

(xi maj́ı stejnou distribučńı funkci, N je počet realizaćı proměnné Y ) je v limitě N →∞
charakterizována gaussovskou distribučńı funkćı

f(yN ) =

√

N

2πσ2
e−Ny

2
N/2σ

2
, (1.9)

kde 〈X〉 =
∫

dµ(x)xf(x) a 〈σ2〉 =
∫

dµ(x)x2f(x)− [
∫

dµ(x)xf(x)]2 = 〈x2〉 − 〈x〉2.

Důkaz. Charakteristická funkce náhodné proměnné yN je

ΦYN =

∫

dµ(x1) . . . dµ(xN )f(x1) . . . f(xN )e
i
N
k
∑N
i=1(xi−〈x〉) =

[

φX

(

k

N

)

]N

=

=

[

1− k2

2N2
(〈x2〉 − 〈x〉2)

]N

= e−
kσ2

2N .

zpětnou Fourierovou transformaćı źıskáme výsledek.

Př́ıklad 1.3.1 (Přibĺıžeńı binomického rozděleńı gaussovým). Použijeme Stirlingovu
formuli, která pro n→∞ aproximuje faktoriál

n! ≈
√
2πn

(

n

e

)n

(1.10)

Tato formule nám umožńı převést kombinatorická č́ısla na analytické funkce. Použijeme
tedy Stirlingovu formuli ve vztahu pro binomické rozděleńı a dostaneme

PN (n) =
1√
1πN

(

n

N

)−n−1/2(N − n
N

)n−N−1/2
pn(1− p)N−n

což přeṕı̌seme do exponenciálńıho tvaru

PN (n) =
1√
1πN

e−(n+1/2) ln n
N
−(N−n+1/2)ln(1− n

N
)+n ln p+(N−n) ln 1−p. (1.11)

Nyńı rozvineme tento vztah kolem středńı hodnoty 〈n〉 = Np. Potom

PN (n) = PN (〈n〉)e
1
2B2ε2+

1
6B3ε3+...,

kde ε = n− 〈n〉 a Bk =

[

dk ln
√
2πNPN (n)
dnk

]

n=〈n〉

.

Snadno se přesvědč́ıme, že plat́ı

B2 = −
1

Npq
, B3 =

1

N2p2q2
(q2 − p2).
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Pak v př́ıpadě Npq � 1 (limita velkých č́ısel)

PN (n) ∼
1

σ
√
2π
e
− 1

2
(n−〈n〉)2

σ2N , (1.12)

kde σN =
√
Npq � 1. Tzn. pro velká N můžeme binomické rozděleńı velice dobře

přibĺıžit normálńım (gaussovským) rozděleńım. PřičemžN , kde normálńı rozděleńı dobře
aproximmuje binomické, má hodnotu N ∼ 10.

Gaussovské rozděleńı je limitou rozděleńı při velkém počtu realizaćı, pokud p je
konečné a tedy Np → ∞ . Pokud plat́ı n → ∞, p → 0 a zaroveň Np = a, pak je
výsledkem pro n� N je Poissonovo rozděleńı

PN (n) =
an

n!
e−a. (1.13)



Kapitola 2

Základńı teoretické pojmy a
formalismus statistické mechaniky

Základńı reprezentačńı prostor pro klasickou a kvantovou mechaniku je r̊uzný. V této
kapitole zopakujeme základńı pojmy klasické, hamiltonovské mechaniky a statistického
popisu souboru mnoha částic.

2.1 Fázový prostor, mikroskopické a makroskopické stavy

Statitická mechanika (fyzika) se zabývá popisem souboru N hmotných částic, jejichž
dynamika se ř́ıd́ı zákony buďto klasické nebo kvantové mechaniky. I když kvantová
mechanika je obecněǰśı než mechanika klasická, přesto z pedagogických d̊uvod̊u nejdř́ıve
rozebereme statistický popis klasických částic.

N klasických částic je popsáno 3N souřadnicemi (x1, y1, z1, . . . ) a 3N hybnostmi
(px1, py1, pz1, . . . ). Tzn. že stavu N částic odpov́ıdá bod v 6N -rozměrném fázovém pro-
storu. Obecně tento bod označ́ıme X = (q1, . . . , q3N , p1, . . . , p3N ) ∈ <6N . Pohybové
rovnice pro tento bod jsou Hamiltonovy rovnice

q̇k =
∂H

∂pk
, ṗk = −

∂H

∂qk
, k = 1, 2, . . . , 3N (2.1)

Jelikož Hamiltonovy rovnice jsou diferenciálńımi rovnicemi 1. řádu, potom pohyb
hmotného bodu X v čase t je plně určen počátečńı hodnotou X0 v čase t = 0. Fázový
prostor je tedy geometrickým prostorem transformuj́ıćım vývoj N -částicového systému
do geometrické trajektorie. Ve statistické fyzice se budeme zabývat pouze hamiltoniány,
které vedou na jednoznačné trajektorie (vyloučeny tedy jsou tzv. bifurkace dynamických
trajektoríı).

Nejjednodušš́ım př́ıkladem fázového prostoru je fázová rovina (qp). Typickými tra-
jektoriemi zde jsou harmonický oscilátor popsaný elipsami př́ıpadně pohyb částice v
potenciálové jáme (pravoúhelńık).

Bodem v 6N -rozměrném fázovém prostoru budeme nazývat mikroskopickým sta-
vem. Tento stav je jednoznačně určen 6N souřadnicemi ve fázovém prostoru. V praxi je
však nemožné určit všech 6N parametr̊u jednoznačně definuj́ıćı evoluci N -částicového
systému. Jelikož jsme schopni experimentálně určit pouze některé charakteristiky systému
(globálńı integrály pohybu jako je např. energie), potom nemáme dostatečný počet
proměnných, pomoćı kterých bychom rozlǐsili jednotlivé mikroskopické stavy. Proto ne

12
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jednotlivé mikroskopické stavy jsou pro nás d̊uležité, ale sṕı̌se soubory mikroskopických
stav̊u, které vyhovuj́ı určitým makroskopickým podmı́nkám (např. maj́ı stejnou energii,
atd.) a které nazývámemakroskopické stavy. Úkolem fyzikálńı teorie je ze zadaných ex-
perimentálńıch fakt̊u zkonstruovat dynamické rovnice pro fundamentálńı objekty daného
problému. Fundamentálńımi objekty jsou takové veličiny, které se daj́ı dostupnými (ex-
perimentálńımi) prostředky rozlǐsit.

Jelikož v systémech s mnoha částicemi jsme schopni rozlǐsovat pouze makroskopické
veličiny, jsou fundamentálńı objekty statistické mechaniky makroskopické stavy.

2.2 Statistický popis, fázová kapalina, Liouville̊uv teorém

Mechanika, kde elementárńımi objekty jsou makroskopické stavy, se stává statistickou
teoríı, statistickou mechanikou. Makroskopickými stavy totiž do mechaniky vstupuje te-
orie pravděpodobnosti, neboť všechny mikroskopické stavy, které odpov́ıdaj́ı jedinému
makroskopickému stavu, jsou z hlediska statistické mechaniky ekvivalentńı, a tedy ne-
rozlǐsitelné. Tzn. statistický popis má v mechanice za ćıl popsat vývoj neúplně určeného
mechanického systému.

Předpokládejme nyńı, že makroskopický stav je popsán souborem makroskopických
veličin, funkćı na 6N -rozměrném prostoru F1(x), . . . , Fn(x), přičemž n � N . Potom
makroskopickým stavem Φ = (f1, . . . , fn) je část fázového objemu ΓΦ daná vzorem
bodu Φ ∈ Rn , tj.

ΓΦ = {F−11 (f1) ∩ F−12 (f2) . . . F
−1
n (fn)} (2.2)

Tzn. makroskopický stav neurčuje mikroskopické souřadnice ve fázovém prostoru
jednoznačně. Souřadnice ve fázovém prostoru X jsou náhodné veličiny a muśıme přej́ıt
na statistický popis.

Od každé fyzikálńı teorie očekáváme, že je schopna determinovat vývoj elementárńıch
objekt̊u. Tak i statistická mechanika, jakožto fyzikálńı teorie, muśı nalézt dynamickou
rovnici pro makroskopické stavy nebo funkci na makroskopických stavech. Touto rovnićı
je Liouvilleova rovnice, která je dynamickou rovnićı pro fázovou kapalinu. Jak jsme
viděli, tak makroskopické veličiny jsou náhodnými proměnnými. Jevy jsou jednotlivé
mikroskopické stavy, body fázového prostoru. Makroskopickému stavu odpov́ıdá část
(souvislá nebo nesouvislá) fázového objemu. Proto zavedeme distribučńı, rozdělovaćı
funkci (z teorie pravděpodobnosti) neboli fázovou hustotu pravděpodobnosti rozložeńı
mikroskopických stav̊u odpov́ıdaj́ıćıch danému makrostavu Φ. Označ́ıme tuto hustotu
w(x, t). Liouvilleova rovnice je dynamickou rovnićı popisuj́ıćı časový vývoj funkce w(x, t).
Funkce w(x, t) popisuje geometricky časový vývoj fázové kapaliny s hustotou w(x, t).
Ukážeme, že v d̊usledku Hamiltonových rovnic je fázová kapalina nestlačitelná. Vzhle-
dem k makroskopickým stav̊um vyjadřuje w(x, t) pravděpodobnost, že mikroskopický
stav X v čase t realizuje makroskopický stav Φ.

Liouvilleova rovnice je př́ımým d̊uledkem Hamiltonových rovnic 2.1. Plat́ı

dw(x, t)

dt
=

3N
∑

i=1

[

∂w

∂qi

dqi
dt

+
∂w

∂pi

dpi
dt

]

+
∂w

∂t
=

3N
∑

i=1

[

∂w

∂qi

dH

dpi
− ∂w
∂pi

dH

dqi

]

+
∂w

∂t
= {w,H}+∂w

∂t
,

(2.3)
kde {} označuje Poissonovy závorky. V daľśım kroku využijeme nestlačitelnosti fázové
kapaliny. Tj.
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d

dt
|Γ(t)| = d

dt

∫

Γ0

∂Xt

∂X0
dX0 = 0, (2.4)

kde ∂Xt

∂X0 = det
( ∂Xt

i

∂X0
j

)

= D(t) je jakobián kanonické transformace z času t0 → t.

Předpokládáme, že jednotlivé fázové trajektorie se neprot́ınaj́ı, tj. kanonická transfor-
mace je jednoznačná. Označ́ıme

aij =
∂Xt

i

∂X0
j

;
∂D

∂aij
= Dij .

Z vlastnost́ı determinantu v́ıme, že
∑

kDikajk = δijD. Plat́ı tedy

dD

dt
=

6N
∑

i,k

∂D

∂aik

daik
dt

=
6N
∑

i,k

Dik
d

dt

(

∂Xt
i

∂X0
k

)

=
6N
∑

i,k

Dik
∂Ẋt

i

∂X0
k

=
6N
∑

i,k,l

Dik
∂Ẋt

i

∂Xt
l

∂Xt
l

∂X0
k

=
6N
∑

i,k

Dikajk
∂Ẋt

i

∂Xt
l

= D

6N
∑

l

∂Ẋt
l

∂Xt
l

.

Z pohybových rovnic źıskáme

6N
∑

j=1

∂Ẋj

∂Xj
=

3N
∑

k=1

(

∂q̇k
∂qk

+
∂ṗk
∂pk

)

=
3N
∑

k=1

(

∂2H

∂qk∂pk
− ∂2H

∂pk∂qk

)

= 0.

S použit́ım těchto vztah̊u dostaneme

d

dt
|Γ(t)| =

∫

Γ0

d

dt
D(t)dX0 = 0.

Vztah (2.4) se někdy nazývá Liouville̊uv teorém o nestlačitelnosti fázové kapaliny.
Hustota na fázovém prostoru w(x, t) muśı být normována na jednotku.

1 =

∫

Γ
w(Xt, t)dXt ⇒ d

dt

∫

Γ
w(Xt, t)dXt = 0

Posledńı rovnici můžeme ještě upravit

0 =
d

dt

∫

Γ
w(Xt, t)dXt =

∫

Γ0

d

dt
(w(Xt, t)D(t))dX0 =

∫

Γ0

d

dt
w(Xt, t)D(t)dX0.

Jelikož fázový objem Γ0 může být libovolně malý, potom d
dtw(X

t, t) = 0. Dostáváme
tak Liouvilleovu rovnici charakterizuj́ıćı dynamiku fázové kapaliny

∂

∂t
w(Xt, t) = {H,w}. (2.5)
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2.3 Rovnovážné stavy a nástin ergodické teorie

Pokud tedy budeme vycházet z toho, že statistická mechanika popisuje pouze statis-
tické soubory (fázové kapaliny), potom je oprávněné se ptát, co tato teorie může ř́ıct
k výsledk̊um měřeńı na jednom vzorku, který je realizován jedńım fázovým bodem,
př́ıpadně fázovou trajektoríı. Vztahy mezi veličinami definovanými na jedné fázové tra-
jektorii a souborem stav̊u na fázovém prostoru se zabývá ergodická teorie. Ta má
zároveň za ćıl vysvětlit vznik makroskopické nevratnosti z vratné dynamiky mikrosko-
pických stav̊u. Ergodická teorie je rozsáhlá a obt́ıžná matematická discipĺına, ze které
použijeme pouze Birkhoff̊uv ergodický teorém.

Nejdř́ıve definujeme pojem ergodického toku ve fázovém prostoru. Jestliže máme
6N -rozměrný fázový prostor, potom fázová trajektorie je definována 6N − 1 integrály
pohybu. Ergodická teorie rozlǐsuje tzv. izoluj́ıćı a neizoluj́ıćı integrály pohybu. Izoluj́ıćı
integrály definuj́ı souvislou nadplochu ve fázovém prostoru, kdežto neizoluj́ıćı nikoliv.
Z pohledu statistické mechaniky jsou d̊uležité pouze izoluj́ıćı integrály. Je těžké určit
počet izoluj́ıćıch integrál̊u z mikroskopických princip̊u. Ergodická teorie a také statis-
tická mechanika vycházej́ı z postulát̊u, že existuje pouze jeden izoluj́ıćı integrál – ener-
gie! V takovém př́ıpadě je významná energetická 6N − 1-rozměrná nadplocha SE pro
stavy fázového prostoru s danou energíı. Ergodickým tokem nazýváme potom takový tok
X(X0, t), t ∈ 〈0,∞〉, pro který téměř všechny body X z energtické nadplochy projdou
libovolně bĺızko každého bodu této nadplochy.

Věta 2.3.1 (Poincaré-Zermelo). Systém s konečnou energíı omezený v konečném ob-
jemu se po dostatečně dlouhé době vrát́ı do libovolné bĺızkosti téměř každého počátečńıho
bodu ve fázovém prostoru.

Důkaz. Nechť systém v čase t zauj́ımá část fázového prostoru Γt. Potom nechť Γ je
sjednoceńı Γ =

⋃

t≥0 Γt. Jelikož je daný systém uzavřen v konečném objemu a má
konečnou energii, muśı mı́t konečný objem. Vybereme libovolnou malou část g ⊂ Γ.
Označme g′ tu část g, která z g uniká za jednotku času a nevrát́ı se zpět do g. Rychlost
úniku fázového objemu nezáviśı na čase a záviśı pouze na souřadnićıch (d́ıky tomu, že
rychlost nezáviśı explicitně na čase). Potom velikost objemu, který unikne z g za čas T
a nevrát́ı se zpět je Tg′. Plat́ı

Tg′ < Γ⇒ Tω′ < Ω <∞, (2.6)

kde ω a Ω jsou př́ıslušné fázové objemy. Z 2.6 plyne, že ω′ → 0, tud́ıž g′ má mı́ru
nula.

Doba, za kterou se stav vrát́ı zpět do stavu bĺızkého svého výchoźıho stavu se nazývá
Poincarého cyklus. Hrubý odhad pro periodu Poincarého cyklu proN částic je TN ∼ eN
a je tedy extrémně dlouhý. Takže v době života vesmı́ru nelze očekávat, že se 1023 částic
někdy přibĺıž́ı svému výchoźımu stavu. Takže pozorovaná nevratnost je omezena časovou
škálou Poincarého cyklu.

Pro ergodické systémy dokázal G. Birkhoff v roce 1931 ergodickou větu vztahuj́ıćı
statistické středováńı s časovým.

Věta 2.3.2 (Ergodická věta). Jestliže SE je energetická nadplocha ergodického sytému
jej́ıž "plocha" je

∑

(E) =
∫

SE
dSE , potom označ́ıme statistickou středńı hodnotu libo-

volné integrovatelné fázové funkce f(x)

〈f〉S =
1

∑

(E)

∫

SE

f(x)dSE =
1

∑

(E)

∫

Γ
δ(H(x)− E)f(x)dx. (2.7)
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Pro ergodický systém potom existuje časová středńı hodnota

〈f〉T = lim
T→∞

1

T

∫ t0+T

t0

f(X(t))dt (2.8)

pro skoro všechna X. Jestliže existuje, pak je rovna statistické středńı hodnotě.

Přesný d̊ukaz této věty zde nebudeme uvádět, pouze uvedeme, že za předpokldu
existence jediného izoluj́ıćıho integrálu (energie) plyne z Poincarého-Zermelova teorému,
že ergodický tok vyplńı téměř celou nadplochu SE . Netriviálńı je pak dokázat, že jestliže
τR je doba, kterou ergodický tok stráv́ı v oblasti RE , potom

lim
T→∞

τR
T

=

∑

(RE)
∑

(E)
. (2.9)

Odtud plyne, že během dlouhého času stráv́ı ergodický systém v každé oblasti energe-
tické nadplochy stejnou dobu. Tud́ıž všechny body energetické nadplochy jsou stejně
pravděpodobné v běhu ergodického toku. Tzn. fyzikálně, že opakovaná měřeńı na jed-
nom vzorku vedou statisticky na stejný výsledek jako jedno měřeńı na r̊uzných vzorćıch
se stejnými makroskopickými vlastnostmi. T́ım je statistické fyzice dána potřebná re-
produkovatelnost výsledk̊u.

Na závěr tohoto paragrafu uvedeme ještě užitečnou reprezentaci invariantńı mı́ry na
energetické nadploše dSE . Z (2.7) plyne

∑

(E) =
dΩ(E)

dE
=

∫

SE

dSE =

∫

SE

dAE

| 5X H(X)|H=E
, (2.10)

kde dAE je projekce dX na energetickou nadplochu H = E.



Kapitola 3

Klasická statistická mechanika

Nyńı vybudujeme statistickou mechaniku vycházej́ıćı ze zákon̊u klasické mechaniky. Sa-
mozřejmě takto vybudovaná teorie nemůže být úplná a bezesporně platná, neboť ne
klasická, ale kvantová mechanika muśı být základem úplné statistické mechaniky. Jed-
nak z historických ale i pedagogických d̊uvod̊u voĺıme cestu přes klasickou statistickou
mechaniku k úplné kvantové statistické mechanice.

3.1 Postulát klasické mechaniky a mikrokanonický soubor

Jak jsme již uvedli, statistická mechanika nemá za ćıl určit jednoznačně a úplně stavN ≈
1023 částic statistického souboru. Vzhledem k možnostem experimentálńıho rozlǐseńı se
naše znalost statistického souboru redukuje na několik makroskopických veličin jako
jsou počet částic, energie, objem atd. Tzn. jednomu makrostavu odpov́ıdá celý soubor
mikrostav̊u a fyzikálńı, měřitelné veličiny se stávaj́ı náhodnými proměnnými. Statis-
tická mechanika má k dispozici neúplnou informaci o mikroskopické realizaci makrosko-
pického stavu. Tento nedostatek je třeba ke konzistentńımu popisu nahradit novým po-
stulátem o rozložeńı pravděpodobnosti realizace daného makroskopického stavu. Tento
postulát nemůže být chápán jako nový fundamentálńı fyzikálńı zákon. Je to sṕı̌se odraz
naš́ı zkušenosti se statistickými soubory. Jediným motivem zavedeńı tohoto postulátu
je umožnit kvantitativně popsat s dostupným počtem měřitelných veličin statistické
soubory, jejichž mikroskopické realizace se ř́ıd́ı výhradně buďto klasickou nebo kvan-
tovou mechanikou. Jediným kritériem pro přijet́ı nebo odmı́tnut́ı postulátu statistické
mechaniky je souhlas nebo rozpor s pozorovanými př́ırodńımi jevy.

Statistická mechanika je teorie, která se zabývá idealizovanými izolovanými systémy
v rovnováze. Statistická mechanika nezkoumá, jakým zp̊usobem se systémy do rov-
nováhy dostanou a zda se v̊ubec do rovnováhy mohou dostat. Statistická mechanika
pouze určuje, jaké vlastnosti má rovnovážný stav daného systému.

Ve statistické formulaci na fázovém prostoru potom rovnovážný stav odpov́ıdá rozděleńı
pravděpodobnost́ı, které nezáviśı explicitně na čase. Tj. z Liouvilleovy rovnice plat́ı pro
rovnovážný stav

∂w

∂t
= {H,w} = 0. (3.1)

Tzn. že rozdělovaćı funkce w(X) na fázovém prostoru je integrálem pohybu, respek-
tive funkćı pouze integrál̊u pohybu.

17
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Postulát stejných pravděpodobnost́ı Jestliže je makroskopický, izolovaný systém v
termodynamické rovnováze, potom všechny jeho mikroskopické realizace, které vy-
hovuj́ı podmı́nkám charakterizuj́ıćım daný makroskopický stav, jsou stejně pravděpodobné.

Standardně ve statistické mechanice voĺıme jako makroskopické paramtery N – počet
částic tvoř́ıćıch makroskopický soubor, V – objem, který tyto částice zauj́ımaj́ı a E –
celková energie systému. Tzn. zabýváme se pouze ergodickými systémy. Pro tyto systémy
je prakticky postulát stejných pravděpodobnost́ı př́ımým d̊usledkem ergodičnosti, tj.
předpokladu, že existuje pouze jediný izoluj́ıćı integrál pohybu, totiž energie. N,V,E
jsou extenzivńı veličiny, tj. úměrné N .

Z postulátu stejných pravděpodobnost́ı plyne, že izolovaný systém v termodyna-
mické rovnováze je tzv. mikrokanonickým souborem. Takový soubor je definován
pravděpodobnost́ı w(X) vztahem

w(x) =

{

konst jestliže E < H(X) < E +∆
0 v jiných př́ıpadech

, (3.2)

kdeX := (~q1, . . . , ~qN ; ~p1, . . . , ~pN ), ∆� E je jednotka energetické škály (nezávislé na N).
Vztah (3.2) vypov́ıdá, že v mikrokanonickém souboru jsou všechny stavy v energetické
slupce E′ ∈ (E,E + ∆) stejně pravděpodobné a stavy s energíı mimo tento interval
nepřisṕıvaj́ı do mikrokanonického souboru v̊ubec.

Jelikož rozdělovaćı funkce mikrokanonického souboru w(x) nezáviśı na definici ener-
getické škály, lze tuto funkci zapsat ve tvaru

w(X) =
1

∑

(E)
δ(E −H(X)), (3.3)

přičemž
∑

(E) = dΩ(E)
dE ,Ω(E) =

∫

H(x)<E dX; tj
∑

(E) je plocha energetické nadplochy

ve fázovém prostoru, Ω(E) je fázový objem. Budeme ještě použ́ıvat značeńı Γ(E)

Γ(E) = Ω(E +∆)− Ω(E). (3.4)

Jelikož statistická mechanika je mikroskopickou teoríı fenomenologické termodyna-
miky, muśıme naj́ıt veličinu, která nám zprostředkuje spojeńı mezi termodynamickými
veličinami a fázovým prostorem. Touto veličinou je entropie. Budeme ji definovat následuj́ıćım
zp̊usobem

S(E, V ) ≡ k ln (Γ(E)/∆Γ) , (3.5)

kde ∆Γ = (2πh̄)3N je elementárńı fázový objem a k je Boltzmannova konstanta (uni-
verzálńı) k = 1, 38 · 10−23JK−1.

Funkci S(E, V ) můžeme nazvat entropíı teorie pravděpodobnosti rovnou logaritmu
počtu realizovatelných stav̊u. Abychom ji mohli položit rovnu termodynamické entropii,
muśıme ukázat, že S(E, V ) z rovnice (3.5) splňuje následuj́ıćı vlastnosti:

a) je extenzivńı a aditivńı veličina
b) vyhovuje podmı́nce maximality z druhé hlavńı věty termodynamiky.
Ukážeme nyńı, že tyto podmı́nky jsou splněny v termodynamické limitě, tj. N →∞,

tj. pro dostatečně velké soubory.
Uvažujme dva izolované systémy S1 = (N1, V1, E

′
1) a S2 = (N2, V2, E

′
2), přičemž

E′1 ∈ 〈E1, E1 +∆〉 a E′2 ∈ 〈E2, E2 +∆〉. Potom z definice entropie (3.5) plat́ı

S1(E
′
1, V1) = k ln Γ1(E1)/∆Γ
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S2(E
′
2, V2) = k ln Γ2(E2)/∆Γ.

Sloučeńım těchto podsystémů źıskáme nový systém S(N1 + N2, V1 ∪ V2, E′), přičemž
nová energie systému E′ splňuje nerovnosti

E1 + E2 < E′ < E1 + E2 + 2∆. (3.6)

Vnitřńı stavy podsystémů se však d́ıky vzájemné interakci změńı, energie může plynout
jak se systému S1 do systému S2, tak obráceně. Pouze celková energie muśı být zacho-
vaná. Jestliže systém S1 má energii E′1 a systém S2 energii E′2, potom d́ıky vzájemné
nezávislosti bude fázový objem stav̊u s energíı E ∈ 〈E1 + E2, E1 + E2 + 2∆〉 součinem

Γ1(E1)Γ2(E2).

Dále, jestliže ∆ je jednotka energie, potom fázový objem pro možné stavy vzniklé
sloučeńım systémů S1 a S2 bude

Γ(E) =

E/∆
∑

i=1

Γ1(Ei)Γ2(E − Ei), (3.7)

když předpokládáme, že systémy S1 i S2 maj́ı zdola omezenou energii Emin = 0. Stavy
v sumě 3.7 jsou všechny možné a rozlǐsitelné stavy podsystémů S1 a S2 ve vzájemné
interakci. Entropie sloučeńı systémů S1 a S2 potom z 3.5 a 3.7 je

S(E, V ) = k ln

E/∆
∑

i=1

Γ1(Ei)Γ2(E − Ei)/∆Γ2. (3.8)

Nyńı ukážeme, že v limitě velkých č́ısel N1, N2 → ∞ do entropie S(E, V ) přisṕıvá
pouze člen Γ(Ē1)Γ2(Ē2), Ē1 + Ē2 = E, který je maximem ze sč́ıtanc̊u v 3.8. Plat́ı
následuj́ıćı nerovnosti

Γ(Ē1)Γ2(Ē2) ≤ Γ(E) ≤ E

∆
Γ(Ē1)Γ2(Ē2),

což pro entropii znamená

k ln
[

Γ(Ē1)Γ2(Ē2)
]

≤ S(E) ≤ k ln
[

Γ(Ē1)Γ2(Ē2)
]

+ k ln
E

∆
. (3.9)

Plat́ı následuj́ıćı úměrnosti

Γ1 ∝ lN1
1 ⇒ ln Γ1 ∝ N1 (l1 = V E

3/2
1 ),

Γ2 ∝ lN2
2 ⇒ ln Γ2 ∝ N2 (l2 = V E

3/2
2 ), (3.10)

E ∝ N1 +N2,

odkud odvod́ıme princip aditivity entropie

S(E, V ) = S1(Ē1, V1) + S2(Ē2, V2) +O(lnN). (3.11)
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Podmı́nka na určeńı energíı Ē1 a Ē2 = E − Ē1 dostaneme z maximality součinu
Γ1(E1)Γ2(E − E1), tj.

δ
[

Γ1(E1)Γ2(E − E1)
]

E1=Ē1
= 0⇒ ∂

∂E1
ln Γ1(E1)

∣

∣

∣

∣

E1=Ē1

=
∂

∂E2
ln Γ2(E2)

∣

∣

∣

∣

E2=Ē2

.

(3.12)
Nyńı můžeme definovat absolutńı teplotu T

1

T
:=

∂S(E, V )

∂E
(3.13)

Takže dva rovnovážné systémy, které jsou ve vzájemném kontaktu si vyměňuj́ı energii
tak dlouho, až se jejich teploty vzájemně vyrovnaj́ı. Tzn. rovnovážný stav dvou systémů
v kontaktu je

T1 = T2. (3.14)

3.2 Vztah statistické mechaniky a termodynamiky

T́ım, že jsme definovali absolutńı teplotu T pomoćı charakteristik fázového prostoru,
tj. statistické mechaniky, otevřeli jsme cestu k odvozeńı termodynamických zákon̊u z
postulát̊u statistické mechaniky. Je třeba si uvědomit, že statistická entropie S(E, V )
koresponduje termodynamické entropii pouze v limitě velkých soubor̊u (N → ∞), kdy
plat́ı princip aditivnosti a princip maximality. Jenom tehdy jsme totiž schopni zavést
pojem absolutńı teplota, která je parametrem určuj́ıćım rovnováhu mezi částmi izolo-
vaného systému. Jenom v limitě N →∞ lze zanedbat členy lnN , které narušuj́ı principy
aditivnosti a extremality entropie vyjádřené vztahy 3.11 a 3.12, limita N →∞, která se
z výše uvedených d̊uvod̊u nazývá termodynamická limita, umožňuje však r̊uzné ekvi-
valentńı definice entropie. Např. následuj́ıćı definice jsou termodynamicky ekvivalentńı,
tj. lǐśı se maximálně členy typu O(lnN) z energetické slupky S = k ln Γ(E)/∆Γ , z
energetické nadplochy S = k lnΣ(E)/∆Σ, kde ∆Σ = ∆Γ/∆ nebo z fázového objemu
S = k lnΩ(E)/∆Γ.

Důkaz ekvivalence všech těchto definic využ́ıvá stejných krok̊u, jako jsme užili při
odvozeńı aditivity entropie.

Pro definice entropie je ještě nav́ıc podstatné, že takto definovaná entropie je ne-
klesaj́ıćı funkćı objemu. Neboť jen tak může vyhovět druhé hlavńı větě termodyna-
miky, že entropie konečného stavu rovnovážného procesu nemůže být menš́ı než ent-
ropie počátečńıho stavu. V minulém paragrafu jsme ukázali, že entropie je neklesaj́ıćı
funkćı při interakci dvou systémů. Jestliže uvažujeme jediný izolovaný systém, potom
kvazistatická termodynamická změna může vést pouze k objemové expanzi, tj. k nár̊ustu
fázového objemu. Druhá hlavńı věta termodynamiky je tedy splňena. Prvńı hlavńı větu
termodynamiky lze odvodit z následuj́ıćı diferenciálńı rovnice:

dS(E, V ) =
∂S

∂E V
dE +

∂S

∂V E
dV, (3.15)

přičemž vycháźıme z předpokladu, že N = konst. Definujme ještě tlak

p := T

(

∂S

∂V

)

E

(3.16)
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a s jeho pomoćı přeṕı̌seme 3.15 do známého tvaru prvńı hlavńı věty termodynamiky pro
izolovaný systém

dE = TdS − pdV =d̄Q− pdV. (3.17)

Z předchoźıch argument̊u můžeme zapsat i druhou hlavńı větu termodynamiky pro
kvazistatické procesy

dS ≥ 0 nebo TdS ≥ dE + pdV. (3.18)

Přičemž kvazistatickým procesem rozumı́me pozvolnou změnu energie a objemu daného
systému d́ıky interakci s termodynamickou lázńı, přičemž systém z̊ustává v každém
okamžiku v termodynamické rovnováze. Reversibilńı proces je potom takový kvazista-
tický proces, ve kterém nedocháźı k nár̊ustu entropie (dS = 0).

3.2.1 Konstrukce termodynamických funkćı ze statistické mechaniky

1. Najdi hustotu stav̊u Σ(E) na energetické nadploše SE daného hamiltoniánu.

2. Definuj entropii (až na aditivńı konstantu) ze vztahu S(E, V ) = k lnΣ(E)/∆Σ

3. Z této rovnice najdi energii E jako funkci S a V . Výsledná funkce je vnitřńı energie
systému U(S, V ) := E(S, V )

4. Ostatńı termodynamické funkce se urč́ı z relaćı:

absolutńı teplota T =
(

∂U
∂S

)

V

tlak p = −
(

∂U
∂V

)

S

volná (Helmholtzova) energie F = U − TS

Gibbs̊uv potenciál G = U + pV − TS = F + pV

měrné teplo Cv =
(

∂U
∂T

)

V

V daľśıch kroćıch je možné použ́ıt postupu rovnovážné termodynamiky.

3.3 Ideálńı klasický plyn, Gibbs̊uv paradox

Jako př́ıklad konstrukce termodynamických funkćı ze zákon̊u statistické (hamiltonovské)
mechaniky uvedeme ideálńı klasický plyn. Hamiltonián ideálńıho plynu je

H =
1

2m

N
∑

i=1

~pi
2 (3.19)

Nyńı vypočteme fázový objem plynu, který je uzavřen v objemu V . Abychom však
mohli definovat entropii, muśıme zavést fyzikálńı konstantu h, která má rozměr [hyb-
nost]x[vzdálenost]. Jej́ı význam vyplyne později z kvantové statistické mechaniky. Tedy

Ω(E) =

∫

d3q1 . . .d
3qNd

3p1 . . .d
3pN

h3N
(3.20)
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Jelikož E = p2

2m , potom se výpočet fázového objemu redukuje na výpočet objemu

3N -rozměrné koule K3N , s poloměrem R =
√
2mE. Naṕı̌seme

Ω(E) =

(

V

h3

)N

K3N (R), (3.21)

kde

K3N (R) =

∫

∑3N
i=1 p

2
i=R

2
dp1..dp3N .

Je jasné, žeK3N (R) = C3NR
3N . K určeńı konstanty C3N využijeme následuj́ıćıch vztah̊u

∫ ∞

−∞
dx1 . . .

∫ ∞

−∞
dx3N e−(x

2
1+···+x23N ) = π3N/2,

S3N (R) =
∂

∂R
K3N (R)

a

∫ ∞

−∞
dx1 . . .

∫ ∞

−∞
dx3N e−(x

2
1+···+x23N ) =

∫ ∞

0
dR S3N (R)e

−R2
= 3NC3N

∫ ∞

0
dR R3Ne−R

2
=

=
3N

2
C3N

∫ ∞

0
dt t

3N
2 −1e−t =

3N

2
C3NΓ(

3N

2
).

Odtud pak

C3N =
π3N/2

Γ(3N2 + 1)
∼ π3N/2√

3πN(3N2e )
3N/2

.

Fázový objem tedy je

Ω(E) =

√

1

3πN

[

V

h3

(

4πmEe

3N

)3/2]N

(3.22)

Z 3.13 dostaneme vyjádřeńı pro entropii ideálńıho plynu

S(E, V ) = Nk ln

[

V

(

4πm

3h2
E

N

)3/2]

+
3

2
Nk. (3.23)

Uvědomme si, ž E/N je konečná veličina v termodynamické limitě. Vnitřńı energie je

U(S, V ) =

(

3h2

4πm

)

N

V 2/3
e

2S
3kN−1. (3.24)

Absolutńı teplota

T =

(

∂U

∂S

)

V

=
2U

3Nk
, (3.25)

měrné teplo

CV =

(

∂U

∂T

)

V

=
3

2
Nk, (3.26)
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nakonec ještě stavová rovnice

p = −
(

∂U

∂V

)

S

=
2U

3V
=
NkT

V
. (3.27)

Mikrokanonický soubor nemá velký praktický význam pro statistickou mechaniku,
neboť ideálńı plyn je prakticky jediný systém, pro který lze odvodit všechny termody-
namické veličiny. Význam mikrokanonického souboru spoč́ıvá v jeho roli při koncepčńım
odvozeńı teoretických koncept̊u statistické mechaniky.

Entropii ideálńıho plynu v mikrokanonickém souboru lze tedy zapsat ve tvaru

S = Nk ln(V u3/2) +Ns0, (3.28)

kde u = E/N a s0 =
3k

2

(

1 + ln
4πm

3h2

)

jsou energie a entropie vztažené na jednu

částici. Nyńı si představme, že máme dva plyny sN1 aN2 částicemi uzavřenými odděleně
v objemech V1 a V2 při stejné teplotě a hustotě. Nyńı uvedeme oba plyny do kontaktu
a objemy obou plyn̊u sjednot́ıme, tj V = V1 + V2. Jelikož se mı́cháńım teplota nezměńı,
potom hustota energie se nezměńı a entropie směsi bude

S = S1 + S2 = N1k ln(V1u
3/2) +N2k ln(V2u

3/2) +Ns0 =

= Nk ln(V u3/2) +Ns0 +N1k ln
V1
V

+N2k ln
V2
V
. (3.29)

Vztahy 3.28 a 3.29 pro entropii ideálńıho plynu a směsi ideálńıch plyn̊u se od sebe
lǐśı. To by samo o sobě nebylo nic zvláštńıho, pokud by se jednalo o směsi r̊uznorodých
(rozlǐsitelných) plyn̊u. Formule 3.29 však plat́ı i pro stejné (nerozlǐsitelné) plyny. Jelikož
však libovolný plyn uzavřený v objemu V si lze představit jako směs plynu s objemy V1 a
V −V1, potom dospějeme k tzv.Gibbsovu paradoxu. Totiž definice entropie 3.28 nemůže
být fyzikálně správná, neboť odporuje myšlenkovému experimentu s děleńım na směs
plyn̊u s menš́ımi objemy. Situace neńı zase až tak zlá. Entropie je, jak v́ıme, definována
až na aditivńı konstantu. Toho využil J. W. Gibbs a nalezl empiricky východisko z to-
hoto paradoxu. Gibbs navrhnul, aby se fázový objem př́ıslušej́ıćı N -částicovým stav̊um
s energíı menš́ı než E, ΩN (E) normoval s konstantou N !, tj. ΩN (E)→ 1/N !ΩN (E). Lo-
giku tohoto kroku lze pochopit z toho, že plyn složený ze stejných částic muśı považovat
všechny permutace jednotlivých částic beze změny fyzikálńıch parametr̊u za ekviva-
lentńı, neboť se stav systému nemůže změnit. Tzn. plyn složený z velkého počtu částic
muśı být považován za plyn nerozlǐsitelných částic, což snižuje počet realizaćı mikro-
skopických stav̊u o počet všech permutaćı. Jestliže použijeme Stirlingova vzorce, potom
pro opravenou entropii dostaneme

S = Nk ln

(

V

N
u3/2

)

+
3

2
Nk

(

5

3
+ ln

4πm

3h2

)

. (3.30)

Tento vzorec se ukázal experimentálně správný, když za konstantu h se dosad́ı Planc-
kova konstanta h = 6, 6260755 · 10−34 Js. Formule 3.30 se nazývá Sackurova-Tetrodova
rovnice. Vážená sumace s (N !)−1 se nazývá správné Boltzmannovo započ́ıtáváńı mik-
roskopických stav̊u. Jak již v́ıme, základem dynamiky částic neńı klasická, nýbrž kvan-
tová mechanika. Jak uvid́ıme později, správné Boltzmannovo započ́ıtáváńı vycháźı jako
správná klasická limita kvantové statistické mechaniky.
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3.4 Ekvipartičńı a viriálový teorém

Nyńı uvedeme dva teorémy uváděj́ıćı do vztahu středńı hodnoty speciálńı kombinace
kanonických proměnných a teploty.

Uvažujme následuj́ıćı středńı hodnotu na fázovém prostoru (xi = qi nebo pi,
i = 1, ..., 3N) v mikrokanonickém souboru

〈

xi
∂H(x)

∂xj

〉

=
1

Γ(E)

∫

E<H(x)<E+∆
dxxi

∂H(x)

∂xj
=

∆

Γ(E)

∂

∂E

∫

H(x)<E
dxxi

∂H(x)

∂xj
,

kde jsme převedli integraci po nadploše na integrál po fázovém objemu. Jelikož E je
konstanta, potom ∂

∂xj
E = 0 a můžeme psát

∆

Γ(E)

∂

∂E

∫

H(x)<E
dxxi

∂

∂xj
(H(x)− E) =

∆

Γ(E)

∂

∂E

∫

H(x)<E
dx

∂

∂xj
[xi (H(x)− E)]− ∆

Γ(E)

∂

∂E

∫

H(x)<E
dx δij (H(x)− E).

Přitom prvńı integrál je nula, neboť jej lze převést na povrchový integrál s H(x) = E.
Do středńı hodnoty přisṕıvá tedy pouze druhý integrál, tj.

〈

xi
∂H(x)

∂xj

〉

=
∆ δij
Γ(E)

∫

H(x)<E
dx = δij

(

∂Ω(E)

∂E

)−1
Ω(E) =

δij

[

∂

∂E
lnΩ(E)

]−1
=

kδij
(

∂S(E)
∂E

) = δij k T. (3.31)

Toto je zobecněný ekvipartičńı teorém. Tento vztah je zobecněńım systémů po-
psaných kvadratickým hamiltoniánem

H(x) =

f/2
∑

i=1

[

Aiq
2
i + Bip

2
i

]

,

v tomto př́ıpadě totiž plat́ı

f
∑

i

〈

xi
∂H(x)

∂xi

〉

= 2 〈H(x)〉 .

Z (3.31) potom dostaneme

〈H(x)〉 = 1

2
fkT. (3.32)

Tento ekvipartičńı teorém ř́ıká, že energie je rozložena stejnoměrně mezi všechny
stupně volnosti. Na každý stupeň volnosti připadne energie 1/2 kT . Pro měrné teplo to
znamená, že

cv
k

=
f

2
. (3.33)

Tepelná kapacita systému je v př́ımé souvislosti s počtem stupň̊u volnosti systému.
Ve vztahu (3.33) je opět skryt paradox klasické mechaniky, kdy neexistuje nejmenš́ı
kvantum energie. V klasické mechanice můžeme totiž zjemňovat děleńı energie až do
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nekonečna a tud́ıž dospějeme v každém systému k nekonečnému počtu stupň̊u volnosti.
(3.33) je tedy experimentálně platné pouze pro vysoké teploty, kdy kvantová teorie
přecháźı na klasickou.

Ze vztahu (3.31) můžeme odvodit i viriálový teorém. K tomuto účelu použijeme
Hamiltonovy rovnice (2.1) s jejichž pomoćı z (3.31) źıskáme:

3N
∑

i=1

〈qi ṗi〉 =
3N
∑

i=1

〈qi Fi(x)〉 = −3NkT, (3.34)

kde Fi je zobecněná śıla. Z klasické mechaniky v́ıme, že qiFi je tzv. viriál.
Dř́ıve než přistouṕıme k popisu kanonického a velkého kanonického souboru, uvedu

dva fyzikálńı př́ıklady aplikace zobecněného ekvipartičńıho teorému.

• Měrné teplo pevných látek

Atomy v pevné látce se nacházej́ı v uzlech mř́ıže a jejich pohyb je omezen pouze
na kmity kolem svých rovnovážných poloh. Hamiltonián krystalu můžeme potom
v harmonické aproximaci zapsat

H =
3N
∑

k=1

p2k
2mk

+ 1/2
∑

i,k

aik(qi − q0i )(qk − q0k), (3.35)

když q0i je rovnovážná poloha atomu (jeho souřadnice). Tento hamiltonián ještě
zdiagonalizujeme přechodem do normálńıch souřadnic přičemž dostaneme nový
tvar

H =
1

2

3N
∑

k=1

[

P 2
k + ω2

kQ
2
k

]

.

Z viriálového teorému potom dostaneme, že středńı energie

Ē = 3NkBT ⇒ Cv = 3NkB = 3R, (3.36)

což je Petit̊uv-Dulong̊uv zákon, který dobře plat́ı ve vyšš́ıch teplotách.

• Rayleigh̊uv-Jeans̊uv zákon

Z Maxwellových rovnic ve vakuu

~∇× ~H − 1

c

∂ ~E

∂t
= 0 , ~∇ · ~E = 0,

~∇× ~E − 1

c

∂ ~H

∂t
= 0 , ~∇ · ~H = 0,

dostaneme vlnové rovnice pro elektrické a magnetické pole

∇2 ~E − 1

c2
∂2 ~E

∂t2
= 0 , ∇2 ~H − 1

c2
∂2 ~H

∂t2
= 0. (3.37)
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Dále budeme předpokládat, že elektromagnetické pole je uzavřeno v krychli o hraně
L. Jestliže stěny krychle jsou dokonalým vodičem, potom ~n× ~E = 0 a ~∇ ~H = 0 na
hranici. Řešeńı vlnových rovnic můžeme napsat ve tvaru:

Ex = Ax cos (ωt− ϕ) cos kxx sin kyy sin kzz,

Ey = Ay cos (ωt− ϕ) sin kxx cos kyy sin kzz,

Ez = Az cos (ωt− ϕ) sin kxx sin kyy cos kzz,

Hx = Bx sin (ωt− ϕ) sin kxx cos kyy cos kzz,

Hy = By sin (ωt− ϕ) cos kxx sin kyy cos kzz,

Hz = Bz sin (ωt− ϕ) cos kxx cos kyy sin kzz,

kde ~A, ~B, ~k jsou vzájemně ortogonálńı vektory a kx = l π/2, ky = mπ/2, kz =
nπ/2. Přičemž l,m, n jsou libovolná celá č́ısla a frekvence ω splňuje disperzńı relaci

ω = ωlmn = c
π

2

√

l2 +m2 + n2. (3.38)

Bez újmy na obecnosti můžeme vektory ~k, ~E a ~H zvolit tak, že ~k = (0, 0, k),
~E = (E, 0, 0) a ~H = (0, H, 0). Energie takto uzavřeného pole je:

E =
∞
∑

n=−∞

1

2

[

(∂tEn)
2 + c2k2nE

2
n + (∂tHn)

2 + c2k2nH
2
n

]

, (3.39)

což je opět soubor harmonických oscilátor̊u, ωn = ckn = cn π/2. Středńı hodnota
energie pro jeden stupeň volnosti je z viriálového teorému Ē = kT a tedy hustota
energie potom je

Ē(ω)dω = 2kTdN(ω), (3.40)

kde N(ω) je počet oscilátor̊u s energíı E < ω. Přičemž E = c
√

k2x + k2y + k2z a

počet stav̊u se určuje pouze z kladných hodnot hybnost́ı. Jeden oscilátor zauj́ımá
objem (cπ2 )

3. Tud́ıž

N(ω) =
1

8

4
3πω

3

(cπ2 )
3
=

ω3V

6π2c3
,

kde V je objem, ve kterém je pole uzavřeno. Pro hustotu energie z (3.36) můžeme
psát

u(ω)dω =
ω2kT

π2c3
dω, (3.41)

což je přesně Rayleigh̊uv-Jeans̊uv zákon. Jak známo, tento vede na tzv. ultrafia-
lovou divergenci, tj. neomezený r̊ust středńı energie s frekvenćı, což je v rozporu s
experimentem.
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3.5 Kanonický a velký kanonický soubor

Až dosud jsme se prakticky zabývali pouze "mechanickými" soubory, tj. soubory izo-
lovanými. Skutečná termodynamika se dostává ke slovu až u systémů, které intera-
guj́ı s okoĺım, neboli tepelnou lázńı. To jsou však prakticky všechny reálné systémy.
Pravděpodobnostńı, nebo termodynamický efekt vstupuje do hry t́ım, že nás stav a
změny tepelné lázně nezaj́ımaj́ı. Zaj́ımáme se výhradně o stav námi zkoumaného systému
v termodynamické rovnováze s okoĺım.

Při popisu takovéto situace muśıme nejdř́ıve vyj́ıt z větš́ıho systému složeného ze
zkoumaného systému popsaného hamiltoniánemH1(x1) a tepelnou lázńı s hamiltoniánem
H2(x2). Budeme předpokládat nevyrovnanost systému, tj. N2 � N1, E2 � E1. Tento
složený systém můžeme chápat jako izolovaný, tud́ıž můžeme ho popsat mikrokano-
nickým rozděleńım v celkovém fázovém prostoru. Pro celkovou energii můžeme tedy
psát

E < (E1 + E2) < E + 2∆.

Systémy 1 a 2 když jsou v kontaktu si budou vyměňovat energii, nepředpokládáme
zat́ım, že by si vyměňovaly také částice. V termodynamické limitě, jak v́ıme, hraj́ı roli
pouze energie Ē1 a Ē2 = E − Ē1, které jsou určeny z principu maxima entropie (3.12).
Plat́ı pro náš speciálńı př́ıpad Ē2 � Ē1. Fázový objem obou subsystémů podle (3.7)-(3.9)
bude Γ1(Ē1)Γ2(E − Ē1). Jelikož pouze energie Ē1 je d̊uležitá a Ē1 � E můžeme zavést
malý parametr Ē1/E. Bude nás zaj́ımat, s jakou pravděpodobnost́ı se bude systém 1
nacházet v některém ze stav̊u s energíı E1. Tato pravděpodobnost (nenormalizovaná) je
úměrná Γ2(E − E1). Nyńı

k ln Γ2(E − E1) = S2(E − E1) = S2(E) − E1

∣

∣

∣

∣

∂S2(E2)

∂E2

∣

∣

∣

∣

E2=E

+ ...

Jelikož systémy 1 a 2 jsou v termodynamické rovnováze, T1 = T2, potom

k ln Γ2(E − E1) = S2(E) − E1

T
+ ... (3.42)

odkud
Γ2(E − E1) ≈ e

1
k
S2(E) e−βE1 , (3.43)

kde jsme označili β = (kT )−1. Z (3.43) dostaneme rozděleńı energíı pro systém 1, jestliže
použijeme E1 = H1(x). Potom

w1(x) =
1

ZN
e−βH1(x), (3.44)

kde Z je normalizačńı hustota. Tato normalizačńı hustota se nazývá partičńı suma a
je definována

ZN (T, V ) =

∫

dX

N !h3N
e−βH(x), (3.45)

kde dX =
∏3N
i=1 dqi dpi, N ! je faktor správného započteńı ekvivalence částic a h je

normalizačńı konstanta. Zavedeme ještě termodynamický potenciál Helmholtzovy volné
energie F (V, T )

ZN (T, V ) = e−βF (T,V ). (3.46)
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Pomoćı tohoto potenciálu zaṕı̌seme ještě rozdělovaćı funkci kanonického souboru
w(x)

w(x) = eβ(F (T,V )−H(x)). (3.47)

V naš́ı úvaze o kontaktu fyzikálńıho systému s tepelnou lázńı jsme předpokládali, že
systém a lázeň si nevyměňuj́ı částice. Nyńı si představme, že umožńıme nejen výměnu
energie mezi systémem a lázńı, ale i výměnu částic. Třebaže se může jevit že výměna
energie systému s tepelnou lázńı je přirozená, je výměna částic se systémem méně
pravděpodobná a méně realistická. Jestliže však nepřipust́ıme výměnu částic s rezervoárem,
muśıme vycházet z toho, že počet částic systému je přesný a pro srovnáńı experiment̊u
tedy neměnný. Což ovšem už reálně zaručit nemůžeme, a proto umožňujeme fluktu-
ace i v počtu částic. Takový systém potom nazýváme velkým kanonickým souborem,
narozd́ıl od kanonického souboru, kde fluktuuje pouze energie.

V př́ıpadě velkého kanonického souboru je třeba považovat fázový objem Γ za ex-
plicitńı funkci energie E, objemu V a počtu částic N , tj. Γ(E, V,N). Opět nás nebude
zaj́ımat stav teplotńı lázně, nýbrž výhradně vnitřńı stav zkoumaného systému. Úplný
soubor složený se systémů S1 a S2 je opět mikrokanonický a tedy rozdělovaćı funkci na
úplném prostoru lze psát

w(x) =
1

Γ(E, V,N)
Θ (H(x)− E) Θ (E +∆−H(x)) . (3.48)

Z této funkce chceme odvodit rozdělovaćı funkci pro zkoumaný systém se souřadnicemi
X1. Tud́ıž přes souřadnice X2 přeintegrujeme. Jestliže se systém S1 právě skládá z N1

částic, potom

wN1(x1) =
1

Γ(E, V,N)

∫

Γ(N−N1)

dµ(x2) Θ (H(x)− E) Θ (E +∆−H(x)) .

Jestliže ještě energie systému S1 je E1, potom

wN1(x1, E1) =
Γ2 (E − E1, V2, N −N1)

Γ(E, V,N)
. (3.49)

Dále již můžeme postupovat stejně jako v př́ıpadě kanonického souboru, přičemž však
rozv́ıj́ıme ve dvou nezávislých proměnných E1 a N1.

k ln Γ2(E−E1, N−N1) = S2(E,N)−E2

(

∂S2(E2, N2)

∂E2

)

E2=E,N2=N

−N2

(

∂S2(E2, N2)

∂N2

)

E2=E,N2=N

= S2(E,N)− E1

T
+N1

µ

T
,

kde jsme označili
(

∂S2(E2, N2)

∂N2

)

E2=E,N2=N

= −µ
T
. (3.50)

Veličina µ se nazývá chemický potenciál. Analogicky k (3.43) a (3.44) dostaneme:

wN1(x1) =
1

Z
e−β(H1(x1)−µN1), (3.51)
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kde opět Z je normalizačńı konstanta a nazývá se velká kanonická partičńı suma.
Tuto sumu źıskáme sč́ıtáńım přes všechny částicové realizace N1 a integraćı přes všechny
mikrostavy systému. Tj.

Z =
∞
∑

N=0

1

N !h3N

∫

ΓN

dX e−β(H1(x1)−µN1). (3.52)

Jestliže ještě zavedeme únikový koeficient (fugacity)

z = eβµ, (3.53)

potom lze velkou kanonickou partičńı sumu zapsat

Z =
∞
∑

N=0

zN ZN (E, V ), (3.54)

kde ZN (E, V ) je kanonická partičńı suma.
Analogicky jako v př́ıpadě kanonické partičńı sumy lze zavést tzv. velký kanonický

potenciál Ω(T, V, µ) tak, že
Z = e−βΩ(T,V,µ), (3.55)

a tedy rozdělovaćı funkce velkého kanonického rozděleńı má tvar

w(x) =
∞
∑

N=0

zNeβ(Ω(T,V,µ)−HN (x)). (3.56)

3.6 Vztahy mezi termodynamickými potenciály

O zp̊usobu jakým lze z veličin na fázovém prostoru zkonstruovat termodynamické po-
tenciály jsme se zmiňovali v paragrafu o mikrokanonickém rozděleńı. V tomto rozděleńı
byla entropie hlavńım termodynamickým potenciálem, z kterého jsme pak byli schopni
odvodit daľśı termodynamické veličiny jako je vnitřńı energie, měrné teplo atd. Nyńı
učińıme prakticky totéž pro kanonický a velký kanonický soubor. Výchoźımi vztahy bu-
dou (3.47) a (3.56) definuj́ıćı rozdělovaćı funkce jednotlivých rozděleńı ve fázovém pro-
storu. Podobný vztah existuje samozřejmě i pro mikrokanonické rozděleńı. Tam můžeme
psát

w(x) =
1

Zmic
Θ(H(x)− E) Θ (E +∆−H(x)) , (3.57)

kde opět

Zmic =
1

N !h3N

∫

dX Θ(H(x)− E) Θ (E +∆−H(x)) = Γ(E).

Partičńı suma se vyjádř́ı opět přes termodynamický potenciál

Zmic = e
1
k
S(E,V ), (3.58)

odkud dostaneme, že S(E, V ) je právě entropie. V (3.58) pochopitelně nevystupuje tep-
lota. Tzn. v analogii s (3.47) a (3.56) můžeme uzavř́ıt, že entropie je pro mikrokanonický
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soubor nejd̊uležitěǰśı termodynamický potenciál, volná energie pro kanonický a velký ka-
nonický soubor.

Nyńı nás zaj́ımá vztah mezi jednotlivými termodynamickými potenciály r̊uzných
statistických soubor̊u. Aby statistická mechanika byla konzistentńı, je nezbytné, aby
mezi jednotlivými potenciály platily vztahy, které známe z termodynamiky. Tj. aby
jednotlivé potenciály nezávisely na konkrétńım statistickém souboru, ve kterém byly
vypočteny. Tzn. jednotlivé statistické soubory muśı být v termodynamické limitě ekvi-
valentńı. Důkaz ekvivalence statistických soubor̊u provedeme v kapitole 5 věnované teorii
fluktuaćı.

Nejdř́ıve označme středńı hodnotu libovolné funkce f(x) na fázovém prostoru s
rozdělovaćı funkćı w(x):

〈f(x)〉 =
∫

dµN (x)w(x) f(x), (3.59)

když jsme použili definice dµN (x) = 1
N !h3N

dX na N-částicovém fázovém prostoru.
Přičemž w(x) je rozdělovaćı funkce statistického souboru. Ekvivalence soubor̊u znamená,
že středńı hodnoty všech mocnin funkce f(x) jsou stejné ve všech souborech.

Pro nalezeńı vztahu mezi S, F a Ω vyjdeme z (3.57) jako definice. Potom ZN z (3.45)
lze zapsat

Z(Π, V,N) =

∫

dµN (x) e
−β H(x)

=

∫

dE

∫

dµN (x) δ(H(x)− E)e−β H(x)

=

∞
∫

0

dE Zmic(E)e−βE =

∞
∫

0

dEe−β(E−TS(E,V,N)). (3.60)

Jak již v́ıme z paragrafu 3.2 do integrálu (3.60) přisṕıvá pouze člen, který minima-
lizuje výraz v exponentu, tj. pro energii U(N,S, V ), která splňuje rovnici

1

T
=

(

∂S(N,E, V )

∂E

)

E=U

.

Jestliže použijeme tento fakt, v (3.60) a srovnáme výsledek s (3.47), potom dostaneme

F (T, V,N) = U(S, V,N)− TS. (3.61)

Tzn. potenciál F (T, V,N) z (3.47) je skutečně Helmholtzova volná energie. Tzn.
jestliže entropie S je funkce určená z mikrokanonického rozděleńı, potom F je volná
energie z kanonického rozděleńı.

Analogicky pro velký kanonický soubor plat́ı

Z(T, V, µ) =
∞
∑

N=0

∞
∫

0

dE e−β(E−TS(E,V,N)−µN). (3.62)

Do partičńı sumy přisṕıvá pouze sedlový bod, tj.

−µ
T

=

(

∂S

∂N

)

E,V

,
1

T
=

(

∂S

∂E

)

N,V

, (3.63)
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což vede na velký kanonický potenciál

Ω(T, V, µ) = U(S, V,N)− TS − µ 〈N〉 , (3.64)

přičemž opět veličiny N,V, S, T jsou určeny z mikrokanonického rozděleńı. Opět jako
v kanonickém rozděleńı nabývá velký kanonický potenciál minima v termodynamické
rovnováze. Využijeme-li ještě daľśıho definičńıho vztahu

p = −
(

∂U

∂V

)

N,S

, µ =

(

∂U

∂N

)

S,V

, (3.65)

dostaneme termodynamické potenciály v diferenciálńım tvaru

dF = −SdT − pdV + µdN,

dΩ = −SdT − pdV +Ndµ. (3.66)

V daľśım kroku využijeme ještě homogenity termodynamických potenciál̊u. Z definice
entropie na fázovém prostoru v termodynamické limitě plat́ı

S (E, V, αN) = αS

(

E

α
,
V

α
,N

)

(3.67)

o čemž se snadno přesvědč́ıme v př́ıpadě ideálńıho plynu. Můžeme tedy psát

S(E, V,N) = Ns(u, v), (3.68)

kde s = S/N , u = E/N , v = V/N jsou hustoty entropie, energie a měrný objem. Tyto
veličiny jsou intenzivńı a nezáviśı na počtu částic. Z (3.68) tedy dostaneme

dS(E, V,N)

dN
= s(u, v). (3.69)

Jestliže nyńı rozeṕı̌seme úplnou derivaci na levé straně (3.68) pomoćı parciálńıch derivaćı
a užijeme diferenciálńıch tvar̊u termodynamických potenciál̊u, tak dostaneme

dS

dN
=

(

∂S

∂N

)

E,V

+

(

∂S

∂E

)

N,V

dE

dN
+

(

∂S

∂V

)

N,E

dV

dN
=

1

T
(−µ+ u+ pv) = s,

odkud srovnáńım levé a pravé strany a vynásobeńım N dostaneme

pV = −U(S, V,N) + TS + µN = −Ω(T, V, µ) (3.70)

Dále můžeme zavést Gibbsovu volnou energii

G(T, P,N) = U(S, V,N)− TS + pV = µN, (3.71)

což je Gibbs-Duhamova relace z termodynamiky. Z homogenity termodynamických po-
tenciál̊u (3.68) źıskáme jako d̊usledek Gibbsovo-Duhamovo tvrzeńı, že termodynamické
potenciály nemohou být funkćı pouze intenzivńıch veličin.

Ukazovali jsme, že v termodynamické limitě N → ∞, kdy do termodynamické
partičńı sumy přisṕıvaj́ı pouze sedlové body (maxima nebo minima termodynamických
potenciál̊u) jsou termodynamické potenciály jednotlivých statistických soubor̊u ekviva-
lentńı. Tzn. termodynamické veličiny jsou nezávislé na volbě souboru a tud́ıž všechny
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tři statistické popisy vedou na jedinou termodynamiku. Jednotlivé termodynamické po-
tenciály jsou svázány Legendreovými transformacemi souvisej́ıćımi se změnou nezávislých
proměnných v jednotlivých potenciálech.

Pro určeńı partičńıch sum jednotlivých statistických soubor̊u jsme použili metody
sedlového bodu. Přičemž jsme vždy předpokládali, že źıskané rovnice sedlového bodu
vedou na patřičný extrém, ať maximum nebo minimum. O tomto předpokladu jsme se
až dosud nepřesvědčili, že skutečně plat́ı. Nyńı ukážeme, že k tomu stač́ı, aby měrné
teplo CV bylo kladné. Jestliže definujeme měrné teplo

CV =

(

∂U

∂T

)

N,V

=

(

∂U

∂S

)

N,V

(

∂S

∂T

)

N,V

= T

(

∂S

∂T

)

N,V

, (3.72)

potom entropie nabývá maxima jestliže

0 >
∂2S

∂E2
=

∂

∂E

(

1

T

)

= −T−2
(

∂T

∂E

)

= −T−2
(

∂E

∂T

)−1
,

tzn.
∂2S

∂E2
= − 1

T 2CV
< 0. (3.73)

Odtud źıskáme význam měrného tepla pro stabilitu termodynamiky popsané aparatu-
rou statistické mechaniky. Jestliže entropie nabývá maxima, potom volná energie a velký
kanonický potenciál nabývaj́ı minima v sedlovém bodu. K problému ekvivalence statis-
tických soubor̊u se ještě vrát́ıme v kapitole 5, kde se budeme věnovat studiu fluktuaćı
fyzikálńıch veličin v r̊uzných statistických souborech.

3.7 Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı a zředěný reálný
plyn

Maxwellovo-Boltzmannovo rozděleńı je fundamentálńım statistickým rozděleńım kla-
sické mechaniky. Je prakticky již obsaženo v rozdělovaćı funkci kanonického rozděleńı.
Jestliže uvažujeme ideálńı plyn v potenciálovém poli (např. gravitačńım), potom

H(x) =
N
∑

k=1

~pk
2

2m
+

N
∑

k=1

U(~qk), (3.74)

potom rozdělovaćı funkce uzavřeného plynu v termodynamické rovnováze má tvar

w(~q1, . . . , ~qN , ~p1, . . . , ~pN ) = exp

{

β

[

F −
N
∑

k=1

(

~pk
2

2m
+ U(~qk)

)

]}

. (3.75)

Jelikož se jedná o plyn vzájemně neinteraguj́ıćıch částic, lze distribuci na celém 6N-
rozměrném fázovém prostoru napsat jako součin "jednočásticových" distribućı:

w(~q1, . . . , ~qN , ~p1, . . . , ~pN ) =
N
∏

i=1

W (~qi, ~pi), (3.76)

kde

W (~q, ~p) = exp

{

β

[

f − ~p2

2m
− U(~q)

]}

.
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O funkciW (~q, ~p) se někdy mluv́ı jako o rozdělovaćı funkci v tzv. µ-prostoru (6-rozměrném),
který vystihuje rozložeńı pravděpodobnost́ı jednočásticových stav̊u. Na rozd́ıl od rozdělovaćı
funkce w na 6N-rozměrném Γ-prostoru, neńı rozdělovaćı funkce W (~q, ~p) na µ-prostoru
vázána na celkovou energii, a proto normalizačńı konstanta tohoto rozděleńı je

e−βf =

∫

d3q d3p

h3
exp

{

−β
[

~p2

2m
− U(~q)

]}

.

Ze znalosti funkceW (~q, ~p) potom urč́ıme středńı hustotu částic se souřadnićı ~q a hybnost́ı
~p v ideálńım plynu

ν̄(~q, ~p) = NW (~q, ~p),

neboli

ν̄ =
N/V

(

2πmkbT
h

)3/2
J

exp

{

−β
[

~p2

2m
− U(~q)

]}

, (3.77)

kde

J =
1

V

∫

d3q e−β U(~q).

Rozděleńı ν̄(~q, ~p) z (3.77) se nazývá Maxwell-Boltzmannovo rozděleńı. Určuje
hustotu částic v jednočásticovém fázovém prostoru. V situaćıch, kdy fyzika nezáviśı
na prostorových souřadnićıch ~q můžeme přes ně integrovat a dostaneme Maxwellovo
rozděleńı rychlost́ı, pokud ještě použijeme vztahu ~p = m~v

ϕ(~v) = N

(

h

2πkbT

)3/2

exp

{

−m~v
2

2kbT

}

. (3.78)

Toto je zcela univerzálńı rozděleńı rychlost́ı v klasické statistické mechanice a plat́ı i pro
neideálńı plyny, pokud interakce nezáviśı na rychlostech.

Analogicky v situaćıch, kde nezálež́ı na rozděleńı hybnost́ı dospějeme k Boltzman-
novu rozděleńı

ρ(~q) =
N/V

J
exp {−βU(~q)} . (3.79)

Klasickým př́ıkladem Boltzmannova rozděleńı je tzv. barometrická formule, která
určuje, jak klesá tlak s výškou v ideálńım plynu v gravitačńım poli. Tam totiž

U(~q) = mgz , ~q = (x, y, z),

Jestliže n = N/V tak potom

n(z) = n(0)exp {−βmgz} .

Z Clapeyronovy stavové rovnice pV = NkT potom dostaneme

p(z) = p(0)exp {−βmgz} . (3.80)

Na závěr tohoto paragrafu se ještě stručně zmı́ńıme o popisu klasického neideálńıho
plynu. V neideálńım plynu již částice mohou vzájemně interagovat. Typický hamiltonián
neideálńıho plynu má tvar

H = H0 +HI =
N
∑

i=1

[

~pi
2

2m
+ U(~qi)

]

+
1

2

∑

i6=k
Φik, (3.81)
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kde Φik = Φ|~qi − ~qk| je dvoučásticová interakce. Typickým reprezentantem dvoučásticové
klasické interakce je tzv. Lennard̊uv-Jones̊uv potenciál

Φ(r) =
a1
r12
− a2
r6
. (3.82)

Druhý př́ıspěvek se tady nazývá van der Waalsovým potenciálem. Partičńı sumu obecného
neideálńıho plynu nelze naj́ıt, lze však minimálně v př́ıpadě zředěného plynu použ́ıt tzv.
viriálového rozvoje k źıskáńı korekćı ke stavové rovnici ideálńıho plynu. Celkovou partičńı
sumu lze zapsat ve tvaru

Z = Z0 ZI = Z0
1

V N

∫

V

d~q1 . . .

∫

V

d ~qN exp







∑

i6=j

Φij
2kBT







,

kde Z0 je partičńı suma ideálńıho plynu. Přitom můžeme exponenciálu s interakcemi
přepsat do tvaru součinu

exp







∑

i6=j

Φij
2kBT







=
∏

1≤i<j≤N
(1 + fij)

s funkćı fij = e−Φij/kBT − 1. Pomoćı tohoto součinu lze psát poruchovou řadu pro ZI

ZI = 1 +
1

V 2

∑

i<j

∫

V

d~qi

∫

V

d~qjf(|~qi − ~qj |)

+1 +
1

V 4

∑

i<j

∑

k<l (ij)6=(kl)

∫

V 4

d~qi d~qj d~qk d~ql f(|~qi − ~qj |) f(|~qk − ~ql|) + . . .(3.83)

Odtud je vidět, že rozv́ıj́ıme ZI v mocninách hustoty částic (N/V ). Omeźıme-li se pouze
na prvńı člen rozvoje, potom suma přes všechny dvojice vede na 1

2N(N − 1) stejných
př́ıspěvk̊u tvaru

∫

V 2

d~qi d~qj f(|~qi − ~qj |) = V

∞
∫

0

f(r)4πr2 dr,

tzn. v nejnižš́ım přibĺıžeńı v termodynamické limitě máme

ZI = 1 +
N(N − 1)

2V

∞
∫

0

f(r)4πr2 dr ⇒ FI ≈ −kBT
2πN2

V

∞
∫

0

f(r)r2 dr.

Funkce f(r) má pro Lennárd̊uv-Jones̊uv potenciál tvar

JPEG file ’obr1.jpg’ needs PostScript Level 2!
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Použijeme proto přibĺıžeńı

∞
∫

0

f(r)r2 dr ≈ −
σ
∫

0

r2 dr +

∞
∫

σ

[

−Φ(r)

kBT

]

r2 dr

= −σ
3

3
− β

∞
∫

σ

Φ(r)r2 dr.

Označme ještě

b =
2π

3
σ3 , a = −2π

∞
∫

σ

Φ(r)r2 dr.

Odtud volná energie výměnné interakce je

FI =
N2

V
[kBTb− a]

a stavová rovnice

p = − ∂

∂V
[F0 + FI ] = kbT

N

V
+
N2

V 2
[kBTb− a] ,

neboli

p =
kbT

v

[

1 + (b− a

kbT
)
1

v

]

. (3.84)

Snadno se přesvědč́ıme, že (3.84) je prvńım členem rozvoje van der Waalsovy stavové
rovnice reálného plynu

(

p+ a
N2

V 2

)

(V − bN) = N kb T. (3.85)

Výpočet vyšš́ıch viriálových koeficient̊u rozvoje stavové rovnice do mocnin v−1 je
již mnohem složitěǰśı. O metodách výpočt̊u z rozvoj̊u viriálového typu se zmı́ńıme v
kapitole 8, kde budeme studovat klastrové rozvoje.

Stavová rovnice pro Maxwell̊uv-Boltzmann̊uv plyn
Stavová rovnice plyn̊u vyjadřuje závislost tlaku na objemu, teplotě a počtu částic.

Odvodit stavovou rovnici můžeme dvěma zp̊usoby.

1. Najdeme explicitně vztah pro entropii

S(E, V,N) = kB ln Γ(E, V,N)

a použijeme definice

p = T

(

∂S

∂V

)

E,N

.

Takovýto postup je prakticky použitelný pouze v př́ıpadě ideálńıho plynu bez
p̊usobeńı vněǰśıho pole, kde

S(E, V,N) = kbN ln

[

V

N

(

E

N

)s/2
]

,

odkud př́ımo dostaneme
pV = NkbT.
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2. Pro složitěǰśı systémy (ve vněǰśım poli nebo s interakćı) použijeme Gibbsovy-
Duhemovy rovnice. Přičemž pracujeme v kanonickém rozděleńı a s Helmholtzovou
volnou energíı. Jestliže využijeme vztahu

(

∂F

∂N

)

T,V

= µ,

Potom stavová rovnice z Gibbs-Duhemova vztahu je

pV =

(

∂F (T, V,N)

∂N

)

T,V

N − F (T, V,N).

Pokud ovšem plyn je umı́stěn ve vněǰśım poli, tj. globálńı tlak nemá termody-
namický význam. Tj. ani globálńı Gibbsova-Duhemova rovnice neplat́ı. Jediná
možnost zavedeńı tlaku v nehomogenńım prostřed́ı je lokálńı závislost. Objemová
závislost se redukuje pouze na ty proměnné, které nevystupuj́ı explicitně v po-
tenciálu. Z definičńı rovnice

p = −
(

∂f(T, v)

∂v

)

T

obdrž́ıme

p(~q) =
NkBTe

−βU(~q)
∫

d~q e−βU(~q)
.

Alternativně odvod́ıme stavovou rovnici ideálńıho plynu v nehomogenńım po-
tenciálu př́ımo z velkého kanonického potenciálu. Nejdř́ıve si rozděĺıme celý objem
na miniobjemy ∆Vi, uvnitř kterých je vněǰśı potenciál konstantńı, tj U(~q) = Ui,
~q ∈ ∆Vi. T́ım rozbijeme celý systém na soubor podsystémů v termodynamické
rovnováze. Tyto subsystémy si mohou mezi sebou vyměňovat energii i částice. Tj.
jako celek muśı být popsány velkým kanonickým souborem se stejným chemickým
potenciálem a stejnou teplotou. Z Gibbsovy-Duhemovy relace pro jeden element
celého systému plat́ı

p∆Vi = kbT ln
∞
∑

N=0

zN

N !h3N

[∫

d3q d3p e−β(p
2/2m+Ui)

]N

= kbT ln
∞
∑

N=0

zN

N !

(

∆Vi
λ3

)N

e−βNUi ,

p∆Vi = kbTe
β(µ−Ui)∆Vi

λ3
.

Abychom uzavřeli stavovou rovnici muśıme ještě vyloučit chemický potenciál po-
moćı počtu částic. Z definice

Ni = −
∂Ωi
∂µ

=
∆Vi
λ3

eβ(µ−Ui).

Celkový počet částic potom je

N =
∑

i

Ni = eβµ
1

λ3

∑

i

∆Vi e
−βUi

= eβµ
1

λ3

∫

d3q e−βUi .
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Dosazeńım této rovnice do rovnice pro tlak dostaneme

pi = kbT
Ne−βUi

∑

i∆Vi e
−βUi

.

Analogicky dostaneme Boltzmann̊uv vztah pro rozděleńı částic

Ni = N
∆Vi e

−βUi
∑

i∆Vi e
−βUi

.



Kapitola 4

Kvantová statistická mechanika

4.1 Postulát kvantové statistické mechaniky a matice hus-
toty

Každý systém v kvantové mechanice se nacháźı v nějakém stavu |Ψ〉, který je vektorem
ze stavového Hilbertova prostoru. Tomuto stavu odpov́ıdá vlnová funkce Ψ(q) = 〈q|Ψ〉,
kde q je zobecněná souřadnice. Jestliže |Φn〉 je úplný ortonormálńı systém na stavovém
prostoru, potom lze |Ψ〉 vyjádřit

Ψ =
∑

n

cn|Φn〉,

kde cn jsou časově závislé konstanty, které urč́ıme z řešeńı odpov́ıdaj́ıćı Schrödingerovy
rovnice. Fyzikálńım, měřitelným veličinám potom odpov́ıdaj́ı samosdružené operátory
̂O na stavovém prostoru. Jestliže provád́ıme laboratorńı měřeńı, potom neměř́ıme okamžitou
hodnotu, ale časově vystředovanou, tj.

〈 ̂O〉 = 〈Ψ|
̂O|Ψ〉

〈Ψ|Ψ〉
=

∑

n,m (cn, cm)〈Φn| ̂O|Φm〉
∑

n cn, cn
, (4.1)

přičemž časová středńı hodnota je brána přes čas mnohem menš́ı, než je rozlǐsovaćı čas
měř́ıćıho aparátu, ale mnohem deľśı, než typické časy molekulárńıch proces̊u.

Tzn., každému kvantovému stavu přǐrad́ıme soubor projekćı {cn}, které úplně popi-
suj́ı daný stav a jeho časový vývoj. Proto fázový prostor klasické mechaniky nahrad́ıme
stavovým prostoremH, kde souřadnicemi jednotlivých stav̊u jsou právě koeficienty {cn}.
Jelikož se statistická mechanika zabývá soubory s 1023 částic, muśıme i v kvantové me-
chanice zformulovat postulát o rozložeńı pravděpodobnosti izolované soustavy. Lze jej
shrnout do dvou předpoklad̊u:

Postulát stejných pravděpodobnost́ı :

(cn, cn) =







konst. pro (E < En < E + s)

0
(4.2)

Postulát náhodných fáźı
(cn, cm) = 0 pro n 6= m. (4.3)

38
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když jsme stavy Φn vybrali jako vlastńı stavy odpov́ıdaj́ıćıho hamiltoniánu ̂H, který je
nyńı samozřejmě samosdruženým operátorem. Tzn., že kvantové statistické soubory lze
popsat nekoherentńı směśı vlastńıch stav̊u operátoru hamiltoniánu. Středńı hodnoty
operátor̊u měřitelných veličin 4.1 potom lze zapsat

〈 ̂O〉 =
∑

n |cn|
2 〈Φn| ̂O|Φn〉

∑

n |cn|
2 . (4.4)

Kvantové stavy odpov́ıdaj́ıćı statistickým soubor̊um lze výhodně zapsat v invari-
antńı formě, tj. nezávisle na výběru ortonormálńıho systému {|Φn〉}, pomoćı operátoru
matice hustoty ρ̂. Tento operátor je definován v ortonormálńım systému vlastńıch stav̊u
hamiltoniánu

ρ̂ =
∑

n

cn|Φn〉〈Φn|. (4.5)

Pomoćı tohoto operátoru lze zapsat středńı hodnoty měřitelných veličin vztahem

〈 ̂O〉 =
∑

n 〈Φn|ρ̂ ̂O|Φn〉
∑

n 〈Φn|ρ̂|Φn〉
=

Tr[ρ̂ ̂O]

Tr ρ̂
. (4.6)

V analogii s klasickou statistickou mechanikou lze definovat statistický operátor zo-
becňuj́ıćı rozdělovaćı funkci w(x) na fázovém prostoru

ŵ =
1

Tr ρ̂
ρ̂. (4.7)

Stejně tak jako klasická rozdělovaćı funkce splňuje Liouvilleovu rovnici, tak kvantový
operátor hustoty splňuje von Neumannovu rovnici

ih̄
∂ρ̂

∂t
=
[

̂H, ρ̂
]

, (4.8)

která je d̊usledkem Schrödingerovy rovnice. Kvantová statistická mechanika popisuje tzv.
smı́̌sené stavy, které jsou nekoherentńı superpozićı čistých stav̊u, neboli vlastńıch stav̊u
úplného systému měřitelných veličin. Tj. čisté stavy jsou charakterizovány operátorem
hustoty s projekćı do jediného stavu, tj.

ρ̂Ψ = |Ψ〉〈Ψ|, (4.9)

kdežto smı́̌sený stav je popsán matićı hustoty s projekcemi do v́ıce něž jednoho stavu.
Jestliže změńıme bázi stav̊u {|Φn〉} na jinou, např. {|χn〉}, potom matice hustoty již
nemá diagonalńı tvar

ρ̂ =
∑

m,n

cn,m|χn〉〈χm|. (4.10)

Čistý stav se pozná podle faktorizace Cn,m = C∗nCm.

4.2 Kvantové statistické soubory a třet́ı věta termodyna-
miky

Stejně jako v klasické statistické mechanice definujeme i v kvantové mechanice statistické
soubory. Vyjdeme nejdř́ıve z izolovaného systému, tj. mikrokanonického souboru. Jestliže
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se zkoumaný systém nacháźı v konečném objemu, vlastńı energie hamiltoniánu jsou
diskrétńı.

Plat́ı
̂H|Φn〉 = En|Φn〉, (4.11)

〈Φn|Φm〉 = δnm,

〈Φn| ̂H|Φm〉 = Enδnm.

Vı́me, že operátor matice hustoty je diagonálńı v energetické reprezentaci, tj.
〈Φn|ρ̂|Φm〉 ∼ δnm, neboli

ρ̂ =
∑

m

pm|Φm〉〈Φm|. (4.12)

Z postulátu stejných pravděpodobnost́ı dostaneme pm = konst pro E < Em <
Em+∆. Přičemž tuto konstantu urč́ıme z normalizace, kterou na operátor matice hustoty
nalož́ıme, tj.

Tr ρ̂ =
∑

m

pm = 1, (4.13)

kde pm ≥ 0 jsou pravděpodobnosti.
Označ́ıme "fázový objem"

∆Φ(E) = Tr

(

E<Em<E+s
∑

m

|Φm〉〈Φm|

)

=
E<Em<E+s
∑

m

1 =
počet stav̊u s energíı

mezi E a E + s
(4.14)

Z 4.12 a 4.14 dostaneme

ρ̂micro =
1

∆Φ(E)

E<Em<E+s
∑

m

|Φm〉〈Φm|. (4.15)

Pomoćı této matice hustoty můžeme opět definovat termodynamické funkce. Kvantová
partičńı suma a entropie jsou

Zmic(E) = ∆Φ(E), (4.16)

S(E) = kB ln∆Φ(E). (4.17)

Entropii v termodynamické limitě můžeme ještě definovat ekvivalentńım zp̊usobem
pomoćı hustoty stav̊u D(E) = lim∆→0

∆Φ(E)
∆

S(E) = kB lnD(E), (4.18)

Zmicro = D(E)ε0, (4.19)

kde ε0 je jednotka energie.
Entropii také můžeme definovat pomoćı počtu stav̊u s energíı menš́ı než E, Φ(E),

tedy
S(E) = kB lnΦ(E). (4.20)

Jestliže statistický soubor neńı úplně izolován a je v termodynamické rovnováze s
tepelnou lázńı, potom je operátor hustoty determinován kanonickým rozděleńım, tj.

ρ̂ =
1

Tr e−β ̂H
e−β

̂H . (4.21)
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Tento vztah můžeme odvodit úplně analogicky jako v klasické statitické mechanice.
Jestliže ještě připust́ıme výměnu částic mezi zkoumaným systémem a lázńı, potom

je potřeba rozš́ı̌rit stavový prostor s N částicemi na direktńı sumu stavových prostor̊u
s libovolným počtem částic. Na tomto prostoru zavedeme ještě operátor počtu částic ̂N
a statistický operátor velkého kanonického souboru je

ρ̂ =
e−β(

̂H−µ ̂N)

Tr e−β( ̂H−µ ̂N)
. (4.22)

Pro termodynamické potenciály a veličiny plat́ı potom v kvantové statistické mecha-
nice úplně stejné relace jako v klasické teorii (paragraf 3.6).

Na závěr tohoto paragrafu ještě ukážeme platnost třet́ı hlavńı věty termodynamiky,
která tvrd́ı:

Entropie termodynamického systému při absolutńı nule (T = 0) je univerzálńı kon-
stanta, kterou je možné položit rovnu nule.

Systém při nulové teplotě se nacháźı ve stavu s nejnižš́ı energíı, protože pro β →∞
je ρ̂ = |Φ0〉〈Φ0|. Pokud má systém diskrétńı energie, tak

S(E, T = 0) = kB ln 1 = 0

a třet́ı věta je explicitně splněna. Pot́ıže nastávaj́ı v systémech s degenerovaným základńım
stavem a v systémech se spojitým spektrem. Tam již žádný rigorózńı argument neńı
možné použ́ıt. Zde má již třet́ı věta termodynamiky empirický charakter z extrapolace
existuj́ıćıch systémů. Podstatné zde je, že degenerace základńıho stavu má asymptotiku
g ≡ Nα, tj.

S(E, T = 0) = kB ln g = αkB lnN � N (4.23)

a opět hustota entropie je opět rovna nule. Jediné možné narušeńı třet́ı věty termody-
namiky by byla degenerace g ≡ eN , která zat́ım nebyla v př́ırodě pozorována.

4.3 Kvantové ideálńı plyny, Bose-Einsteinovo a Fermi-Di-
racovo rozděleńı

V kvantové statistické mechanice stavový prostor nahrazuje fázový prostor. Fázový ob-
jem je nahrazen počtem kvantových stav̊u. Jednotlivé kvantové stavy se rozlǐsuj́ı po-
moćı úplného systému komutuj́ıćıch operátor̊u. Jestliže zkoumaný kvantový systém je
uzavřen v konečném objemu a má konečnou energii, potom možné kvantové stavy jsou
nedegenerované a jsou charakterizovány diskrétńımi kvantovými č́ısly. Označme sou-
bor kvantových č́ısel popisuj́ıćıch jednočásticové stavy jako αi = (E, n, l,ml,ms, ...).
Jednočásticová Schrödingerova rovnice na vlastńı stavy má tvar

̂H(i)|ϕ(i)
αi 〉 = εαi |ϕ(i)

αi 〉. (4.24)

Uvažujeme-li nyńı ideálńı plyn, tj. systém neinteraguj́ıćıch částic, potom celkový
hamiltonián je

̂HN =
N
∑

i=1

̂H(i), (4.25)

kde ̂H i je jednočásticový hamiltonián i-té částice plynu.
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N -částicové stavy jsou direktńım produktem jednočásticových stav̊u

|ϕN 〉 ≡ |ϕα1 . . . ϕαN 〉 ≡ |ϕ
(1)
α1 〉 ⊗ |ϕ

(2)
α2 〉 ⊗ · · · ⊗ |ϕ

(N)
αN
〉. (4.26)

Takto zkonstruovaný N -částicový stav ovšem nebere do úvahy nerozlǐsitelnost částic.
Tzn. |ϕN 〉 odpov́ıdá stav N rozlǐsitelných částic. Kvantová dynamika však neńı schopna
sledovat "trajektorie" jednotlivých částic, ale pouze vńımat částice jako nerozlǐsitelné
objekty. Správným kvantově mechanickým stavem N částic muśı být vektor nerozlǐsuj́ıćı
pořad́ı v direktńım součinu. Vytvoř́ıme tedy dvě možné permutace v direktńım součinu
4.26

|ϕ(±)
N 〉 ≡

1√
N !

∑

P
(±1)pP

(

|ϕ(1)
α1 〉|ϕ

(2)
α2 〉 . . . |ϕ

(N)
αN
〉
)

(4.27)

kde P je permutace činitel̊u v direktńım součinu a p je řád permutace. Symetrické

permutace a vektor |ϕ(+)
N 〉 popisuj́ı tzv. bosony, kdežto antisymetrické permutace a

vektor |ϕ(−)
N 〉 fermiony. Z definice 4.27 ihned plyne Pauliho princip, totiž že identické

fermiony se nemohou nacházet ve stejném kvantovém stavu, tj. kdy |ϕ(i)
αi 〉 = |ϕ(j)

αj 〉.
Potom |ϕ(−)

N 〉 = 0. Pauli odvodil z principu unitarity a kauzality větu o vztahu spinu a
statistiky. Plat́ı, že částice s celoč́ıselným spinem jsou bosony a ř́ıd́ı se Bose-Einsteinovou
statistikou. Částice s poloč́ıselným spinem jsou fermiony a ř́ıd́ı se Fermiho-Diracovou
statistikou. Mezi bosony patř́ı fotony, fonony, intermediálńı bosony a složené částice
(α-částice). Mezi fermiony patř́ı elektrony a nukleony.

Kvantové mnohočásticové stavy je vhodné reprezentovat na tzv. Fockově prostoru.
Formálně lze napsat, že

HFock =
∞
∑

N=0

⊕HN , (4.28)

kdeHN jsou N -částicové stavové prostory. Stavy ve Fockově prostoru jsou tzv. Slaterovy
determinanty, které lze zapsat v následuj́ıćım tvaru:

|ϕ(−)
N 〉 =

1√
N !

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|ϕ(1)
α1 〉 |ϕ

(2)
α1 〉 . . . |ϕ(N)

α1 〉
...

...

|ϕ(1)
αN 〉 |ϕ

(2)
αN 〉 . . . |ϕ(N)

αN 〉

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (4.29)

Jednotlivé N -částicové stavy lze charakterizovat pomoćı tzv. obsazovaćıch č́ısel nαi
vyjadřuj́ıćı počet částic v daném kvantovém stavu αi, tj.

|ϕ(±)
N 〉 → |N ;nα1 , . . . , nαi , . . . 〉(±) =

C±√
N !

∑

P
(±1)PP

(

|ϕ(1)
α1 〉 . . . |ϕ

(nα1 )
α1 〉

)

. . . , (4.30)

kde výraz |ϕ(Ni)
αi 〉 se na pravé straně vyskytuje nαi-krát.

Normalizačńı konstanta C± je určena počtem ekvivalentńıch výběr̊u částic s daným
počtem obsazovaćıch č́ısel, tj.

C± =

(

N
∏

i=1

ni!

)−1/2

. (4.31)
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Tato konstanta je vybrána tak, aby stavy |N ;nα1 , ..., nαi , ...〉 byly ortonormálńı, na rozd́ıl
od Slaterových determinant̊u, tj.

±〈N ; . . . , nαi , . . . |N ′; . . . , n′αi , . . . 〉 = δNN ′
∏

i

δnαin′αi
. (4.32)

Význačnou charakteristikou Fockova prostoru je tzv. cyklický vektor. Tento cyklický
vektor je něco jako počátek souřadnic v klasické mechanice a je to stav bez částic, ne-
boli vakuum. Uvědomme si, že v kvantové mechanice i vakuum obsahuje tzv. nulové
kmity a tedy jakousi zbytkovou energii, takže vlastně i vakuum je netriviálńım stavem.
Zvláště pak v interaguj́ıćıch systémech. Ortonormálńı bázi Fockova prostoru lze genero-
vat pomoćı tzv. kreačńıch operátor̊u, který je definován pro bosony

a†αi |N ; . . . , nαi , . . . 〉(+) =
√

nαi + 1 |N + 1; . . . , nαi + 1, . . . 〉(+) (4.33)

a pro fermiony

c†αi |N ; . . . , nαi , . . . 〉(−) = (−1)Niδnαi0|N + 1; . . . , nαi + 1, . . . 〉(−), (4.34)

přičemž nαi = 0, 1 a Ni =
∑i−1

j=1 nαj . Hermitovsky sdružené operátory k nim se nazývaj́ı
anihilačńı operátory a plat́ı pro ně

aαi |N ; . . . , nαi , . . . 〉(+) =
√
nαi |N − 1; . . . , nαi − 1, . . . 〉(+), (4.35)

cαi |N ; . . . , nαi , . . . 〉(−) = (−1)Niδnαi0|N − 1; . . . , nαi − 1, . . . 〉(−). (4.36)

Jestliže |0〉 je Fockovo vakuum, tak definitoricky

aαi |0〉 = cαi |0〉 = 0. (4.37)

Pro tyto kreačńı a anihilačńı operátory plat́ı fundamentálńı komutačńı relace

[aαr , aαs ] = [a†αr , a
†
αs ] = 0 [aαr , a

†
αs ] = δrs

{cαr , cαs} = {c
†
αr , c

†
αs} = 0 {cαr , c

†
αs} = δrs

, (4.38)

kde {a, b} = ab+ ba je antikomutátor.
Zápis stav̊u na Fockově prostoru pomoćı obsazovaćıch č́ısel a kreačńıch a anihilačńıch

operátor̊u se nazývá druhé kvantováńı a je fundamentálńım teoretickým prostředkem po-
pisu kvantové statistiky mnoha částic. Kvantová statistika (druhé kvantováńı) popisuje
stavy pomoćı slaterových determinant̊u a meřitelné veličiny pomoćı operátor̊u složených
výlučně z kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u. Např. operátor počtu částic je

̂N(±) =
∑

i







a†αiaαi

c†αicαi

, (4.39)

kinetická energie

̂Hkin =
∑

k,α

h̄2k2

2m











a†kαakα

c†kαckα

. (4.40)

Fock̊uv prostor je fundamentálńım stavovým prostorem kvantové statistické mecha-
niky. Explicitně vycháźı z proměnného počtu částic a proto fundamentálńım kvantovým
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statistickým souborem je velký kanonický soubor. Partičńı suma na Fockově prostoru
potom je

Z(T, V, µ) =
∞
∑

N=0

Tr e−β(
̂HN−µ ̂N). (4.41)

V př́ıpadě ideálńıho plynu máme

̂HN =
N
∑

i=1

̂H(i)1 , ̂H(i)1 = εin̂i, (4.42)

kde n̂i =







a†iai

c†ici

. Tud́ıž

Z(T, V, µ) =
∞
∑

N=1

∑

ni=N
∑

{ni}

e−β
∑

i ni(εi−µ) =
∑

n1

∑

n2

. . . e−β
∑

i ni(εi−µ)

=
∏

i

(

∑

ni

e−β
∑

i ni(εi−µ)

)

. (4.43)

Nyńı dostaneme rozd́ılné výsledky pro bosony ni = 1, 2, . . . ,∞

Z(+)(T, V, µ) =
∏

i

[

1

1− e−β(εi−µ)

]

(4.44)

a fermiony ni = 0, 1

Z(−)(T, V, µ) =
∏

i

[

1 + e−β(εi−µ)
]

. (4.45)

Odpov́ıdaj́ıćı velké kanonické potenciály jsou:

Ω(+)(T, V, µ) = +kBT
∑

i

ln
[

1− e−β(εi−µ)
]

, (4.46)

Ω(−)(T, V, µ) = −kBT
∑

i

ln
[

1 + e−β(εi−µ)
]

. (4.47)

Z velkého kanonického potenciálu źıskáme středńı počet částic

〈 ̂N〉(+) = 1
β
∂
∂µ lnZ

(+)(T, V, µ) =
∑

r
1

eβ(εi−µ)−1 ,

〈 ̂N〉(−) = 1
β
∂
∂µ lnZ

(−)(T, V, µ) =
∑

r
1

eβ(εi−µ)+1
.

(4.48)

Z těchto rovnic nalezneme µ jako funkci 〈 ̂N〉 a dostaneme stavovou rovnici ideálńıho
kvantového plynu:

pV = kBT lnZ(±)(T (〈V 〉, µ(T, V, 〈N〉±)). (4.49)

Stejně jako v klasické statistické mechanice bylo možné přej́ıt u ideálńıch plyn̊u od
N -částicového fázového prostoru k "středńımu" jednočásticovému, je i kvantové statis-
tické mechanice možné ideálńı plyny popisovat pomoćı středńıho obsazovaćıho č́ısla
jednočásticových kvantových stav̊u αr s energíı εr. Z 4.48 dostaneme

〈 ̂N〉(±) =
∑

r

ν±r ,
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kde

ν(±)r =
1

eβ(εr−µ) ∓ 1
. (4.50)

ν
(+)
r je tzv.Boseho-Einsteinovo rozděleńı, kdežto ν

(−)
r je Fermiho-Diracovo rozděleńı.

V př́ıpadě velkých energíı (εr − µ � kBT ) se obě kvantová rozděleńı redukuj́ı na Bol-
tzmannovo rozděleńı. Rozd́ıly mezi klasickou a kvantovou mechanikou se stávaj́ı pa-
trnými teprve až při ńızkých teplotách a malých energíıch (εr−µ ∼ kBT ). Z 4.50 rovněž
plyne, že pokud εr ≥ 0, potom µ ≤ 0, abychom dostali konzistentńı pravděpodobnostńı
rozděleńı. Kritický bod µ = 0 odpov́ıdá Boseho-Einsteinově kondenzaci, kterou se
budeme zabývat v kapitole 6.



Kapitola 5

Teorie fluktuaćı a obecné
vlastnosti statistických sum

V paragrafu 3.6 jsme ukázali, že termodynamické potenciály odvozené z r̊uzných statis-
tických soubor̊u jsou v termodynamické limitě stejné, tj. že existuje pouze jediná rov-
novážná termodynamika odvozená ze statistické mechaniky. T́ımto postupem jsme však
nedokázali úplnou ekvivalenci statistických soubor̊u, neboť jsme dosud nemluvili o fluk-
tuaćıch fyzikálńıch veličin v jednotlivých souborech. Např. energie je pevně dána v mi-
krokanonickém souboru kdežto je neurčena v kanonickém rozděleńı. Dosud v́ıme, že nej-
pravděpodobněǰśı energie kanonického rozděleńı je energie mikrokanonického rozděleńı.
K úplné ekvivalenci r̊uzných statistických soubor̊u potřebujeme ukázat, že fluktuace
fyzikálńıch veličin jsou zanedbatelné v termodynamické limitě. Nav́ıc při odvozeńı ka-
nonického a velkého kanonického souboru z mikrokanonického jsme vycházeli z konečné
energie tepelné lázně EL, přesto však jsme v rozděleńı energíı kanonického souboru inte-
grovali i přes energie E > EL. Totéž plat́ı o počtu částic ve velkém kanonickém souboru.
Tyto př́ıspěvky jsou však stejně zanedbatelné jako fluktuace těchto veličin pro dostatečně
velký počet částic.

5.1 Gibbsova metoda výpočtu kvadratických fluktuaćı

Mı́rou fluktuaćı veličin ve statistických souborech jsou korelačńı momenty, př́ıpadně
korelačńı funkce. Korelace jsme definovali v kap. 1. Obecně korelačńı momenty (funkce)
lze psát

χ(F k11 , . . . , F knn ) = 〈(F1 − 〈F1〉)k1 . . . (Fn − 〈Fn〉)kn〉. (5.1)

Nás budou nejv́ıce zaj́ımat kvadratické korelace (ki = 2) popisuj́ıćı fluktuace fy-
zikálńıch veličin. Pro libovolnou fyzikálńı veličinu označ́ıme

∆F = 〈(F1 − 〈F1〉)2〉1/2, (5.2)

což je variance veličiny F . Relativńı fluktuace je potom

∆relF =
∆F

〈F 2〉1/2
. (5.3)

Fyzikálńı veličiny nezáviśı na výběru statistického souboru, pokud jejich středńı
hodnoty jsou stejné a relativńı fluktuace zanedbatelné.

46
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Budeme uvažovat kanonické rozděleńı s hamiltoniánem H(x). Budou nás zaj́ımat
fluktuace fyzikálńıch veličin Ak(x). Z tohoto d̊uvodu rozš́ı̌ŕıme p̊uvodńı hamiltonián o
tyto "zobecněné śıly" Ak:

dH(x; a) = dH(x) +
∑

k

Akdak. (5.4)

Volná energie s t́ımto novým Hamiltoniánem potom je:

∣

∣

∣

∣

−βF (N,T, V ; a) = ln

∫

dµN (x)e−βH(x;a).

∣

∣

∣

∣

(5.5)

Nyńı snadno zjist́ıme, že

〈Ak〉 =
∂F (N,T, V ; a)

∂ak
=

〈

∂H(x; a)

∂ak

〉

. (5.6)

Za předpokladu, že veličiny Ak nezáviśı na {al}, potom
∣

∣

∣

∣

cov(AkAl) = −
1

β

∂2F (N,T, V ; a)

∂ak∂al
.

∣

∣

∣

∣

(5.7)

Zcela obecně plat́ı následuj́ıćı lemmata:

1. Gibbsovo lemma:

∣

∣

∣

∣

∂ 〈φ〉
∂β

= −〈(φ− 〈φ〉)(H − 〈H〉)〉
∣

∣

∣

∣

(5.8)

2. Gibbsovo lemma:

∣

∣

∣

∣

∂ 〈φ〉
∂a
−
〈

∂φ

∂a

〉

= −β
〈(

∂H

∂a
−
〈

∂H

∂a

〉)

(φ− 〈φ〉)
〉∣

∣

∣

∣

(5.9)

Obě lemmata źıskáme př́ımým derivováńım středované veličiny 〈φ〉. Druhé lemma
5.9 je zobecněńım vztahu 5.7. Tato lemmata můžeme využ́ıt na výpočet fluktuaćı fy-
zikálńıch veličin. Výpočet korelaćı a fluktuaćı pomoćı derivaćı a vztah̊u 5.7-5.9 se nazývá
Gibbsova metoda a je ekvivalentem výpočtu moment̊u distribučńı funkce z generuj́ıćıho
funkcionálu. Z 5.8 snadno vypočteme fluktuace energie v kanonickém rozděleńı:

〈

(H − 〈H〉)2
〉

= −dU(N,S, V )

dβ
= −

(

dU

dS

)

N,V

(

dS

dβ

)

N,V

= −T (kBT 2)

(

dS

dT

)

N,V

= kBT
2CV = NkBT

2cV .

Tud́ıž relativńı fluktuace energie je

∆relE =
1√
N

√

kBT 2

U2
TcV . (5.10)

Tzn. že energie v kanonickém souboru podléhá normálńımu rozděleńı se středem
E = 〈H〉 = U a š́ı̌rkou rozděleńı ∆E =

√

2NkBT 2cV .
Volná energie kanonického souboru je pak dána F ≈ U −TS−1/2kBT ln(NcV ), kde

S je entropie mikrokanonického souboru. Posledńı člen je úměrný pouze lnN , kdežto
prvńı dva N . Tzn., že př́ıspěvek od fluktuaćı volné energie je zanedbatelný.
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Analogicky odvod́ıme fluktuace počtu částic ve velkém kanonickém rozděleńı. Z 5.9

a z vlastnosti
〈

∂N
∂µ

〉

= 0 dostaneme

(N − 〈N〉)2 = 1

β

∂ 〈N〉
∂µ

= − 1

β

∂2Ω

∂µ2
= −kBTV

∂2p

∂µ2
, (5.11)

když jsme ještě použili vztahu 3.70. Nyńı od proměnné µ přejdeme k proměnné v = V/N .
Plat́ı následuj́ıćı vztahy

µ =

(

∂F

∂N

)

T,V

= f(v)− v∂f(v)
∂v

,

kde f = F/N , P = −
(

∂f
∂v

)

T,N
. Odtud dostaneme

∂µ

∂v
= −v∂

2f

∂v2
,

∂P

∂µ
=
∂v

∂µ

∂P

∂v
=

(

∂f

∂v

)−1 ∂P

∂v
= v−1.

Dále potom

∂2P

∂µ2
=

∂

∂µ

(

1

v

)

= − 1

v2
∂v

∂µ
= − 1

v2

(

∂µ

∂v

)−1
=

1

v3

(

∂2f

∂v2

)−1
.

Označ́ıme izotermickou kompresibilitu:

∣

∣

∣

∣

∣

κT =
1

v

(

d2f

dv2

)−1

= −1

v

(

dP

dv

)−1

T,N

,

∣

∣

∣

∣

∣

(5.12)

která pro fluktuace částic hraje stejnou roli jako měrné teplo na částici pro fluktuace
energie. 5.11 můžeme pomoćı 5.12 zapsat

〈

N2
〉

− 〈N〉2 = 〈N〉 kBTκT /V , tzn.:

∣

∣

∣

∣

∣

∆relN =
1

√

〈N〉

√

kBT
κT
v
.

∣

∣

∣

∣

∣

(5.13)

Veličina βv = κ0T je kompresibilita ideálńıho plynu. Stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě
kanonického souboru jsou fluktuace počtu částic ve velkém kanonickém souboru v termo-
dynamické limitě zanedbatelné a korekce k termodynamickým potenciál̊um a měřitelným
veličinám vymiźı jako N−1/2 v̊uči jejich středńım hodnotám.

Již dř́ıve jsme uvedli, že princip maximality entropie (minimality volné energie)
vyžaduje, aby CV > 0 a κT > 0. Obdobně při existenci daľśıch zobecněných sil (magen-
tické pole atd.) muśı být odpov́ıdaj́ıćı druhé derivace (susceptibility) kladné, aby vý-
sledná rovnovážná termodynamika odpov́ıdala stabilńımu řešeńı!

5.1.1 99a-99f...

5.2 Darwinova - Fowlerova metoda

V minulém paragrafu jsme dokázali matematickou ekvivalenci statistických soubor̊u v
termodynamické limitě pomoćı Gibbsovy metody fluktuaćı. V úloze 5 a cvičeńı 2 jsme
viděli, že např. kanonické rozděleńı energíı lze odvodit z nejpravděpodobněǰśıho rozděleńı
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při určité vedleǰśı podmı́nce (zachováńı celkové energie). Při tomto odvozeńı bylo potřeba
použ́ıt Stirlingovu formuli. V tomto paragrafu ukážeme, že ať klasické či kvantové sta-
tistické rozděleńı (kanonické) lze odvodit zcela obecně tzv. Darwinovou - Fowlero-
vou metoda z nejpravděpodobněǰśıho rozděleńı energíı s vedleǰśımi podmı́nkami, aniž
bychom užili metody Lagrangeových multiplikátor̊u (úloha 5, cvičeńı 2) a Stirlingovy
formule. Toto nové odvozeńı nám v trochu jiném světle objasńı pravděpodobnostńı cha-
rakter rovnovážné statistické mechaniky a význam termodynamické limity, která vede
na tzv. metodu sedlového bodu pro analytické funkce.

Předpokládejme tedy, že máme M ekvivalentńıch, ale rozlǐsitelných soubor̊u, z nichž
každý se může nacházet v nějakém z energetických stav̊u E0, E1, . . . , Ek, . . . . Budeme
vycházet z toho, že E0 = 0 a Ek jsou přirozená č́ısla bez společného dělitele. Toho je
možné dosáhnout jestliže máme konečný systém na vhodné energetické škále. Potom
je naš́ım úkolem naj́ıt nejpravděpodobněǰśı rozděleńı {mk} nezáporných celých č́ısel,
která udávaj́ı četnost obsazeńı energetické hladiny Ek, přičemž máme splnit:

∞
∑

k=0

mk = M, (5.14)

∞
∑

k=0

Ekmk = MU, (5.15)

kde jak M , tak U jsou přirozená č́ısla. Počet realizaćı jednoho rozděleńı je

W{mk} =
M !

m0!m1! . . .
(5.16)

a středńı hodnota

〈mk〉 ≡
∑′

{mi}mkW{mk}
∑′

{mi}W{mk}
,

přičemž
∑′

{mi} označuje odpov́ıdaj́ıćı sumaci přes rozděleńı {mi} s podmı́nkami 5.14 a
5.15. V daľśım kroku zobecńıme W{mk} na

W{mk, gk} =M !
gm0
0

m0!

gm1
1

m1!
. . . (5.17)

tak, abychom dostali vytvořuj́ıćı funkci

Γ(M,U) =M !
∑

{mi}

′

W{mk, gk}. (5.18)

Středńı hodnoty součin̊u proměnných mk potom jsou

〈mi1 . . .mil〉 = gi1
∂

∂gi1
. . . gil

∂

∂gil
Γ(M,U)

∣

∣

∣

∣

gi=1

, (5.19)

o čemž se snadno přesvědč́ıme z 5.17 a 5.18. Co je pro výpočet vytvořuj́ıćı funkce obt́ıžné
jsou omezeńı 5.14 a 5.15. Proto přejdeme k nové funkci

G(M, z) =
∞
∑

U=0

zMUΓ(M,U), (5.20)
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kde přirozeně U je nezáporné celé č́ıslo a z ∈ C.
Jestliže vyjádř́ıme G(M, z) pomoćı sumaćı přes konfigurace, potom

G(M, z) =
∑

m0,m1,...;
∑

mi=M

M !

m0!m1! . . .

[

(g0z
E0)m0(g1z

E1)m1 . . .
]

= (
∞
∑

k=0

gkz
Ek)M .

Omezeńı na celkovou energii je identicky splněno a neomezuje sumace přes obsazovaćı
č́ısla! Označme dále

f(z) =
∞
∑

k=0

gkz
Ek . (5.21)

Z Laurantovy věty komplexńı analýzy dostaneme zpětnou transformaci od G(M, z)
ke Γ(M,U)

Γ(M,U) =
1

2πi

∮

dz
[f(z)]M

zMU+1
=

1

2πi

∮

dzI(z), (5.22)

přičemž integračńı křivka obeṕıná z = 0 a lež́ı v oblasti analyticity integrandu I(z).
Pro z = x ∈ R1 je f(x) monotóně rostoućı a x−MU−1 je monotóně klesaj́ıćı. Proto na
intervalu (0, R) má integrand I(x) minimum. Jestliže uvažujeme I(z), z ∈ C v okoĺı

x0, kde I(x) má minimum, potom zjist́ıme, že I(z) je analytická funkce, tj. dI(z)
dz∗ = 0.

Odtud źıskáme Cauchyho - Riemannovy rovnice (z d2I(z)
dzdz∗ = 0)

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

I(z) = 0 =⇒ ∂2

∂x2
I(x0) > 0

∂2

∂y2
I(x0) < 0, (5.23)

neboť I(x) nabývá v x0 minima! Tud́ıž z = x0 je pro integrand I(z) sedlový bod.
Zavedeme ještě funkci g(z):

I(z) = eMg(z),

tj.
g(z) = ln f(z)− U ln z, (5.24)
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když jsme zanedbali členy úměrné 1/M , neboť nás zaj́ımá pouze termodynamická limita
M →∞. Sedlový bod x0 je řešeńım rovnice

g′(x0) = 0 =⇒
∑

k Ekx
Ek
0

∑

k x
Ek
0

= U. (5.25)

Nav́ıc v limitě M →∞
(

∂2I

∂x2

)

x→x0
=Mg′′(x0) exp{Mg(x0)} →M→∞ ∞,

neboť g(x0) > 0 a g′′(x0) > 0. Vzhledem k analytičnosti funkce g(z) v okoĺı bodu z = x0
ji můžeme rozvinout do mocninné řady g(z) = g(x0) + 1/2(z − x0)2g′′(x0) + . . . .

Vyšš́ı členy můžeme zanedbat, neboť v př́ıpadě M → ∞ funkce g(z) nabývá v x0
nekonečně ostré minimum podél reálné osy. Vytvořuj́ıćı funkce Γ(M,U) potom je

Γ(M,U) = eMg(x0) 1

2πi

∮

dz exp{1
2
Mg′′(x0)(z − x0)2}

= eMg(x0) 1

πi

∮

dy exp{−1

2
Mg′′(x0)(y)

2},

kde jsme zdeformovali integračńı křivku na imaginárńı osu z − x0 = iy. Tzn.

∣

∣

∣

∣

∣

Γ(M,U) =
eMg(x0)

√

2πMg′′(x0)

∣

∣

∣

∣

∣

(5.26)

a 1/M ln Γ(M,U) ≈ g(x0)−1/(2M) ln[2πMg′′(x0)], z čehož vyplývá, že v limitěM →∞
se vytvořuj́ıćı funkcionál exaktně redukuje na g(x0). Plat́ı

g(x0) = ln f(x0)− U lnx0,

g′′(x0) =
f ′′(x0)

f(x0)
− U(U − 1)

x20
.

Jestliže označ́ıme |x0 = e−β| , potom

g(x0) = ln
[∑

k gke
−βEk

]

+ βU,

g′′(x0) = e2β 〈(E − U)2〉 .
(5.27)

Pro středńı hodnotu rozděleńı a jej́ı fluktuace dostaneme (g0 = 1)

〈mk〉
M

=
e−βEk

∑

k e
−βEk

,

〈

m2
k

〉

− 〈mk〉2

M2
=

1

M

〈mk〉
M

{

1− 〈mk〉
M
− 〈mk〉

M

(Ek − U)2

〈(Ek − U)2〉

}

.

Tud́ıž nejpravděpodobněǰśı rozděleńı mk je rovno statistické středńı hodnotě 〈m〉k v
termodynamické limitě M →∞.

Darwinova-Fowlerova metoda odvozeńı nejpravděpodobněǰśı distribuce odvozuje exaktně
kanonické rozděleńı včetně fluktuaćı z metody sedlového bodu v komplexńı rovině bez
použit́ı přiblǐzné Stirlingovy formule ! Darwinova - Fowlerova metoda neńı omezena
na klasickou nebo kvantovou statistiku a plat́ı zcela obecně.
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5.3 Klasická limita partičńı funkce

Dosud jsme odděleně vyšetřovali př́ıpady klasické a kvantové statistické mechaniky. Jak
ale v́ıme, kvantová statistická mechanika je fundamentálńı a klasická z ńı muśı být od-
vozena z principu korespondence. Proto nyńı ukažme, že kvantová statistická mechanika
přecháźı v klasickou (Boltzmannovu) v limitě vysokých teplot. Z d̊uvodu přehlednosti
provedeme toto odvozeńı pouze pro ideálńı plyn. Zobecněńı na interaguj́ıćı částice lze
naj́ıt v knize K. Huanga.

Operátor hamiltoniánu pro ideálńı (homogenńı) plyn má tvar

Ĥ(~q1, . . . , ~qN ) =
h̄2

2m

N
∑

i=1

~∇2
iψ(~q1, . . . , ~qN ).

Partičńı suma kvantového ideálńıho plynu je

Z(N,T, V ) =
∑

n

〈

φn

∣

∣

∣e−β

H
∣

∣

∣φn

〉

, (5.28)

kde sumujeme přes všechny kvantové stavy |φn〉 "Slater̊uv determinant" daného kvan-
tového stavu n. Jestliže je plyn uzavřen v konečném objemu V = L3, potom hybnosti
~pi mohou nabývat pouze diskrétńı hodnoty ~pi =

2πh̄
L ~n, kde ~n je vektor s celoč́ıselnými

souřadnicemi. Hamiltonián Ĥ diagonalizujeme pomoćı Slaterova determinantu složeného
z jednočásticových funkćı

ϕ~p(~q) =
1√
V

exp

{

i

h̄
~p · ~q

}

, (5.29)

tzn.

〈ΓN |φp〉 =
1√
N !

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ϕ~p1(~r1) . . . ϕ~p1(~rN )
...

. . .
...

ϕ~pN (~r1) . . . ϕ~pN (~rN )

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (5.30)

přičemž Ĥ|φp〉 =
(

1/(2m)
∑N

i=1 ~p
2
i

)

|φp〉.
Partičńı funkci Z(N,T, V ) z 5.28 vypočteme pomoćı funkćı 5.30 v termodynamické

limitě N →∞, tj. V →∞ plat́ı

∑

~p

−→ V

h̄3

∫

d3p
∑

{~p1,...,~pN}

−→ 1

N !

[

V

h̄3

∫

d3p

]N

,

kde 2πh̄ = h. Tedy

Tr e−β

H =

V N

N !h3N

∫

d3Np d3Nq|φp(q)|2e−β

Hp. (5.31)

Na souřadnićıch q záviśı pouze norma Slaterových determinant̊u

|φp(q)|2 =
1

N !

∑

P

(±1)P ′ϕ∗~p1(~q1)ϕP~p1 (~q1) . . . ϕ
∗
~pN

(~qN )ϕP~pN (~qN ).

kde P a P ′ jsou permutace souřadnic částic. Dosad́ıme vyjádřeńı 5.29 a dostaneme

|φp(q)|2 =
1

V NN !

∑

P

(±1)P exp

{

i

h̄
~p1(~q1 − P~q1) + · · ·+

i

h̄
~pN (~qN − P~qN )

}

.
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Dosad́ıme toto vyjádřeńı do 5.31 a dostaneme

Tr e−β

H =

1

N !h̄3N

∑

P

(±1)P
∫

d3Nq

[

d3 pe−β
~p2

2m e
i
h̄
~p·(~q−P~q)

]N

=
1

N !h̄3N

∑

P

(±1)P
∫

d3Nq d3Np e−β
(~p21+···+~p

2
n)

2m





∫

d3p e−β
~p2

2m e
i
h̄
~p·(~q−P~q)

∫

d3p e−β
~p2

2m





N

(5.32)

=
1

N !h̄3N

∫

dNq dNp exp

{

− β

2m

N
∑

i=1

p2i

}

∑

P

(±1)|P |f(~q1 − P~q1) . . . f(~qN − P~qN ).

Přičemž funkce f(~q) je definována:

f(~q) = e−π
q2

λ2 , λ =

√

2πh̄2

mkBT
. (5.33)

Konstanta λ je de Broglieova teplotńı vlnová délka, která vznikne integraćı v po-
sledńım řádku v 5.32. Jelikož nyńı T →∞, potom λ→ 0 a f(~q) ∼ 1 pro ~q = 0 a f(~q) = 0
pro |q| � λ, tj. ~q 6= 0. Tzn. z úplné sumy přež́ıvá v klasické limitě pouze "diagonálńı"
element P~qi = ~qi a partičńı suma je

Tr e−β

H ∼T→∞

1

N !h̄3N

∫

d3Nq d3Np e−β
∑N
i=1

p2i
2m , (5.34)

což je dř́ıve odvozený vztah pro partičńı funkci klasického ideálńıho plynu.
Na závěr ještě urč́ıme prvńı kvantovou korekci ke klasické partičńı sumě. Tj. jestliže

~qi − ~qj � λ, ale λ je konečné, potom z úplné sumy do kvantové partičńı sumy z̊ustanou
prvńı dva členy

1±
∑

Kj

f2ij ≈
∏

Kj

(1± f2ij) = exp{−β
∑

Kj

ṽij}, (5.35)

kde ṽij je efektivńı dvoučásticová interakce

ṽij ≡ −kBT ln(1± f2ij) = −kBT ln

[

1± e
2π|~qi−~qj |

2

λ2

]

. (5.36)
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Tzn. prvńı kvantová korekce ke klasické partičńı sumě má za efekt vznik efektivńı
dvoučásticové interakce a je tedy ekvivalentńı klasické teorii s dvoučásticovou interakćı.
Tato je přitažlivá pro bosony a odpudivá pro fermiony. Kvantová dynamika vede na
efektivńı klasickou interakci.



Kapitola 6

Boseho-Einstein̊uv plyn

6.1 Chemický potenciál a Boseho-Einsteinova kondenzace

V kapitole 4, vztahy 4.48 a 4.49 jsme formálně zapsali stavovou rovnici ideálńıch kvan-
tových plyn̊u. Nyńı v této a následuj́ıćı kapitole se budeme věnovat d̊usledk̊um těchto
rovnic v konkrétńıch př́ıpadech. Nejdř́ıve se budeme zabývat Boseho plynem hmotných
nerelativistických částic. Energie částic je dána kinetickou energíı, tj.

εp =
p2

2m
, (6.1)

přičemž sumace přes možné stavy je sumace přes možné hybnosti pro plyn uzavřený v
objemu V = L3. V termodynamické limitě nahrad́ıme sumaci integraćı

∑

p

→ V

h3

∫ ∞

0
dp (4πp2), (6.2)

neboť energie nezáviśı na směru hybnosti. Plat́ı

V

h3

∫ ∞

0
dp (4πp2)e−βp

2/2m = V

(

mkBT

2πh̄2

) 3
2

.

De Broglieova vlnová délka je λ = ( 2πh̄2

mkBT
)1/2. Grandkanonický potenciál ideálńıho

Boseho plynu je

Ω(+) =
4π

h3
kBTV

∫ ∞

0
dp p2 ln

(

1− ze−βp2/2m
)

, (6.3)

z = eβµ. Objemová hustota částic potom je

n =
4π

h3

∫ ∞

0
dp p2

1

eβ(p2/2m−µ) − 1
. (6.4)

Z rovnice 6.4 urč́ıme chemický potenciál µ jako funkci hustoty částic n. Z d̊uvod̊u kon-
zistence muśı být chemický potenciál záporný. Jak v́ıme z Gibbsovy-Duhemovy relace
(3.71), chemický potenciál odpov́ıdá energii jedné částice při daném tlaku a teplotě.
Jestliže je chemický potenciál záporný, pak jeho absolutńı hodnota udává energii, kte-
rou je třeba systému dodat, abychom při daném tlaku a teplotě počet částic zvýšili o

55
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jednu. Jestliže je chemický potenciál roven nule, potom se počet částic v systému ne-
muśı zachovávat, neboť bez ztráty energie mohou částice přecházet z lázně do systému
a naopak. Toto je situace typická pro "nehmotné" bosony, fotony a fonony.

V př́ıpadě hmotných částic urč́ıme µ z 6.4. Z 6.4 je zřejmé, že v limitě ńızkých teplot
β → ∞ muśı µ → 0, abychom rovnici 6.4 mohli splnit. Muśı dokonce platit β|µ| � 1,
tzn., že počet částic v základńım stavu ε = 0 je

n0 ≈
1

β|µ|
≈ γN � 1. (6.5)

Tzn. při ńızkých teplotách bude základńı stav makroskopicky obsazen, přestože jeho
"mı́ra" v partičńı sumě 6.3 je nula. V př́ıpadě ńızkých teplot je tedy třeba výrazy 6.3 a
6.4 korigovat tak, že základńımu stavu přiṕı̌seme makroskopickou váhu. Budeme psát

Ω(+) =
4π

h3
kBTV

∫ ∞

0
dp p2 ln

(

1− ze−βp2/2m
)

+ kBT ln (1− z) ,

(6.6)

n =
4π

h3
kBTV

∫ ∞

0
dp p2

1

eβ(p2/2m−µ) − 1
+

1

V

z

1− z
.

Při ńızkých teplotách přecháźı stále v́ıce váhy na dodatečný př́ıspěvek ze základńıho
stavu, kam "zkondenzuj́ı" všechny částice při teplotě absolutńı nuly, β =∞.

Z rovnice 6.6 můžeme nyńı odvodit stavovou rovnici ideálńıho Boseho plynu. K tomu
účelu rozvineme logaritmus do mocninné řady a integrujeme člen po členu. Označ́ıme

ještě x = h̄k
√

β
2m , p = h̄k a použijeme Gibbsovu-Duhemovu relaci 3.70

p

kBT
= − 4√

π

1

λ3

∫ ∞

0
dxx2 ln

(

1− ze−x2
)

− 1

V
ln (1− z)

=
4√
π

1

λ3

∫ ∞

0
dxx2

∞
∑

n=1

zn

n
e−nx

2 − 1

V
ln (1− z)

=
4√
π

1

λ3

∞
∑

n=1

zn

n

(

− ∂

∂n

)∫ ∞

0
dx e−nx

2 − 1

V
ln (1− z)

=
1

λ3

∞
∑

n=1

zn

n5/2
− 1

V
ln (1− z) = 1

λ3
g5/2(z)−

1

V
ln (1− z)

Tzn. stavová rovnice ideálńıho Boseho plynu má tvar

p

kBT
=

1

λ3
g5/2(z)−

1

V
ln (1− z) ,

(6.7)

n = z
∂

∂z

[

1

λ3
g5/2(z)−

1

V
ln (1− z)

]

=
1

λ3
g3/2(z) +

1

V

z

1− z
.

Funkce g(z) je tabelovaná funkce se známým chováńım v komplexńı rovině. Nyńı si
speciálně všimneme druhé rovnice v 6.7. Proměnná z = eβµ ∈ 〈0, 1〉, aby hustota částic

z̊ustala pozitivńı. Dále λ =
√

2πh̄2

mkBT
→∞ pro T → 0. Funkce g3/2(z) je však na intervalu
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〈0, 1〉 omezená, přičemž

g3/2(z) ∼
z∼0

z +
z2

23/2
+ . . .

g3/2(1) =
∞
∑

n=1

n−3/2 = ζ(3/2) ≈ 2.612 . . .

kde ζ(z) je Riemannova ζ-funkce. Tud́ıž graficky lze g3/2(x) schématicky znázornit

Třebaže g3/2(1) je konečné č́ıslo, de-
rivace g3/2 v krajńım bodě x = 1
diverguje.

V daľśım kroku označ́ıme N0 =
z

1−z bude počet částic, které se nacházej́ı v základńım
stavu. Potom lze psát

λ3
N0

V
= λ3

N

V
− g3/2(z). (6.8)

Odtud vid́ıme, že počet částic v základńım stavu bude nenulový, jestliže λ3NV >
max g3/2(z) = g3/2(1). Jelikož g3/2(1) je konečné č́ıslo, tento př́ıpad nastane při konečné
teplotě. Tato teplota je definována

kBTc =
2πh̄2

m(vg3/2(1))2/3
, (6.9)

kde v = V
N = 1

n . Tato teplota se nazývá Boseho-Einsteinovou a proces makroskopické
kondenzace částic do základńıho stavu se nazývá Boseho-Einsteinova kondenzace.
Tato kondenzace je prvńım př́ıpadem fázového přechodu, se kterým se ve statistické
fyzice setkáváme. Tento přechod je indukován kvantovými fluktuacemi a realizuje se
i pro ideálńı, neinteraguj́ıćı plyny. V následuj́ıćım rozebereme vlastnosti Boseho plynu
pod kritickou teplotou. Z podmı́nky 6.9 na kritickou teplotu dostaneme podmı́nku na
kritický objem

vc =
λ3

g3/2(1)
, (6.10)

která nám ř́ıká, že částice Boseho plynu začnou kondenzovat, když tepelná vlnová délka
dosáhne řádově velikosti středńı vzdálenosti mezi částicemi (d ∼ v1/3). V kritické teplotě
docháźı ke zlomu v teplotńı závislosti chemického potenciálu

µ =

{

řešeńı rovnice λ
3

v = g3/2(e
βµ)

0
, (6.11)
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což lze graficky znázornit

V oblasti pod kritickou teplotou přestává chemický potenciál hrát roli. Jeho roli
prakticky přeb́ırá počet částic kondenzovaných v základńım stavu. V bĺızkosti kritické
teploty se tento "parametr uspořádáńı" chová

N0

N
≈ 1−

(

T

Tc

)3/2

= 1− v

vc
(6.12)

Opět grafické znázorněńı vývoje parametru N0 je

Jelikož chemický potenciál a tedy i
proměnná z jsou bezvýznamné pro
T < Tc, potom je třeba i nově de-
finovat stavovou rovnici pro Boseho
ideálńı plyn. Plat́ı

p

kBT
=

{

1
λ3
g5/2(z) T > Tc(v > vc)

1
λ3
g5/2(1) T < Tc(v < vc)

, (6.13)

přičemž g5/2(1) = ζ(5/2) ' 1.342 . . . . Ze stavové rovnice 6.13 vid́ıme, že tlak plynu
nezáviśı na objemu pro T < Tc(v < vc).

Typické izotermy Boseho plynu maj́ı tvar

kde jsme kritické hodnoty tlaku
určili z kritického objemu přes te-
pelnou délku λ.

Oblast konstantńıho tlaku můžeme interpretovat stejně jako v př́ıpadě přechodu
kapalina → pára, tj. že systém se nacháźı ve smı́̌seném stavu s fáźı B (plyn) a fáźı A
(kapalina) s jednotkovými objemy vc a 0. Změna objemu mezi kapalinou a plynem je s
v = vc a latentńı teplo z Clapeyronovy rovnice

dPc
dT

=
5

2

kBg5/2(1)

λ3
=

1

Tvc

[5

2
kBT

g5/2(1)

g3/2(1)

]

=
l

T vc

je

l =
g5/2(1)

g3/2(1)

5

2
kBT. (6.14)
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Vnitřńı energie bosonového plynu je

U =
∂

∂β
(βΩ(z, T, V ))

∣

∣

z,V
= − ∂

∂β

[

V
(2πh̄2

m
β
)−3/2

g5/2(z)
]

=
3

2
V
kBT

λ3
g5/2(z) =

3

2
pV.

Toto je tzv. kalorimetrická stavová rovnice.
Kompresibilita

κT = − 1

V

(

∂V

∂p

)

T,N

=
1

n2

(

∂n

∂µ

)

T

.

Ze stavové rovnice 6.13 můžeme spoč́ıtat daľśı termodynamické veličiny. Zaj́ımavé
jsou hlavně měrné teplo a kompresibilita.

cV
NkB

=

{

15
4

v
λ3
g5/2(z)− 9

4

g3/2(z)

g1/2(z)
15
4

v
λ3
g5/2(1)

, (6.15)

κT =







v
g1/2(z)

g3/2(z)

v
g1/2(1)

g3/2(1)
=∞

, (6.16)

Graficky lze tyto funkce znázornit

Tzn. že v kritickém bodě Bose-Einsteinovy kondenzace izotermická kompresibilita
diverguje a měrné teplo vykazuje ostrý peak v Tc. Na závěr je dobré ještě připomenout,
že Boseho-Einsteinova kondenzace je atributem pouze hmotných částic, jejichž počet se
zachovává. Nehmotné bosony jako fonony a fotony se chovaj́ı jinak.

6.2 Fonony v pevné látce

Jak v́ıme jsou atomy v pevné látce pravidelně rozmı́stěny v některé z tzv. Bravaicových
mř́ı̌zek, přičemž d́ıky interakci s okoĺı tyto atomy osciluj́ı kolem svých rovnovážných
poloh. Ukazuje se, že dobrým popisem těchto oscilaćı je tzv. harmonická aproxi-
mace, která popisuje okamžité výchylky atomů jako harmonické oscilátory. Jestliže
~ui = ~Xi(t) − ~Ri je okamžitá výchylka souřadnice i-tého atomu z rovnovážné polohy
~Ri, potom

H =
1

2
M
∑

i,α

u2iα(t) +
∑

i,α

ϕiαUiα −
1

2

∑

i,j

ϕαβij uiαujβ +O(???). (6.17)
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Přejdeme-li ještě od souřadnic mř́ıžkových bod̊u ~Ri k Brillouinovým impuls̊um ~q
pomoćı Fourierovy transformace a v následném kroku provedeme transformaci k tzv.
normálńım mód̊um, dostaneme diagonálńı reprezentaci hamiltoniánu harmonické apro-
ximace

H =
1

2
M
∑

~q,r

[

Q̇∗r(~q, t)Q̇r(~q, t) + ω2
r (~q)Q

∗
r(~q, t)Qr(~q, t)

]

. (6.18)

Vnitřńı indexy r označuj́ı jednotlivé oscilačńı módy. Tyto módy jsou dány jednak
směrem oscilace, ale taky počtem osciluj́ıćıch atomů v elementárńı cele; tj. v nejmenš́ı
oblasti mř́ıžky, která se periodicky opakuje. U fonon̊u rozlǐsujeme dva typy frekvenčńı
závislosti, disperzńı relace ωr(~q), tj. závislost charakteristické frekvence na hybnosti.
Jednak jsou to akustické fonony, které jsou charakterizovány ωr(~q) ∼ α~q pro |~q| → 0.
Optické fonony maj́ı nenulovou frekvenci pro ~q = 0. Jestliže je v elementárńı cele p-
atomů, potom z 3p nezávislých mód̊u vždy jsou vždy 3 akustické a 3(p − 1) optické
fonony.

Fonony jsou kvantové stavy harmonického oscilátoru s charakteristickou frekvenćı
a disperzńı relaćı ωr(~q). Proto je výhodné v reprezentaci hamiltoniánu 6.18 přej́ıt ke
kreačńım a anihilačńım operátor̊um. Definujme

̂Qr(~q) =
√

h̄
2Mωr(~q)

(b~qr + b+~qr),

̂Pr(~q) = −i
√

1
2Mh̄ωr(~q)(b~qr − b+~qr),

(6.19)

přičemž

̂H =
∑

~q,r

h̄ωr(~q)(b
+
~qrb~qr +

1

2
). (6.20)

Termodynamika atomových oscilátor̊u v pevné látce je tedy popsána fononovým
plynem, tj. plynem boson̊u s nulovou klidovou hmotou, tj. µ = 0, a velký kanonický
potenciál takového plynu je

Ω(T, V ) = kBT
∑

~q,r

ln(1− e−βh̄ωr(~q))). (6.21)

Jelikož pouze energie jsou významné pro 6.21, lze od sumace přes ~q přej́ıt na sumaci
(integraci) přes energii. Z kapitoly 3 v́ıme, že toto lze provést pomoćı invariantńı mı́ry
na energetické nadploše, tedy

Ω(Π, V ) = kBT
∑

r

∫

dEDr(E) ln
(

1− e−βE
)

,

kde Dr(E) = V
(2π)3

∫

E=konst
dSE
|5(r)

q E|
je hustota stav̊u a 5(r)

~q E = h̄~vg je grupová rychlost

š́ı̌reńı vln v pevné látce. Tzn. hustota stav̊u D(E) je rozhoduj́ıćı pro termodynamiku
atomových oscilaćı. K źıskáńı konkrétńıch výsledk̊u je třeba tuto funkci specifikovat.

Debye vycházel ve své představě z ńızkoteplotńı limity a předpokládal existenci pouze
akustických fonon̊u s izotropńı grupovou rychlost́ı pro každý mód. Tzn.

h̄ωr(~q) = h̄v(r)g |~q|. (6.22)

V takovém př́ıpadě je hustota stav̊u dána vztahem

Dr(E) =
V

(2π)3
4π

h̄v
(r)
g

q(E)2 =
V

2π2
E2

(h̄v
(r)
g )3

. (6.23)
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Nyńı máme 2 transverzálńı módy a 1 longitudálńı. Označ́ıme

3

v3
=

2

v3t
+

1

v3l
.

Pak již snadno źıskáme vztah pro celkový počet atomů v pevné látce

3N =

∫ h̄ωD

0
(Dl(E) + 2Dt(E))dE =

V

2π2h̄3v3
(h̄ωD)

3, (6.24)

odkud dostaneme vyjádřeńı pro tzv. Debyeovu frekvenci

ωD = (6π2v3
N

V
)1/3, (6.25)

která je charakteristikou pevných látek, která souviśı s grupovou rychlost́ı zvuku v pevné
látce. Pro Debye̊uv model můžeme psát:

D(E) =

{

9N
h̄3ω3D

E2 pro 0 ≤ E ≤ h̄ωD
0 jinak

. (6.26)

Velký kanonický potenciál pro Debye̊uv model potom je

Ω(T, V ) =
9N

(h̄)3
kBT

∫ h̄ωD

0
dE E2 ln(1− e−βE). (6.27)

Při výpočtu termodynamických veličin v Debyeově modelu vystupuj́ı následuj́ıćı in-
tegrály

D(y) =
y
∫

0

dx x3

ex−1 , J(y) =
y
∫

0

dxx2 ln(1− e−x),
∞
∫

0

dx x3

(ex−1) =
π4

15 ,

∞
∫

0

dx xα−1

ex−1 = Γ(α)ζ(α),

ζ(2) = π2

6 , ζ(4) = π4

90 , ζ(6) = π6

945 .

(6.28)

Velký kanonický potenciál potom lze zapsat

Ω(T, V ) =
9N

(h̄ωD)3
(kBT )

4J
(TD
T

)

, (6.29)

kde TD = h̄ωD/kB je Debyeova teplota. Daľśı veličiny lze zapsat

S(T, V ) = −9NkB
(h̄ω)3

(kBT )
3
[

J(
TD
T

)−D(
TD
T

)
]

,

CV (T, V ) = 9NkB(
T

TD
)3
∫ TD/T

0
dx

x4ex

(ex − 1)2
, (6.30)

U = Ω+ TS =
qN

(h̄ωD)3
(kBT )

4D(
TD
T

).

Z 6.30 dostáváme v limitě ńızkých teplot Debye̊uv zákon

CV =
12π4

5
NkB

(

T

TD

)3

, (6.31)
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který ř́ıká, že fononový př́ıspěvek do měrného tepla pevných látek v ńızkých teplotách
je úměrný T 3, což je podstatná odchylka od klasického Petitova-Dulongova zákona
platného pro T � TD. Tehdy totiž plat́ı

CV ≈ 3NkB
[

1− 1

20

(

TD
T

)2

+ . . .
]

. (6.32)

6.3 Fotonový plyn a zářeńı černého tělesa

Fotony jsou stejně jako fonony kvanta vlnového pole, tj. nehmotné bosony se spinem
s = 1. Fotony se ř́ıd́ı lineárńım disperzńım zákonem s grupovou rychlost́ı rovnaj́ıćı se
rychlosti světla. Tj.

E(~k) = h̄c|~k|. (6.33)

Jestliže je elektromagnetické pole ideálně uzavřeno v konečném, nezář́ıćım objemu
(černé těleso), potom jednotlivé stavy jsou popsány systémem harmonických oscilátor̊u.
Velký kanonický potenciál fotonového plynu je stejně jako u fonon̊u determinován od-
pov́ıdaj́ıćı hustotou stav̊u. My již v́ıme z kapitoly 3 (viz 3.41), že

D(E) =

{

V
h̄2(h̄c)3

E2 E ≥ 0

0 E < 0
. (6.34)

Tzn. lǐśı se pouze faktorem 2 za počet transverzálńıch mód̊u od fononového výrazu
6.23. Nav́ıc nemáme zde omezeńı na Debyeovu frekvenci. Velký kanonický potenciál má
explicitńı vyjádřeńı,

Ω(T, V ) = 2kBT
∑

~k

ln(1− e−βh̄ck) =

V

π2
kBT (βh̄c)

−3
∞
∫

0

dxx2 ln(1− e−x) = V

π2(h̄c)3
(kBT )

4J(∞). (6.35)

Integrál J(∞) se dá ještě spoč́ıtat pomoćı integrace per partes explicitně,

J(∞) = −π4

45 . Máme tedy explicitně

Ω(T, V ) = − π2V

45(h̄c)3
(kBT )

4. (6.36)

Pro tlak fotonového plynu z 6.36 dostaneme

p =
1

3
αT 4, α =

π2k4B
15(h̄c)3

≈ 7.578
J

m3K4
, (6.37)

kde α je Stefanova-Boltzmannova konstanta. Středńı počet foton̊u v černém tělese je

N =

∞
∫

−∞

dED(E)b(E) =

∞
∫

−∞

dED(E)(eβE − 1)−1 =

=
V

π2(h̄c)3

∞
∫

−∞

dE
E2

eβE − 1
=

V

π2(βh̄c)3

∞
∫

−∞

dx
x2

ex − 1
. (6.38)
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Posledńı integrál lze provést explicitně s použit́ım Riemannovy ζ-funkce

N =
2V

π2

(

kBT

h̄c

)3

ζ(3), (6.39)

kde ζ(3) ∼ 1, 202.
Analogicky můžeme spoč́ıtat entropii a vnitřńı energii fotonového plynu

S(T, V ) = −
(

∂Ω
∂T

)

= 4
3αV T

3,

U(T, V ) =
∞
∫

−∞
dED(E)E b(E) = αV T 4.

(6.40)

Stejně jako tlak, tak i hustota energie

ε(T ) =
U(T, V )

V
= αT 4 (6.41)

záviśı pouze na teplotě. Vztah 6.41 nazýváme Stefan̊uv-Boltzmann̊uv zákon. Pro fo-
tonový (ultrarelativistický) plyn plat́ı vztah mezi tlakem a energíı

p(T ) =
1

3
ε(T ). (6.42)

Jestliže ještě za energii E dosad́ıme frekvenci ze vztahu E = h̄ω, dostaneme Planc-
kovu formuli pro spektrum zářeńı absolutně černého tělesa

U = V

∞
∫

0

ε(ω, T )dω, (6.43)

kde

ε(ω, T ) =
h̄ω3

π2c3
1

eβh̄ω − 1
. (6.44)

Z této formule plynou limitńı Rayleigh̊uv-Jeans̊uv (h̄ω � kBT ) i Wien̊uv zákon
(h̄ω � kBT ).



Kapitola 7

Fermiho-Dirac̊uv plyn

7.1 Stavová rovnice ideálńıho plynu

Podobně jako v př́ıpadě ideálńıho Boseho plynu i zde budeme vycházet z formálńı stavové
rovnice 4.49 a 4.50. Pro homogenńı systém přejdeme od sumace k integrálu přes hybnosti
a dostaneme následuj́ıćı rovnice

Ω(−) = −4π

h3
kBTV

∞
∫

0

dp p2 ln(1 + ze−
βp2

2m ) (7.1)

a

n =
4π

h3

∞
∫

0

dp p2
1

z−1e−
βp2

2m + 1
. (7.2)

Na rozd́ıl od boson̊u, chemický potenciál µ, z = eβµ může nabývat libovolné hodnoty

z reálné osy. V rovnićıch 7.1 a 7.2 přejdeme k bezrozměrným proměnným x = p
√

β
2m a

dostaneme

− pV

kBT
=

Ω(−)

kBT
= − 4V

λ3
√
π

∞
∫

0

dxx2 ln(1 + ze−x
2
), (7.3)

n =
1√
πλ3

∞
∫

0

dxx2
1

z−1ex2 + 1
. (7.4)

Obě pravé strany rozvineme do Taylorovy řady v mocninách z. Potom

∞
∫

0

dxx2 ln(1 + ze−x
2
) =

∞
∑

n=1

(−1)n+1 z
n

n

∞
∫

0

dxx2e−nx
2
=

∞
∑

n=1

(−1)n+1 z
n

n

(

− ∂

∂n

) ∞
∫

0

dx e−nx
2
=

√
π

4
=
∞
∑

n=1

(−1)n+1 zn

n5/2
≡
√
π

4
f5/2(z).

Stejně tak jako funkce gn(z) z bosonového plynu, tak i funkce fn(z) je funkce se
známým analytickým chováńım v komplexńı rovině. Analogicky pro hustotu částic do-
staneme

n = z
∂

∂z
lnΩ(−) =

1

λ3
f3/2(z).

64
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Stavová rovnice ideálńıho Fermiho plynu má tedy tvar

p

kBT
=

1

λ3
f5/2(z), (7.5)

n =
1

λ3
f3/2(z), (7.6)

přičemž λ =
√

2πh̄2/mkBT , z = eµ/kBT . K rovnićım 7.6 je třeba poznamenat, že
plat́ı pouze pro bezspinové částice, tj. pro částice, které kromě hybnosti nemaj́ı žádné
jiné stupně volnosti. Jelikož d́ıky větě o spinu a statistice v́ıme, že fermiony muśı mı́t
poloč́ıselný spin, tj. nenulový, je třeba rovnice 7.6 modifikovat v̊uči spinové proměnné.
Počet stav̊u s danou velikost́ı spinu s je 2s+ 1. Tzn. obecně plat́ı

p

kBT
=

2s+ 1

λ3
f5/2(z), (7.7)

n =
2s+ 1

λ3
f3/2(z). (7.8)

Z této teplotńı stavové rovnice můžeme odvodit ještě kalorimetrickou stavovou rov-
nici udávaj́ıćı vztah mezi tlakem a vnitřńı energíı

U =
∂

∂β
(βΩ(−)(z, T, V ))

∣

∣

∣

∣

z,V

, (7.9)

odkud dostaneme

U =
3

2
kBTV

2s+ 1

λ3
f5/2(z) =

3

2
pV. (7.10)

V př́ıpadě Fermiho plynu, pro který plat́ı Pauliho vylučovaćı princip, nemůže nastat
Boseho-Einsteinova kondenzace. Při ńızkých teplotách bude chemický potenciál kladný,
tj. bude ležet nade dnem energetického spektra. V př́ıpadě nulové teploty hraje pak che-
mický potenciál význanou roli, totiž určuje tzv. Fermiho energii vymezuj́ıćı obsazené
energetické stavy.

Hodnota Fermiho energie je dána počtem fermion̊u v systému. K určeńı velikosti
Fermiho energie muśıme nejdř́ıve naj́ıt asymptotiku funkce f3/2(z) v limitě z → ∞. K
tomu účelu použijeme vyjádřeńı 7.2, odkud dostaneme v limitě β →∞

n = g
4π

h3

pF
∫

0

dp p2 = g
4π

3h3
p3F ⇒ pF = h̄

(

6π2n

g

)1/3

,

kde pF je Fermiho hybnost. Fermiho energie je

εF =
1

2m
p2F =

h̄2

2m

(

6π2n

g

)2/3

, (7.11)

kde jsme označili g = 2s+ 1. Tzn. že při nulové teplotě jsou všechny energetické stavy
obsazeny fermiony až do Fermiho energie 7.11.

Řádový odhad Fermiho energie elektron̊u

h̄
.
= 1, 05 · 10−34Js

me = 9, 11 · 10−31kg
g = 2

εF ∝ 10−37n2/3(J) ∝ 10−18n2/3(eV)

pro plyn n ∼ 1023 εF ∼ 10−2 eV

pro kovy m ∼ (10− 100)me εF ∼ 1 eV
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7.2 Teorie elektron̊u v kovech a Sommerfeld̊uv rozvoj

Vlastnosti pevných látek jsou určovány nejen ionty a jejich dynamikou, ale hlavně dyna-
mikou elektronového plynu vytvořeného z valenčńıch elektron̊u. Např. jak elektrická, tak
i tepelná vodivost, magnetismus jsou odrazem elektronových vlastnost́ı pevných látek.
Jestliže jsou elektrony v pevné látce dostatečně zředěny, ne ∼ 1017 ∼ 1014 cm−3, potom
je lze považovat d́ıky st́ıněńı za téměř volné. Jelikož nás zaj́ımaj́ı hlavně ńızkoteplotńı
vlastnosti pevných látek, elektronový plyn je vysoce degenerován, tj. z � 1. V tomto
př́ıpadě je plyn podstatně ovlivněn Pauliho vylučovaćım principem zp̊usobuj́ıćım od-
chylky od klasické teorie plyn̊u. V tomto paragrafu budeme cht́ıt odhadnout chováńı
degenerovaného Fermiho plynu, které je charakterizováno chováńım funkćı v bĺızkosti
Fermiho energie. Prakticky nás budou zaj́ımat pouze integrály a funkce závisej́ıćı na
energii, tj.

Ig(T ) =

∞
∫

−∞

dE ν(E)g(E)f(E), (7.12)

kde ν(E) je hustota energetických stav̊u, f(E) = (z−1eβE + 1)−1 je Fermiho funkce
a g(E) je některá fyzikálńı funkce. K výpočt̊um integrál̊u typu 7.12 potřebujeme ještě
určit hustotu stav̊u ν(E). Pro volné elektrony máme

ν(E) =
gV

(2π)3
d

dE

[4π

3

(

2mE

h̄2

)3/2]

, (7.13)

odkud

ν(E) =







gV
4π2

(

2m
h̄2

)3/2

E1/2 pro E > 0

0 v ostatńıch př́ıpadech

. (7.14)

Je třeba si ale uvědomit, že obecně 7.14 pro hustotu stav̊u elektron̊u v pevných
látkách neplat́ı, hlavně d́ıky periodické krystalové mř́ı̌zi. V př́ıpadě kov̊u, kdy ν(EF ) >
0, ovšem lze 7.14 považovat za relativně dobré přibĺıžeńı pro malé energie E, tj. pro malé
hodnoty Fermiho energie EF . V daľśım budeme předpokládat, že ν(EF )g(EF ) 6= 0.
Naš́ım ćılem je źıskat rozvoj integrálu Ig(T ) v teplotě pro T → 0, neboli tzv. Sommer-
feld̊uv rozvoj.

Označ́ıme součin G(E) = ν(E)g(E) a budeme dále předpokládat

1. G(E)→ 0 pro E → −∞,

2. G(E) ∼ Eα pro E →∞,

3. G(E) je hladká funkce v okoĺı Fermiho energie.

Označ́ıme Γ(E) =
∫ E
−∞ dxG(x), což nám umožńı zapsat integrál 7.12 ve tvaru

Ig(T ) = Γ(E)f(E)
∣

∣

∞
−∞ −

∞
∫

−∞

dE Γ(E)
∂f(E)

∂E
. (7.15)
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Dı́ky podmı́nkám 1) a 2) je vyintegrovaná část nula. Jelikož nyńı derivace Fermiho
funkce v ńızkých teplotách je koncentrována kolem Fermiho energie, rozvineme Γ(E)do
Taylorovy řady v bodě E = EF = µ.

Γ(E) = Γ(µ) +
∞
∑

n=1

(E − µ)n

n!

dn

dEn
Γ(E)

∣

∣

∣

∣

E=µ

. (7.16)

Jelikož
∂f

∂E
= −β eβ(E−µ)

[eβ(E−µ) + 1]2
=

−β
4 cosh2(12β(E − µ))

je sudá funkce proměnné (E − µ), potom z rozvoje 7.16 mohou přisṕıvat pouze sudé
členy. Můžeme tedy psát

Ig(T ) = I(0)g (T, µ) + β

∞
∑

n=1

1

(2n)!

(

d2n−1

dE2n−1G(E)

)

E=µ

I(2n)g (T, µ), (7.17)

kde

I(2n)g (T, µ) =

∞
∫

−∞

dE (E − µ)2n eβ(E−µ)
[

eβ(E−µ) + 1
]2 = β−2n−1

∞
∫

−∞

dxx2n
ex

(ex + 1)2
=

−2
β2n+1

(

∂

∂α

∞
∫

0

dx
x2n−1

eαx + 1

)

α=1

=
−2
β2n+1

(

∂

∂α
α−2n

∞
∫

0

dy
y2n−1

ey + 1

)

α=1

=
4n

β2n+1

∞
∫

0

dy
y2n−1

ey + 1
.

Dále ještě využijeme integrálńı reprezentace Riemannovy ζ-funkce

ζ(n) =
∞
∑

p=1

1

pn
=

1

(1− 21−n)Γ(n)

∞
∫

0

dy
yn−1

ey + 1
, (7.18)

tzn. pro n ≥ 1 dostaneme

I2ng (T, µ) = 2(1− 21−2n)β−(2n+1)(2n)!ζ(2n). (7.19)

Př́ıspěvek do n = 0 spočteme př́ımo

I(0)g (T, µ) = −Γ(µ)
∞
∫

−∞

dE
∂f

∂E
= Γ(µ) =

µ
∫

−∞

dxG(x). (7.20)

Po dosazeńı těchto výraz̊u do integrálu Ig(T ) dostaneme

Ig(T ) =

µ
∫

−∞

dE ν(E)g(E)+
∞
∑

n=1

(1−21−2n)ζ(2n)(kBT )2n
[ d2n−1

dE2n−1 ν(E)g(E)
]

E=µ
, (7.21)

což je Sommerfeld̊uv rozvoj v nejobecněǰśım tvaru. Význam Sommerfeldova rozvoje
spoč́ıvá v aproximaćıch, kdy např. pro g(E) = 1 lze psát

dn

dEn
ν(E)g(E)

∣

∣

E=µ
∼ g(µ)

µn
ν(µ)
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a potom při výpočtu limitńıch výraz̊u pro termodynamické veličiny při T → 0. Prakticky
nás bude zaj́ımat prvńıch pár člen̊u rozvoje

∞
∫

−∞

dEG(E)f(E) =

µ
∫

−∞

dEG(E) +
π2

6
(kBT )

2G′(µ) +
7π4

360
(kBT )

4G′′′(µ) . . . (7.22)

Nejdř́ıve najdeme závislost chemického potenciálu na teplotě.

V n =

∞
∫

−∞

dE ν(E)f(E) ≈
∞
∫

−∞

dE ν(E) +
π2

6
ν ′(µ)(kBT )

2 (7.23)

S použit́ım 7.14 a 7.11 dostaneme

n ≈ 2

3

g

4π2

(2m

h̄2

)3/2
µ3/2 +

π2

6
(kBT )

2 g

4π2

(2m

h̄2

)3/2 1

2µ1/2
=

= n
( µ

EF

)3/2[

1 +
π2

8

(kBT

µ

)2]

.

S uvážeńım, že µ/EF − 1� 1, tj. (µ/EF )
3/2 ∼ 1 + 3

2
µ−EF
EF

źıskáme

µ ≈ EF
[

1− π2

12

(kBT

EF

)2]

(7.24)

Vnitřńı energii źıskáme z výrazu

U(T ) =

∞
∫

−∞

dE ν(E)Ef(E) ≈
µ
∫

−∞

dE ν(E)E +
π2

6
(kBT )

2(µν ′(µ) + ν(µ)) =

=
2

5

3N

2E
3/2
F

µ5/2 +
π2

4
(kBT )

2 3N

2E
3/2
F

µ1/2 =

=
3

5
NEF

[( µ

EF

)5/2
+

5π2

8

(kBT

EF

)2 ( µ

EF

)1/2]

=

= U(0)
[

1 +
5π2

12

(kBT

EF

)2]

(7.25)

Odtud źıskáme měrné teplo

CV (T ) = γT, γ =
1

3
πk2Bν(EF ) (7.26)

Vztah 7.26 je univerzálńım zákonem pro chováńı měrného tepla kov̊u při ńızkých
teplotách. Různé kovy se odlǐsuj́ı prakticky pouze koeficientem úměrnosti γ. Spojeńım
tohoto výsledku s př́ıspěvkem od fonon̊u dostáváme ve vedoućım řádu

CV = γT + αT 3. (7.27)

Na závěr tohoto paragrafu můžeme ještě uvést stavovou rovnici degenerovaného Fer-
miho plynu

pV ≈ 2

5
NEF

[

1 +
5π2

12

(kBT

EF

)2]

, (7.28)

kterou jsme snadno źıskali z kalorimetrické stavové rovnice pV = 2
3U .
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7.3 Spin a magnetismus

Magnetismus je vlastnost látek, která má čistě kvantovou povahu. Jestliže bychom
uvažovali pouze klasickou teorii, potom partičńı sumu s elektromagnetickým polem lze
zapsat

ZN =
1

h3NN !

∫

d3Nq d3Np exp
{

− β
[

N
∑

j=1

1

2mj
(~pj − ej ~A(~qj))2 + V (~q)

]}

, (7.29)

což lze ještě substitućı ~uj = ~pj − ej ~A(~qj) zapsat

ZN =
1

h3NN !

∫

d3Nq exp{−β
N
∑

j=1

V (~qj)}
∫

d3Nu exp{−β
N
∑

j=1

1

2mj
~u2j}. (7.30)

Nyńı magnetizace látky je dána

〈~m〉 = ~µ ~B lnZN (T, V ) = 0, (7.31)

neboť ZN (T, V ) nezáviśı explicitně na elektromagnetickém potenciálu. 7.31 je vyjádřeńım
tzv. Bohrova-van Leeuweuova teorému o neexistenci magnetismu v klasické teorii.
Tzn. projevy magnetismu v př́ırodě jsou d̊usledkem kvantové povahy látek.

Magnetismus může být zp̊usoben buďto orbitálńım momentem nebo spinem elek-
tron̊u v látce. V př́ıpadě orbitálńıho magnetismu, tj. magnetického pole generovaného
orbitálńım pohybem elektron̊u kolem jádra, se nazývá Landaůuv diamagnetismus. V
př́ıpadě spinového magnetismu mluv́ıme buďto o Langerinově či van Vleekově paramag-
netismu, pokud se jedná o neinteraguj́ıćı, interaguj́ıćı totálńı magnetické momenty a o
Pauliho paramagnetismu, pokud jsou magnetické vlastnosti zp̊usobeny spinem elektron̊u
degenerovaného Fermiho plynu. Tam je zdrojem magnetismu Pauliho princip.

V tomto paragrafu urč́ıme ńızkoteplotńı př́ıspěvek Pauliho paramagnetu. Z Diracovy
teorie elektronu plyne, že se spinem je spojen trvalý magnetický moment

~µs = −
gµB
h̄

~S, µB =
eh̄

2m
, (7.32)

kde µB je Bohr̊uv magneton, g = 2s + 1 je gyroskopický faktor a m je klidová hmota
částice. Magnetická energie spinu ve vněǰśım magnetickém poli je

Hm = −
N
∑

i=1

~µ
(i)
S · ~B0 =

qµB
h̄
B0

N
∑

i=1

S2
i , (7.33)

když magnetickou indukci ~B0 jsme zvolili ve směru êz.
Jestliže nyńı použijeme druhé kvantováńı, potom lze celkový hamiltonián zapsat pro

elektrony (s = 1/2)

H =
∑

~k,σ

(ε~k + zσµBB0)C
+
~kσ
C~kσ. (7.34)

Je dobré si všimnout, že magnetický moment je obráceně orientován než vektor spinu,
viz znaménko v 7.32, tzn. že spin je antiparalelńı magnetickému poli.
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Paramagnetismus vyjadřuje odevzu nezmagnetizovaného systému (tj. celková mag-
netizace je nula) na změnu magnetického pole ~H, když ~B0 = µ0 ~H. Mı́rou odezvy je
magnetická susceptibilita definovaná vztahem

χ =
1

V

(∂M

∂H

)

T
=
(∂m

∂H

)

T
. (7.35)

Nyńı vyjádř́ıme velký kanonický potenciál Fermiho plynu ve vněǰśım magnetickém
poli vázaném pouze na spin elektron

Ω(µ, T, V,H) = −kBT
∑

σ

∞
∫

0

dE νσ(E) ln(1 + eβ(µ−E)e−βzσµBB0). (7.36)

Nyńı νσ(E) = 1
2ν(E) = V

4π2

(

2m
h̄2

)3/2
E1/2 a počet částic se spinem σ je dán

Nσ =
1

2

∞
∫

−∞

dED(E)f(E + zσµBB0). (7.37)

Jelikož dále µB ≈ 0, 579·10−4 eV · T−1 a B0 ∼ 100−101 T, potom celková magnetická
energie je ∼ 10−2 eV a tud́ıž ji lze chápat jako poruchu v̊uči kinetické energii dominované
Fermiho energíı EF ∼ 100 − 101 eV. Tzn.

Nσ ≈
1

2

∞
∫

0

dy (f(y) + zσµBB0
∂f

∂y
)D(y).

Magnetizace je potom rozd́ıl

M = µB(Nb −Np) = −µ2BB0

∞
∫

0

dy
∂f

∂y
D(y).

Paramagnetická susceptibilita tedy je

χp = −
1

V
µ0µ

2
B

∞
∫

0

dy
∂f(y)

∂y
D(y). (7.38)

Na tento integrál můžeme použ́ıt Sommerfeld̊uv rozvoj 7.22

χp ≈
1

V
µ0µ

2
B

[

u
∫

0

dyD′(y) +
π2

6
(kBT )

2Du(µ)
]

, (7.39)

což po dosazeńı za hustotu stav̊u vede na vztah

χp(T ) =
3

2

N

V
µ0
µ2B
EF

[

1− π2

12

(kBT

EF

)2
]

. (7.40)

Susceptibilita χp z 7.40 je Pauliho paramagnetická susceptibilita, ve které má
hlavńı př́ıspěvek χp(0) =

1
V µ0µ

2
Bν(EF ). Prvńı teplotńı korekce je úměrná až T 2, což je

typické pro Fermiho plyn.
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7.4 Relativistický Fermiho plyn, b́ıĺı trpasĺıci

Klasická astrofyzika použ́ıvá empirické pravidlo pro vztah jasnosti hvězdy a jej́ı barvy
(dominantńı vlnové délky vyzařovaného světla), který vede na téměř univerzálńı kon-
stantu úměrnosti pro všechny hvězdy. Z této "klasické řady" (Hertzsprung̊ůuv-Russe????
zákon) se vymykaj́ı útvary, které nevyhovuj́ı klasickému zákonu buďto, že odchylky d́ıky
Einsteinově gravitaci nebo kvantové mechanice jsou význačné. Jedńım z takových ob-
jekt̊u jsou b́ıĺı trpasĺıci, jejichž jas je mnohem menš́ı, než by podle klasického zákona
odpov́ıdalo barvě světla. U těchto hvězd hraje význačnou roli kvantová teorie degene-
rovaného Fermiho plynu elektron̊u.

Jádro b́ılých trpasĺık̊u je tvořeno převážně heliovými jádry, která jsou hlavńım zdro-
jem gravitačńı śıly hvězdy. Tyto ionty jsou "vnořeny" do degenerovaného Fermiho plynu
elektron̊u. Typické hodnoty jsou

Hustota ρ ≈ 107g · cm−3 = 107ρ�

Hmota M ≈ 1033g ≈M�
Vnitřńı teplota T ≈ 107K ≈ T� (∼ 103eV) (7.41)

Toto jsou hodnoty, které se týkaj́ı heliového jádra hvězdy. Elektronové plazma je
charakterizováno hustotou elektron̊u 1030 cm−3, což odpov́ıdá Fermiho energii (teplotě)

EF =
h̄2

2

1

v2/3
≈ 20MeV(1011K).

Odtud plyne, že TF � T , tj. b́ılý trpasĺık lze dobře aproximovat relativistickým
Fermiho plynem při ńızkých teplotách (v ideálńım př́ıpadě T = 0). Disperzńı relace
relativistického plynu je

ε~ps =
√

(pc)2 + (mec2)2. (7.42)

Celková energie (voĺıme T = 0) je

E0 = 2
∑

|~p|<pF

√

(pc)2 + (mec2)2 =
2V

h3

∫ pF

0
dp 4πp2

√

(pc)2 + (mec2)2.

Fermiho hybnost je dána počtem elektron̊u

2
V

h3
4

3
πp3F = N ⇒ pF = h̄

(3π2

v

)1/3
.

Celková energie je
E0

N
=
m4
ec

5

π2h̄3
vf(xF ), (7.43)

kde xF = pF
mec

= h̄
mec

(

3π2

v

)1/3
a

f(xF ) =

xF
∫

0

dxx2
√

1 + x2 =

{

1
3x

3
F (1 +

3
10x

2
F + · · · ) xF � 1

1
4x

4
F (1 +

1
x2F

+ · · · ) xF � 1

Jestliže celková hmota b́ılého trpasĺıka je M a poloměr je R, potom

M ≈ 2mpN, R =
(3V

4π

)1/3
⇒ v =

8π

3

mpR
3

M
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a bezrozměrná Fermiho mez

xF =
h̄

mec

1

R

(9π

8

M

mp

)1/3
=
M̄1/3

R̄
,

kde jsme označili: M̄ = 9π
8
M
mp
, R̄ = R

h̄/mec
. Tlak Fermiho plynu potom je

p0 = −
∂E0

∂V
=
m4
ec

5

π2h̄3

[

− f(xF )−
∂f

∂xF
v
∂xF
∂v

]

=
m4
ec

5

π2h̄3

[1

3
x3F

√

1 + x2F − f(xF )
]

. (7.44)

Tento výraz lze zjednodušit v nerelativistické limitě xF � 1

p0 ≈
( m4

ec
5

15π2h̄3

)

x5F =
4

5
K
M̄5/3

R̄5
(7.45)

a v ultrarelativistické limitě (xF � 1)

p0 ≈
( m4

ec
5

12π2h̄3

)

(x4F − x2F ) = K
(M̄4/3

R̄4
− M̄2/3

R̄2

)

, (7.46)

kde jsme ještě označili konstantu K = mec2

12π2

(

mec
h̄

)3
.

B́ılý trpasĺık je v rovnováze, jestliže tlaková energie Fermiho plynu elektron̊u je
kompenzována gravitačńı energíı heliových jader. Tlaková energie je

Etlak =

∞
∫

R

p04πr
2dr (7.47)

a Newtonova gravitačńı energie je

Eg = −
αγM2

R
, (7.48)

kde γ je gravitačńı konstanta a α parametr závisej́ıćı na vnitřńı struktuře hvězdy a
je úměrná jednotce. Rovnovážnou hodnotu poloměru hvězdy źıskáme z minimalizace
celkové energie, tj.

0 =
∂

∂R

[

R
∫

∞

p04πr
2dr +

αγ

R
M2
]

,

tzn.

p0 =
α

4π

γM2

R4
=

α

4π
γ
(8mp

9π

)2(mec

h̄

)4 M̄2

R̄4
(7.49)

K určeńı R muśıme za levou stranu dosadit z 7.44 obecně a v nerelativistické a
ultrarelativistické limitě potom z 7.45 a 7.46 dostaneme hodnotu poloměru jako funkci
hmoty hvězdy

Tuto závislost lze ještě explicitně
vyjádřit v obou krajńıch limitách.
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V př́ıpadě ř́ıdkého Fermiho plynu (xF � 1)

4

5
K
M̄5/3

R̄5
= K ′

M̄2

R̄4
,

odkud

M̄1/3R̄ =
4

5

K

K ′
. (7.50)

V př́ıpadě ultrarelativistické limity dostaneme

K
(M̄4/3

R̄4
− M̄2/3

R̄2

)

= K ′
M̄2

R̄4
,

což lze přepsat do tvaru

R̄ = M̄2/3

√

1− M̄

M̄0
, (7.51)

kde M̄0 =
(

K
K′

)3/2
=
(

27π
64α

)3/2(
h̄c
8m2

p

)5/2
. Fermiho relativistický plyn dává tedy horńı

omezeńı na hmotu b́ılých trpasĺık̊u, která je přibližně hmota slunce.


