
F6150 Pokročilé numerické metody – zadáńı úloh

1. Variačńı řešeńı molekuly H2

Molekula vod́ıku je nejjednodušš́ı neutrálńı molekulou obsahuj́ıćı pouze dva protony a dva
elektrony. Měř́ıme-li vzdálenosti v Bohrových poloměrech (a0 ≈ 0.0529 nm) a energii v jed-
notce Hartree (1 Ha ≈ 27.21 eV), má Hamiltonián obzvláště jednoduchý tvar
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Jednotlivé vzdálenosti jsou znázorněny v obrázku:
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Odhadněte závislost energie základńıho stavu molekuly H2 na vzdálenosti jader R variačńım
postupem se zkušebńı funkćı

Ψ(r1, r2) = φA(1)φB(2) + φB(1)φA(2) + λ [φA(1)φA(2) + φB(1)φB(2)] .

Spinová část zkušebńı funkce je singlet 1√
2
(|↑↓〉 − |↓↑〉). Ve výrazu pro Ψ jsou

φA(r) =

√
α3

π
e−αrA φB(r) =

√
α3

π
e−αrB

škálované vlnové funkce základńıho stavu atomu vod́ıku na pozici jádra A a B. Nejlepš́ı
výsledek lze źıskat současnou minimalizaćı v̊uči škálovaćımu parametru α a parametru λ
určuj́ıćımu zapojeńı ionizovaných stav̊u, kdy pro každou vzdálenost jader stanov́ıme

E(R) = minαλ
〈Ψ|H|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

.

Porovnejte źıskanou křivku E(R) s postupy

• λ = 1, α = 1 – molekulárńı orbital

• λ = 1, α volné – škálovaný molekulárńı orbital

• λ = 0, α = 1 – Heitlerova-Londonova aproximace

• λ = 0, α volné – Heitlerova-Londonova aproximace se škálováńım

Můžete též prověřit, jak vypadá výsledek pro nulovou vzdálenost jader (systém je pak
ekvivalentńı atomu hélia), a limitu velkého R, kdy bychom měli doj́ıt ke dvěma izolovaným
atomům vod́ıku.
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Pomocné integrály, užito označeńı w = αR, C = 0.57722 (Eulerova konstanta), E1(x) =
∫∞
x

e−t/t dt :
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2. Výpočet
√

2 s libovolnou přesnost́ı

Diskrétńı Fourierovu transformaci lze překvapivě využ́ıt i k výpočt̊um s libovolnou přesnost́ı.
Představ́ıme-li si totiž dvě č́ısla v dekadickém zápisu

A =
∞∑

n=−∞

an10n , B =
∞∑

n=−∞

bn10n ,

kde an, bn ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} jsou č́ıslice zápisu, lze násobeńı těchto č́ısel chápat jako diskrétńı
konvoluci

AB =
∞∑

n=−∞

[
∞∑

m=−∞

an−mbm

]
10n ,

snadno vyč́ıslitelnou právě diskrétńı Fourierovou transformaćı. Jako ukázku možnost́ı to-
hoto postupu vypočtěte hodnotu

√
2 na 4000 platných mı́st (jedna strana strojopisu).

Využijte přitom iteračńı formuli

xn+1 =
1

2
(1− x2n) ,

která konverguje k
√

2 − 1. Vyšetřete rychlost konvergence a porovnejte s analytickým
odhadem.
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3. Kvazikrystal

Kvazikrystaly objevené v roce 1982 izraelským fyzikem Danielem Šechtmanem jsou ma-
teriály s pravidelnou strukturou, která ovšem neńı periodická jako u obyčejných krystal̊u.
Jejich objev donutil IUCr změnit oficiálńı definici krystalu na současnou podobu: Krys-
tal je jakákoli pevná látka, jej́ıž difrakčńı diagram je bodový. Př́ıklad kvazikrystalu a jeho
konstrukce je na obrázku. Osad’te kvazikrystal vhodnými atomy (např. gaussovskými ṕıky)
a proved’te Fourierovu transformaci vzniklé hustoty. Totéž proved’te pro hexagonálńı mř́ıžku
a výsledky srovnejte.
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4. Frekvence srážek molekul plynu

Uvažujme o plynu molekul s koncentraćı n, jejichž rychlosti maj́ı Maxwellovo rozděleńı.
Za předpokladu, že srážky molekul v plynu můžeme popisovat jako srážky tuhých kouĺı
s pr̊uměrem d, lze pro frekvenci srážek v jednotce objemu plynu odvodit výraz

Z =
1

2
n2πd2

∫∫+∞∫
−∞

∫∫∫
c(u, v, w, u′, v′, w′)f(u, v, w)f(u′, v′, w′) du dv dw du′ dv′ dw′ .

kde c =
√

(u− u′)2 + (v − v′)2 + (w − w′)2 je velikost relativńı rychlosti a

f(u, v, w) =

(
m

2πkBT

) 3
2

exp

[
−m(u2 + v2 + w2)

2kBT

]
.

Metodou Monte-Carlo vypočtěte bezrozměrnou konstantu

Z

n2πd2c0
,

v ńıž c0 =
√

3kBT/m znač́ı středńı kvadratickou rychlost molekul plynu, a porovnejte sv̊uj

výsledek źıskaný s r̊uzným počtem vyč́ısleńı integrandu s přesnou hodnotou 2/
√

3π. Při
výpočtu je výhodné převést integrál do bezrozměrných veličin ũ = u

√
m/kBT atd.
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5. Thomson̊uv problém

Na povrchu koule s jednotkovým poloměrem je rozmı́stěno N stejných bodových náboj̊u,
které se mohou po povrchu volně pohybovat. Minimalizaćı elektrostatické energie odpu-
zováńı náboj̊u najděte jejich rovnovážnou konfiguraci pro malá N ≤ 12.

6. Hylleraasovo variačńı řešeńı atomu hélia

Pár elektron̊u v elektronovém obalu atomu hélia se ř́ıd́ı dvoučásticovou Schrödingerovou
rovnićı (vyjádřena v atomových jednotkách)(
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)
ψ = Eψ

Hylleraas v roce 1929 źıskal variačńım postupem velmi přesnou aproximaci energie základńıho
stavu (s relativńı chybou 10−4). Použil přitom zkušebńı funkci

ψ = e−ks/2
(
1 + A1u+ A2u

2 +B1s+B2s
2 + Ct2

)
vyjádřenou v souřadnićıch s = r1 + r2, t = r1 − r2, u = r12. Maticový element hamil-
toniánu mezi dvěma symetrickými funkcemi fn a fm lze v těchto souřadnićıch vypoč́ıst jako
(společný faktor π2 vynechán)

Hnm =

∫ ∞
0

ds

∫ s

0

du

∫ u

0

dt
[
u(s2 − t2) (∂sfn∂sfm + ∂tfn∂tfm + ∂ufn∂ufm)

+s(u2−t2) (∂ufn∂sfm + ∂sfn∂ufm)+t(s2−u2) (∂ufn∂tfm + ∂tfn∂ufm)+(s2−t2−8su)fnfm

]
,

překryvový integrál je pak roven

Snm =

∫ ∞
0

ds

∫ s

0

du

∫ u

0

dt u(s2 − t2)fnfm .

Minimalizaćı středńı hodnoty hamiltoniánu E(k,A1, A2, B1, B2, C) = 〈ψ|H|ψ〉/〈ψ|ψ〉 najděte
přibližnou hodnotu energie základńıho stavu. K minimalizaci použijte př́ımo některou z me-
tod v́ıcerozměrné minimalizace. Praktičtěǰśı postup, který aplikoval Hylleraas, spoč́ıvá ve
využit́ı linearity v parametrech A1, A2, B1, B2 a C, v̊uči nimž lze provést minimalizaci
řešeńım vlastńıho problému. Zbývá pak jednorozměrná minimalizace toho minima v̊uči
parametru k.

Pozn.: K výpočtu smı́te použ́ıt poč́ıtač. Egil Hylleraas jej k dispozici neměl, přesto dokázal
výpočet provést a zanedlouho jej rozš́ı̌rit dokonce na 38 variačńıch parametr̊u. Jeho výsledky
přispěly k všeobecnému přijet́ı Schrödingerovy rovnice jako velmi přesného nástroje popisu
mikrosvěta poměrně záhy po jej́ım publikováńı.

7. Rotace galaxie

Rozložeńı zářivé hmoty v naš́ı galaxii je dle odhadu popsaného v článku M. Weber a W.
De Boer, Astronomy & Astrophysics 509, A25 (2010) přibližně vystiženo hustotou

ρ(x, y, z) = ρb exp
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−x
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)
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(
−z

2
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)
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(
−
√
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(
− z

zd

)
,
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přičemž středová výdut’ je dána parametry ρb = 15 M� pc−3, rb = 0.6 kpc, zb = 0.37 kpc
a galaktický disk parametry ρd = 2.7 M� pc−3, rd = 2.3 kpc, zd = 0.32 kpc. Řešeńım
Poissonovy rovnice pro gravitačńı potenciál

∇2ϕ = 4πGρ

najděte gravitačńı silové pole p̊usob́ıćı v galaxii. Za předpokladu, že tvar galaxie je stabilńı,
určete rychlost otáčeńı jednotlivých část́ı galaxie. Srovnáńım se skutečnou rotačńı křivkou
bylo ve zmiňovaném článku odhadnuto rozložeńı temné hmoty.
Při řešeńı Poissonovy rovnice použijte diskrétńı Fourierovu transformaci a periodické okra-
jové podmı́nky. Dlouhovlnnou singularitu je třeba vhodně ošetřit.

8. Fourierovská spektroskopie

Nastudujte princip Fourierovy spektroskopie, např. z knihy H. Kuzmany, Solid-State Spectro-
scopy, Springer 2009. Při výkladu v zápočtové prezentaci kromě základńıho principu dis-
kutujte i o faktorech určuj́ıćıch rozlǐseńı a spektrálńı rozsah př́ıstroje. Proved’te analýzu
zadaných interferogramů a demonstrujte vliv apodizace a rozš́ı̌reńı rozsahu interferogramu
nulovými hodnotami.

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

 4000  5000  6000  7000  8000  9000  10000

I(
∆

x
) 

- 
I 0

 /
 2

point

air at atmospheric pressure

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 1000  2000  3000  4000  5000  6000

I(
∆

x
) 

- 
I 0

 /
 2

point

vacuum

9. Řešeńı 2D Schrödingerovy rovnice Lanczosovou diagonalizaćı

Stacionárńı Schrödingerovu rovnici v dvourozměrném př́ıpadě

− h̄2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Ψ(x, y) + V (x, y)Ψ(x, y) = EΨ(x, y)

lze řešit převedeńım na lineárně-algebraický problém. Spojitou funkci Ψ(x, y) přitom na-
hrad́ıme diskrétńı sadou hodnot Ψi,j v uzlech čtvercové mř́ıžky s mř́ıžovým parametrem ∆
a laplacián přibližně vyjádř́ıme pomoćı konečných diferenćı jako(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
Ψ(x, y) ≈ Ψi−1,j + Ψi+1,j + Ψi,j−1 + Ψi,j+1 − 4Ψi,j

∆2
.
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Přitom se omeźıme na konečnou oblast o rozměrech L×L. Aproximace stacionárńıch stav̊u
je nyńı možné nalézt diagonalizaćı matice odpov́ıdaj́ıćı levé straně Schrödingerovy rovnice.
V jednorozměrném př́ıpadě lze ještě provést diagonalizaci obvyklými metodami, v dvou-
rozměrném př́ıpadě již však naraźıme na nepř́ıznivé škálováńı potřebného výpočetńıho času,
který je úměrný (L/∆)6. Matice k diagonalizaci je však ř́ıdká a zaj́ımáme se pouze o několik
vlastńıch vektor̊u př́ıslušných nejnižš́ım vlastńım hodnotám energie, proto lze s výhodou
už́ıt Lanczosovy metody diagonalizace.
Vaš́ım úkolem bude řešit 2D Schrödingerovu rovnici na oblasti 10 nm × 10 nm se středem
v počátku pokryté mř́ıžkou s 201× 201 uzly pro dva potenciály:

• rotačně symetrický gaussovský potenciál s grupou symetrie O(2)

V (x, y) = −V0 exp

(
−x

2 + y2

2σ2

)
,

kde V0 = 2 eV a σ = 2 nm

• potenciál s grupou symetrie C6v připomı́naj́ıćı molekulu benzenu

V (x, y) = −V0
6∑

n=1

exp

[
−

(x−R cos nπ
3

)2 + (y −R sin nπ
3

)2

2σ2

]
s parametry V0 = 2 eV, σ = 0.8 nm, R = 2 nm.

V obou př́ıpadech najděte vlnové funkce a hustoty pravděpodobnosti odpov́ıdaj́ıćı dvanácti
nejnižš́ım stav̊um a charakterizujte jejich symetrii a degenerovanost z hlediska ireducibilńıch
reprezentaćı př́ıslušné grupy symetrie.
Prozkoumejte konvergenci Lanczosovy metody pro jednotlivé stavy a vyšetřete ztrátu or-
togonality Lanczosových vektor̊u v závislosti na počtu iteraćı.

10. Difrakčńı jevy v teleskopu

Pomoćı diskrétńı Fourierovy transformace nalezněte zdánlivý obraz bodového zdroje po-
zorovaný dalekohledem. Předpokládáme, že dalekohled je osvětlen rovinnou monochroma-
tickou vlnou ze vzdáleného zdroje postupuj́ıćı ve směru osy z totožné s osou dalekohledu.
Poṕı̌seme-li propustnost vstupńı části tubusu dalekohledu funkćı T (x, y), źıskáme difrakčńı
obrazec Fourierovou transformaćı

I =

∣∣∣∣∫∫ T (x, y) e−i(kxx+kyy) dx dy

∣∣∣∣2 ,
kde kx,y jsou složky vlnového vektoru difraktovaných foton̊u. Zdánlivý obraz nejsnadněji
zachyt́ıme jako intenzitu závislou na odchylkách φx,y od osy z. Porovnejte nejprve př́ıpad
prostého kruhového otvoru se známým analytickým řešeńım. Poté přidejte kruhovou překážku
představuj́ıćı sekundárńı zrcadlo a prozkoumejte vliv jej́ıho poloměru. Realistický difrakčńı
obrazec źıskáme zakomponováńım čtyřramenného a trojramenného držáku sekundárńıho
zrcadla, popř́ıpadě trojramenného držáku s polokruhovými rameny.
Poč́ıtejte pro vlnovou délku λ = 500nm a pr̊uměr vstupńıho otvoru v deśıtkách centimetr̊u.
Relevantńı jednotkou pro odchylky φx,y je pak úhlová vteřina.
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11. Spektrálńı rozklad odezvy dolńı propusti

Dolńı propust slouž́ı v elektronice k potlačeńı nežádoućıch vysokofrekvenčńıch složek signálu.
Jej́ı nejjednodušš́ı realizaci źıskáme sériovým spojeńım rezistoru s odporem R a kondenzáto-
ru s kapacitou C (na obrázku vlevo). Na toto spojeńı přivedeme vstupńı signál Ui(t). Napět́ı
na kondenzátoru pak představuje výstupńı signál Uo(t). Tato propust, charakterizovaná pro
harmonický signál (∼ eiωt) s frekvenćı ω komplexńım poměrem amplitud

A(ω) =
Uo(ω)

Ui(ω)
=

1

1 + iωRC

ovšem neposkytuje dostatečně rychle rostoućı útlum se zvyšuj́ıćı se frekvenćı. Dokonaleǰśı
realizaćı dolńı propusti je obvod z pravé části obrázku využ́ıvaj́ıćı operačńı zesilovač.

C 1

C 2

R

U ∗ U oU iU i U o

R

C

R

Je charakterizovaná poměrem

A(ω) =
1

1− ω2C1C2R2 + 2iωC2R
,

který s rostoućı frekvenćı klesá výrazně rychleji. Kvantitativńı popis chováńı propusti
umožňuje soustava diferenciálńıch rovnic

dUo
dt

= − 1

τ2
Uo +

1

τ2
U∗ ,

dU∗
dt

=

(
1

τ1
− 1

τ2

)
Uo −

(
2

τ1
− 1

τ2

)
U∗ +

1

τ1
Ui ,

kde τ1,2 = RC1,2. Jsou odvozeny za předpokladu ideálńıho operačńıho zesilovače s ne-
konečným ześıleńım, nekonečným vstupńım odporem, nulovým výstupńım odporem a oka-
mžitou odezvou.
Numericky vyřešte tyto diferenciálńı rovnice pro ńıže uvedené pr̊uběhy vstupńıch napět́ı
a diskrétńı Fourierovou transformaćı Ui(t) a Uo(t) najděte v jednotlivých př́ıpadech |A(ω)|.
Parametry součástek jsou R = 3.3 kΩ, C1 = 22 nF a C2 = 4.7 nF. Porovnejte s př́ıpadem
C1 = 6.8 nF. Pracujte s časovým intervalem o délce 10 ms a spektrum signál̊u a odezvovou
funkci A(ω) vyšetřujte do frekvence 20 kHz.
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• Ui(t) = +1 v intervalu [t0 − ∆t, t0] a −1 v intervalu [t0, t0 + ∆t], kde t0 = 5 ms,
∆t = 0.47 ms, 0.50 ms a 0.53 ms

• Ui(t) = exp[−(t− t0)2/2σ2] sin(2πf0t), kde t0 = 5 ms, σ = 0.2 ms, f0 = 3 kHz

• Ui(t) =
∑4

n=1 exp[−(t−n∆t)2/2σ2] sin(2πnf0t), kde ∆t = 2ms, σ = 0.2ms, f0 = 3kHz

• Ui(t) = sin(2πkt2), kde k = 1 kHz ms−1

• Ui(t) = 1
2
[1 + tanhσ(t− t1)]12 [1− tanhσ(t− t2)] sin(2πkt2), kde t1 = 1 ms, t2 = 9 ms,

σ = 5 ms−1, k = 1 kHz ms−1

12. Fourierova analýza chaotického oscilátoru

Tlumené matematické kyvadlo rozkmitávané harmonickou silou se při vhodném škálováńı
veličin ř́ıd́ı diferenciálńı rovnićı

ϕ̈ = − sinϕ− q ϕ̇+ b cosω0t .

Charakter řešeńı záviśı na amplitudě bud́ıćı śıly, je-li př́ılǐs velká, vykazuje kyvadlo chaotické
chováńı. Řešte pohybovou rovnici s parametry q = 0.5 a ω0 = 2/3 v dostatečně dlouhém
časovém intervalu. Jako počátečńı podmı́nky přitom volte ϕ(0) = 0 a ϕ̇(0) = 2. Fourierovou
transformaćı pak najděte odpov́ıdaj́ıćı spektrum výkonu |ϕFT(ω)|2 pro b v intervalu 0.8 až
1.2, ve kterém by měl nastat přechod mezi nechaotickým a chaotickým chováńım. Vhodné
je znázornit spektrum v logaritmickém grafu.
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