
P°íklady z Elektrodynamiky a teorie relativity (F4090)

1. Levi-Civit·v symbol εijk a Kroneckerovo δij jsou de�novány jako

εijk = εijk =


+1 (ijk) je sudá permutace (123)

−1 (ijk) je lichá permutace (123)

0 v ostatních p°ípadech
, δij =

{
1 i = j

0 i 6= j
,

kde i = 1, 2, 3. Ukaºte, ºe platí

εijkεmnk = δimδ
j
n − δinδjm, εijkεmjk = 2δim, εijkεijk = 6.

2. Pomocí p°episu v indexech a Levi-Civitova symbolu dokaºte vektorové identity

~a(~b× ~c) = (~a×~b)~c, ~a× (~b× ~c) = ~b(~a~c)− ~c(~a~b),

(~a×~b)(~c× ~d) = (~a~c)(~b~d)− (~a~d)(~b~c), div grad = 4,
rot grad = 0, div rot = 0,

rot rot = grad div−4, rot(f~v) = grad f × ~v + f rot~v.

3. Uvaºujte vektorové pole

~u =
(x, y, 0)

x2 + y2
, ~v =

(−y, x, 0)

x2 + y2
, ~w = (y2, 2xy, 0).

Ur£ete rotaci t¥chto polí, vypo£t¥te k°ivkový integrál z t¥chto vektorových polí po uzav°ených
k°ivkách:

a Kruºnice jednotkového polom¥ru se st°edem v po£átku leºící v rovin¥ x− y.

b K°ivka tvo°ená úse£kami propojujícími body (1, 1, 0)→ (−1, 1, 0)→ (−1,−1, 0)→ (1,−1, 0)→
(1, 1, 0).

4. Ov¥°te Gaussovu v¥tu pro vektorové pole ~v = (ax, by, cz), kde a, b, c jsou konstanty a kouli
x2 + y2 + z2 ≤ R2.

5. S uºitím Fourierovy transformace ur£ete Greenovu funkci Laplaceova operátoru, to jest
funkci spl¬ující 4G(~x, ~y) = δ3(~x − ~y). P°edpokládejte, ºe Greenova funkce je symetrická v·£i
posunu sou°adnic, m·ºeme tedy p°edpokládat, ºe G(~x, ~y) = G(~x− ~y). Fourierovu a transformaci
Greenovy funkce a δ-funkci zapí²eme jako

G(~x) =

∫
d3k

(2π)3
ei

~k~xG̃(~k), G̃(~k) =

∫
d3xe−i

~k~xG(~x), δ3(~x) =

∫
d3k

(2π)3
ei

~k~x.

Moºná se vám bude hodit integrál ∫ ∞
−∞

sinx

x
dx = π.
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6. Pomocí Greenovy v¥ty ukaºte ∫
K

4 ln rd2r = 2π,

kde r =
√
x2 + y2 a K je kruh se st°edem v po£átku.

7. Pomocí Diracovy δ-distribuce vyjád°ete prostorové rozloºení náboje ρ(~r) v zadaných sou°ad-
nicích.

a Náboj Q rovnom¥rn¥ rozloºený po povrchu koule polom¥ru R ve sférických sou°adnicích.

b Náboj Q rovnom¥rn¥ rozloºený po povrchu koule polom¥ru R v kartézských sou°adnicích.

c Náboj rovnom¥rn¥ rozloºený po povrchu nekone£n¥ dlouhého válce polom¥ru R ve válco-
vých sou°adnicích, náboj na jednotkovou délku válce je λ.

d Náboj rovnom¥rn¥ rozloºený po povrchu nekone£n¥ dlouhého válce polom¥ru R v kartéz-
ských sou°adnicích, náboj na jednotkovou délku válce je λ.

e Náboj Q rovnom¥rn¥ rozloºený po povrchu kruhového disku polom¥ru R ve válcových
sou°adnicích.

f Náboj Q rovnom¥rn¥ rozloºený po povrchu kruhového disku polom¥ru R ve sférických
sou°adnicích.

Poznámka: Heavisidova skoková funkce je de�nována p°edpisem

H(x) =

{
0 x < 0

1 x ≥ 0

8. Zjist¥te, zda je moºno vytvo°it elektrostatické pole konstantního sm¥ru, jehoº velikost se
m¥ní kolmo na ~E.

9. Ur£ete rozloºení elektrické intenzity a potenciál tvo°ený:

a Nekone£n¥ dlouhým drátem homogenn¥ nabitým délkovou hustotou náboje λ.

b Nekone£n¥ velké rovné desky homogenn¥ nabité plo²nou hustotou náboje σ.

Výsledek ur£ete pomocí

i Gaussovy v¥ty.

ii Pomocí vzorce

~E(~r) =

∫
ρ(~r ′)(~r − ~r ′)
4πε0|~r − ~r ′|3

d3r′, φ(~r) =

∫
ρ(~r ′)

4πε0|~r − ~r ′|
d3r′.

10. Vypo£t¥te energii homogenn¥ nabité koule o polom¥ru R, která má celkový náboj Q.

11. Z výrazu pro potenciál

~A(~x) =
µ0

4π

∫ ~j(~x ′)

|~x− ~x ′|
d3~x′

ur£ete výraz pro magnetické pole.
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12. Vypo£t¥te magnetické pole nekone£n¥ dlouhého rovného vodi£e, kterým protéká proud I.
Ur£ete hodnotu µ0 pokud víte, ºe velikost síly mezi dv¥ma rovnob¥ºnými nekone£n¥ dlouhými
vodi£i vzdálenými 1m, kterými protéká proud 1A je 2 · 10−7N na 1m délky.

13. Ur£ete kapacitu kondenzátoru tvo°eného dv¥ma soust°ednými koulemi. Polom¥r vnit°ní
koule je a, polom¥r vn¥j²í koule je b.

14. P°epi²te Laplace·v operátor 4 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 do polárních sou°adnic x = r cosφ, y = r sinφ.

15. Legenderova diferenciální rovnice má tvar

(1− x2)Pl(x)′′ − 2xPl(x)′ + l(l + 1)Pl(x) = 0

A Dosa¤te do rovnice rozvoj

Pl(x) =

∞∑
n=0

anx
n,

a ur£ete rekurzivní vztah pro koe�cienty an. Jaká je podmínka, aby °e²ením byl polynom,
to jest aby po£et nenulových koe�cient· byl kone£ný?
Ukaºte, ºe polynomy získané pro l = 0, 1, 2, 3 jsou

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = −1

2

(
1− 3x2

)
, P3(x) = −3

2

(
x− 5

3
x3
)
,

polynomy jsou normalizované tak, aby platilo∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x)dx =

2

2n+ 1
δmn.

B Ukaºte, ºe Legenderovu diferenciální rovnici lze zapsat jako

[(1− x2)Pl(x)′]′ = −l(l + 1)Pl(x),

dále dokaºte, ºe platí∫ 1

−1

(
Pl(x)

d
dx

[
(1− x2)

d
dx
Pm(x)

]
− Pm(x)

d
dx

[
(1− x2)

d
dx
Pl(x)

])
dx = 0,

kombinací t¥chto výsledk· ukaºte, ºe∫ 1

−1
Pl(x)Pm(x)dx = 0 pokud l 6= m.

16. Dokaºte identitu[
~E div ~D − ~D × rot ~E

]
i

=
∂

∂xj

(
EiDj −

1

2
δij ~E ~D

)
,

za p°edpokladu lineárního vztahu mezi ~D a ~E, tj. ~D = ε ~E.

17. Dokaºte identitu∫∫∫
V

~r ×
(
∇× ~M

)
dV =

∫∫
∂V

~r ×
(
d~S × ~M

)
−
∫∫∫

V

(
~M ×∇

)
× ~rdV.
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18. Uvaºujte kruhovou smy£ku polom¥ru R leºící v rovin¥ x − y, jejíº osa splývá s osou z. V
p°ípad¥, ºe smy£kou protéká proud I, ur£ete vektorový potenciál

~A(~r) =
µ0I

4π

∫
dr′

|~r − ~r′|
,

pro velké vzdálenosti od smy£ky |~r| � R. Ur£ete magnetický moment ~m, pomocí n¥hoº lze
výsledek zapsat jako

~A(~r) =
µ0

4π

~m× ~r
|~r|3

.

19. Larmorova formule

P =
q2a2

6πε0c3

udává výkon vyzá°ený nerelativistickým bodovým nábojem q pohybujícím se se zrychlením a.
Ur£ete jak dlouho by podle tohoto vzorce trvalo elektron v jádru vodíku, aby spadl na jádro.
Odvo¤te diferenciální pro závislost polom¥ru dráhy elektronu na £ase. Za po£áte£ní polom¥r
zvolte Bohr·v polom¥r a0

.
= 5.3 · 10−11 m, náboj elektronu je q .

= 1.6 · 10−19 C, hmotnost
elektronu m .

= 9.1 · 10−31 m, ε0
.
= 8.9 · 10−12 F/m.

20. Uvaºujte model dielektrika, kde jsou elektrony vázány harmonickými silami, pohybovou
rovnici jednoho elektronu tedy m·ºeme zapsat jako

m
(
~̈x+ γ~̇x+ ω2

0~x
)

= q ~E.

Pro p°ípad, kdy je tento systém buzen vn¥j²ím elektrickým polem ~E = ~E0e
iωt ( ~E0 je konstanta)

vy°e²te pohybovou rovnici. Ur£ete indukovaný dipólový moment ~P za p°edpokladu, ºe jednotkový
objem obsahuje N elektron·. Z dipólového momentu ur£ete dielektrickou konstantu ε.

21. Ukaºte, ºe elektromagnetické potenciály φ, ~A lze zvolit tak, aby spl¬ovali Lorentzovu kalib-
ra£ní podmínku

1

c2
∂

∂t
φ+ div ~A = 0.

To znamená, ºe kdyº budeme mít zadané libovolné potenciály φ, ~A, které nemusí spl¬ovat tuto
podmínku, pak m·ºeme najít funkci f takovou, ºe kalibra£ní transformace

φ′ = φ− ∂

∂t
f, ~A′ = ~A+ grad f,

vede k potenciál·m φ′, ~A′, které tuto podmínku spl¬ují.
Zjist¥te zda jsou potenciály ur£eny touto kalibra£ní podmínkou jednozna£n¥ (existují kalib-

ra£ní transformace zachovávající kalibra£ní podmínku?).
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22. �e²ení D'Alambertovy rovnice

�f(~x, t) =

(
1

c2
∂2

∂t2
−4

)
f(~x, t) = g(~x, t),

m·ºeme najít jako

f(~x, t) =

∫
dt′
∫∫∫

d3x′G(|~x− ~x ′|, t− t′),

kde G je Greenova funkce, kterou lze zvolit tak, aby závisela pouze na t− t′ a |~x−~x ′| (invariance
v·£i posunu v £ase a posunu a rotacím v prostoru). Tato Greenova funkce musí spl¬ovat rovnici

�G(|~x|, t) = δ3(~x)δ(t).

Najd¥te tuto funkci.

A Prove¤te Fourierovu transformaci p°es £as

G(|~x|, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dωG̃(|~x|, ω)e−iωt, G̃(|~x|, ω) =

∫ ∞
−∞

dtG(|~x|, t)eiωt,

p°i£emº delta-funkci lze zapsat jako

δ(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dωe−iωt.

B Najd¥te °e²ení pro G̃ a odtud také pro G pro p°ípad, kdy ~x 6= ~0. Laplace·v operátor ve
sférických sou°adnicích lze zapsat jako

4 =
1

r

∂2

∂r2
r +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
.

C Zapi²te jak vypadá °e²ení D'Alambertovy rovnice, které °e²ení je vhodné pro °e²ení Ma-
xwellových rovnic? Jak bude vypadat p°ípad, kdy pravá strana nezávisí na £ase? Zapi²te
výsledné °e²ení.

23. Uvaºujte ²í°ení vlny ψ(~x, t) popsanou D'Alambertovou rovnicí (nap°. ²í°ení záblesku sv¥tla).

A Jak se bude ²í°it vlna, pokud jako pravou stranu zvolíme δ3(~x)δ(t) (záblesk v po£átku v
£ase t = 0).

B Jak se bude ²í°it vlna, pokud jako pravou stranu zvolíme δ(x)δ(y)δ(t) (záblesk podél osy z
v £ase t = 0).
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24. Poincarého transformace je zadaná pomocí £ty°vektoru a a matice L spl¬ující podmínku

LT ηL = η, η =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .

Skládání Poincarého transformací je dáno p°edpisem

(a′, L′) · (a, L) = (L′a+ a′, L′L).

Ukaºte, ºe mnoºina P v²ech Poincarého transformací tvo°í grupu, tj.

A Sloºením dvou Poincarého transformací je op¥t Poincarého transformace.

B Existuje jednotkový prvek e takový, ºe pro v²echny Poincarého transformace p ∈ P platí
p · e = p = e · p.

C Ke kaºdému prvku p ∈ P existuje inverzní prvek p−1 takový, ºe p · p−1 = e.

D Operace skládání transformací je asociativní, tj. pro v²echny p, p′, p′′ ∈ P platí (p ·p′) ·p′′ =
p · (p′ · p′′).

25. V systému S je m¥°ena délka pohybujícího se m¥°ítka délky l. K tomuto ú£elu je spu²t¥na
°ada bleskových sv¥tel, tak, ºe m¥°ítko vrhá stín na fotogra�ckou desku. Ukaºte, ºe pozorovatel
pohybující se spolu s m¥°ítkem vysv¥tluje Lorentzovu kontrakci tak, ºe blesková sv¥tla nejsou z
jeho pohledu spu²t¥na sou£asn¥.

26. �lov¥k b¥ºící rychlostí
√
3
2 c, který p°ed sebou nese ºeb°ík o délce 2.1 m, vb¥hne do místnosti

délky 1 m a zav°e za sebou dve°e.

A Pro£ je to moºné?

B Jak vypadá tato situace z hlediska £lov¥ka nesoucího ºeb°ík a z hlediska pozorovatele spo-
jeného s místností?

C Nakreslete £asoprostorové diagramy (jeden pro soustavu spojenou s £lov¥kem nesoucím
ºeb°ík a jeden pro soustavu spojenou s místností).

D Co se stane potom?

27. Zapi²te, jak vypadá Lorentzova transformace pro p°ípad, kdy se soustava (t′, ~x ′) pohybuje
v·£i soustav¥ (t, ~x) rychlostí ~v v libovolném sm¥ru.
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28. Odvo¤te jak se transformují sloºky rychlosti ~v =
d~x
dt

pokud se £árkovaná soustava (t′, ~x′)

pohybuje rychlostí (u, 0, 0) v·£i ne£árkované soustav¥ (t, ~x).

29. Hustota náboje a proudu nepohybujícího se bodového náboje velikosti q je

ρ(x, y, z, t) = qδ(x)δ(y)δ(z), ~j(x, y, z, t) = ~0.

Pomocí Lorentzovy transformace £ty°vektoru proudu ji = (cρ,~j) ur£ete hustotu náboje a proudu
náboje pohybujícího se rychlostí ~v (pro jednoduchost uvaºujte pohyb rychlostí v podél osy z).

30. V soustav¥ S uvaºujte nekone£n¥ dlouhý (nepohybující se) drát splývající s osou z, kterým
protéká proud I, v této soustav¥ není drát nabitý. Dále uvaºujte soustavu S′, takovou, ºe drát
se v ní drát pohybuje rychlostí v podél osy z.

A Pomocí Ampérova zákona a Gaussovy v¥ty ur£ete magnetickou indukci ~B a elektrickou
intenzitu ~E ve vzdálenosti r =

√
x2 + y2 od osy drátu.

B Zapi²te matici Λ popisující Lorentzovu transformaci ze soustavy S do soustavy S′ a matici
Λ−1 popisující Lorentzovu transformaci ze soustavy S′ do soustavy S.

C Tenzor elektromagnetického pole má tvar

F ik =


0 −Ex

c −Ey

c −Ez

c
Ex

c 0 −Bz By
Ey

c Bz 0 −Bx
Ez

c −By Bx 0


Ur£ete elektrickou intenzitu ~E ′ a magnetickou indukci ~B ′ tvo°enou drátem v soustav¥ S′.

D Elektrickou intenzitu ~E ′ v soustav¥ S′ lze vysv¥tlit tak, ºe drát má v této soustav¥ nenulový
náboj. Ur£ete náboj drátu.

31. Pomocí vzorce

εiklmεprsm = −

∣∣∣∣∣∣
δip δir δis
δkp δkr δks
δlp δlr δls

∣∣∣∣∣∣
odvo¤te výrazy pro

εiklmεprlm, εiklmεpklm, εiklmεiklm.

32. Hodge·v duál antisymetrického tenzoru p-tého °ádu T je antisymetrický tenzor ?T °ádu
n− p (n je dimenze prostoru) de�novaný p°edpisem

(?T )ip+1...in =
1

p!
εi1...inT

i1...ip .

Pro Minkowského prostor dokaºte platnost relace

? ? T = (−1)p−1T.
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