Co je to tensor...

Vektorovy prostor

Tato ¢ast je tu jen pro pripomenuti, pokud nevite co je to vektorovy prostor, tak ¢teni tohoto
textu ukoncete na konci této véty, neb zbytek textu by pro Vas nebyl ni¢im jinym, nez chaotickou
smési slov a matematickych symbolii.

Definice 1. Vektorovy prostor V nad télesem K (vétsinou R nebo C) je mnoZina V, pro jejiz
proky je definovdno ndsobeni skaldrem

au eV, aeKueV,
a scitdng
u+velV, u,velV

Prvky vektorového prostoru nazgvdme vektory. Nasobeni vektoru skalarem a séitani vektori md
navic tyto vlastnosti

a(fu) = (af)u,
(u+v)+w=u+(v+w)
ut+v=v-+u
a(u+v) =au+ av,
(a4 B)u=au+ fu,
1u = u,
kde o, B € K,u,v,w € V. Ddle zde existuje nulovy prvek 0, pro ktery plati
v+0=0+v=yv,
kde v € V. A ke kazdému vektoru u € V ezistuje vektor —ua € V', pro ktery plati
u+(—u)=0=(—u)+u.

Priklad 1. Prikladem vektorového prostoru nad redlnymi ¢isly miize byt mnozina vSech trojic
redlnych ¢isel (z,y,2) € R?, piidemz vektory séitdme tak, Ze secteme odpovidajici slozky a pti
nésobeni skalarem vynasobime kazdou ze slozek.

Priiklad 2. Mnozina v8ech polynomu nejvySe druhého stupné s komplexnimi koeficienty, tj.
polynomii tvaru P(z) = ag + a17 + azx?, ag, a1, az € C tvori vektorovy prostor nad C, pticem?
sCitani vektori a nasobeni skalarem je s¢itani polynomi a nasobeni polynomu ¢islem.

Definice 2. Mazimdlni linedrné nezdvisly systém vektori z vektorového prostoru (tj. takovy, Ze
kdyz priddéme libovolny dalsi vektor, tak dostaneme linedrné zdvisly systém) nazgvime bdze.

Véta 1. Pokud existuje bdze tvoiend konecniym poctem vektori, pak vSechny ostatni bdze maji
stejny pocet vektori a jejich pocet nazijvame dimenzi vektorového prostoru.

Vé&ta 2. Necht'V je n-dimenziondlni vektorovy prostor nad K a {e;}?; = {e1,ea,...,€,} jeho
bize. Kazdy vektor lze zapsat jako linedrni kombinaci vektori bdze

n
vV = e;v,
i=1

pridemz v* € K nazgvdme slozkami vektoru v v bazi {e;}I,.



Vgimnéte si, jakym zpisobem jsme umistili indexy — dola u bazovych vektoru a nahoru u slo-
7ek vektoru. Horni indexy budeme nazyvat kontravariantnimi a spodni indexy kovariantnimi. (Za
chvili uvidime, Ze existuje dobry divod pro¢ rozlisovat indexy na kontravariantni a kovariantni.)

Priklad 3. Za béazi vektorového prostoru z piikladu 1 muZeme zvolit vektory e; = (1,0,0),
€y = (Oa 1a0)7 €3 = (0707 1)

Piiklad 4. Za bazi vektorového prostoru z piikladu 2 miizeme zvolit vektory eq(z) = 1, ex(z) =

x, e3(r) = 22

Necht {e}}I; je n&jakd jin4 béaze vektorového prostoru V. Protoze €] jsou vektory z V,
muzeme kazdy z nich zapsat jako linearni kombinaci vektortu baze {e;}? q, tj.

n
- E J
e, = ejA iy
j=1

matici A, tvorenou tak, ze A7; je j-t4 slozka vektoru e} v béazi {e; }1"_,, nazyvame matici pfechodu.
Vektor v € V lze zapsat jak v prvni tak v druhé bazi

n n

, L

v = E e;v' = E e v,
i=1 i=1

pfic¢emz mezi slozkami vektoru v? v prvni bazi a slozkami vektoru v* v druhé bazi plati nasledujici
vztah:

Vé&ta 3. Necht' V je n-dimenziondlni vektorovy prostor a {e;}_,, {€;}"_, dvé bize V pro které
plati

n
- E J
ei = ejA iy
j=1

pak pro slozky vektoru v € V' v téchto bdzich plati

kde A= je matice inverzni k A.

Platnost tohoto tvrzeni lze ovéfit tak, Ze dosadime za e} a v"* a zkontrolujeme, Ze dostaneme
stejny vektor jako v pfipadé vyjadieni pomoci e; a v*.

pri¢emz jsme vyuzili toho, ze
n .
SOAATY = (MM = (e = 8,
i=1

(5;- jsou prvky jednotkové matice). Matice zapisujeme tak, Ze prvni index je fadkovy a druhy
sloupcovy, coZz ma tu vyhodu, Ze p¥i zapisu maticového nasobeni v indexové formé postupujeme



tak, Ze matice zapiSeme za sebe a sCitdme pres indexy co jsou nejblize u sebe — druhy index
prvni matice a prvni index druhé matice. Napiiklad v i-tém fadku, m-tém sloupci sou¢inu matic
ABCD je

n

(ABCD),, znjzn:ZA"ijkalem

j=1k=11=1

Navic si v§imnéte, Ze vZdy séitame pies jeden horni (kontravariantni) a jeden spodni (kovariantni)
index. Pokud bychom si pfedstavili bazové vektory prostoru V jako tfadkovy vektor a slozky
vektoru jako sloupcovy vektor, tak bychom mohli zapsat vSechny vySe uvedené vyrazy pomoci
maticového nasobeni.

Dualni vektorovy prostor

Definice 3. Necht' V' je vektorovy prostor nad K. Prostor vsech linedrnich zobrazeni V. — K,
ktery budeme znacit V*, vybaveny operacemi scitani vektori a ndsobeni skaldrem podle piedpisu

M +A)(v) =n(v) + A(v), mAEV", vev,
(an)(v) = a(n(v)), nev:, veV, ack,

tvori vektorovy prostor, ktery budeme nazyvat dudlnim vektorovym prostorem k V. Vektory z
tohoto vektorového prostoru budeme nazgvat 1-formy (nékdy je také nazgvime kovektory).

V piipadé kone¢nédimenzionalniho vektorového prostoru mé vektorovy prostor a k nému
duélni prostor stejnou dimenzi. Mame-li navic zadanu bazi vektorového prostoru, tak k ni miizeme
prifadit bazi dualniho prostoru:

Véta 4. Necht {e;}!, je bdze n-dimenziondlniho vektorového prostoru V. Za bdzi dudlniho
vektorového prostoru V* miZeme zvolit vektory (tj. linedrni zobrazeni z V do K) {e'}l; =
{el,e?,... e"} definované piedpisem

i i 1 i=J
e<ej>:5j:{0 it

Tuto bdzi nazgvdme dudlng bazi k {e;}7;.

Libovolnou 1-formu n € V* pak v této bazi zapiSeme jako

n
n= Z nieia
1=1

kde n; jsou slozky 1-formy v dudlni bazi.
S uzitim béaze a duélni baze lze vyjadrit slozky vektoru v € V a l-formy nn € V* zvlasté
jednoduchym zptsobem

n

n n
= anej(ei) = Zméf = 1, e'(v) = z:ez e;v’) Zé’v] =’
Jj=1 j=1 j=1

Piiklad 5. Jak vypad4 vyraz n(v) zapsany pomoci slozek n a v? (Odpoved: Y"1, n;v*)



Priklad 6. Uvazujte vektorovy prostor V z piikladu 2 a 1-formu n(v) = fol 2?v(r)dx, v € V.
Jaké slozky maé tato forma v duélni bazi k bazi zavedené v ptikladu 47 (Odpovéd: (n1,12,m3) =

111
(5:1:5))

Zvolime-li jinou bézi vektorového prostoru zptisobem popsanym ve vété 3, pak vztah mezi
novymi vektory dudlni baze a puvodnimi vektory duélni bize musi byt takovy aby platilo

e’ (e}) = 8},

a vztah mezi slozkami 1-formy musi byt takovy aby

n n
— T [PNZ
n= E nie = E ni€ -
i=1 i=1

To nastane pravé kdyz:

Vé&ta 5. Necht'V je n-dimenziondlni vektorovy prostor a {e;}_,, {€}}_, dvé bize V pro které
plati

n

, .

e, = E ejA]i,
j=1

ddle necht {e'}7_,, {€/'}"_; jsou k nim dudlni bize a n € V* je néjakd 1-forma. Pak pro vektory
dudlni bdze a pro slozky 1-formy plati

¢ = =
j=1

j=1
kde A= je matice inverzni k A.

Platnost této véty lze ovéfit podobnym zptisobem jako u véty 3.

Prohlédnete-li si pofadné véty 3 a 5, tak Vam neunikne, Ze objekty s hornimi (kontravariant-
nimi) indexy, tj. slozky vektoru a vektory duélni baze, transformujeme p¥i zméné béze pomoci
matice A~!, zatim co objekty s dolnimi (kovariantnimi) indexy, tj. slozky formy a vektory baze,
transformujeme pomoci matice A. To, Ze typ indexu (kontravariantni nebo kovariantni), kterym
je dany objekt vybaven urcuje jakym zptisobem se chova pii zméné baze nam umoziuje podivat
se na problematiku vektoriu a 1-forem trochu jinym pohledem — méné matematickym zato pro fy-
ziku Casto postacujicim (rozuméj méné teoretickym zato vice praktickym). MaZeme zapomenout
na vektorové prostory, bézi a dudlni prostor a divat se na vektor a 1-formu jako na n-tici Cisel,
které indexujeme bud kontravariantnim (u vektoru) nebo kovariantnim (u 1-formy) indexem.
Kazdou zménu baze (ktera casto odpovidad zméné vztaZné soustavy) charakterizujeme matici
prechodu, vektory a formy pak transformujeme zptusobem odpovidajicim typu indexu kterym je
vybaven.

Tensorovy prostor

Definice 4. Necht'V je vektorovy prostor nad K, p-kontravariantni a q-kovariantni tensor T je
multilinedrni zobrazeni z (V*)? x V2 do K. Multilinedrni znamend, Ze toto zobrazeni je linedrni



v kaZdé ze sloZek
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.,uq € V. MnoZina vSech tensori

vybavend operacemi séitani tensori a ndsobeni tensoru skaldrem podle pFedpisu

(T+U)(ny,...
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tvoTi vektorovyj prostor, ktery budeme znacit 77 (V).

Priklad 7. Necht V je 3-dimenzionalni Eukleidovsky prostor. MuZeme definovat tensory g €
(V) a€ec (V)

g(u,v) =u-v=u'v" +u*v? +uv?

ul ol w!
e(u,v,w) =det | u? 02 w?|,

ut v w?

kde u,v,w € V a (u',u? u?) atd. jsou slozky vektorti v ortonormdlni bazi (za chvili si ukéZzeme,
7e tyto definice nezaleZi na volbé ortonormalni baze, pokud maji stejnou orientaci). Ovéite mul-
tilinearitu téchto zobrazeni. Ukazte, Ze plati
g(u,v) =g(v,u), e(u,v,w) = —¢(v,u,w) = —€(w,u,v).

Priklad 8. Necht V je vektorovy prostor tvofeny polynomy nejvyse druhého stupné popsany v
piikladu 2. Uvazujte tensor T € 74 (V) definovany piedpisem T(n,u,v) = n(u”-v),u,v € V,n €
V*, tj. prvni polynom dvakrat zderivovany vynasobeny druhym polynomem a to celé vycislené
pomoci 1. Ovéfte multilinearitu tohoto zobrazeni. Co dostaneme pro u(x) = 22, v(z) = — 1 a
n(w) = w(—1) (funkéni hodnota v —1). (Odpovéd: T(n,u,v) = —4)

Definice 5. Tensorovy soucin tensoru T € 7P(V) a tensoru U € 77(V) je tensor T® U €

7'51; (V), tj. multilinedrni zobrazent magjici jako argumenty p + r 1-forem a q + s vektori. Tento

tensor je definovany tak, Ze prvni tensor T v tensorovém soucinu vycislime na prvnich p 1-
formdch a q vektorech, druhy tensor U v tensorovém soucinu na zbyljch r 1-formdch a s vektorech
a vyjsledné hodnoty vyndsobime, tj.

(T®U)(771a-~-777paV17-~-qua77p+1a-~-a"7p+7-7Vq+17~-~7Vq+s) =
T(nlu"'7np7vl7"'avq) 'U(np+17"’7,’7p+r7vq+17"' ;Vq+s)7
kde my,....npp, EVF a vy, ... Vg5 €V



Zapis tensoru v bazi

Necht V' je n-dimenzionalni vektorovy prostor a T € 77(V') p-krdt kontravariantni g-krét ko-
variantni tensor, a {e;}}"; néjakd baze V. Vektory vi,...,v, € V a l-formy n,,...,n, € V",
miizeme zapsat v dané bazi jako

V]:Zei(vj)i, Izlv"'7q7

n

nJ:Z(nJ)ieia J:17"'7p7

=1

kde (vy)* a (1) jsou slozky I-tého vektoru a J-té 1-formy. Vy&islime-li tensor na téchto vektorech
a 1-formach

T(771a~~~;"lp;V1»~~~ Vq) =

> D T (et [ e 0] e () )]) =

11=1 zp:1 Jj1=1 qul
Z Z Z Z )i )iy - (V1)1 (vg) - T(e™,... e e, ... €)=
11=1 ip=1j1=1 Jq=1

n

Do Do D i ()i, - (02) e (o T
i1=1 ip=1j1=1 Ja=1

pfiemZ jsme vyuZili multilinearity k tomu, abychom dostali slozky vektoru a 1-forem mimo ten-
sor, takZe tensor je vyc¢isleny pouze na bazovych vektorech. Cisla T;j;j =T(e",...,e'r,ej,...,e; )
(celkem nPT4 &isel) zcela popisuji dany tensor. Tato &isla jsou ve skutecnosti sloiky vektoru v bazi
tensorového prostoru 77 (V') tvofeného vektory {e;, ® e;, ® ---e;, ® &' ® &2 @ - c.elaln
To znamené, Ze tensor lze zapsat ve tvaru

T = Z ZZ ZT“ e, ® --eip®ej1®-~-ej".

i1=1 ip=1j1=1 Jq=1

21, Zp1j17"‘1jq:1'

Je z¥ejmé, 7e vektor lze ztotoznit s 1-krat kontravariantnim tensorem (V ~ 71(V)) a 1-formu
lze ztotoznit s 1-krat kovariantnim tensorem (V* ~ 1 (V)).

Zména baze

Véta 6. Necht'V je n-dimenziondlni vektorovyj prostor a T € Té’(V) p-krdt kontravariantni g-krdt
kovariantni tensor, {e;}1_,, {e/}"_, dvé baze V pro které plati

n
- AT
ei—E e\,
Jj=1

Pak pro slozky tensoru v téchto bdazich plati

Z ZZ Z c (AT AT A T

k1=1 p—lll— q—l



Vyrazu pro transformaci slozek tensoru lze rozumét tak, 7e kazdy index transformujeme
oddéleng a to zpusobem odpovidajicim typu daného indexu — pomoci matice A~ v piipadé
kontravariantniho indexu a pomoci matice A v pfipadé kovariantniho indexu.

Priiklad 9. Ukazte, ze vyjadieni tensoru z pifkladu 7 je stejné pro vSechny ortonormalni baze
majici stejnou orientaci, tj. pro baze mezi nimiz matice p¥echodu A splituje podminky ATA =1
a detA = 1.

Resent: V bézi, kterou zvolime pro definici tensort, maji tensory slozky

+1 (ijk) je suda permutace (123)
gij = 5ij7 €ijk = -1 (’L]k) je lich4 permutace (123)

0 pokud jsou alespoil dva indexy stejné

Pokud zménime bézi zpusobem odpovidajicim matici pfechodu A tak

n o n 3 3 3 3
gig =D > MiMjgu =) D AAop =Y ANAT =D (AT) AR = (ATA)y; = i,
k=11=1 k=11=1 k=1 k=1
3 3 3
eéjk = Z Z ZAaiAbjAckEabc = detA - €ijk = €ijk-
a=1b=1 c=1

Diky tomu, Ze tensor g;; = &;; a jeho inverze (¢~ ') = §" vypadaji stejné ve vSech ortonormal-
nich bazich, nemusime v piipadé Eukleidovského prostoru rozliSovat mezi spodnimi a hornimi
indexy. Indexy miiZeme sniZovat pomoci §;; a §*/. Napiiklad v piipadé vektoru a 1-formy

3 3
vt = E vjdﬂ, vy = E (5ij’0j.
Jj=1 Jj=1

Kontrakce tensoru

Linearni zobrazeni m : V' — V reprezentujeme v bazi pomoci matice M ij takové, ze pro slozky
obrazu w = m(v) € V vektoru v € V plati w* = Z;-lzl M*;v7. Tuto matici miZeme asociovat s
1-krat kontravariantnim, 1-krat kovariantnim tensorem

M:zn:zn:Mijei(@ej,

i=1 j=1

pricemZ neni tézké ukazat, Ze takto definovany tensor se chova spravnym zpusobem pii zméné
baze.
Znamym faktem z linearni algebry je, Ze stopa matice

trM = Enj M?,
=1

je veli¢ina nezévisla na volbé baze. Dulezitym faktem pro nezavislost stopy na volbé baze je to, ze
séitame pies jeden horni a jeden spodni index. Zobecnénim stopy pro piipad tensoru je takzvana
kontrakce tensoru — operace pii niz s¢itdme pies jeden horni a jeden spodni index. Jelikoz tensor
muZze mit vice hornich a spodnich indextu, musime urcit pfes které indexy chceme sécitat.



Definice 6. Necht' V' je n-dimenziondlni vektorovy prostor a T € 72(V') p-krdt kontravariantni
q-krdt kovariantni tensor. Kontrakce (stopa) tensoru je tensor z 7'~ (V) definovany tak, Ze pro

P
jeho slozky plati

n

R PR iy.keip 1
(trsT)jl...jq,l = le...k...jq,lv
k=1

pricemZ index k je na pozici r-tého kontravariantniho a s-tého kovariantniho inderu.

Ackoliv se tato definice muze zdati nepiehledna, poselstvi je jasné — pokud s¢itame pies horni
a spodni index, dostaneme vysledek nezévisly na volbé baze.



