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P°edmluvaElektroniká podoba upravené sbírky úloh z astrofyziky vznikla díky podpo°egrantu FRV� 796/2002/F4.Elektroniká podoba roz²í°eného druhého vydání sbírky úloh z astrofyzikyvznikla díky podpo°e grantu FRV� 8/2010/F4.Bez °e²ení úloh nelze astrofyziku studovat a porozum¥t jí. K tomu má napomoi p°ed-kládaná sbírka, která je ur£ena p°edev²ím vysoko²kolským student·m. Sbírka úloh dopl¬ujev ²ir²ím slova smyslu n¥které kapitoly vysoko²kolské u£ebnie Vanýsek, V.: Základy astrono-mie a astrofyziky, Aademia, Praha 1980.Sou£asná v¥deká astrofyzika vyhází d·sledn¥ z fyziky, oº se odráºí v obsahu a pojetíúloh za°azenýh do sbírky. Jejih studium a osvojení umoº¬uje hlub²í pohopení fyzikálnípodstaty stavby kosmikýh t¥les a jev· na nih probíhajííh. �e²ení úloh se proto logikyopírá o znalosti z experimentální a teoretiké fyziky, v na²í sbíre na úrovni u£itelského stu-dia. Jako optimální postup doporu£ujeme °e²it nejprve úlohy samostatn¥, na základ¥ vlast-níh v¥domostí a dovedností, teprve následn¥ je vhodné se p°esv¥d£it o správnosti postupu idosaºenýh numerikýh hodnot. Stru£n¥ nazna£ené °e²ení jist¥ poslouºí p°i sebevzd¥lávánístudent·. N¥které náro£n¥j²í úlohy vyºadují samostatný p°ístup, slouºí k prohloubení znalostía jsou ur£eny i pro studenty odborného magisterského astrofyzikálního studia.Sbírka obsahuje na 350 úloh r·zného stupn¥ obtíºnosti. P°ibliºn¥ polovina z nih bylap°evzata z literatury, p°edev²ím z [2℄, [3℄, [4℄, [6℄, [10℄, [11℄, [12℄, [15℄, [16℄, [18℄, [19℄, [27℄, [28℄.druhá polovina je v²ak p·vodníh. První úlohovou £ást kapitoly 1�13 p°ipravil Vladimír �te�,kapitolu 14 Ji°í Krti£ka.Auto°i budou vd¥£ni v²em uºivatel·m sbírky za p°ipomínky. Nám¥ty a p°ipomínky lzezaslat na adresu stefl�astro.si. muni.z, krtika�physis.muni.z.S ohledem na omezený rozsah sbírky byl výb¥r témat úloh zvolen tak, aby dopl¬ovalosv¥d£enou vysoko²kolskou u£ebnii �iroký, J., �iroká, M.: Základy astronomie v p°íkladeh,která v²ak vy²la naposledy v SPN, Praha 1973.Auto°i d¥kují ob¥ma reenzent·m, RNDr. Pavlu Kotr£ovi, CS., z AsÚ AV �R v Ond°ejov¥a do. RNDr. Miroslav¥ �iroké, CS., z Olomoue, kte°í svými p°ipomínkami podstatn¥ p°i-sp¥li ke zkvalitn¥ní úrovn¥ i obsahu sbírky v prvním vydání.V druhém vydání byly dopln¥ny úlohy novýh kapitol Astrofyzikální metody, Slune£nísoustava, Kosmiká mehanika slune£ní soustavy, a Prom¥nné hv¥zdy a podstatn¥ roz²í°enyPo£íta£ové úlohy. Jejih zpraování provedli Vladimír �te� a Ji°í Krti£ka.
Brno, prosine 2010 Vladimír �te�, Daniela Kor£áková, Ji°í Krti£ka

3



A. S. Eddington (1882�1944)�Není ni jednodu²²ího, neº jsou hv¥zdy"
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1 Astrofyzikální metodyÚloha 1.1 Odvo¤te teoretiký vztah pro rozli²ovaí shopnost dalekohledu sin Θ = 1,22λ/Drespektive Θ = 1,22λ/D.�e²ení: Vyházíme ze vztahu pro difraki na kruhovém otvoru, Besselova funke I. °ádumá nulovou hodnotu pro x = 3,84, proto platí 1
2
kD sin Θ = 3,84. Po dosazení za k = 2π/λdostáváme sin Θ = 3,84

π
λ
D

a odtud pro malé úhly p°i úprav¥ sin Θ = 1,22λ/D, tedy Θ == 1,22λ/D.Úloha 1.2 Dokaºte, ºe lidské oko bez vad má teoretikou rozli²ovaí shopnost asi 1′.�e²ení: P°edpokládáme λ = 550 nm, D ∼= 2mm. Θ = 1,22λ/D = 1,22550·10−9

2·10−3 == 3,4 · 10−4 rad = 69′′ ∼= 1′. Reálná hodnota je zhruba 2′.Úloha 1.3 Hubble·v kosmiký dalekohled obíhajíí nad Zemí ve vý²e 600 km pouºívá pri-mární zradlo o pr·m¥ru D = 2,4m. Ur£ete jeho rozli²ovaí shopnost na vlnové déle £áryLα, λ = 121,6 nm.�e²ení: Θ = 1,22λ/D = 6,2 · 10−8 rad = 0,0127′′. Pod tímto úhlem byhom pozorovalimini o nominální hodnot¥ 20 K£ ze vzdálenosti 400 km.Úloha 1.4 Úhel mezi dv¥ma hv¥zdami je 10−6 rad. Lze tyto hv¥zdy rozli²it pomoí dale-kohledu s pr·m¥rem primárního zradla 2,54m? P°epokládáme pozorování na vlnové déle
λ = 510 nm.�e²ení: Θ = 1,22λ/D = 2,4 ·10−7 rad. Úhlová vzdálenost mezi hv¥zdami p°evy²uje 4krátlimitní hodnotu, pouºitým dalekohledem lze ob¥ hv¥zdy rozli²it.Úloha 1.5 P°edpokládejte, ºe hv¥zdy z p°edházejíí úlohy vyza°ují rádiové vlny na frekveni
400MHz. M·ºeme ob¥ hv¥zdy rozli²it p°i deteki rádiového zá°ení pomoí rádiového teleskopuv Areibu, jehoº pr·m¥r je 305m?�e²ení: Vlnová délka je λ = c/f = 0,75m. Dosazením do Θ = 1,22λ/D = 3 · 10−3 rad.K rozli²ení obou hv¥zd na této vlnové déle byhom pot°ebovali 3 000krát v¥t²í rozli²ení. Toholze dosáhnout sdruºením rádiovýh teleskop· na vzdálenosti °ádov¥ tisíe kilometr·.Úloha 1.6 Ur£ete rozli²ovaí shopnost dalekohledu o pr·m¥ru D = 1,3m na vlnové déle
λ = 500 nm. Jaký by musel mít polom¥r rádiový teleskop praujíí na vlnové déle λ = 4mse stejnou rozli²ovaí shopností?�e²ení: Dosadíme do vztahu Θ = 1,22λ/D = 4,7 · 10−7 rad ∼= 1′′. Teoretiky uvaºovanýrádiový teleskop se stejnou rozli²ovaí shopností by musel mít pr·m¥r D = 107 m, oº jetehniky nemoºné. Proto jsou pouºívány interferometriké soustavy rádiovýh teleskop·.Úloha 1.7 Jak velký bude obraz Marsu p°i opozii, jestliºe pozorujeme planetu dalekohle-dem o pr·m¥ru 62 m s ohniskovou vzdáleností f = 2,8m? Pr·m¥r Marsu je 6 794 km, jehovzdálenost je 0,37AU = 55mil. km. 7



1 ASTROFYZIKÁLNÍ METODY�e²ení: Pozorovaný úhlový pr·m¥r je Θ = d
r

= 6794
55·106 = 1,2·10−4 rad ∼= 25′′. P°i ohniskovévzdálenost f = 2,8m je obraz velký Θf = 0,3mm.Úloha 1.8 Hv¥zda α Centauri A má ro£ní paralaxu π = 0,742′′ a pr·m¥r 1,7 ·109m. M·ºemerozli²it v Hubbleov¥ kosmikém dalekohledu její kotou£ek p°i pozorování na vlnové déle λ == 550 nm?�e²ení: Platí Θ = d/r = 4 · 10−8 rad = 0,0086′′. Hubbleovým kosmikém dalekohle-dem nelze pozorovat kotou£ek hv¥zdy, nebo´ jeho rozli²ovaí shopnost je Θ = 1,22λ/D == 2,8 · 10−7 rad.Úloha 1.9 Stanovte úhlové rozli²ení mezi Plutem a Charonem p°i jejih pozorování v opoziize Zem¥ v perihéliu dráhy s exentriitou e = 0,25. Velikost velké poloosy dráhy Pluta je

39,5AU, velikost velké poloosy dráhy Charona je d = 19 600 km. Jaký pr·m¥r dalekohledu jenezbytný k úhlovému rozli²ení obou t¥les na vlnové déle λ = 550 nm?�e²ení: Perihéliová vzdálenost od Slune je r = a(1− e) = 29,6AU, vzdálenost od Zem¥je 28,6 ·1,5 ·1011m = 4,3 ·1012 m. Dosadíme do vztahu Θ = d
r

= 19,6·103 km
28,6·1,5·108 km = 4,6 ·10−6 rad == 0,9′′. Toto rozli²ení je dosaºitelné jen p°i velmi dobrýh pozorovaíh podmínkáh, kvalitnímseeingu. Ke stanovení pr·m¥ru dalekohledu vyuºijeme vztah D = 1,22λ/Θ = 0,13m.Úloha 1.10 Neh´ u hypotetiké hv¥zdy spektrální t°ídy G2 V byla stanovena ro£ní paralaxa

π = 0,004′′. P°edpokládejte, ºe kolem ní obíhá planeta s ob¥ºnou dobou T = 64 rok·. Ov¥°te,zda lze rozli²it od sebe t¥lesa p°i sledování dalekohledem o pr·m¥ru 10m na vlnové déle
λ = 510 nm.�e²ení: Vzdálenost hv¥zdy je r = 1/π = 250 p. P°i stejné spektrální t°íd¥ jako Slunem·ºeme p°edpokládat obdobnou hmotnost. Dále ur£íme velikost velké poloosy dráhy planety
a = T 2/3 = 16AU. Ze vzdálenosti 1 p byhom pozorovali velkou poloosu dráhy 16AU podúhlem 16′′, tedy ze vzdálenosti 250 p pod úhlem 0,06′′. Rozli²ovaí shopnost dalekohledu je
Θ = 1,22λ/D = 0,01′′, planetu m·ºeme pozorovat.Úloha 1.11 Stará kulová hv¥zdokupa M 13 v souhv¥zdí Herkula se nahází ve vzdálenosti
7,2 kp. Její úhlový pr·m¥r je 23′. Hustota zá°ivého toku detekovaná od této hv¥zdokupybolometrem v horní vrstv¥ zemské atmosféry je 2,45·10−10W·m−2. Ur£ete pr·m¥r hv¥zdokupyv p. Za zjednodu²ujíího p°edpokladu, ºe v²ehny hv¥zdy hv¥zdokupy mají zá°ivý výkonshodný se Slunem stanovte, kolik hv¥zd hv¥zdokupa obsahuje.�e²ení: Pr·m¥r hv¥zdokupy je d = θr = 23·60

206265
· 7,2 · 103 = 50 p. Po£et hv¥zd tvo°ííhhv¥zdokupu je N = 4πr2Fbol/L⊙ = 4 · 105.Úloha 1.12 Vzdálenost kosmikýh t¥les, v na²em p°ípad¥ hv¥zd, ur£ujeme ze vztahu r =

100,2(m−M+5). Do jaké vzdálenosti m·ºeme pozorovat hv¥zdy hlavní posloupnosti G0 V, jejihºabsolutní bolometriká hv¥zdná velikost je 4,4mag. P°edpokládejte, ºe hv¥zdy s nejmen²íjasností, které m·ºeme pozorovat, se vyzna£ují pozorovanou bolometrikou hv¥zdnou velikostí
16,4mag.�e²ení: Dosazením do vztahu r = 100,2(m−M+5) obdrºíme r = 2 500 p = 2,5 kp.8



Úloha 1.13 CCD detektor je umíst¥n v ohnisku re�ektoru s ohniskovou vzdáleností f = 15ma s pr·m¥rem zradla 8,2m. Detektor obsahuje 500×500 pixel·, kaºdý z nih má ²í°ku 20 µm.Jaká je úhlová velikost v arse oblohy, která je zobrazena na pixelu. Ur£ete úhlovou velikostpole v armin elého CCD £ipu.�e²ení: Pro závislost mezi velikostí obrazu objektu d v ohniskové rovin¥ dalekohledu,ohniskovou vzdáleností f a úhlovou velikostí objektu Θ na obloze platí d = fΘ, kde Θ jevyjád°ené v radiáneh. Dosazením obdrºíme Θ = d/f = 1,3 · 10−6 rad = 0,275′′ pixel−1. Proelý £ip obdrºíme 500 · 0,275′′ = 137,5′′ = 2′17′′.Úloha 1.14 Zvaºte, zda lze pomoí Hubbleova kosmikého dalekohledu s primárním zradlemo pr·m¥ru D = 2,4m a ohniskovou vzdáleností f = 31m vybaveného CCD detektorem
1600×1600 pixel·, jeden pixel má ²í°ku d = 15 µm, pozorovat aktivní galaxii NGC 6240, jejíºúhlová velikost je 2′. Ur£ete úhlovou velikost pole p°ipadajíí na jeden pixel a na elý CCD£ip (prvek).�e²ení: Na jeden £ip p°ipadá Θ = d/f = 4,8 · 10−7 rad = 0,1′′. Celkové pole detektoruje 1600 · 0,1′′ = 160′′ = 2′40′′, tedy Hubble·v kosmiký dalekohled m·ºeme k pozorování tétogalaxie pouºít.Úloha 1.15 Obraz slab¥ jasné vzdálené galaxie na CCD detektoru pokrývá 50 pixel·. V pr·-b¥hu p¥tisekundové expozie bylo na t¥hto pixeleh zahyeno 104 fotoelektron·. Na sou-sedníh 2500 pixeleh detektoru vn¥ obrazu galaxie, bylo p°i stejné expozi£ní dob¥ zahyeno
105 fotoelektron·. Ur£ete pom¥r signál/²um. Vypo£t¥te pot°ebnou délku expozie t, jestliºebudeme vyºadovat pom¥r signál/²um rovný 100.�e²ení: Pom¥r S

N
=

Cobj
(Cobj+2Cobl)1/2 = 8000

109,54
= 73. Platí závislost S/N ≈ t1/2, tedy poºa-dovaný pom¥r bude dosaºen p°i expozii t = 10 s.Úloha 1.16 M°íºkový spektrograf s kolima£ní soustavou má ohniskovou vzdálenost f1 == 0,5m a dále je vybaven obrazovou £o£kou o ohniskové vzdálenosti f2 = 0,2m. Spektrum jefokusováno na CCD detektor, jednotlivé pixely mají ²í°ku 15 µm. Sv¥tlo sm¥°ované na m°íºkuprohází p°es ²t¥rbinu o ²í°e s = 50 µm. M°íºka má 600 £ar/mm, její ²í°ka je 10 m. M°íºkaje uºívána v prvním °ádu k pozorování spektrální £áry o vlnové déle λ = 500,7 nm. Provýsledné zahyené spektrum musí být rozli²ení takové, aby alespo¬ dva pixely byly rozli²eny.Ur£ete reipro£ní lineární disperzi dλ/dx v Å/mm a v Å/pixel.V extrémním p°ípad¥, kdy je rozli²ení spektra ur£ováno výhradn¥ ²í°kou ²t¥rbiny, sta-novte ²í°ku lineárního rozli²ovaího prvku, ∆x (v µm) a spektrálního rozli²ení Wλ (v Å). Jerozli²ovaí prvek adekvátní vzorkování pixel· v CCD?�e²ení: Reipro£ní lineární disperze je dána vztahem dλdx

= d cos θ
f2m

. P°i uºití m°íºky k pozo-rování sv¥tla o vlnové déle λ je zám¥rný úhel θ ur£en: d sin θ = mλ ⇒ sin θ = mλ/d, cos θ == (

1 − sin2 θ
)1/2

=
[

1 −
(

mλ
d

)2
]1/2. Dosazením za cos θ obdrºíme dλdx

= d
f2m

[

1 −
(

mλ
d

)2
]1/2.Numerikým dosazením obdrºíme dλdx

= 80Å/mm. Vyjád°íme v²e v jednotkáh Å/pixel, ²í°kapixelu je a = 15 µm, oº znamená, ºe 1mm = 1/a pixel·. Reiproká lineární disperze jev Å/pixel dλd(pix) = adλdx
= 1,2Å/pixel. Jestliºe rozli²ení je ur£ováno výhradn¥ ²í°kou ²t¥rbiny,pak dostáváme ∆x = s′ = sf2/f1 = 50 · 20/50 = 20 µm. P°evedení na spektrální rozli²ení v Å9



1 ASTROFYZIKÁLNÍ METODYrealizujeme vynásobením reipro£ní lineární disperzí Wλ = ∆xdλdx
= 1,6Å. Tudíº rozli²ovaíprvek je ∆x = 20 µm, pixel má velikost a = 15 µm. Rozli²ovaí prvek pokrývá mén¥ neº 2pixely, tudíº není vhodným.Úloha 1.17 Jaký zvolíte typ pozorovaího p°ístroje k deteki zá°ení p°iházejíího ze spi-rálníh ramen Galaxie. Zá°ení vzniká v atomeh vodíku p°i zm¥n¥ orientae spinu elektronuz p·vodn¥ paralelní na antiparalelní vzhledem k protonu. Teoretiky propo£ítaný rozdíl meziob¥ma energetikými hladinami je 1,1 · 10−24 J.�e²ení: Výpo£tem stanovíme vlnovou délku λ = hc/E = 0,21m. Vhodným detek£nímp°ístrojem je rádiový teleskop praujíí na vlnovýh délkáh °ádov¥ desítek m, nap°. v E�el-sberku v N¥meku.Úloha 1.18 Mars pozorovaný pod úhlem 18′′ vyza°uje jako absolutn¥ £erné t¥leso o teplot¥

210K. Ur£ete tok zá°ení od planety na vlnové déle 3 m.�e²ení: Známe T = 210K, λ = 0,03m, Θ = 8,72 · 10−5 rad. Dosadíme do vztahu Sν == B(ν)Ω = 2kT
λ2

(

πΘ2

4

)

= 3,8 · 10−26 W ·m−2 Hz−1.Úloha 1.19 Tok zá°ení p°ijímaný od Jupitera na frekveni 20MHz je 106 Jy. Ur£ete elkovýzá°ivý výkon v jednotkovém rozsahu frekvene, tedy ve WHz−1. P°edpokládáme izotropnívyza°ování planety a vzdálenost planety v okamºiku pozorování 4,8AU.�e²ení: Platí p°evodní vztah 1 Jy = 10−26 W · m−2 Hz−1. Celkový zá°ivý výkon je dánvztahem L = 4πr2S = 6,5 · 104 WHz−1.Úloha 1.20 Ur£ete minimální detekovatelný tok zá°ení rádiovým teleskopem v Jodrell Bank,který má pr·m¥r antény 64m. �í°ka pásma je 10MHz, anténní teplota na pozorované frekvenije 130K, p°edpokládaná £asová délka pozorování je 10minut.�e²ení: Smin = 2kTant
P (τ∆ν)1/2 = 1,4 · 10−29 W ·m−2 Hz−1.Úloha 1.21 Very Large Array v Soorru ve stát¥ Nové Mexiko v USA se skládá ze soustavydvaeti sedmi rádiovýh teleskop· poskládanýh do tvaru písmene Y, kaºdý o pr·m¥ru 25metr·. P°edpokládejte, ºe VLA souvisle pozoruje zdroj o rádiovém toku 1 Jy v pásmu 10MHzod roku 1976. Ur£ete elkové mnoºství energie detekované do roku 2006.�e²ení: Úhrnná ploha v²eh rádiovýh teleskop· je 1,3 · 104 m2. Dále platí vztah P == S(ν)A∆ν = 1 · 10−26 · 1,3 · 104 · 107 = 1,3 · 10−15 J s−1. Vzhledem k dob¥ pozorování

30 rok· = 9,47 · 108 s je elková detekovaná energie 1,2 · 10−6 J.Úloha 1.22 Jak dlouho druºie COBE ur£ená na deteki reliktního zá°ení, musí zahyovatanizotropie zá°ení na úrovni ∆T ≈ 3 · 10−5 K p°i pom¥ru signál/²um rovnému 10, jestliºe jeteplota detek£ního systému 250K a ²í°ka pásma 800MHz.�e²ení: Ze vztahu S
N

= ∆T
Tsys (∆ντ)1/2 ur£íme integra£ní £as τ = 8,68 · 106 s = 100 dn·.Úloha 1.23 Aktivní galaxie ve vzdálenosti 1Gp, s £ernou dírou obklopenou akre£ním10



diskem, je zdrojem rentgenového zá°ení o výkonu Lx = 1034 W. Ur£ete hustotu rentgenovéhozá°ivého toku od tohoto zdroje u Zem¥. Kolik foton· zahytí detektor na druºii Chandra,jestliºe jeho sb¥rná ploha je 0,04m2, expozi£ní doba 106 s a pr·m¥rná energie fotonu je 5 keV.�e²ení: Fx = Lx/ (4πr2) = 8,4·10−19 W·m−2. Celkové mnoºství energie zahyené b¥hemexpozi£ní doby je Wx = FxSt = 3,3 · 10−14 J. P°i pr·m¥rné energii Wef = 5 keV = 8 · 10−16 Jje po£et detekovanýh foton· Nx = Wx/Wf = 42.Úloha 1.24 V první polovin¥ 19. století ur£ili nezávisle na sob¥ t°i astronomové paralaxur·znýh hv¥zd. Prove¤te srovnání p°esnosti m¥°ení, jestliºe je známo: V. J. Struve stanovil
πVega = 0,125′′, zatímo správná hodnota je πsou£ = 0,129′′. F. W. Bessel ur£il paralaxu
π61 Cygni = 0,314′′, správná hodnota £inila πsou£ = 0,287′′. T. Henderson v prvníh p°edb¥ºnýhvýsledíh zjistil paralaxu πα CenA Rigil = 1,16′′, správná hodnota byla πsou£ = 0,742′′.�e²ení: Absolutní hodnota rozdílu p·vodn¥ historiky nam¥°ené a sou£asné správné pa-ralaxy, pod¥lená správnou sou£asnou hodnotou ur£uje relativní hybu m¥°ení. U Vegy bylap°esnost m¥°ení ∣∣

∣

0,004
0,129

∣

∣

∣
·100 = 3,1 %, u 61 Cygni ∣∣

∣

0,027
0,314

∣

∣

∣
·100 = 8,6 % a u α Cen A = ∣∣

∣

0,418
0,742

∣

∣

∣
·100 == 56,3 %. Nejp°esn¥j²í m¥°ení tak provedl V. J. Struve a nejmén¥ p°esná T. Henderson.Úloha 1.25 Ve vzdálené galaxii byla pozorována supernova typu Ia. V jejím spektru bylazji²t¥na absorp£ní £ára K Ca II o nam¥°ené vlnové déle 409,10 nm. P°edpokládaná pozoro-vaná hv¥zdná velikost v barv¥ B supernovy v maximu jasnosti je MB = −19,5mag. Zvaºte,zda bude pozorovatelná dalekohledem o pr·m¥ru 70 m.�e²ení: Laboratorní vlnová délka £áry K Ca II je λl = 393,4 nm. Dosazením do vztahu

z = v/c = (λp − λl) /λl = 0,04 stanovíme v = 0,04c ⇒ v = 1,2 · 104 km · s−1. Vzdálenostgalaxie r ur£íme z Hubbleova zákona r = v/H = 160Mp = 1,6 · 108 p. Úpravou vztahu promodul vzdálenosti obdrºíme mB = MB +5 log r−5 = 16,5mag. Pro limitní hv¥zdnou velikost
mB dalekohledu o pr·m¥ru D v mm platí vztah mB = 2,5 + 5 log D. Dosazením získáme
D = 631mm = 63,1 m, tudíº dalekohled o pr·m¥ru 70 m je posta£ujíí pro pozorovánísupernovy.Úloha 1.26 Ur£ete optikou hloubku zemské atmosféry od povrhu k sodíkové vrstv¥ zemskéatmosféry, jejíº vý²ka nad Zemí D je p°ibliºn¥ 90 km. Na povrhu Zem¥ m¥°íme hustotu tokuzá°ení, které je stimulováno pomoí sodíkového laseru se zá°ivým výkonem Lvni. Laserovésv¥tlo oza°uje vrstvu sodíku, exituje elektrony. Následn¥ jsou sodíkové atomy deexitoványa vyza°ují sv¥tlo do v²eh sm¥r·. Na Zemi pozorujeme zá°ivý bod � �um¥lou hv¥zdu", kteráslouºí jako srovnávaí zdroj k provedení koreke na atmosfériké deformae.�e²ení: Pro hustotu zá°ivého toku platí Fvn¥ = Fvnie−τ , oº lze vyjád°it prost°edni-tvím zá°ivého výkonu Lvn¥ = Lvnie−τ . Rozvedeno Lroz = Lvni − Lvn¥ = Lvni − Lvnie−τ == Lvni(1 − e−τ ). Neznáme Lroz, ale známe hustotu zá°ivého toku F = Lvni

4πr2 . Dosazenímobdrºíme vztah F = Lroz
4πD2 = Lvni

4πD2 (1 − e−τ ), ze kterého ur£íme optikou hloubku τ = −- ln(1 − F4πD2

Lvni ).
11



2 Slune£ní soustavaÚloha 2.1 Vysv¥tlete, pro£ za b¥ºnýh podmínek pozorujeme okraj slune£ního disku ost°eohrani£ený zatímo p°i úplném zatm¥ní se slune£ní koróna jeví neostrá? Teplota fotosférySlune je 5 780K, koróny 2 · 106 K.�e²ení: Tlaková ²kálová vý²ka atmosféry Slune je dána vztahem H = kT
gm

, kde m jemolekulová hmotnost, v na²em p°ípad¥ uvaºujme vodíku. Povrhové gravita£ní zryhlení g == GM⊙

R2
⊙

= 2,7 · 102 m · s−2. Pro fotosféru po dosazení obdrºíme H = 1,8 · 105 m. Vzhledemk tomu, ºe H < 10−3 R⊙ pozorujeme okraj slune£ního disku ostrý. U koróny H = 6 · 107 m,tedy H ∼= 0,1 R⊙, proto je okraj koróny neostrý a rozmazaný.Úloha 2.2 Pr·m¥rn¥ jeden den po hromosfériké erupi na Sluni vznikají r·zné geofyzikálníporuhy. Stanovte kinetikou energii proton·, které je vyvolávají.�e²ení: Pr·m¥rnou ryhlost proton· stanovíme ze vztahu v = rZS
td = 1,5·1011

8,64·104 = 1,7·106 m·s−1.Ryhlosti odpovídá kinetiká energie proton· Ek = 1
2
mpv2 ∼= 2 · 10−15 J ∼= 10 keV.Úloha 2.3 M·ºeme lidským zrakem hrán¥ným vhodným �ltrem pozorovat na Sluni slune£nískvrnu o velikosti Zem¥ respektive Jupitera? P°ipomínáme, ºe lidské oko je shopno rozli²itp°edm¥ty pozorované p°ibliºn¥ pod úhlem nejmén¥ 2′.�e²ení: Dosadíme do vztahu Θ = D/rZS, v p°ípad¥ skvrny o velikosti Zem¥ D == 12 756 km, Θ = 18′′, skvrnu nelze pozorovat. Skvrnu o velikosti Jupitera D = 143 000 km,

Θ = 197′′ = 3′17′′ naopak m·ºeme vid¥t.Úloha 2.4 Ur£ete úbytek hmotnosti Slune prost°ednitvím slune£ního v¥tru. P°edpokládejtesfériky symetriké ²í°ení slune£ního v¥tru meziplanetárním prostorem, neh´ ve²kerá hmota zeSlune prohází sférou ve vzdálenosti r = 1AU. V okolí Zem¥ je pr·m¥rná ryhlost slune£níhov¥tru v = 500 km · s−1, hustota £ásti je n = 7 · 106m−3.�e²ení: Sférikou vrstvou o polom¥ru r za £as dt projde dM = ρdV = (nmH) (4πr2vdt).Zmen²ení hmotnosti lze vyjád°it vztahem dM/dt = 4πr2nmH = 4πr2ρv. Numerikým dosa-zením obdrºíme úbytek hmotnosti Slune 3 · 10−14 M⊙ rok−1.Úloha 2.5 Stanovte stá°í vzorku horniny Zem¥ z jihozápadního Grónska, u kterého byl zji²t¥npom¥r 206
82 Pb/238

92 U = 0,623. Rozpadová reake je dána vztahem 238
92 U → 206

82 Pb+ 84
2He, polo£asrozpadu τ = 4,5 · 109 rok·.�e²ení: Radioaktivní rozpad popisujeme vztahem N/N0 = exp

(

− ln 2t
τ

), kde N0 = N ++ Nrozpad = N + 0,623N = 1,1623N . Po dosazení a úprav¥ obdrºíme t = −τ ln N
N0

/ ln 2 == 3,65 · 109 rok·.Úloha 2.6 Jaké bylo stá°í jednoho ze vzork· horniny M¥síe získaného p°i výprav¥ Apolla 17v roe 1972, jestliºe byl u n¥ho zji²t¥n pom¥r 87
38Sr/87

37Rb = 0,065? Rozpadová reake 87
37Rb →

87
38Sr + e−, polo£as rozpadu τ = 4,7 · 1010 rok·.12



�e²ení: Op¥t pouºijeme vztah N/N0 = exp
(

− ln 2t
τ

), kde N0 = N + Nrozpad = N ++ 0,065N = 1,065N . Po dosazení t = −τ ln N
N0

/ ln 2 = 4,3 · 109 rok·.Úloha 2.7 Ur£ete tlakové ²kálové vý²ky pro kyslík a dusík v atmosfé°e Zem¥, p°edpokládejte
g = 9,8m · s−2 a pr·m¥rnou teplotu 280K.�e²ení: Tlaková ²kálová vý²ka je pro kyslík m = 32·1,67·10−27 kg rovna H = kT/(gm) == 7,4 km. V p°ípad¥ dusíku m = 28 · 1,67 · 10−27 kg obdrºíme H = kT/(gm) = 8,4 km.Úloha 2.8 Nejvy²²í hora na Zemi Mount Everest má vý²ku h = 8 848m nad úrovní mo°e.Horolezi k jejímu zdolání zpravidla pouºívají kyslíkové p°ístroje. Zd·vodn¥te pro£, stanovtekonentrai kyslíku n na vrholu hory. St°ední teplotu atmosféry Zem¥ v této vrstv¥ atmosférypokládáme rovnou 280K.�e²ení: �kálová tlaková vý²ka je pro kyslík p°i molekulové hmotnostim = 32·1,67·10−27 kgrovna H = kT/(gm) = 7,4 km. U ideálního plynu n ∼ p. Platí p(h)/p(h0) = exp(−h/H) == 0,3. Konentrae kyslíku je na vrholu Mount Everestu rovna p°ibliºn¥ 1/3 hodnoty umo°ské hladiny.Úloha 2.9 Kekovy dalekohledy byly postaveny na vrholu hory Mauna Kea na Havajive vý²e h = 4 100m nad úrovní mo°e v míst¥ s pr·m¥rnou teplotou T = 280K. Jednímz d·vod· tohoto umíst¥ní je sníºený obsah vodníh par v této vý²e, tudíº zlep²ení podmínekpro pozorování. Tento úsudek doloºte výpo£tem.�e²ení: U vodníh par je tlaková ²kálová vý²ka p°i m = 18 · 1,67 · 10−27 kg, H == kT/(gm) = 12,9 km. Pro ideální plyn n ∼ p. Vypo£teme p(h)/p(h0) = exp(−h/H) = 0,73.Úloha 2.10 Tlaková ²kálová vý²ka atmosféry Zem¥ je HZ = 8,4 km, prove¤te její výpo£etpro Mars, jestliºe MM = 6,4 · 1023 kg, MM = 0,11MZ, RM = 3 397 km, RM = 0,53RZ, st°edníteplota atmosféry Zem¥ je 280K, Marsu 190K.�e²ení: Pro ²kálovou vý²ku platí H = kT/(gm), kde u Zem¥ p°edpokládáme sloºeníatmosféry N2, tedy m = 28 · 1,67 · 10−27 kg. V p°ípad¥ Marsu u sloºení atmosféry p°evládáCO2, tudíº m = 44 · 1,67 · 10−27 kg. P°ipomínáme, ºe g ∼ M/R2. Po dosazení obdrºíme
HM = 9,6 km.Úloha 2.11 Ur£ete efektivní teplotu rovnováºného zá°ení Zem¥, jestliºe je známo Bondovoalbedo Zem¥ A = 0,30, efektivní povrhová teplota Slune 5 780K, polom¥r Slune 7 · 108 m avzdálenost Slune � Zem¥ aSZ = 1AU = 1,5 · 1011 m. Albedo de�nujeme jako pom¥r velikostizá°ení rozptýleného povrhem koule do v²eh sm¥r· k elkovému mnoºství zá°ení, jeº dopadána povrh p°i rovnob¥ºném svazku zá°ení.�e²ení: Pro zá°ivý výkon povrhu Zem¥ platí 4πR2ZσT 4efZ, Zem¥ absorbuje od Slunezá°ivý výkon (1−A)4πR2

⊙σT 4ef⊙πR2Z/(4πa2SZ). P°edpokládáme, ºe tok zá°ení je u Zem¥ absor-bován plohou πR2Z, ale vyza°ován plohou 4πR2Z vzhledem k relativn¥ ryhlé rotai Zem¥. Poúprav¥ obdrºíme TefZ = Tef⊙ ( R⊙

2aSZ)1/2

(1 − A)1/4 = 255K. Atmosfériká teplota je vzhledemke skleníkovému efektu vy²²í, dosahuje zhruba 290K.13



2 SLUNE�NÍ SOUSTAVAÚloha 2.12 Stanovte efektivní teplotu rovnováºného zá°ení Marsu, známe Bondovo albedoMarsu A = 0,25, efektivní povrhovou teplotu Slune 5 780K, polom¥r Slune 7 · 108 m avzdálenost Slune � Mars aM = 1,52AU = 2,28 · 1011 m.�e²ení: UMarsu pouºijeme stejnou úvahu jako u Zem¥, TefM = Tef⊙ ( R⊙

2aM)1/2

(1−A)1/4 == 210K.Úloha 2.13 Hodnota solární konstanty pro Zemi je ve vzdálenosti 1AU od Slune 1 370W·m−2.Ur£ete hodnotu solární konstanty pro Jupiter, který obíhá v pr·m¥rné vzdálenosti 5,2AU odSlune. Stanovte elkový p°ijímaný zá°ivý výkon od Slune, který získává Jupiter, jestliºeBondovo albedo planety je 0,70.�e²ení: Solární konstanta Jupitera je SJ = SZ/5,22 = 51W · m−2. Celkový p°ijímanýzá°ivý výkon je L⊙→J = SJπR2J(1 − A) = 2,4 · 1017 W.Úloha 2.14 Ob¥ºná doba planetky Iarus obíhajíí kolem Slune po eliptiké dráze je 1,12 roku,exentriita její dráhy je 0,83. Ur£ete vzdálenost planetky od Slune v perihéliu a aféliu, sta-novte efektivní teplotu rovnováºného zá°ení planetky ve zmín¥nýh bodeh její dráhy p°iznalosti Bondova albeda A = 0,1.�e²ení: Nejprve ur£íme velikost velké poloosy, následn¥ perihéliovou a aféliovou vzdále-nost. Z T 2 = a3 ⇒ a = 1,08AU, rp = a(1 − e) = 0,19AU, ra = a(1 + e) = 1,97AU. Efektivníteplotu stanovíme obdobn¥ jako u úloh 2.12, 2.13, Tef, p = 624K, Tef, a = 194K.Úloha 2.15 Ze spektroskopikýh studií Neptuna v infra£erveném oboru kosmikou sondouVoyager 2 byla stanovena teplota planety na 56K. Dokaºte, ºe Neptun má vnit°ní zdrojeenergie, jestliºe Bondovo albedo je A = 0,29, st°ední vzdálenost od Slune je aNe = 30AU.�e²ení: Nejprve ur£íme hodnotu solární konstanty Neptuna SNe = SZ/302 = 1,5W·m−2.Planetou získávaný zá°ivý výkon od Slune je L⊙→Ne = SNeπR2Ne(1−A) = 2·1015 W. Efektivníteplota rovnováºného zá°ení planety je Tef, Ne =
(

L⊙→Ne
4πσR2Ne)1/4

= 46K. Spektroskopiky zji²t¥náteplota je vy²²í, Neptun má vnit°ní zdroje energie.Úloha 2.16 Hypotetiky p°edpokládejte, ºe jediným zdrojem energie vyza°ování Jupitera jegravita£ní poteniální energie. Jak dlouho by mohl vyza°ovat p°i zahování harakteristik,jestliºe sou£asný elkový vyzá°ený výkon Jupitera je L = 4 · 1017 W.�e²ení: Gravita£ní poteniální energie homogenní koule je Ep = −3
5
GM2/R, úbytekenergie je dL/dt = dEp/dt = −3

5
GM2/R2 dR/dt. Po dosazení obdrºíme dR/dt = −10−4 m·rok−1.P°i sou£asném polom¥ru 7,1 · 107 m m·ºe planeta vyza°ovat energii je²t¥ miliardy rok·.Úloha 2.17 Podle kosmogonikýh hypotéz o vzniku slune£ní soustavy p°ed 4,7 miliardamirok· byl p·vodní zá°ivý výkon Jupitera 0,02 L⊙ p°i povrhové teplot¥ 1 000K. Za p°edpokladu,ºe vyza°oval jako absolutn¥ £erné t¥leso ur£ete jeho tehdej²í polom¥r.�e²ení: P·vodní polom¥r stanovíme ze vztahu R =

(

L
4πσT 4ef)1/2

= 3,3 · 109 m.Úloha 2.18 M·ºeme ze Zem¥ vid¥t na Marsu údolní útvar Valley Marineris, jehoº ²í°ku14



odhadujeme na 200 km? P°edpokládejte pozorování v dob¥ opozie, p°i které je Mars vzdálenod Zem¥ 5,6 · 1010 m.�e²ení: P°i zadané vzdálenosti Marsu je ²í°ka údolí Valley Marineris pozorována podúhlem α = 1,5 · 10−4 ◦, tedy p°ibliºn¥ 0,5′′, oº je na hranii rozli²itelnosti nejv¥t²ími pozem-skými dalekohledy za ideálníh podmínek. Naopak z Marsu by za stejnýh podmínek bylomoºné pozorovat nap°íklad ústí Amazonky do Atlantikého oeánu, jehoº ²í°ka p°esahuje
250 km.Úloha 2.19 Merkur má pr·m¥rnou hustotu ρ = 5,4 · 103 kg ·m−3. P°edpokládaná hustotapovrhovýh vrstev ρo = 4,5 · 103 kg ·m−3, jádra ρj = 8 · 103 kg ·m−3. Ur£ete relativní velikostpolom¥ru jádra planety.�e²ení: Celková hmotnost Merkuru se skládá z hmotností jádra a obalu M = Mj + Mo,tedy 4

3
πρR3 = 4

3
πρjR3j + 4

3
πρo(R3 − R3j ). Po úprav¥ obdrºíme Rj/R =

(

ρ−ρo
ρj−ρo )1/3

= 0,64.Úloha 2.20 Objasn¥te, pro£ m¥sí Saturna Titan si zahoval svoji atmosféru zatímo Merkurnikoliv. Maximální teplota v dusíkové atmosfé°e Titanu je 100K, na povrhu Merkuru aº
800K.�e²ení: K dlouhodobému udrºení atmosfér kosmikýh t¥les musí být spln¥na zhrubapodmínka vp ≥ 10vsk (kde vp je paraboliká ryhlost, vsk je st°ední kvadratiká ryhlostmolekul plynu), tedy (2GM

R

)1/2 ≥ 10
(

3kT
m

)1/2. Mariner 10 v roe 1974 bezúsp¥²n¥ hledal uMerkuru p°ípadnou tenkou vrstvu atmosféry z hélia. Pro tento prvek platí vp/vsk = 4,2/2,1 == 2, atmosféra by tak mohla existovat pouze n¥kolik dn·. Titan má atmosféru sloºenoup°eváºn¥ z molekulárního dusíku. Po dosazení obdrºíme vp/vsk = 2,7/0,3 = 9, tedy podmínkapro dlouhodobou existeni atmosféry je tém¥° spln¥na.Úloha 2.21 Dokaºte pro dostate£n¥ malé £ástie prahu v kometárním ohonu, ºe síla t°enízp·sobená slune£ním v¥trem je v¥t²í neº gravita£ní síla Slune.�e²ení: Gravita£ní síla Slune p·sobíí na £ástii prahu kulového tvaru má velikost Fg == GM⊙m£/R2 = GM⊙
4
3
πr3ρ£/R2. Pro gravita£ní sílu platí Fg = Ar3, kde A = GM⊙

4
3
πρ£/R2.Síla t°ení zp·sobená slune£ním v¥trem má podle Stokesova vztahu velikost Ft = Br2, kde Bje konstanta závislá na vlastnosteh meziplanetárního prost°edí. Odtud dostáváme pom¥r

Ft/Fg = B/(Ar). Tedy pro dostate£n¥ malé hodnoty polom¥ru £ástie prahu je síla t°enív¥t²í neº gravita£ní síla Slune. Slune£ní vítr tak odfoukává malé prahové £ástie z blízkostijádra komety a ty vytvá°ejí prahový kometární ohon.Úloha 2.22 Prov¥°te, zda molekuly CN (emisní pás λ = 388,3 nm) jsou uvol¬ovány z povrhujádra komety Hale � Bopp v helioentriké vzdálenosti r = 2,9AU p°i teplot¥ T = 200K.Kometární jádro má hustotu p°ibliºn¥ ρ = 103 kg ·m−3 a polom¥r R = 10 km.�e²ení: M = 4
3
πR3ρ = 4,2 · 1015 kg. Úniková ryhlost z jádra vp = (2GM/R)1/2 == 7,5m · s−1, zatímo st°ední kvadratiká ryhlost vsk = (3kT/m)1/2 = 436m · s−1. P·sobenímslune£ního zá°ení jiº molekuly CN opustily povrh jádra komety.Úloha 2.23 �astým nám¥tem katastro�kýh �lm· je dopad komet na povrh Zem¥. Hy-potetiky p°edpokládejte pád jádra komety do Tihého oeánu ryhlostí 10 km · s−1. Neh´15



2 SLUNE�NÍ SOUSTAVAmá sfériký tvar o pr·m¥ru R = 3 km a hustot¥ ρ = 103 kg · m−3. Ur£ete velikost uvoln¥néenergie a porovnejte ji s energií uvol¬ovanou p°i erupíh sopek, která dosahuje 100MTNT.P°ipomínáme, ºe 1 megatuna TNT odpovídá energii 4,2 · 1015 J. Jak velké mnoºství vody sep°i pádu vypa°í?�e²ení: Ur£íme hmotnost jádra komety M = ρV = 1,4 · 1013 kg, kinetiká energie uvol-n¥ná p°i dopadu je 1
2
Mv2 = 7 · 1020 J, tedy mnohem v¥t²í neº p°i erupíh sopek. Mnoºstvívypa°ené vody stanovíme ze vztahu m = Ek/lv, kde lv = 2,26 · 106 kJ · kg−1. Po dosazení zazjednodu²ujííh p°edpoklad· ρv = 103 kg ·m−3 dostaneme V = 300 km3.Úloha 2.24 Ur£ete pomoí empirikého vztahu D ∼= D0(Ek/Ek0)0,294, kde D0 = 15 km, Ek0 == 1020 J p°ibliºnou hmotnost a polom¥r meteoritu Ries, po jehoº dopadu z·stal v N¥mekukráter o pr·m¥ru D = 24 km. P°edpokládejte modelovou ryhlost dopadu 25 km·s−1 a hustotu

ρ = 3 · 103 kg ·m−3.�e²ení: Ze vztahu D ∼= D0(Ek/Ek,0)0,294 nejprve stanovíme Ek = 5·1020 J. Odtud ur£ímep°i p°edpokladu v = 25 km · s−1 hmotnost meteoritu m = 1,6 · 1012 kg. Polom¥r stanovíme zevztahu R =
(

M
4
3
πρ

)1/3

= 500m.Úloha 2.25 M¥sí Charon obíhá kolem Pluta ve vzdálenosti aCh = 19 640 km za dobu TCh =
6,39 dne. Polom¥r Pluta je RPl = 1 150 km, RCh = 600 km. Za zjednodu²ujíího p°edpokladu,ºe ob¥ t¥lesa mají stejnou hustotu, ur£ete jejih hmotnosti.�e²ení: Z III. Keplerova zákona a3Ch/T 2Ch = G(MPl + MCh)/(4π2) stanovíme hmotnostsoustavy Pluto � Charon MPl + MCh = 1,4 · 1022 kg. Vzhledem k objem·m t¥les dostaneme
MPl = 1,2 · 1022 kg, MCh = 1,7 · 1021 kg. Ve skute£nosti je pom¥r hustot p°ibliºn¥ ρPl : ρCh == 2 : 1.Úloha 2.26 V jaké vzdálenosti od Pluta se nahází hmotný st°ed soustavy Pluto � Charon?Pluto má hmotnost MPl = 1,2 · 1022 kg a Charon MCh = 1,7 · 1021 kg, velká poloosa dráhyCharona je 19,6 · 103 km.�e²ení: Platí vztah MPlaPl + MChaCh = (MPl + MCh)aspol.Zvolme sou°adnou soustavu,kde aPl = 0, aCh je vzdálenost mezi ob¥ma objekty, aspol je vzdálenost st°edu hmotnosti aPluta. �e²ením dostaneme aspol = MChaCh/(MPl + MCh) = 2 100 km. Tedy hmotný st°ed leºíasi 1 000 km nad povrhem Pluta.Úloha 2.27 Jak se m¥ní tlaková ²kálová vý²ka atmosféry Pluta p°i p°ehodu z afélia do pe-rihélia p°i exentriit¥ dráhy planety e = 0,25?�e²ení: Tlaková ²kálová vý²ka atmosféry je dána vztahem H = kT/(gm), p°i£emº proteplotu rovnováºného zá°ení Pluta platí T ≈ r−1/2, kde r je vzdálenost od Slune. Aféliová aperiheliová vzdálenost jsou dány vztahy ra = a(1 + e) a rp = a(1 − e). Dosazením obdrºíme
Tp
Ta =

(

1+e
1−e

)1/2
= 1,3. V tomto pom¥ru se m¥ní ²kálová vý²ka atmosféry.Úloha 2.28 Astrologové tvrdí, ºe kosmiká t¥lesa, zejména planety svými astrologikýmisilami v okamºiku narození lidí ovliv¬ují jejih haraktery. Vypo£t¥te pom¥r gravita£níh sil16



Jupitera a Zem¥ na nov¥ narozené dít¥ v okamºiku, kdy se Jupiter nahází v opozii vevzdálenosti 4,2AU od Zem¥.�e²ení: Ur£íme pom¥r gravita£níh sil Jupitera a Zem¥ FJ
FZ =

G
mdMJ

r2ZJ
G

mdMZ
R2Z = 3,3 · 10−8. Gravi-ta£ní vliv Jupitera je zela zanedbatelný.

17



3 Kosmiká mehanikaÚloha 3.1 Odvo¤te vztahy a vyjád°ete hodnoty pro I. II. a III. kosmikou ryhlost p°ipovrhu Zem¥.�e²ení: Pro I. kosmikou ryhlost platí vI =
√

GMZ
RZ = 7,9 km · s−1, pro II. kosmikouryhlost vII =

√

2GMZ
RZ = 11,2 km · s−1. Paraboliká ryhlost vzhledem ke Sluni je vpS ==√2GM⊙

rZS = 42,3 km·s−1, st°ední ryhlost Zem¥ kolem Slune 29,8 km·s−1, tedy pot°ebujemeryhlost 12,5 km · s−1 na hranii oblasti p°itaºlivosti Zem¥. Pro startovaí ryhlost ze Zem¥platí v =
√

11,22 + 12,52 = 16,7 km · s−1.Úloha 3.2 Kolikrát je I. kosmiká ryhlost na Zemi v¥t²í neº na M¥síi? Hmotnost Zem¥ je81krát v¥t²í neº hmotnost M¥síe, polom¥r Zem¥ je 3,75krát v¥t²í neº polom¥r M¥síe.�e²ení: Platí vIZ
vIM =

√

MZ
MM RM

RZ = 4,65.Úloha 3.3 Pozorováním z povrhu Zem¥ byla ur£ena ryhlost pohybu um¥lé druºie Zem¥na kruhové ob¥ºné dráze na 7,5 km · s−1. V jaké vý²e nad povrhem se pohybuje?�e²ení: Pro ryhlost na kruhové dráze platí vztah vk =
√

G MZ
RZ+h

, odtud ur£íme h == 710 km.Úloha 3.4 Jedna ze spojovýh druºi série Molnija m¥la po vypu²t¥ní následujíí parametryob¥ºné dráhy: vý²ku perigea Hp = 500 km a vý²ku apogea Ha = 40 000 km. Vypo£t¥te ryhlostdruºie v perigeu a apogeu.�e²ení: Nejprve stanovíme ra = RZ + Ha = 4,64 · 107 m a rp = RZ + Hp = 6,9 · 106 m, provelikost hlavní poloosy platí a = ra+rp
2

= 2,67 · 107 m. Ryhlost v apogeu ur£íme ze vztahu
va =

√

GMZ ( 2
ra − 1

a

)

= 1,5 km · s−1 a v perigeu vp =

√

GMZ ( 2
rp − 1

a

)

= 10,0 km · s−1.Úloha 3.5 Um¥lá druºie Zem¥ byla navedena na ob¥ºnou kruhovou dráhu ve vý²e h == 600 km. Vypo£t¥te její kruhovou ryhlost v km · s−1 s platností na dv¥ desetinná £ísla.Ur£ete parametry dráhy, zvý²íme-li její ryhlost o 2,95 km · s−1.�e²ení: Pro kruhovou dráhu obdrºíme vk =
√

G MZ
RZ+h

= 7,58 km·s−1. Po zvý²ení ryhlostise druºie dostane na eliptikou dráhu, pro velikost její hlavní poloosy a platí a = rpGMZ
2GMZ−rpv2p == 101 000 km, odtud Ha = 2a − (2RZ − Hp) = 189 000 km.Úloha 3.6 Um¥lá druºie Zem¥ se pohybuje po ob¥ºné kruhové dráze ve vý²e h = 760 km.Pot°ebujeme ji p°evést na eliptikou dráhu s maximální vzdáleností od povrhu Zem¥ Ha == 40 000 km a minimální vzdáleností Hp = 760 km. Ur£ete velikost pot°ebné zm¥ny ryhlostidruºie a velikost nové ob¥ºné doby.�e²ení: P°edpokládejme, ºe zm¥na ryhlosti druºie prob¥hne za velmi krátký £asovýokamºik ve srovnání s velikostí ob¥ºné doby. Platí vk =

√

G MZ
RZ+h

= 7,48 km · s−1, dále ze18



vztahu 2a = Hp + Ha + 2RZ ur£íme a = 26 754 km. Ryhlost v perigeu eliptiké dráhy je
vp =

√

GMZ ( 2
rp − 1

a

)

= 9,84 km·s−1, zm¥na ryhlosti ∆v = vp − vk = 2,36 km·s−1. Ob¥ºnoudobu stanovíme z III. Keplerova zákona a3k
a3e = T 2e

T 2k , kde ak = RZ + h, a = ae. Odtud p°i Tk == 2π(RZ+h)
vk = 1,7 hod. Te = 12,1 hod.Úloha 3.7 Jaká minimální práe byla vykonána p°i p°evedení Hubbleova dalekohledu o hmot-nosti mH = 1,1 · 104 kg z kruhové ob¥ºné dráhy ve vý²e h1 = 500 km na h2 = 600 km.�e²ení: Vykonaná práe p°i p°ehodu z jedné na druhou ob¥ºnou dráhu je rovna A == (Wk1 + Wp1)− (Wk2 + Wp2) =

(

1
2
mHv2

1 − GmHMZ
RZ+h1

)

−
(

1
2
mHv2

2 − GmHMZ
RZ+h2

), pro ryhlosti nakruhovýh ob¥ºnýh draháh platí vk =
√

G MZ
RZ+h

. Po dosazení obdrºíme A =

= GmHMZ
2

(

1
RZ+h2

− 1
RZ+h1

)

= 4,5 · 109 J.Úloha 3.8 Nalezn¥te minimální prái, kterou je t°eba vynaloºit, abyhom t¥leso o hmotnosti1 kg p°enesli z povrhu Zem¥ na povrh M¥síe. Odpor atmosféry Zem¥ zanedbáváme, stejn¥jako vliv Slune a planet.�e²ení: Minimální práe je rovna A ∼= mRZgZ − mRMgM ∼= 6,1 · 1012 J.Úloha 3.9 Lze na ob¥ºnou dráhu kolem Venu²e umístit staionární druºii bez aktivníhopohonu? Údaje o sideriké ob¥ºné dob¥ a hmotnosti planety vyhledejte nap°íklad na adresehttp://ads.harvard.edu/books/hsaa/. Sideriká doba rotae je TV = 243,019 dne a hmot-nost MV = 6,4 · 1023 kg.�e²ení: Ze vztahu T = 2πr
v

=
2πr

√

GMV
r

stanovíme r =
(GMVT 2

4π2

)
1
3

= 1 528 000 km. Oblastaktivity Venu²e vzhledem ke Sluni má p°ibliºný polom¥r 615 000 km, tudíº druºie budevelmi ryhle zahyena gravita£ní silou Slune.Úloha 3.10 Které t¥leso, Zem¥ nebo Slune, p·sobí v¥t²í gravita£ní silou na M¥sí? Prove¤tediskusi, pro£ M¥sí obíhá kolem Zem¥ a nikoliv kolem Slune. M⊙ = 330000 MZ, rMS = 390 rMZ.�e²ení: Platí FMS
FMZ =

GMMM⊙

r2MS
GMMMZ

r2MZ = 2,17. Kolem Slune obíhá baryentrum soustavy Zem¥� M¥sí.Úloha 3.11 Ur£ete pom¥r slapovýh p·sobííh na Zemi, vyvolanýh Slunem a M¥síem. Jakby se situae zm¥nila, jestliºe by se hypotetiky vzdálenost M¥síe zv¥t²ila 2krát. Nezbytné£íselné údaje o hmotnosteh t¥les a jejih vzdálenosteh nalezn¥te v tabulkáh.�e²ení: Vztah pro slapovou sílu, kde Zem¥ je ru²ené kosmiké t¥leso a M¥sí respek-tive Slune jsou ru²íími, je dán vztahem F = 2GMZMru²ííRZ
r3 , kde r je vzdálenost st°ed· obouuvaºovanýh kosmikýh t¥les. P°ipomínáme, ºe vztah udává p°evráenou kubikou závislostis mnohem ryhlej²ím poklesem síly. Po dosazení £íselnýh hodnot obdrºíme pro velikost p·so-bííh slapovýh sil M¥síe na Zemi FMZ = 6,7·1018 N a Slune na Zemi FSZ =3,0·1018 N. Tedy19



3 KOSMICKÁ MECHANIKAprvn¥ po£ítané slapové p·sobení £iní 2/3 a druhé 1/3 z elkového slapového p·sobení oboukosmikýh t¥les. Slapové síly vyvolávané M¥síem jsou p°ibliºn¥ 2,2krát v¥t²í neº slapové sílySlune. Jinak vyjád°eno slapové síly vytvá°ené Slunem dosahují p°ibliºn¥ pouze 46% slapo-výh sil M¥síe. P°i hypotetikém zv¥t²ení vzdálenosti M¥síe 2krát, by jeho slapové p·sobenípokleslo 8krát a stalo by se 4krát slab²í neº slapové p·sobení od Slune.Úloha 3.12 Síly p°ílivového t°ení vyvolané p°edev²ím m¥sí£ními slapy zpomalují rotai Zem¥.Tento proes bude pokra£ovat, dokud úhlová ryhlost rotae Zem¥ nebude rovna úhlové ryh-losti ob¥ºného pohybu M¥síe kolem Zem¥. Ur£ete vzdálenost M¥síe od Zem¥ akon a jehoob¥ºnou dobu Tkon p°i této tzv. oboustranné vázané rotai obou t¥les p°i p°edpokládanémlineárním vzdalování M¥síe od Zem¥. Rota£ní moment hybnosti M¥síe na po£átku a koniuvaºovaného proesu jakoº i Zem¥ v kone£ném stavu budeme zanedbávat. Pro zjednodu²enídále p°edpokládejme, ºe rota£ní osa Zem¥ je kolmá k ob¥ºné rovin¥ m¥sí£ní dráhy. Rota£nímoment hybnosti Zem¥ v sou£asnosti je LZrot = 6 · 1033 kg · m2 · s−1, moment setrva£nostiZem¥ JZ = 8 · 1037 kg ·m2, p°edpokládáme znalost rZM, MM, Tpo£.�e²ení: V izolované soustav¥, za kterou m·ºeme zjednodu²en¥ povaºovat soustavu Zem¥� M¥sí, platí zákon zahování momentu hybnosti. Pro po£áte£ní a konový stav platíLc1 = Lc2.Z platnosti podmínek v zadání vyplývá Lc1 = LZrot + LMpo£ a Lc2 = LMdrah. Moment setr-va£nosti M¥síe vzhledem k rota£ní ose Zem¥ je JMpo£ = MMa2po£ = 1,08 · 1040 kg · m2, jehosou£asná dráhová úhlová ryhlost ωpo£ = 2π
TS = 2,7 · 10−6 rad · s−1. Dráhový moment hybnostiM¥síe nyní LMhpo£ = JMpo£ωpo£ = 2,9 · 1034 kg · m2 · s−1. Po£áte£ní elkový moment hyb-nosti je Lc1 = LZrot + LMpo£ = 3,5 · 1034 kg · m2 · s−1. Aplikujeme zákon zahování momentuhybnosti Lc1 = Lc2, kde Lc2 =MMa2konωkon. Dále platí III. Kepler·v zákon upravený do tvaru

a3po£ω2po£ = a3konω2kon. Po dosazení a úpraváh obdrºíme akon = apo£ ( Lc2

LMpo£)2

= 1,45 apo£ == 5,6 · 108 m. Rovn¥º z III. Keplerova zákona získáme kone£nou úhlovou ryhlost ωkon == ωpo£ (apo£
akon) 3

2
= 1,5 · 10−6 rad · s−1 s kone£nou ob¥ºnou dobou Tkon = Tpo£ ωpo£

ωkon = 48 dn·.Úloha 3.13 Jak byhom hypotetiky museli zm¥nit hmotnost Zem¥, aby M¥sí obíhal vestejné vzdálenosti kolem Zem¥ s ob¥ºnou dobou 3krát men²í?�e²ení: Pouºijeme III. Kepler·v zákon v p°esném zn¥ní T 2
0 (MZ0+MM)

T 2
1 (MZ1+MM)

=
a3
0

a3
1
, kde hmot-nost MM M¥síe zanedbáváme, MZ1 je zm¥n¥ná hmotnost Zem¥. Úpravou vztahu obdrºíme

T 2
0 MZ0

( 1
3
T0)

2
MZ1 = 1 ⇒ MZ1 = 9MZ0.Úloha 3.14 Jaká by musela být hmotnost Slune, aby Zem¥ obíhajíí kolem n¥ho se stejnouob¥ºnou dobou, se naházela ve dvojnásobné vzdálenosti?�e²ení: Dosadíme do rovnie vyjad°ujíí, ºe dost°edivé zryhlení je vytvá°eno silou p°i-taºlivosti Slune GM⊙0MZ

r2SZ =
MZv2Z
rSZ , kde MZv2Z

rSZ =
MZ“

2πrSZ
TZ ”2

rSZ . Obdobn¥ v p°ípad¥ hypotetikéhop°esunu na dvojnásobnou vzdálenost platí GM⊙1MZ
(2rSZ)2

=
MZ (2π2rSZ

TZ )2

2rSZ . Pod¥lením druhé rovnieprvní obdrºíme po úprav¥ M⊙1 = 8M⊙0.Úloha 3.15 Úbytek hmotnosti Slune vyvolaný jeho vyza°ováním £iní za 1 s 4,3 · 109 kg,20



ro£n¥ 6,7 ·10−14 M⊙ · rok−1, úbytek vyvolaný slune£ním v¥trem 10−14M⊙ · rok−1. Jak se zm¥nípolom¥r dráhy Zem¥ kolem Slune v d·sledku t¥hto jev·? Zjednodu²en¥ p°edpokládejmekruhový tvar dráhy Zem¥.�e²ení: Dosadíme do rovnie vyjad°ujíí zákon zahování mehaniké energie pro po-hyb Zem¥ 1
2
MZv2Z0 − GMZM⊙0

rZS0 = 1
2
MZv2Z1 − GMZM⊙1

rZS1
. P°i zjednodu²ení na kruhovou dráhudostáváme GMZM⊙

r2ZS =
MZv2Z
rZS ⇒ v2ZS = GM⊙

rZS . Následn¥ dosadíme do rovnie pro zákon zaho-vání energie 1
2

GMZM⊙0

rZS0 − GMZM⊙0

rZS0
= 1

2
GMZM⊙1

rZS1 − GMZM⊙1

rZS1 . Po úprav¥ obdrºíme M⊙1

M⊙0
= rZS1

rZS0
. Po-d¥lením £itatel· ∆t, zvolíme ∆t = 1 rok, rZS0 = 1AU získáme vztah ∆M⊙0

∆t

M⊙0

=
∆rZS0

∆t

rZS0 ⇒
∆rZS0

∆t
= 8 · 10−14 rZS0 · rok−1. P°epo£tením získáme ∆rZS0

∆t
= 1 m · rok−1.Úloha 3.16 Kometa pro²la perihéliem ve vzdálenosti r = 0,587AU ryhlostí v = 54,52 km·s−1.Po jaké dráze se pohybuje, ur£ete její parametry.�e²ení: Ke stanovení typu dráhy ur£íme kruhovou a parabolikou ryhlost v dané vzdá-lenosti od Slune, vk =

√

GM⊙

r
= 38,87 km · s−1, vp =

√

2GM⊙

r
= 54,96 km · s−1. Protoºe platí

vk < v < vp, kometa se pohybuje pro eliptiké dráze. Ze vztahu pro ryhlost komety v perihéliu
v =

√

GM⊙

(

2
rp − 1

a

) vyjád°íme velikost velké poloosy a = 18AU. Ob¥ºnou dobu stanovímez III. Keplerova zákona T = a
√

a = 76 rok·. Exentriitu vypo£ítáme ε = e
a

= a−r
a

= 0,967.Ryhlost komety v aféliu je rovna va =

√

GM⊙

(

2
ra

− 1
a

)

= 0,9 km · s−1.Úloha 3.17 V román Julese Vernea Hetor Servada (u nás známého pod názvem Na ko-met¥) se autor zmi¬uje o planete Galia s ob¥ºnou dobou TG =2 roky a vzdáleností v aféliu820 000 000 km. M·ºe se planetka pohybovat po takové dráze?�e²ení: Platí III. Kepler·v zákon a3Z
T 2Z =

a3G
T 2G . P°i p°edpokládané ob¥ºné dob¥ 2 roky jevelikost hlavní poloosy dráhy aG = 1,59AU. Planetka s t¥mito parametry nem·ºe existovat.Úloha 3.18 Vypo£ítejte ryhlost planetky Hektor v perihéliu a aféliu, jestliºe její kruhováryhlost se blíºí 13,1 km · s−1 a exentriita její dráhy je ε = 0,024. P°ibliºn¥ na jaké st°edníhelioentriké vzdálenosti se planetka nahází?�e²ení: Pro ryhlost v perihéliu platí vper = vk√1+ε

1−ε
= 13,4 km·s−1, pro ryhlost v aféliu

vafél = vk√1−ε
1+ε

= 12,8 km · s−1. Pro kruhovou dráhu platí vztah vk = 29,8√
r
, kde ryhlost jekm · s−1 a r v AU. Dosazením obdrºíme r = 5,17AU.Úloha 3.19 Jakou metodou mohou kosmonauté naházejíí se v kosmiké lodi pohybujíí sepo nízké kruhové ob¥ºné dráze kolem planety ur£it pomoí hodin její hustotu?�e²ení: Za p°edpokladu h ≪ R platí T = 2πR

vk = 2πR√
G M

R

=
√

3π
G

1√
ρ
, kde 1√

ρ
=
√

4πR3

3M
.Ob¥ºná doba kosmiké lodi závisí na hustot¥ planety.21



3 KOSMICKÁ MECHANIKAÚloha 3.20 Na £em závisí velikost elkové mehaniké energie druºie pohybujíí se kolemZem¥ po eliptiké dráze?�e²ení: Vyjdeme ze zákona zahování energie mdv2p
2

− GmdMZ
rp = mdv2a

2
= GmdMZ

ra a zákonazahování momentu hybnosti mdrpvp = mdrava. �e²ením rovni obdrºíme vztah pro elkovoumehanikou energie W = −GmdMZ
rp+ra = −GmdMZ

2a
, která závisí na velikosti velké poloosy.Úloha 3.21 Druºie o hmotnosti md = 103 kg se pohybuje po kruhové ob¥ºné dráze nad povr-hem Zem¥ ve vý²e h = 103 km. Jaká je její kinetiká, poteniální a elková energie? Údaje ohmotnosti a polom¥ru Zem¥ naleznete v tabulkáh http://ads.harvard.edu/books/hsaa/.�e²ení: Nejprve stanovíme velikost kruhové ryhlosti druºie vk =

√

G MZ
RZ+h

, po dosazeníobdrºíme vk = 7,34 · 103 m · s−1. Pro kinetikou energii obdrºíme Wk = 1
2
mdv2k = 2,7 · 1010 J,pro poteniální energii Wp = −GmdMZ

RZ+h
= −5,4 · 1010 J. P°ipomínáme, ºe platí viriálová v¥ta

〈Wk〉 = −1
2
〈Wp〉.Úloha 3.22 Ur£ete ryhlost druºie Orbiter 1 v periseleniu a aposeleniu, jestliºe její st°ednívý²ka nad povrhem M¥síe byla h = 1 027 km a exentriita dráhy ε = 0,298. Údaje o M¥síi,jeho hmotnosti a polom¥ru najd¥te v tabulkáh http://ads.harvard.edu/books/hsaa/.�e²ení: Pro ryhlost na kruhové dráze platí vk =

√

G MM
RM+h

= 1,33 · 103 m · s−1. Proryhlost v periseleniu platí vper = vk√1+ε
1−ε

= 1 810m · s−1 a pro ryhlost v aposeleniu vapos == vk√1−ε
1+ε

= 978m · s−1.Úloha 3.23 Kosmiká lo¤ o hmotnosti ml = 12 · 103 kg se pohybuje po kruhové ob¥ºnédráze nad povrhem M¥síe ve vý²e h = 100 km. Pro p°ehod na p°istávaí dráhu je nakrátkou dobu zapnut brzdíí motor. Ryhlost vyletujííh plyn· z reaktivního motoru je vpal == 104 m · s−1.a) Jaké mnoºství paliva bude spot°ebováno, jestliºe po zapnutí brzdííh motor· sestoupíkosmiká lo¤ z bodu A dráhy do bodu B na povrhu M¥síe?b) Jaké mnoºství paliva je nezbytné pro sestup kosmiké lodi na povrh M¥síe, jestliºev bod¥ A dráhy je p°idán impuls ve sm¥ru na hmotný st°ed M¥síe, tak aby lo¤ p°istálav bod¥ C?�e²ení: a) P°i pohybu po kruhové dráze kolem M¥síe platí G mlMM
(RM+h)2

=
mlv2k

RM+h
, kde

vk =
√

G MM
RM+h

. Po zapnutí brzdíího motoru udílejíího kosmiké lodi impuls, se lo¤ budepohybovat po eliptiké dráze s ohniskem ve st°edu M¥síe. P°i ozna£ení vA a vB ryhlostíkosmiké lodi v bodeh A a B zapí²eme zákon zahování energie a momentu hybnosti mlv2
A

2
−- GmlMM

RM+h
=

mlv2
B

2
− GmlMM

RM a mlvA (RM + h) = mlvBRM. �e²ením posledn¥ dvou uvedenýhrovni nalezneme vA =
√

2G MMRM
(RM+h)(2RM+h)

a po úprav¥ získáme vA = vk√ 2RM
2RM+h

. Zm¥na ryh-losti ∆v = vk−vA = vk (1 −
√

2RM
2RM +h

)

= 24m·s−1. Brzdíí motor se zapíná na krátkou dobu,proto m·ºeme zákon zahování hybnosti soustavy kosmiká lo¤ � vyletujíí palivo zapsat ve22



tvaru (ml − mpal) ∆v = mpalvpal. Úpravou obdrºíme mpal = ∆v
vpal+∆v

ml , odtud p°i ∆v ≪ vpalplatí mpal ∼= ∆v
vpalml ∼= 29 kg.b) Vektor ∆v2 sm¥°uje kolmo k vektoru vk, proto vA =

√

v2k + ∆v2
2. Ze zákona zahovánímehaniké energie dostaneme ml(v2k+∆v2

2)
2

− GmlMM
RM+h

=
mlv2

C

2
− GmlMM

RM a zákona zahovánímomentu hybnosti mlvk (RM + h) = mlvCRM. �e²ením posledníh dvou uvedenýh rovniobdrºíme ∆v2 = h
√

gM
RM+h

= 97m·s−1. P°i vyuºití zákona zahování hybnosti mpal ∼= ∆v2

vpal ml ∼=
116 kg.Úloha 3.24 V kterýh t¥leseh slune£ní soustavy je uloºen nejv¥t²í moment hybnosti? Ur£etedráhový moment hybnosti Zem¥, Jupitera, Saturnu a Uranu, porovnejte s momentem hybnostiSlune. Nezbytné údaje nalezn¥te v http://ads.harvard.edu/books/hsaa/.�e²ení: Za p°edpokladu kruhovýh drah planet m·ºeme jejih dráhový moment hyb-nosti zahytit vztahem L = mvr = m2πr

T
r. P°i znalosti hmotností, polom¥r· drah a ob¥º-nýh dob planet m·ºeme vypo£ítat dráhové momenty hybnosti vybranýh planet LZ == 2,7 · 1040 kg · m2 · s−1, LJ = 1,9 · 1043 kg · m2 · s−1, LS = 7,8 · 1042 kg · m2 · s−1, LU == 1,7 ·1042 kg ·m2 · s−1. U Slune je rota£ní moment hybnosti L⊙ = 1,1 ·1042 kg ·m2 · s−1, £iníímén¥ neº zhruba 3 % elkového momentu hybnosti v²eh planet, p°estoºe jeho hmotnost je99,9 % elkové hmotnosti slune£ní soustavy.Úloha 3.25 Vypo£t¥te hmotnost Saturna, jestliºe víme, ºe jeho m¥sí Hyperion se pohybujeve st°ední vzdálenosti od planety 1,48 · 106 km s ob¥ºnou dobou 21,28 dne.�e²ení: Úpravou III. Keplerova zákona p°i zanedbání hmotnost Hyperiona a3H

T 2H = G
4π2 MS,odtud MS = 5,7 · 1026 kg.Úloha 3.26 V roe 1978 byl objeven m¥sí Pluta Charón, který kolem této trpasli£í planetyobíhá ve st°ední vzdálenosti 19 640 km za dobu 6,39 dne. Ur£ete hmotnost dvojsystému Pluto� Charón za zjednodu²ujíího p°edpokladu stejné hustoty obou t¥les, ur£ete její hodnotu.V roe 1988 byly up°esn¥ny polom¥ry obou t¥les, RPl = 1150 km, RCh = 593 km, stanovtehmotnosti jednotlivýh t¥les.�e²ení: Platí a3Ch

T 2Ch = G
4π2 (MPl + MCh), odtud MPl + MCh = 1,26 · 1022 kg. Za zvolenéhop°edpokladu stejné hustoty obou t¥les a s ohledem na polom¥ry respektive objemy t¥lesobdrºíme MPl = 1,2·1022 kg, MCh = 0,6·1023 kg. St°ední hustota je rovna ρ̄ = 1,9 · 103 kg·m−3.Úloha 3.27 Ur£ete Roheovu mez pro soustavu Zem¥ � M¥sí, stanovte její velikost.�e²ení: Rozdíl gravita£níh zryhlení ve st°edu M¥síe a na jeho vzdálen¥j²ím okrajivyvolanýh Zemí naházejíí se ve vzdálenosti rZM je roven a = 2GMZRM

r3ZM . Pro ur£itou kriti-kou vzdálenost rkr Zem¥ � M¥sí bude dost°edivé zryhlení p·sobíí na povrh M¥síe rovnéodst°edivému zryhlení GMM
R2M = 2GMZRM

r3kr . Po úprav¥ r3kr = 2 MZ
MMR3M a dosazení za hmotnostiobou t¥les obdrºíme rkr = 1,26 RZ ( ρZ

ρM) 1
3 . Kritiká vzdálenost M¥síe je rovna 1,26 násobkupolom¥ru Zem¥ násobenému t°etí odmoninou z pom¥ru hustot Zem¥ a M¥síe, oº platí v p°í-pad¥, ºe ob¥ t¥lesa lze povaºovat za tuhá. Po dosazení hodnot hustot ρZ = 5,5 · 103 kg ·m−323



3 KOSMICKÁ MECHANIKAa ρM = 3,3 · 103 kg ·m−3 dostaneme rkr = 9 500 km. V p°ípad¥, ºe ob¥ t¥lesa jsou kapalná jenásobným faktorem 2,4 a platí rkr = 2,4 RZ ( ρZ
ρM) 1

3 a tudíº rkr = 18 260 km.Úloha 3.28 Ur£ete dobu letu kosmiké sondy k Marsu po poloeliptiké tzv. hohmannovskédráze, nazývané na po£est n¥mekého matematika a fyzika Waltera Hohmanna (1880�1943).�e²ení: Nezbytná helioentriká ryhlost k dosaºení Marsu má hodnotu 32,7 km · s−1,Zem¥ se pohybuje po dráze kolem Slune se st°ední ob¥ºnou ryhlostí 29,8 km · s−1, nutnáryhlost kosmiké sondy p°i opou²t¥ní oblasti aktivity Zem¥ (sahajíí do vzdálenosti p°ibliºn¥930 000 km) je dána rozdílem obou ryhlostí, tedy 2,9 km · s−1. Minimální po£áte£ní tzv. star-tovaí ryhlost z povrhu Zem¥ je ur£ena vztahem v =
√

11,22 + 2,92 = 11,6 km · s−1, kde
11,2 km·s−1 je hodnota druhé kosmiké ryhlosti. P°ehod ze Zem¥A k Marsu B se uskute£¬ujepo poloeliptiké p°ehodové dráze, velikost jejíº velké poloosy as vypo£ítáme as = 1

2
(a1 + a2)v souladu s obrázkem. Exentriitu p°ehodové dráhy ur£íme ze vztahu εs = a2−a1

a2+a1
. Dobu letuzískáme z III. Keplerova zákona T 2s

T 2
1

= a3s
a3
1
, odkud po dosazení obdrºíme hodnotu Ts

2
= 0,7 roku.

B

A

S

a

a

P2

1

Je vhodné, aby se v okamºiku startu naházela Zem¥ v perihéliu své dráhy, kde je ryh-lost planety asi o 1 km · s−1 vy²²í neº v aféliu a má hodnotu 30,4 km · s−1. Vy²²í startovaíryhlost umoº¬uje zkráení dráhy letu a také výhodn¥j²í krat²í rádiové spojení s p°ípadnýmip°istávaími moduly v okamºiku p°iblíºení a p°istání kosmikýh lodí, nebo´ Mars je v men²ívzdálenosti od Zem¥. Kosmiké sondy nesouí na palub¥ Mars Path�nder se pohybovaly pop°ehodovýh draháh blíºííh se hohmannovským.

24



4 Zá°ení hv¥zdÚloha 4.1 Pomoí bolometr· umíst¥nýh na druºiíh byla zji²t¥na p°esná hodnota solárníkonstanty K. Ur£ete efektivní povrhovou teplotu Slune, známe-li dále hodnoty polom¥ru R⊙a st°ední vzdálenosti Zem¥ od Slune r.�e²ení: Efektivní povrhovou teplotu ur£íme ze vztahu Tef =
(

Kr2

σR2
⊙

)1/4

= 5 780K.Úloha 4.2 Známe absolutní bolometrikou hv¥zdnou velikost a zá°ivý výkon Slune. Sta-novte vzájemné vztahy mezi absolutní bolometrikou hv¥zdnou velikostí hv¥zdy Mbol v mag,jejím zá°ivým výkonem L ve W, pozorovanou bolometrikou hv¥zdnou velikostí mbol v mag,vzdáleností hv¥zdy r v p a hustotou zá°ivého toku Fbol ve W ·m−2.�e²ení: Vyjdeme z upravené Pogsonovy rovnie: 2,5 log L
L⊙

= 4,75 − Mbol; obdrºíme
log L = 28,49− 0,4Mbol, Mbol = 71,23− 2,5 log L, mbol −Mbol = 5 log r − 5, mbol = −19,01−- 2,5 log Fbol.Úloha 4.3 Stanovte zm¥nu zá°ivého výkonu hv¥zdy, jejíº polom¥r se zmen²í o 2% a efektivnípovrhová teplota se zv¥t²í o 2%.�e²ení: Ze Stefanova-Boltzmannova zákona vyplývá dL

L
= 2dR

R
+ 4dTef

Tef . Pro malé zm¥nypolom¥ru a teploty obdrºíme p°ibliºn¥ ∆L
L

= 2∆R
R

+ 4∆Tef
Tef . Podle zadání úlohy dosadíme

∆R
R

= −ǫ a ∆Tef
Tef = +ǫ a získáme ∆L

L
= 2ǫ. P°i ǫ = 0,02 se zá°ivý výkon hv¥zdy zv¥t²í o 4%.Úloha 4.4 Hv¥zda má efektivní povrhovou teplotu 10 000K. Jak se zvý²í zá°ivý výkonhv¥zdy, jestliºe teplota naroste o 500K?�e²ení: Ze Stefanova-Boltzmannova zákona vyplývá L0 ∼ T 4ef, p°i nár·stu teploty platí

L ∼
[(

1 + 1
20

)

Tef]4 ∼ 1,22 L0.Úloha 4.5 Ur£ete rozdíl absolutníh bolometrikýh hv¥zdnýh velikostí dvou hv¥zd stejnýhpolom¥r·, jejihº efektivní povrhové teploty se li²í o 10%.�e²ení: P°i stejném polom¥ru obou hv¥zd platí M1−M2 = −2,5 log L1

L2
= −10 log T1

T2
. P°i

T1

T2
= 1,1 je Mbol1 − Mbol2 = −0,414mag.Úloha 4.6 U hv¥zdy α Tau Aldebarana K5 III byl zji²t¥n úhlový pr·m¥r 2α = 0,021”.Nam¥°ená hodnota hustoty zá°ivého toku dopadajíího na vn¥j²í £ást atmosféry Zem¥ od tétohv¥zdy je Fbol = 3,2 · 10−8 W ·m−2. Ro£ní paralaxa π = 0,050”. Stanovte polom¥r a efektivnípovrhovou teplotu hv¥zdy.�e²ení: Ur£íme vzdálenost hv¥zdy r = 1

π
= 20 p, úhlový polom¥r α = 0,5 · 10−7rad.Skute£ný polom¥r R = αr = 3,09 · 1010m = 44 R⊙. Efektivní povrhová teplota je Tef == (Fbolr2

σR2

)1/4

= 3 900K.Úloha 4.7 Úhlový pr·m¥r hv¥zdy α CMi Proyona F5 IV-V je 2α = 0,005” a ro£ní paralaxa25



4 ZÁ�ENÍ HV�ZD
π = 0,292”. Nam¥°ená hodnota hustoty zá°ivého toku Fbol = 1,6·10−8 W·m−2. Ur£ete polom¥ra efektivní povrhovou teplotu hv¥zdy.�e²ení: Obdobným postupem jako u p°edházejííh úloh stanovíme R = 1,7 R⊙, Tef == 6 550K.Úloha 4.8 U hv¥zdy α Cas Shedar K0 III s efektivní povrhovou teplotou 4 500K, naházejííse ve vzdálenosti 70 p byla zji²t¥na hustota zá°ivého toku Fbol = 1,65 · 10−9 W ·m−2. Ur£ete
L, R, Mbol, mbol, modul vzdálenosti a λmax.�e²ení: Zá°ivý výkon ur£íme ze vztahu L = 4πr2Fbol = 9,67 · 1028 W = 251 L⊙. Polo-m¥r hv¥zdy stanovíme ze vztahu R =

(

L
4πσT 4ef)1/2. Absolutní bolometrikou hv¥zdnou velikoststanovíme ze vztahu log L = 0,4 (4,75 − Mbol), odkud Mbol = −1,24mag. Pozorovanou bolo-metrikou hv¥zdnou velikost získáme z upravené Pogsonovy rovnie mbol = Mbol+5 log r−5 == 2,99mag. Modul vzdálenosti je mbol − Mbol = 4,23mag. Vlnová délka hodnoty maximálníintenzity zá°ení zji²t¥ná z Wienova posunovaího zákona je λmax = 644 nm.Úloha 4.9 Pro hv¥zdu naházejíí se ve vzdálenosti r = 10,4 p byla zji²t¥na hustota zá°ivéhotoku Fbol = 1 · 10−8 W ·m−2 a efektivní povrhová teplota T = 4 800K. Ur£ete úhlový pr·m¥rhv¥zdy a zvaºte, zda ho lze sou£asnými interferometrikými metodami zm¥°it. Odhadn¥tebolometrikou koreki, jestliºe absolutní vizuální hv¥zdná velikost je MV = 1,03mag. Údajeodpovídají hv¥zd¥ β Gem Pollux K0 III.�e²ení: Nejprve ur£íme zá°ivý výkon hv¥zdy L = 4πr2Fbol = 1,5 · 1028 W, tedy L == 39 L⊙. Dále stanovíme polom¥r hv¥zdy R =

(

L
4πσT 4ef)1/2 vyjád°eno v jednotkáh polom¥ruSlune R = 9 R⊙. Úhlový pr·m¥r 2α = 2R

r
= 3,9 ·10−8 rad, tedy 0,008”. Hodnota je m¥°itelnásou£asnými prost°edky. Ze vztahu log L = 0,4 (4,75 − Mbol) nalezneme Mbol = 0,77mag,

BC = Mbol − MV = −0,26mag, oº odpovídá tabulkovým hodnotám.Úloha 4.10 U Vegy byl zji²t¥n úhlový pr·m¥r 2α = 0,00324” a hustota zá°ivého toku Fbol == 2,84 · 10−8 W ·m−2. Její vzdálenost je r = 7,8 p. Stanovte polom¥r, efektivní povrhovouteplotu a zá°ivý výkon.�e²ení: α = R
r
, skute£ný polom¥r R = αr = 1,89 ·109m, tedy 2,7 R⊙. Efektivní povrho-vou teplotu získáme ze vztahu Tef =

(

Fbolr2

σR2

)1/4

= 9 500K. Zá°ivý výkon stanovíme ze vzore
L = 4πr2Fbol = 2,07 · 1028 W = 54 L⊙.Úloha 4.11 Efektivní povrhová teplota Vegy je 9 500K, její polom¥r 2,7 R⊙. Vypo£t¥tezá°ivý výkon hv¥zdy a její absolutní bolometrikou hv¥zdnou velikost.�e²ení: Vyuºijeme °e²ení p°edhozíh úloh, L = 54 L⊙. Absolutní bolometrikou hv¥zd-nou velikost stanovíme ze vztahu log L = 0,4 (4,75 − Mbol), Mbol = 0,42mag·Úloha 4.12 Interferometrikou metodou byl ur£en úhlový pr·m¥r u hv¥zdy α Boo ArkturaK1 III na 0,021”. Zji²t¥ná hodnota ro£ní paralaxy je π = 0,089” a hustota zá°ivého toku
Fbol = 4,9 · 10−8 W ·m−2. Stanovte polom¥r a efektivní povrhovou teplotu Arktura.26



�e²ení: R = 25 R⊙, Tef = 4 300K.Úloha 4.13 U Siria B byla zji²t¥na pozorovaná bolometriká hv¥zdná velikost mbol = 6,0mag.Z výsledk· m¥°ení druºie Hipparos byla stanovena ro£ní paralaxa π = 0,379”. Ur£ete abso-lutní bolometrikou hv¥zdnou velikost hv¥zdy.�e²ení: Dosadíme do vztahu Mbol = mbol + 5 + 5 log π, Mbol = 8,9mag.Úloha 4.14 �ervený trpaslík spektrální t°ídy M4 Ve má efektivní povrhovou teplotu 3200Ka absolutní vizuální hv¥zdnou velikost MV = 13,4mag. Pomoí v tabulkáh nalezené bolome-triké koreke BC = −2,3mag nalezn¥te zá°ivý výkon a polom¥r hv¥zdy.�e²ení: Mbol = BC + MV = 11,1mag. Zá°ivý výkon v jednotkáh zá°ivého výkonuSlune stanovíme podle vztahu log L = 0,4(4,75 − 11,1) = −2,54, tedy L = 0,003 L⊙, L == 1,2 · 1024 W. Polom¥r ur£íme ze vztahu R =
(

L
4πσT 4ef)1/2

= 1,2 · 108 m, tedy 0,17 R⊙. Údajev podstat¥ odpovídají Barnardov¥ hv¥zd¥, která má nejv¥t²í známý vlastní pohyb 10,34” zarok. Byla objevena E. E. Barnardem roku 1916.Úloha 4.15 Rozd¥lení energie ve spojitém spektru Slune G2 V je blízké rozloºení intenzityzá°ení £erného t¥lesa s teplotou 5 800K. Pro£ rozloºení intenzity zá°ení ve spojitém spektruVegy A0 V p°íli² neodpovídá rozloºení intenzity zá°ení £erného t¥lesa s teplotou 9 500K?�e²ení: Fotosféru Slune m·ºeme povaºovat v prvním p°iblíºení za ²edou (²edý zá°i£).Zdrojem nepr·zra£nosti je H− absorbujíí proházejíí zá°ení u v²eh vlnovýh délek tém¥°stejn¥, neselektivn¥. Proto lze zjednodu²en¥ pokládat spojité zá°ení Slune za tém¥° odpovída-jíí zákon·m zá°ení £erného t¥lesa (ZZ�T). U Vegy je základním zdrojem absorpe v atmosfé°eneutrální vodík, jehoº absorpe je výrazn¥ selektivní. Spojité zá°ení tak p°ihází z odli²nýhhloubek o r·zné teplot¥, intenzita zá°ení spojitého spektra se tudíº odli²uje od plankov-ské intenzity. Ta je dále naru²ena balmerovským skokem, jehoº velikost roste s teplotou odspektrální t°ídy G k A, u Vegy je mnohem v¥t²í neº u Slune.Úloha 4.16 Pod rozd¥lením energie ve spektru obvykle rozumíme rozd¥lení intenzity podlevlnovýh délek. Na jaké vlnové déle se v²ak nahází maximum v rozd¥lení intenzity podlefrekvene? Jako p°íklad pouºijeme Slune, p°edpokládejme, ºe vyza°uje jako absolutní £ernét¥leso s teplotou 5 780K.�e²ení: V prvním p°ípad¥, rozd¥lení podle vlnovýh délek Iλ, má Wien·v posunovaízákon tvar λmaxT = 0,0029. K°ivka, zahyujíí intenzitu jako funki vlnové délky, dosahujemaxima p°i λmax = 500 nm. Mén¥ £ast¥j²í je vyjád°ení rozd¥lení intenzity podle frekvene
Iν = 2hν3

c2
1

ehν/kT −1
. Z podmínky dIν

dν
dostaneme ν = 2,83kT

h
, odkud po úprav¥ obdrºíme λmaxT == 0,0051, oº dává polohu maxima λmax = 800 nm. Tedy ob¥ vlnové délky se výrazn¥ odli²ují.Úloha 4.17 Ur£ete úbytek hmotnosti Slune prost°ednitvím slune£ního v¥tru. P°edpoklá-dejte sfériky symetriké ²í°ení slune£ního v¥tru meziplanetárním prostorem a výpo£et pro-ve¤te za p°edpokladu, ºe ve²kerá hmotnost ze Slune prohází sférou ve vzdálenosti 1AU Jezadáno v = 500 km · s−1, r = 1AU, n = 7 proton·.cm−3.27



4 ZÁ�ENÍ HV�ZD�e²ení: Sférikou vrstvou o polom¥ru r projde dM = ρdV = (nmH) (4πr2vdt). Zmen²eníhmotnosti lze vyjád°it dMdt
= 4πr2nmH = 4πr2ρv. Numerikým dosazením obdrºíme úbytekhmotnosti Slune 3 · 10−14 M⊙ · rok−1.Úloha 4.18 Vztah hmotnost - zá°ivý výkon pro hv¥zdy hlavní posloupnosti s velkou hmot-ností lze p°ibliºn¥ vyjád°it vztahem log L

L⊙

∼= 0,781+2,760 log M
M⊙

, kde M je po£áte£ní hmot-nost. Úbytek hmotnosti hv¥zd v jednotkáh M⊙ · rok−1 lze zahytit vztahem log dMdt
∼= −-12,76 + 1,3 log L

L⊙
. Doba pobytu na hlavní posloupnosti je dána vztahem log τHP

∼= 7,719 −- 0,655 log M
M⊙

. Ur£ete úbytek hmotnosti hv¥zdy na hlavní posloupnosti, jestliºe po£áte£níhmotnosti hv¥zd byly 25 M⊙, 60 M⊙, 120 M⊙.�e²ení: Nejprve ur£íme dobu pobytu τHP hv¥zd na hlavní posloupnosti; postupn¥ je tatodoba pro jednotlivé hv¥zdy 6,4 ·106 rok·, 3,9 ·196 rok· a 2,3 ·106 rok·. Dále stanovíme log L
L⊙� 4,639, 5,689, 6,520. Následuje výpo£et úbytku hmotnosti vyjád°ený v jednotkáh M⊙ · rok−1� 1,9 ·10−7, 4,3 ·10−6, 5,2 ·10−5, oº dává elkové úbytky hmotnosti 1,18 M⊙, 17 M⊙ a 119 M⊙,v proenteh 5%, 28% a 99% p·vodní hmotnosti.Úloha 4.19 V jaké vzdálenosti od Slune se nahází fokusa£ní bod F gravita£ní £o£ky? MohouSlune respektive Proxima Centauri slouºit jako gravita£ní £o£ky?�e²ení: Z obrázku je z°ejmé, ºe tan θ = b

F
, ⇒ F = b

tan θ
. V p°iblíºení slabého gravita£níhopole s ohledem na malý úhel θ obdrºíme F ≈ b

θ
≈ b2

Rg
≈ b2c2

2GM
p°i θ = 2Rg

b
. Dále p°i b ≈ R ⇒

F ≈ c2R2

2GM
. P°íkladn¥ pro Slune F ≈ 1,7 · 1014 m. Protoºe ZS ≈ l = 1,5 · 1011 m, potom

F ≫ l. Tudíº ze Zem¥ nem·ºeme pozorovat efekt gravita£ní £o£ky v gravita£ním poli Slune.Nejbliº²í hv¥zda Proxima Centauri se od Zem¥ nahází ve vzdálenosti l ≈ 4 · 1016 m ≫ F .Libovolná z hv¥zd tak m·ºe slouºit jako gravita£ní £o£ka. Je v²ak nutné, aby zdroj zá°eníhv¥zda � £o£ka a pozorovatel se naházeli na jedné p°íme. V rámi OTR, silném gravita£nímpoli, je ohnisková vzdálenost ur£ována z Einsteinova vztahu F ≈ b2

2Rg
≈ b2c2

4GM
. Pro Slune

b ≈ R obdrºíme F ≈ 8,3 · 1013 m. Proto z·stávají v platnosti p°edhozí záv¥ry pro slabégravita£ní pole.Úloha 4.20 Hv¥zda 18 So (HD146 233) je svými harakteristikami velmi podobná na²emuSluni. Její zá°ivý výkon je o 5 % v¥t²í neº slune£ní, zatímo efektivní teplota je o 90K niº²íneº slune£ní. Ur£ete polom¥r hv¥zdy.�e²ení: P°i L⊙ = 3,86 · 1026 W a teplot¥ Slune T⊙ = 5 777K stanovíme zá°ivý výkon ateplotu hv¥zdy 18 So takto LSo = 4,05 · 1026 W a teplota TSo = 5 687K. Polom¥r hv¥zdyur£íme ze vztahu R =
(

LSo
4πσT 4ef, So)1/2

= 7,4 · 108 m.Úloha 4.21 Nejjasn¥j²í hv¥zda na obloze Sirius A se nahází ve vzdálenosti r = 2,64 p.Bolometrikým m¥°ením na druºiíh obíhajííh kolem Zem¥ byla nam¥°ena od této hv¥zdyhustota zá°ivého toku 1,33 · 10−7 W ·m−2. Její teplota je 10 300K, ur£ete polom¥r.�e²ení: Nejprve stanovíme zá°ivý výkon Siria A, L = 4πr2Fbol = 1,11 · 1028 W. Polom¥rhv¥zdy ur£íme ze vztahu R =
(

L
4πσT 4ef)1/2

= 1,18 · 109 m.28



Úloha 4.22 Hv¥zda α Cen A má ro£ní paralaxu π = 0,742”, interferometriky zji²t¥ný úhlovýpolom¥r je α = 4,3 ·10−3”. Bolometrem na druºii obíhajíí kolem Zem¥ byla zji²t¥na hustotazá°ivého toku od této hv¥zdy Fbol = 2,7 · 10−8 W ·m−2. Ur£ete efektivní povrhovou teplotuhv¥zdy.�e²ení: Ze vztah· r = 1/π a R = αr ur£íme polom¥r hv¥zdy R = 8,7 · 108 m, tedy
1,25 R⊙. Dále stanovíme zá°ivý výkon hv¥zdy L = 4πr2Fbol = 5,9 ·1026 W = 1,53 L⊙. Kone£n¥
Tef =

(

L
4πσR2

)1/4
= 5 750K.Úloha 4.23 U hv¥zdy α Cen A byl nam¥°en pokles hustoty zá°ivého toku o 1 %. O kolikstup¬· poklesla efektivní povrhová teplota α Cen A, jestliºe p·vodní teplota dosahovala

5 790K?�e²ení: Efektivní teplotu hv¥zdy m·ºeme vyjád°it vztahem Tef =
(

4πr2Fbol
4πR2σ

)1/4

=
(

r2Fbol
R2σ

)1/4.P°edpokládáme, ºe r, R jsou konstantní, tudíº Tef = konst.F 1/4bol . Pro malé zm¥ny platí dTef
Tef == 1

4
dFbol
Fbol , dTef

Tef = 0,0025. Odpovídajíí zm¥na teploty je dTef = 0,0025 Tef = 14K.Úloha 4.24 Hv¥zda Altair se nahází ve vzdálenosti r = 5,14 p, její úhlový polom¥r je α == 0,8 · 10−8 rad, efektivní teplota Tef = 7 680K. Na základ¥ t¥hto údaj· lze vypo£ítat zá°ivývýkon hv¥zdy. M·ºeme ov¥°it správnost vypo£ítané hodnoty zá°ivého výkon bolometrikýmm¥°ením hustoty zá°ivého toku, jestliºe prahová itlivost bolometru umíst¥ného na druºiik ur£ení hustoty zá°ivého toku je 10−8 W ·m−2?�e²ení: Nejprve stanovíme polom¥r hv¥zdy R = αr = 1,3 · 109 m = 1,9 R⊙. Propo£ítanýzá°ivý výkon hv¥zdy je 4πR2σT 4ef = 4,2 · 1027 W. Odtud vypo£ítaná hustota zá°ivého toku
Fbol = 1,3 · 10−8 W ·m−2, bolometr má dostate£nou prahovou itlivost.Úloha 4.25 První objevený hn¥dý trpaslík Gl 229 B se vyzna£uje ro£ní paralaxou π == 0,175”. Maximum intenzity vyza°ování jeho spojitého spektra p°ipadá na vlnovou délku
2,9 µm, polom¥r je 0,94 RJ. Odhadn¥te, jaká musí být minimální prahová itlivost bolometruumíst¥ného na druºii obíhajíí Zemi k deteki hustoty zá°ivého toku od tohoto hn¥déhotrpaslíka.�e²ení: P°i paralaxe π = 0,175” je vzdálenost hv¥zdy r = 5,7 p. Teplotu ur£íme z Wi-enova posunovaího zákona T = b/λ = 1000K. Zá°ivý výkon L = 4πR2σT 4ef = 3,2 · 1021 W.Poºadovaná minimální prahová itlivost je Fbol = L

4πr2 = 8,2 · 10−15 W ·m−2.Úloha 4.26 P°edpokládejte znalost zá°ivého výkonu 3,86 · 1026 W a absolutní bolometrikouhv¥zdnou velikost Slune Mbol = 4,75mag. Stanovte vzdálenost, do které by bylo moºnépozorovat lidským zrakem Slune p°i jeho hypotetikém vzdalování od Zem¥. Odhadn¥tepo£et foton· n dopadajííh do oka za jednu sekundu. Pro jednoduhost p°edpokládejte, ºev²ehny fotony mají stejnou vlnovou délku λ = 550 nm, plohu lidského oka zvolte 1 m2.�e²ení: Dosazením do vztahu m − M = 5 log r − 5, m = 6mag ur£íme hledanou vzdá-lenost r = 17,8 p. Odtud je hustota zá°ivého toku Fbol = L
4πr2 = 10−10 W · m−2. P°i p°ed-pokládané plo²e lidského oka P = 1 m2 je elková p°ijímaná energie za jednu sekundu E == FbolP = 10−14 J. Energie jednoho fotonu je ǫ = hν = hc/λ = 3,6 · 10−19 J. Po£et foton· jetak roven n = E/ǫ = 2,8 · 104 s−1. 29



5 Základy hv¥zdné spektroskopieÚloha 5.1 Vyjád°ete energii foton· [eV℄ harakterizujííha) Lymanovu hranu o λ = 91,2 nmb) nebulární £áru O III λ = 500,7 nm) £áru Hα Balmerovy série vodíku λ = 656,3 nmd) emisní £áru NH3 λ = 1,3 cm.e) £áru neutrálního vodíku λ = 21 cm.�e²ení: 2,17 · 10−18 J = 13,55 eV, 2,46 eV, 1,88 eV, 9,49 · 10−5 eV, 5,87 · 10−6 eV.Úloha 5.2 Vypo£t¥te p¥t nejniº²íh energetikýh hladin atomu vodíku. Ve spektreh kvasar·je zpravidla dominantní spektrální £ára Lα, vznikajíí p°i p°ehodu z energetiké hladiny n = 2na hladinu n = 1. Ur£ete její vlnovou délku.�e²ení: −13,583 eV, −3,390 eV, −1,511 eV, −0,849 eV, −0,543 eV; 121,6 nm.Úloha 5.3 Stanovte vlnovou délku sv¥tla vyzá°eného atomem vodíku p°i p°ehodu z energe-tiké hladiny n = 6 na hladinu n = 2. O jakou sérii a barvu jde?�e²ení: Balmerova série, £tvrtá £ára Hδ s λ = 410,2 nm, �alová barva.Úloha 5.4 Lze z povrhu Zem¥ pozorovat £áry mezihv¥zdného vodíku vznikajíí p°i p°ehoduz desáté na devátou energetikou hladinu?�e²ení: Dosadíme do vztahu λ = hc
E10−E9

= 4·10−5 m, £áry leºí v submilimetrovém pásmuv infra£ervené oblasti spektra a nem·ºeme je z povrhu Zem¥ pozorovat.Úloha 5.5 Jakou spektrální £áru m·ºeme o£ekávat ve viditelné £ásti spektra protuberanep°i exitai vodíkovýh atom· elektrony o energii 2,0 eV?�e²ení: λ ≥ hc
E

= 621,5 nm, podmínku spl¬uje £ára Balmerovy série Hα o vlnové déle
λ = 656,28 nm, pro kterou platí 1

λ
= R

(

1
22 − 1

32

).Úloha 5.6 Vypo£ítejte minimální energii elektron·, které jsou shopny exitovat kyslíkovéionty O III na první B � 1D2 a druhou C � 1S0 metastabilní energetikou hladinu, na kterémohou atomy v astrofyzikálníh podmínkáh setrvávat sekundy aº minuty. Víme, ºe zakázaná£ára vznikajíí p°i p°ehodu C→B má vlnovou délku [O III℄ λ = 436,3 nm a p°i p°ehoduz B→A [O III℄ λ = 500,7 nm. Jaká je pot°ebná kinetiká teplota Tk k tomu, aby se atomydostaly na energetiké metastabilní hladiny B a C?�e²ení: E = h c
λ
, 1

2
mv2 = 3

2
kTk, p°ehod A→B, E = 3,9 ·10−19 J, Tk

∼= 19 000K, p°ehodA→C, E = 8,5 · 10−19 J, Tk
∼= 40 000K.Úloha 5.7 Prvek helium byl poprvé pozorován franouzským astronomem P. J. C. Jansenem18. srpna 1868 v Indii ve spektru protuberane v pr·b¥hu úplného zatm¥ní Slune. �lutáspektrální £ára, tehdy ozna£ená D3, o vlnové déle 587,6 nm, se naházela v blízkosti £ar sodíku

D1 a D2. Ve skute£nosti je tripletem £ar 587,562 nm, 587,565 nm a 587,599 nm, rozli²itelným30



pouze vysokodisperzními spektrografy. Stanovte energii vy²²í energetiké hladiny, z níº p°ip°ehodu na niº²í hladinu 20,88 eV £ára vzniká.�e²ení: 22,98 eV.Úloha 5.8 Vypo£ítejte nejpravd¥podobn¥j²í ryhlost atom· vodíku a ºeleza ve slune£ní korón¥p°i teplot¥ 106 K. Porovnejte tuto ryhlost s parabolikou ryhlostí u Slune.�e²ení: vm =
(

2kT
m

)1/2, 128 km·s−1, 17 km·s−1, vp =
(

2GM⊙

R⊙

)1/2

= 617 km·s−1. Hodnotyryhlostí atom· vodíku a ºeleza jsou niº²í neº hodnota únikové ryhlosti Slune, proto z·stávajív korón¥.Úloha 5.9 Dokaºte, ºe gravita£ní pole Slune nem·ºe udrºet elektrony ve slune£ní korón¥,která má teplotu 106 K. Zd·vodn¥te, pro£ v²ak p°esto z·stávají v korón¥ Slune.�e²ení: vm =
(

2kT
me

)1/2

= 5500 km · s−1, vp =
(

2GM⊙

R⊙

)1/2

= 617 km · s−1, oulombovskáp°itaºlivá síla elektron· k proton·m zp·sobuje, ºe z·stávají v korón¥ Slune.Úloha 5.10 Kolik vryp· na mmmusí mít difrak£ní m°íºka, aby ve spektru II. °ádu bylo moºnérozli²it £áry sodíkového dubletu, u kterýh jsou vlnové délky 589,0 nm a 589,6 nm? Stanovtelineární vzdálenost mezi uvedenými £arami na spektrogramu ve spektru I. °ádu získanéhom°íºkou s 600 vrypy na mm, jestliºe ohnisková vzdálenost kamery je f = 0,8m?�e²ení: λ = λ1+λ2

2
= 589,3 nm, N = λ

m∆λ
= 491. Hledaná vzdálenost je ∆x = x2 −- x1, x1 = f tg α1, x2 = f tg α2, úhly ur£íme sin α1 = λ1

d
, sin α2 = λ2

d
. Dosazením dostaneme

∆x = 0,36mm.Úloha 5.11 Ve spektreh n¥kterýh obr· spektrální t°ídy K pozorujeme výrazné £áry lithias vlnovými délkami 670,776 nm a 670,791 nm. Pat°í p°ehod·m 2 2P1/2 → 2 2S1/2, 2 2P3/2 →
2 2S1/2. Kolik vryp· na 1 mm musí mít difrak£ní m°íºka s ²í°kou D = 4 m, aby umoº¬ovalav prvním °ádu rozli²it uvedené vlnové délky?�e²ení: Po£et vryp· ur£íme dosazením do vztahu 1

d
= λ

Dm∆λ
= 1120 mm−1.Úloha 5.12 Ur£ete, který z posuv· spektrálníh £ar, gravita£ní £i dopplerovský vyvolaný ro-taí u Slune p°evládá. Rovníková ryhlost p°evraejíí vrstvy Slune je 1,93 km·s−1, k zji²t¥níposuv· pouºijte £áru Hβ o vlnové déle λ = 486,1 nm.�e²ení: Velikost gravita£ního rudého posuvu ∆λ = GM

c2R
λ = 10−3 nm porovnáme s veli-kostí dopplerovského posuvu ∆λ = ν

c
λ = 3 · 10−3 nm.Úloha 5.13 P°i zvlá²t¥ p°esnýh m¥°eníh radiálníh ryhlostí je t°eba provád¥t rovn¥ºopravu na pohyb Zem¥ kolem hmotného st°edu soustavy Zem¥ � M¥sí, tzv. baryentra.St°ední ryhlost tohoto pohybu je 12,4m · s−1. Porovnejte velikost této opravy s relativisti-kou korekí na p°í£ný kvadratiký Doppler·v jev p°i zm¥náh ryhlosti oa) 30 km · s−1b) 300 km · s−1. 31



5 ZÁKLADY HV�ZDNÉ SPEKTROSKOPIE�e²ení: Pro p°í£ný Doppler·v jev, p°i zanedbání £len· s vy²²ími moninami, platí vztah
λ′ =

λ

1 + 1
2

ν2

c2

, p°edpokládáme platnost vztahu ν = c∆λ
λ
.a) ∆λ

λ
= 1

2
ν2

c2
= 0,5 · 10−8, ν = c∆λ

λ
= 1,5m · s−1,b)∆λ

λ
= 0,5 · 10−6, ν = 150m · s−1.V prvním p°ípad¥ p°í£ný Doppler·v jev nemusíme uvaºovat, v druhém ano.Úloha 5.14 Ve vysoedisperzním spektru Slune u vodíkové £áry Hβ o vlnové déle λ == 486,133 nm byla nalezena dal²í £ára o vlnové déle λ = 485,998 nm. P°edpokládejme, ºetato £ára pat°í izotopu vodíku. Ur£ete o jaký izotop jde.�e²ení: Z atomové fyziky je znám vztah λHRH = λDRD, R =

R∞
1 + me

M

. P°i zanedbánímalýh veli£in dostaneme 1 − λH

λD
= me

MD
− me

MH
. Dosadíme me

MH
= 1

1835
a obdrºíme me

MD
= 1

3727
,tedy MD

MH

∼= 2, izotopem je deuterium.Úloha 5.15 Nalezn¥te ²í°ku spektrální £áry Fe XIV o vlnové déle λ = 530,3 nm poházejííze slune£ní emisní koróny o teplot¥ 106 K.�e²ení: ∆λ ∼= 0,08 nm.Úloha 5.16 Stanovte ²í°ku ∆λ pro teplotní roz²í°ení £áry K Ca II o vlnové déle λ = 393,4 nmpro atmosféry £ervenýh obr· s teplotami 3 000K, 5 000K. Diskutujte výsledek s ohledem navýznam teploty pro roz²í°ení této £áry. Jak ovliv¬uje velikost ²í°ky spektrálníh £ar rozdílnáhmotnost jednotlivýh atom· nap°. u vodíku, helia, vápníku a ºeleza?�e²ení: ∆λ = 2λ
c

(

2kT
m

)1/2, jednotlivé hodnoty ²í°ek ∆λ se li²í £lenem T 1/2. Pro £áruK CaII a jednotlivé teploty dostaneme ∆λ1 = 0,0029 nm, ∆λ2 = 0,0037 nm. P°i fyzikálnípodmínkáh ve fotosféráh je teplotní roz²í°ení zpravidla dominantní. S rostouí hmotnostíatom· klesá ²í°ka £ar.Úloha 5.17 Ur£ete ²í°ku spektrální £áry kyslíku O III s vlnovou délkou λ = 500,7 nm, kteroum·ºeme identi�kovat ve spektru plynné emisní mlhoviny o teplot¥ 10 000K.�e²ení: ∆λ = 0,01 nm.Úloha 5.18 Vypo£ítejte ²í°ku £áry Hα, znáte-li ºe pro roz²í°ení spektrálníh £ar sráºkamiplatí ∆λ ∼= λ2

c
1

π∆t0
∼= λ2

c
nσ
π

(

2kT
m

)1/2. P°edpokládáme vodíkové atomy ve slune£ní fotosfé°e p°iteplot¥ 5 780K a hustot¥ atom· 1,5 · 1023 m−3, σ = 3,6 · 10−20 m2.�e²ení: Pro vodíkovou £áru Hα je ∆λ ∼= 2,4 · 10−5 nm, oº je hodnota velmi malá, srov-natelná s p°irozeným roz²í°ením spektrální £áry. P°i nar·stání hustoty atom· ve fotosfé°e sesráºkové roz²í°ení zvy²uje.Úloha 5.19 Odhadn¥te pomoí výpo£tu minimální ²í°ku Fraunhoferovýh £ar vodíku ve32



spektru Slune. Porovnejte vypo£tené ²í°ky spektrálníh £ar s tabelovanými údaji o ekviva-lentníh ²í°káh nejmohutn¥j²íh £ar v následujíí tabule. P°itom m¥jte na pam¥ti de�niiekvivalentní ²í°ky.
λ [nm] ekvivalentní ²í°ka [nm] prvek, iont

393,3682 2,0253 Ca II
396,8492 1,5467 Ca II
656,2808 0,4020 Hα

486,1342 0,3680 Hβ

410,1748 0,3133 Hδ

434,0475 0,2855 Hγ

518,3619 0,1584 Mg I
385,9922 0,1554 Fe I
422,6740 0,1476 Ca I
517,2698 0,1259 Mg I
404,5825 0,1174 Fe I
438,3557 0,1008 Fe I
516,7327 0,0935 Mg I
388,6294 0,0920 Fe I
440,4761 0,0898 Fe I
390,5532 0,0816 Si I
406,3605 0,0787 Fe I
588,9973 0,0752 Na I
407,1749 0,0723 Fe I
589,5940 0,0564 Na I�e²ení: Vedle jinýh p°í£in je rozhodujíí roz²í°ení £ar vyvolané tepelným pohybematom·. P°i teplot¥ 5 780K je ryhlost vodíkovýh atom· asi 12 km · s−1. Vlnová délka 500 nmviditelného sv¥tla se p°i takové ryhlosti posouvá o ∆λ = λν

c
∼= 0,02 nm. �í°ka £áry je tak

2∆λ ∼= 0,04 nm. Ve skute£nosti jsou v²ak balmerovské £áry mnohem ²ir²í neº £iní tento hrubýodhad, d·leºité je roz²í°ení k°ídel £ar sráºkami. Jednotlivé £ásti zejména mohutnýh spekt-rálníh £ar vznikají v r·znýh vrstváh atmosféry.Úloha 5.20 Doba existene elektronu v prvním a druhém exitovaném stavu u atomu vodíkuje p°ibliºn¥ ∆t = 10−8 s. Ur£ete velikost p°irozené ²í°ky £áry Hα o vlnové déle λ = 656,3 nm.�e²ení: Dosazením obdrºíme ∆λ ∼= λ2

2πc

(

1
∆t1

+ 1
∆t2

)

∼= 4,6 · 10−5 nm.Úloha 5.21 Spektrální £ára o vlnové déle λ = 532,0 nm vzniká jako výsledek p°ehodu mezidv¥ma nabuzenými stavy atomu, jejihº st°ední doba ºivota je rovna 12 ns a 20 ns. Ur£etep°irozenou ²í°ku £áry ∆λ.�e²ení: ∆λ = 2 · 10−5 nm.Úloha 5.22 Ur£ete p°irozenou ²í°ku spektrální £áry pro λ = 500 nm a konstantu útlumu
γ = 108 s−1. 33



5 ZÁKLADY HV�ZDNÉ SPEKTROSKOPIE�e²ení: ∆ν = γ
2
, ∆λ = λ2

c
∆ν = λ2γ

2c
= 10−5 nm.Úloha 5.23 Neh´ teoretiky uvaºovaná hv¥zda spektrální t°ídy B0 V má periodu vlastnírotae P = 2 dny. Nalezn¥te harakteristikou ²í°ku £áry ve spektru této hv¥zdy ve vizuálníoblasti spektra pro £áru Hβ, λ = 486,1 nm, p°edpokládáme-li, ºe osa rotae je kolmá k zornémupaprsku. Uvedená hv¥zda má polom¥r 7,5 R⊙.�e²ení: Rota£ní obvodová rovníková ryhlost je rovna vr = 2πR

P
= 200 km · s−1. Roz²í°ení£áry podmín¥né rotaí je dáno vztahem ∆λr = λvr

c
, po dosazení obdrºíme ∆λr = 0,3 nm.Úloha 5.24 Velmi ²iroké £áry zp·sobené rota£ním roz²í°ením pozorujeme u hv¥zd spektrálnít°ídy A. Jestliºe pro £áru Hγ o vlnové déle 434,0 nm jedné hv¥zdy byla zji²t¥na ²í°ka £áry

∆λr = 0,08 nm, jakýh hodnot dosahuje vrot sin i?�e²ení: ∆λr = λ
c
vrot sin i, vrot sin i = 55 km · s−1.Úloha 5.25 Jaký vliv má ztemn¥ní na okraji disku hv¥zdy na roz²í°ení spektrálníh £arvyvolaném rotaí hv¥zdy?�e²ení: Okrajové ztemn¥ní zmen²uje roz²í°ení £ar spojené s rotaí hv¥zdy.Úloha 5.26 Spektrograf m·ºe rozli²it posun vlnovýh délek 0,001 nm. Jaká je minimálnívelikost magnetiké induke, kterou lze zjistit u hv¥zdy na vlnové déle 450 nm.�e²ení: Vyuºijeme vztah pro Zeeman·v jev ∆λ = 47λ2B, odkud B ∼= 0,1 T.Úloha 5.27 Odhadn¥te o£ekávanou velikost magnetiké induke hv¥zdy stejného typu jakoSlune s dobou rotae 106 s, R = 108 m, T = 6·103K, kterou lze na základ¥ m¥°ení Zeemanovajevu zjistit v optiké oblasti spektra prost°ednitvím £áry Fe I o vlnové déle 630,25 nm.�e²ení: Pro spektroskopikou zjistitelnost musí platit∆λZ > ∆λrot+∆λtep, tedy 47λ2B >

λvr

c
+ 2λ

c

(

2kT
m

)1/2, dosazením obdrºíme B > 0,4 T.Úloha 5.28 U hv¥zdy HD 215 441 o povrhové teplot¥ 15 000K a rota£ní rovníkové ryhlostiv radiálním sm¥ru 5 km · s−1 bylo zji²t¥no roz²t¥pení spektrální £áry Cr II o vlnové déle
455,8 nm v d·sledku Zeemanova jevu ∆λ = 0,03 nm. Ur£ete velikost magnetiké induke B.Je roz²t¥pení reáln¥ zjistitelné p°i fotosférikýh podmínkáh této hv¥zdy?�e²ení: Pro roz²í°ení vyvolané Zeemanovým jevem vyjád°eným v SI platí: ∆λZ = 47λ2B,odtud B = 3,4 T. Jev bude spektroskopiky zjistitelný, p°i ∆λZ > ∆λrot +∆λtep, tedy ∆λZ >
λvr

c
+ 2λ

c

(

2kT
m

)1/2, po dosazení obdrºíme: 0,03 nm > 0,01 nm.Úloha 5.29 Zeemanovské roz²t¥pení m·ºeme rovn¥º pozorovat u velkýh slune£níh skvrn,kde se vyskytují silná magnetiká pole sm¥°ujíí radiáln¥ k povrhu Slune. Ur£ete velikostmagnetiké induke skvrny, jestliºe roz²t¥pení zelené spektrální £áry ºeleza o vlnové déle
λ = 525,0216 nm £iní ∆λ = 0,004 nm. Jaké ryhlosti by odpovídal tento posuv, jestliºe by bylvyvolán dopplerovským posuvem v d·sledku radiálního pohybu.34



�e²ení: Ze vztahu ∆λZ = 47λ2B stanovíme B = 0,3 T. R·znost vlnovýh délek roz²t¥-penýh £ar odpovídá ryhlosti vr = c∆λ
λ

= 2 km · s−1.Úloha 5.30 Rota£ní osa hv¥zdy je kolmá ke sm¥ru k Zemi, její rota£ní rovníková ryhlost je
100 km · s−1. Lze p°i této hodnot¥ ryhlosti pozorovat zeemanovské roz²t¥pení £áry o vlnovédéle λ = 430 nm, p°edpokládáme-li velikost magnetiké induke 0,1 T?�e²ení: ∆λrot = λvrot

c
= 0,14 nm, ∆λZ = 47λ2B = 8,7 · 10−4 nm. Nelze tedy spektrosko-piky roz²í°ení £ar zjistit.
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6 Nitro hv¥zdÚloha 6.1 Ur£ete mnoºství uvoln¥né energie p°i vzniku 1 jádra atomu helia ze £ty° jaderatom· vodíku. Porovnejte s mnoºstvím energie uvol¬ovaným p°i 3α proesu.�e²ení: pp °et¥ze: ∆m = 4 1
1H−4

2He = 4,76 ·10−29 kg, ∆E = ∆mc2 = 4,29 ·10−12 J, tedy
26,8MeV. Pro 3α proes: ∆m = 3 4

2He − 12
6 C = 1,29 · 10−29 kg, ∆E = ∆mc2 = 1,16 · 10−12 J,tudíº 7,2MeV.Úloha 6.2 Najd¥te vazebnou energii jádra atomu lithia 7

3Li, jestliºe hmotnost atomu MLi == 7,01601 u, Hmotnost protonu je 1,00783 u, hmotnost neutronu je 1,00867 u.�e²ení: Obdobným postupem jako u první úlohy ur£íme ∆E = 39,3MeV.Úloha 6.3 Ur£ete minimální hmotnost hv¥zdy, aby entrální teplota umoº¬ovala pr·b¥htermonuklárníh reakí. P°edpokládáme rozloºení hustoty ρ = ρc

[

1 −
(

r
R

)2
], hemiké sloºeníshodné se Slunem, µ = 0,61, hv¥zdná látka je nedegenerována. Pro pp °et¥ze je nezbytnáminimální teplota 4 · 106 K, pro CNO yklus 15 · 106 K, 3α reake 108 K.�e²ení: Uºijeme vztahy ρc = 15M

8πR3 , Pc = 15GM2

16πR4 a dosadíme do stavové rovnie pro ideálníplyn P = A
µ
ρT ⇒ Tc = 1

2
µG
A

M
R
. Odtud obdrºíme M = 2TcRA

µG
.Úloha 6.4 Termonukleární reake probíhajíí ve Sluni byly v ²edesátýh léteh minuléhostoletí ov¥°ovány R. Davisem p°i sledování toku neutrin ze Slune pomoí hlór-argonovéreake

ν + 37
17Cl → e− + 37

18Ar − 0,814MeV·P°i ní jádro izotopu hlóru zahytí neutrino a p°em¥ní se na jádro izotopu argónu, má-lienergii v¥t²í neº 0,814MeV. St°ední ú£inný pr·°ez reake je σ = 2 ·10−46 m2. P°edpokládáme,ºe Slune vyza°uje za sekundu N = 3 · 1033 vysoe energetikýh neutrin s energií 6,7MeV,vznikajííh p°i reaki 8
5B → 8

4Be + e+ + ν. Ur£ete nezbytné mnoºství perhloretylénu C2Cl4,aby v n¥m vzniklo za rok 100 atom· 37
18Ar. V p°írodní sm¥si izotop· hlóru je obsaºeno podlehmotnosti η = 25% jader 37

17Cl, st°ední polom¥r dráhy Zem¥ kolem Slune volte r = 1,5·1011 m.�e²ení: Po£et atom· 37
18Ar je n = φσtNCl, kde t = 1 rok = 3,2 · 107 s, NCl je po£et atom·hlóru, φ = N

4πr2 je tok neutrin na Zemi. Odtud obdrºíme NCl = 4πr2n
Nσt

. P°i experimentu jenezbytné pouºít C2Cl4 o hmotnosti M = µNCl

4η
= µNCl, M ∼= 560 tun. V této úloze je µmolekulární hmotnost.Úloha 6.5 Centrální teploty dvou hv¥zd jsou T1 = 2 ·108 K a T2 = 1,8 ·108 K. Stanovte pom¥rmnoºství uvol¬ované energie v nitreh obou hv¥zd.�e²ení: Z uvedenýh hodnot entrálníh teplot vyplývá, ºe jde o hv¥zdy s velkými hmot-nostmi, kde probíhá CNO yklus, u n¥hoº mnoºství uvol¬ované energie ∼ T 18. Hledanýpom¥r je (20

18

)18, k jehoº výpo£tu vyuºijeme vztah limn→∞
(

1 + x
n

)n
= ex, tedy (20

18

)18
== (1 + 2

18

)18 ∼= e2 ∼= 7. 36



Úloha 6.6 Porovnejte vlastnosti elektromagnetikého zá°ení ve st°edu Slune a na jeho po-vrhu, p°edpokládáme-li TC = 1,5 · 107 K a TP = 5,8 · 103 K.�e²ení: Vyjdeme z vlastností fotonového plynu. Po£et foton· v objemové jednote je n == 8π

(

kT

hc

)3 ∫ ∞

0

x2ex − 1
dx = 2,404

8πk3

h3c3
T 3 = 2,03 · 107T 3, hustotu energie foton· vyjád°íme

u = 8π

(

kT

hc

)3

kT

∫ ∞

0

x3ex − 1
dx = 7,57 · 10−16T 4. Pro st°ední energii p°ipadajíí na jedenfoton lze odvodit Ef = 2,70kT = 3,73 · 10−23T . Pro tlak zá°ení platí Pr = 4σ

3c
T 4, intenzituzá°ení vyjád°íme I = σT 4. Propo£ítané výsledky shrneme v tabule:Vlastnosti Povrh Slune 5,8 · 103 K St°ed Slune 1,5 · 107 KSt°ední energie fotonu [eV] 1,3 3,5 · 103Hustota foton· n [m−3] 4 · 1018 7 · 1028Hustota energie u [J · m−3] 0,9 4 · 1013Tlak zá°ení Pr[Pa] 0,1 5 · 1012Intenzita zá°ení I [W · m−3] 6,4 · 107 29 · 1020Úloha 6.7 Odhadn¥te pom¥r po£tu foton· a neutrin vyza°ovanýh Slunem za 1 sekundu.P°i termonukleární syntéze prost°ednitvím pp °et¥ze se uvol¬uje energie 26,8MeV, p°i£emºneutrina odná²í asi 2�5% této energie.�e²ení: Po£et foton· vyzá°enýh Slunem za l sekundu je dán vztahem σT 4

2,7kT
4πR2

⊙
∼=

1,8 · 1045. Po£et neutrin se st°ední energií lze odhadnout takto. V první úloze jsme vypo£etlienergii 4,29 ·10−12 J uvol¬ovanou p°i syntéze vodík → helium. Slune za jednu sekundu vyzá°í
3,8 · 1026 J. Tedy za jednu sekundu vznikne p°ibliºn¥ 1038 heliovýh jader. P°i vzniku jednohoheliového jádra vzniknou dv¥ neutrina, proto za kaºdou sekundu vznikne 2·1038 elektronovýhneutrin. Pom¥r po£tu foton· a neutrin je p°ibliºn¥ 107.Úloha 6.8 Odhadn¥te hodnotu entrálního tlaku v nitru Slune.�e²ení: V zjednodu²eném p°iblíºení platí pro tlakovou sílu na jednotkovou plohu tedytlak Pc = 4GρM

R
, po dosazením £íselnýh hodnot hmotnosti a polom¥ru Slune a pr·m¥rnéhustoty ρ = 1,4 · 103 kg · m−3 dostaneme pro tlak Pc

∼= 1015 Pa. Podle standardníh model·Bahalla je ve skute£nosti entrální tlak o °ád vy²²í.Úloha 6.9 P°edpokládejme v nitru Slune jednoatomový plyn, pro adiabatikou ryhlostzvuku platí vztah vz =
(

γP
ρ

)1/2. Za jak dlouho zvukové vlny projdou polom¥rem Slune?�e²ení: P°i γ = 5
3
lze zjednodu²en¥ p°edpokládat vz

∼=
(

5
3

P
ρ

)1/2, kde P = Pc

2
. Po dosazeníobdrºíme vz

∼= 8 · 105 m · s−1. Polom¥rem Slune projdou zvukové vlny za t = R⊙

vz

∼= 17 min.Úloha 6.10 Odhadn¥te entrální tlak a teplotu ve hv¥zd¥ hlavní posloupnosti s polom¥-rem 1,3 R⊙ a hmotností 1,8 M⊙. Pro zjednodu²ení p°edpokládáme stejnou stavbu a hemikésloºení jako má Slune.�e²ení: Pc

Pc⊙

∼=
(

R⊙

R

)4 (
M
M⊙

)2 ∼= 1,1, Tc

Tc⊙

∼= R⊙

R
M
M⊙

∼= 1,4.37



6 NITRO HV�ZDÚloha 6.11 Podle standardního modelu nitra má hv¥zdná látka v entrální £ásti Slunehustotu 1,48 · 105 kg · m−3 a teplotu 1,56 · 107 K, hmotnostní zastoupení vodíku X = 0,73a helia Y = 0,27, p°ísp¥vek t¥º²íh prvk· lze v prvním p°iblíºení zanedbat. Vypo£t¥te tlak,který zde p·sobí za p°edpokladu, ºe vodík a helium jsou pln¥ ionizovány a hovají se jakoideální plyn. Vypo£t¥te rovn¥º tlak zá°ení a oba tlaky porovnejte. St°ední relativní hmotnostp°ipadajíí na jednu £ástii sm¥si ozna£íme µr�e²ení: Pg = R

µr
ρT = 3,2 · 1016 Pa, Pr = 4σ

3c
T 4 = 1,5 · 1013 Pa. Podstatný je tlak plynu,tlak zá°ení je zanedbatelný.Úloha 6.12 Posu¤te, zda m·ºe existovat degenerae v nitru Slune (Tc = 1,5 · 107 K, ρc == 1,5 · 105 kg ·m−3).�e²ení: Dosazením do podmínky degenerae ρ >

(

T
75000

)3/2
103 zjistíme, ºe není spl¬o-vána. V sou£asné fázi vývoje Slune je v jeho nitru degenerae nepodstatná.Úloha 6.13 Odvo¤te vztah pro rovnováhu gravita£ní a tlakové síly v nitru hv¥zd p°i p°ed-pokládané polytropní závislosti tlaku na hustot¥.�e²ení: Úvahy lze zjednodu²it následujíím zp·sobem. Pro gravita£ní sílu platí Fgrav ∼ −- 1

R2 . Tlaková síla je dána sou£inem tlaku p ∼ ργ a povrhu S ∼ R2, tudíº Ftlak ∼ ργR2 ∼
R−3γR2 ∼ 1

R3γ−2 . Ob¥ síly za normálníh podmínek klesají s rozm¥ry hv¥zdy, p°i jejih rovnostinastane rovnováºný stav. Ob¥ síly klesají stejn¥ p°i koe�ientu γ = 4
3
.Diskutujme dv¥ moºnosti, nejprve neh´ γ > 4

3
. V tomto p°ípad¥ je tlaková k°ivka strm¥j²íneº gravita£ní. Jestliºe hv¥zda náhodn¥ zv¥t²í své rozm¥ry, p°evládne gravita£ní síla a hv¥zdase smr²tí. Zmen²í-li hv¥zda své rozm¥ry, p°evládne tlaková síla a hv¥zda zv¥t²í sv·j rozm¥r.Shrnuto zm¥ny objemu hv¥zdy nemají za následek její rozpad.V p°ípad¥ γ < 4

3
je situae odli²ná. Jestliºe hv¥zda náhodn¥ zv¥t²í své rozm¥ry, p°evládnetlaková síla a dojde ke zv¥t²ování objemu. Hv¥zda se stane nestabilní, nap°íklad m·ºe odhoditvn¥j²í vrstvy. Zmen²í-li své rozm¥ry dojde ke gravita£nímu kolapsu.Hv¥zdná látka bílýh trpaslík· se vyzna£uje polytropním indexem blízkým 4

3
, ten se v²akm¥ní s hmotností bílého trpaslíka. P°i kritiké Chandrasekharov¥ hmotnosti p°ibliºn¥ 1,44 M⊙má hodnotu práv¥ γ = 4

3
a bílý trpaslík se stává nestabilní.Úloha 6.14 Ur£ete entrální tlak ve hv¥zd¥ spektrální t°ídy B0 o polom¥ru 8 R⊙, hmotnosti

15 M⊙, entrální teplota je odhadována na 3,4 · 107 K, µr = 0,7.�e²ení: Po dosazení Pg = R

µrρT = 1,6 · 1013 Pa, Pr = 4σ
3c

T 4 = 3,2 · 1014 Pa.Úloha 6.15 Ve hv¥zd¥ o hmotnosti M hustota klesá od st°edu k povrhu jako funke radiálnívzdálenosti r podle vztahu ρ = ρc

[

1 −
(

r
R

)2
], kde ρc je daná konstanta a R je polom¥r hv¥zdy.Nalezn¥te:a) m(r),b) odvo¤te závislost mezi M a R,) ukaºte, ºe pr·m¥rná hustota hv¥zdy je 0,4 ρc.�e²ení: a) Dosadíme do rovnie kontinuity

m(r) =
∫ r

0
4πr2ρ(r)dr = 4πρc

[∫ r

0
r2dr − 1

R2

∫ r

0
r4dr] = 4πρc

(

r3

3
− r5

5R2

).38



b) M = m(R) = 8πρcR3

15) ρ = M
V

=
8πρcR3

15
4
3
πR3 = 0,4ρc.Úloha 6.16 Pro hv¥zdu o hmotnosti M a polom¥ru R nalezn¥te entrální tlak a prov¥°teplatnost nerovnie pc > GM2

8πR4 pro p°ípadya) stejné, konstantní hustoty ve hv¥zd¥b) pro hustotu platí závislost ρ = ρc

[

1 −
(

r
R

)2
].�e²ení: a) P°i konstatní hustot¥ platí ρ = ρ, m(r) =

∫ r

0
4πr2ρ(r)dr = 4πr3

3
ρ = M

(

r
R

)3.Dosadíme m(r) do rovnie hydrostatiké rovnováhy dPdr
= −Gρm

r2 a integrujeme od st°edu
P = Pc k povrhu P = 0. Obdrºíme Pc = Gρ

∫ R

0
m(r)
r2 dr = 3GM2

8πR4 ; 3GM2

8πR4 > GM2

8πR4 .b) Uºijeme výrazy ρ(r), m(r) a M(R) z p°edhozíh úloh, budeme integrovat rovnii hyd-rostatiké rovnováhy
Pc = G

∫ R

0
ρm

r2dr = 4πGρ2
c

∫ R

0

[

1 −
(

r
R

)2
] [

r
3
− r3

5R2

] dr = 15GM2

16πR4 ; 15GM2

16πR4 > GM2

8πR4 .Úloha 6.17 Hv¥zda spektrální t°ídy B0 V má hmotnost ∼ 15 M⊙. S vyuºitím vztahu hmot-nost � zá°ivý výkon L ∼ M4 odhadn¥te st°ední hustotu hv¥zdy.�e²ení: Pro hmotnost 15 M⊙ obdrºíme L ∼= 5 ·104L⊙. Efektivní teplotu B0 V lze odhad-nout na p°ibliºn¥ 30 000K. Polom¥r hv¥zdy je 8 R⊙, tudíº st°ední hustota ρ ∼= 40 kg ·m−3.Úloha 6.18 Jsou zadány dv¥ hv¥zdy se spektrálními t°ídami K0 V a K0 I.a) ur£ete pom¥r zryhlení na povrhu obou hv¥zdb) stanovte pom¥r st°edníh hustot t¥hto hv¥zdTabulkové hodnoty harakteristik hv¥zd jsou pro K0 V: 0,8 M⊙; 0,85 R⊙; 5 100K a pro K0 I :13 M⊙;
200 R⊙; 4 100K.�e²ení: Pro gravita£ní zryhlení platí g = G M

R2 , pro gV = 3·103 m·s−2, gI = 9·10−2 m·s−2,pom¥r zryhlení je roven gV

gI

∼= 3400. St°ední hustoty ur£íme ze vztahu ρ = M
4
3
πR3 , pom¥r hustotje roven ρV

ρI
= 8 · 105.Úloha 6.19 Efektivní povrhová teplota Siria A je 9 400K, polom¥r 1,8 R⊙ a hmotnost

2,2 M⊙. Ur£ete zá°ivý výkon v jednotkáh zá°ivého výkonu Slune, absolutní bolometrikouhv¥zdnou velikost, pr·m¥rnou hustotu a odhadn¥te entrální teplotu.�e²ení: 22,7 L⊙, 1,35mag, 530 kg ·m−3, 1,7 · 107 K.Úloha 6.20 Dokaºte, ºe st°ední relativní hmotnost p°ipadajíí na jednu £ástii sm¥si pln¥ionizovanýh atom· v nitru hv¥zd je rovna µr = 2
1+3X+0,5Y

, kde X, Y , Z ozna£uje relativnímnoºství vodíku, helia a ostatníh prvk·.�e²ení: µH = 1
2
, µHe = 4

3
, µkovy = 2, µr =

1
X
µH

+ Y
µHe

+ Z
µkovy

=
1

2X + 3
4
Y + 1

2
Z

Protoºeplatí X + Y + Z = 1 dostaneme µr =
2

1 + 3X + 0,5Y
.39



6 NITRO HV�ZDÚloha 6.21 Jak se bude m¥nit st°ední relativní hmotnost µr £ásti slune£ní látky, p°i p°ed-pokladu X = 0,70, Y = 0,30 budeme-li hypotetiky postupovat od st°edu k povrhu Slune.Rozli²ujte p°ípady:a) helium a vodík jsou pln¥ ionizoványb) helium a vodík jsou 1× ionizovány) helium je neutrální a vodík je zela ionizovánd) oba plyny jsou neutrální.�e²ení: Postupným dosazováním podle jednotlivýh p°ípad· do vztahu z p°edházejííúlohy obdrºíme 0,615, 0,645, 0,678, 1,29.Úloha 6.22 Odvo¤te vztah hmotnost � zá°ivý výkon pro hv¥zdy na hlavní posloupnosti(HP) za p°edpokladu, ºe koe�ient st°ední opaity κ je konst. v elém pr·°ezu hv¥zdy, tedyopaita nezávisí na teplot¥ a je stejná u hv¥zd r·znýh hmotností. Jde o Thomson·v rozptylna volnýh elektroneh.�e²ení: Tc =
µrGM

RR
, Pc = 4Gρ

M

R
, σT 4

c = σ

(

µrGM

RR

)4, L

4πR2
=

σT 4
c

3κρR
=

σ

3κρR

(

µrGM

RR

)4

⇒ L =
16π2σG4

9R4

µ4r
κ

M3.Úloha 6.23 Odvo¤te vztah pro Eddingtonovu limitu maximálního zá°ivého výkonu hv¥zdy.P°i odvození p°edpokládáme platnost rovnie hydrostatiké rovnováhy, rovnost gravita£ní sílya síly tlaku zá°ení, v hemikém sloºení uvaºujeme pouze vodík.�e²ení: Gradient tlaku je dán vztahem dPzdr
= −κρ

c
L

4πr2 , kde κ je st°ední hodnota opaity.Rovnie hydrostatiké rovnováhy dPdr
= −GMρ

r2 je uvaºovaná na povrhu hv¥zdy, tedy pro
r = R. Dosadíme a upravíme: LEd = 4πGc

κ
M , oº je hodnota maximálního zá°ivého výkonu,p°i kterém je hv¥zda je²t¥ ve stavu zá°ivé rovnováhy. Uºívají se rovn¥º i tyto vztahy: LEd

∼=
1,5 · 1031 M

M⊙

∼= 3,9 · 104L⊙
M
M⊙

.Úloha 6.24 Stanovte Eddingtonovu limitu zá°ivého výkonu hv¥zdy s hmotností 0,085 M⊙za p°edpokladu, ºe pro opaitu v blízkosti povrhu hv¥zdy je dominantní elektronový roz-ptyl, jehoº hodnota je dána vztahem κ ∼= (1 + X) 0,02 m2 · kg−1. P°i X = 0,7 dostáváme
κ ∼= 0,034 m2 · kg−1. Je tlak zá°ení podstatný pro stabilitu hv¥zd nízké hmotnosti na hlavníposloupnosti?�e²ení: Dosadíme do vztahu pro Eddington·v limitní zá°ivý výkon LEd = 4πGc

κ
M == 1,3 ·1030 W. U hv¥zd nízké hmotnosti na hlavní posloupnosti, viz °e²ení úlohy £. 10, lze tlakzá°ení zanedbávat.Úloha 6.25 Uºitím podmínky L ≤ LEd, kde LEd je dán rovnií LEd = 4πGc

k
M odvo¤tehorní limitu pro hmotnost a zá°ivý výkon hv¥zd hlavní posloupnosti za zjednodu²ujííhop°edpokladu vztahu hmotnost � zá°ivý výkon L

L⊙
=
(

M
M⊙

)3.�e²ení: Podmínku L < 4πGc
k

M m·ºeme p°epsat L
L⊙

< 4πGc
k

M⊙

L⊙

M
M⊙

. Odtud p°i vyuºitívztahu hmotnost � zá°ivý výkon obdrºíme M
M⊙

<
(

4πGc
k

M⊙

L⊙

)1/2. Dosazením M
M⊙

= 180.40



Úloha 6.26 Prost°ednitvím rovnie hydrostatiké rovnováhy ur£ete, za jak dlouho se zmen²ípolom¥r Slune o 2%, jestliºe by 10% gravita£níh sil nebylo vyrovnáváno tlakovými silami.�e²ení: Rovnie hydrostatiké rovnováhy má v zadaném p°ípad¥ tvar dPdr
= −gρ−0,1gρ.Pro zjednu²ení budeme p°edpokládat konstantnost dodate£ného povrhového gravita£níhozryhlení na povrhu Slune v pr·b¥hu smr²´ování g = 27,41 m · s−2, o£ekávaná zm¥na polo-m¥ru je p°ibliºn¥ 14000 km. Ze vztahu s = g

2
t2 stanovíme £as t ∼= 1000 s, tedy asi 17 minut.Zm¥na polom¥ru by byla pozorovatelná ze Zem¥.Úloha 6.27 Za p°edpokladu p°enosu energie v nitru hv¥zdy zá°ením dokaºte, ºe teplotnígradient je ur£en výrazem dTdr

= − 3κLr

64πσr2T 3 ρ.�e²ení: P°edpokládáme ze zadání platnost zá°ivé rovnováhy ve hv¥zd¥. Tok zá°ivé ener-gie jednotkovou plohou sféry o polom¥ru r je dán vztahem F = Lr

4πr2 . Energie absorbovanáve zvoleném objemovém elementu je Lr

4πr2 κρdr. Tlakový gradient je dPrdr
= −κρ

c
Lr

4πr2 , kde dPr == 16σ
3c

T 3dT . Dosazením obdrºíme rovnii pro teplotní gradient.Úloha 6.28 Ur£ete, zda v míst¥ r = 0,9 R⊙ od st°edu Slune probíhá p°enos energie konvekínebo zá°ením. Parametry zvoleného místa jsou následujíí: ρ = 1,5 kg ·m−3, κ = 10 m2 · kg−1,
T = 4 · 105 K, γ = cp

cV
= 5

3
, P = 8,7 · 109 Pa.�e²ení: Konveke je dominatní p°i spln¥ní podmínky dTdr >

γ − 1

γ

T

P

dPdr , oº lze zapsat
3ρκ

16σT 3

L(r)

4πr2
>

γ − 1

γ

T

P

GM(r)

r2
ρ. Po dosazení obdrºíme 0,06 > 0,009, tedy podmínka nastoleníkonveke je spl¬ována.Úloha 6.29 Dokaºte, ºe v entrální oblasti Slune nenastává p°enos energie konvekí. Velikostzá°ivého výkonu uvol¬ovaného na jednotku hmotnosti je odhadována na 1,35 · 10−3 W · kg−1,

γ = 5
3
, P = 3,20 · 1016 Pa, T = 1,56 · 107 K, κ = 0,138 m2 · kg−1.�e²ení: Minimální kritiká hodnota zá°ivého výkonu na jednotku hmotnosti p°ená²enákonvekí je dána vztahem γ−1

γ
16πGc

κ
aT 4

3
1
P
, kde a = 4σ

c
. Po £íselném dosazení obdrºíme

1,36 · 10−3 W · kg−1. Protoºe propo£ítaná hodnota je v¥t²í, p°enos konvekí nenastává.Úloha 6.30 P°edpokládejme st°ední hustotu Slune 1,4 ·103 kg ·m−3 a st°ední opaitu v nitruSlune pro ionizovaný vodík κ = 0,1 m2 · kg−1. Ur£ete st°ední volnou dráhu fotonu ve st°eduSlune a st°ední teplotní gradient. Za zjednodu²ujíího p°edpokladu, ºe st°ední volná dráhafotonu sm¥rem k povrhu je stále stejná, odhadn¥te harakteristiký £as, za který foton dosp¥jez nitra k povrhu Slune.�e²ení: St°ední volná dráha fotonu je l = 1
κρ

= 7 · 10−3 m. P°i entrální teplot¥ Slune
Tc = 1,4 · 107 K a p°ibliºné povrhové teplot¥ Tp = 6 · 103 K je st°ední teplotní gradient roven
∆T
∆r

= Tc−Tp

R⊙

∼= 2 · 10−2 K · m−1. Pro ²í°ení fotonu nitrem Slune k povrhu platí R⊙ =
√

z l,kde z udává po£et absorpí a emisí. Dosazením dostaneme z = 1022. Kaºdá emise respektivereemise prob¥hne pr·m¥rn¥ za 10−8 s, tedy za 102210−8 = 1014 s ∼= 3 · 106 rok· dosp¥je fotonk povrhu. 41



6 NITRO HV�ZDÚloha 6.31 Odvo¤te vztah pro periodu radiálníh pulsaí efeid s vyuºitím rovnie hyd-rostatiké rovnováhy. Osilae pulsujííh hv¥zd jsou d·sledkem rezonane zvukovýh vlnrezonujííh ve hv¥zdném nitru.�e²ení: Adiabatiká ryhlost zvuku je dána vztahem vz =
(

γP
ρ

)1/2, tlak vyjád°íme z rov-nie hydrostatiké rovnováhy za p°edpokladu konstantní hustoty dPdr
= −4

3
πGρ2r, pro tlakobdrºíme P (r) = 2

3
πGρ2 (R2 − r2). Pulsa£ní perioda je dána vztahem Π ∼= 2

∫ R

0
dr
vz

∼=
2
∫ R

0

[

2
3
γπGρ (R2 − r2)

]−1/2dr ⇒ Π ∼
(

3π
2γGρ

)1/2.

42



7 Hv¥zdné atmosféryÚloha 7.1 Vyjád°ete Boltzmannovu a Sahovu rovnii v logaritmikém tvaru vhodném provýpo£ty.�e²ení: Nej£ast¥ji uvád¥ný tvar pro Boltzmannovu rovnii je log NB

NA
= −5040

T
χAB +log gB

gArespektive pro Sahovu rovnii log N1

N0
= 5

2
log T − 5040

T
χi − log Pe + log 2Br+1(T )

Br(T )
− 1,48, kde χABje exita£ní poteniál v eV, χi je ioniza£ní poteniál v eV, teplota v K a elektronový tlak v Pa.Úloha 7.2 Jaká £ást atom· vodíku bude exitována na druhou energetikou hladinu vefotosfé°e Slune, p°edpokládáme-li její teplotu 5 780K? Neh´ A je základní první energetikáhladina, B je druhá hladina, dále je zadáno χAB = 10,16 eV, gB = 4, gA = 1.�e²ení: Dosadíme do Boltzmannovy rovnie log NB

NA
= −5040

5780
10,16 + 0,6 = −8,26. Odtuddostaneme NB = 5,5 · 10−9NA, p°ibliºn¥ na jednu miliardu vodíkovýh atom· ve fotosfé°ep°ipadá jeden, který má obsazenu druhou energetikou hladinu. P°i pouze °ádovýh výpo£tehlze výraz log gB

gA
zanedbat, zpravidla gB a gA jsou nevelká £ísla stejného °ádu.Úloha 7.3 Vypo£ítejte podíl atom· vodíku exitovanýh na druhou energetikou hladinuu hv¥zd s hodnotami teplot fotosfér (zaokrouhleno) 5 780K � Slune, 9 500K � Vega a 15 000K� Rigel. Jaký záv¥r odtud vyplývá pro intenzitu spektrálníh £ar atomu vodíku?�e²ení: Pro Slune platí NB = 5,5 ·10−9NA, u Vegy NB = 1,6 ·10−5NA a pro Rigel NB == 1,5 · 10−3NA. S rostouí teplotou nar·stá po£et atom· na druhé energetiké hladin¥, odkudp°i p°ehodeh vznikají absorp£ní £áry vodíku. Jestliºe zám¥rn¥ modelov¥ neuvaºujeme vlivionizae, s rostouí teplotou se zv¥t²uje intenzita vodíkovýh £ar.Úloha 7.4 Neh´ A je základní první energetiká hladina iontu O III (ve skute£nosti se skládáze t°í velmi blízkýh hladin 3P0,1,2). Exita£ní poteniál χAB = 2,48 eV, gA = 9, gB = 5. Ur£etepo£et atom· naházejííh se na druhé energetiké hladin¥ B (p°esn¥j²í ozna£ení je 1D2) p°iteplot¥ 10 000K?�e²ení: Dosazením obdrºíme NB = 3,2 · 10−2NA. P°i p°ehodu B → A vznikají �zelené"nebulární £áry N2 a N1.Úloha 7.5 Uºitím Sahovy rovnie vypo£ítejte pom¥r po£tu H− iont· a neutrálníh vodíko-výh atom· ve fotosfé°e Slune. Za teplotu zvolte 5 780K, tedy efektivní povrhovou teplotu,elektronový tlak p°edpokládejte log Pe = 0,2 Pa, χi = 0,75 eV. Pauliho vylu£ovaí prinipvyºaduje existeni jednoho stavu pro iont, tudíº oba elektrony musí mít opa£né spiny. V at-mosfé°e Slune pouze jeden z 107 vodíkovýh atom· vytvá°í podle reake H + e− → H− + γiont H−.�e²ení: Dosazením do Sahovy rovnie p°i volb¥ korek£ního £lenu log 2B(HI)

B(H−)
= log 22

1
== 0,602, log N(HI)

N(H−)
= 7,88 ⇒ N (HI) = 7,6 · 107 N

(H−). Pouze jeden z 108 vodíkovýhatom· je ve form¥ H−, tedy p°eváºná £ást fotosféry je sloºena z neutrálníh vodíkovýh atom·s hustotou asi 1017 cm−3. Pouze ionty H− v²ak p°ispívají podstatn¥ ke spojité absorpi. Volné43



7 HV�ZDNÉ ATMOSFÉRYelektrony poskytují kovy s nízkým ioniza£ním poteniálem 4,34 eV draslík, 5,14 eV sodík a
6,11 eV vápník.Úloha 7.6 Stanovte pom¥r po£tu atom· N1 ionizovaného a N0 neutrálního sodíku ve fotosfé°eSlune p°i teplot¥ T = 5 780K a elektronovém tlaku log Pe = 0,2 Pa, ioniza£ní poteniál Na IIje χ1 = 5,14 eV, korek£ní £len log 2B1(T )

B0(T )
= −0,08.�e²ení: Do Sahovy rovnie dosadíme log N1

N0
= 5

2
log 5780 − 5040

5780
5,14 − 0,2 − 0,08 − 1,48,obdrºíme log N1

N0
= 3,24, tedy N1

N0
= 1,7 · 103. Stupe¬ ionizae je N1

N1+N0
= 0,9994, tedy 99,94%atom· sodíku ve fotosfé°e Slune je v ionizovaném stavu.Úloha 7.7 Ur£ete relativní mnoºství Fe II ve fotosfé°e Siria A, kde p°edpokládáme p°ibliºn¥

T = 10 000K, log Pe = 1,48 Pa. První ioniza£ní poteniál je χ1 = 7,87 eV, korek£ní £len
log 2B1(T )

B0(T )
= 0,36. Do jaké míry je ºelezo dvakrát ionizováno, jestliºe druhý ioniza£ní poteniálje χ2 = 16,18 eV a log 2B2(T )

B1(T )
= −0,08�e²ení: Dosazením obdrºíme log N1

N0
= 3,44 ⇒ N1 = 2,7 ·103N0. Celkov¥ N1

N1+N0
= 0,9996,tudíº 99,96% atom· je Fe II. P°i výpo£tu po£tu atom· Fe III op¥t pouºijeme Sahovu rovnii

log N2

N1
= −1,18 ⇒ N2 = 6,6 ·10−2N1. Celkov¥ N2

N2+N1
= 0,062, takºe p°ibliºn¥ 6% atom· ºelezaje ve stavu Fe III.Úloha 7.8 Teplota fotosféry bílého trpaslíka DF Proyonu B je rovna T = 8 400K p°i elektro-novém tlaku log Pe = 1,36 Pa. Jaká musí být teplota obra, aby prvky s ioniza£ními poteniály

χi = 4 eV a χi = 8 eV se vyzna£ovaly stejným stupn¥m ionizae. P°edpokládejme elektronovýtlak ve fotosfé°e obra log Pe = 1,00 Pa.�e²ení: Dosazením do Sahovy rovnie vypo£teme stupe¬ ionizae u bílého trpaslíka
log N1

N0
= 5,05 p°i ioniza£ním poteniálu χi = 4 eV. Dále °e²íme Sahovu rovnii pro obrase zadaným stupn¥m ionizae, hledaná teplota obra je T = 7 600K. Obdobn¥ pro ioniza£nípoteniál χi = 8 eV dostaneme stupe¬ ionizae log N1

N0
= 2,65, hledaná teplota je T = 7 900K.Úloha 7.9 V kterém typu hv¥zdy, u £erveného obra nebo trpaslíka hlavní posloupnosti budeprobíhat výrazn¥ji ionizae; u trpaslíka p°edpokládáme teplotu fotosféry T = 5 200K a elek-tronový tlak log Pe = −0,50 Pa u obra T = 4 500K a log Pe = −1,80 Pa. Ioniza£ní poteniályneh´ jsou χi = 5,14 eV pro Na a χi = 7,87 eV pro Fe.�e²ení: Na základ¥ propo£tu stupn¥ ionizae ze Sahovy rovnie pro Na dostaneme u obra

log N1

N0
= 3,69, u trpaslíka log N1

N0
= 3,32, dosp¥jeme k záv¥ru, ºe p°i ioniza£ním poteniálu

5,14 eV je ionizae v¥t²í ve fotosfé°e obra. Obdobn¥ obdrºíme u obra log N1

N0
= 1,14, ve fotosfé°etrpaslíka log N1

N0
= 1,18, p°i ioniza£ním poteniálu 7,87 eV ºeleza. Ve fotosfé°e trpaslíka jeionizae mírn¥ vy²²í.Úloha 7.10 Výpo£tem doloºte záv¥ry spektroskopikýh pozorování, ºe £áry neutrálníhovápníku Ca I mají v¥t²í intenzitu u trpaslík· neº obr· pozdníh spektrálníh t°íd. P°edpo-kládáme stejnou teplotu obou hv¥zd 3 150K, ioniza£ní poteniál vápníku je χi = 6,11 eV.Hodnota elektronového tlaku u obra log Pe = −2,7 Pa, v p°ípad¥ trpaslíka log Pe = −1,2 Pa.Korek£ní £len pro vápník má p°i zadané teplot¥ hodnotu 0,59.44



�e²ení: Dosazením do Sahovy rovnie pro obra obdrºíme log N1

N0
= 0,78 ⇒ N1 = 6,03 N0,takºe po£et neutrálníh atom· je N0

N0+N1
= 0,143, tudíº pouze 14% atom· je neutrálníh.U trpaslíka log N1

N0
= −0,72 ⇒ N1 = 0,19 N0, po£et neutrálníh atom· je N0

N0+N1
= 0,840, takºe84% atom· vápníku je u trpaslíka neutrálníh.Úloha 7.11 Ve viditelné £ásti spektra Slune jsou nejintenzivn¥j²ími £áry H a K Ca II, nikoliv£áry balmerovské série vodíku. Objasn¥te, pro£ tomu tak je, záv¥ry doloºte výpo£tem!�e²ení: Zavedeme ozna£ení elkového po£tu atom· vodíku NC , po£et atom· v základnímstavu NA, v prvním exitovaném stavu NB, N0 po£et neutrálníh atom· a N1 po£et ionizo-vanýh atom·. K ur£ení po£tu ionizovanýh atom· pouºijeme Sahovu rovnii a k stanovenírozloºení atom· mezi základní první energetikou hladinou a druhou exitovanou hladinoupouºijeme Boltzmannovu rovnii. P°edpokládáme elektronový tlak v atmosfé°e Slune 1,6 Pa.Pro vodík ze Sahovy rovnie obdrºíme N1 = 7,5 · 10−5N0. Jeden vodíkový iont H II p°ipadána kaºdýh 13 000 neutrálníh vodíkovýh atom· H I v atmosfé°e Slune. Dosazením do Bol-tzmannovy rovnie dostaneme NB = 5,0 · 10−9NA. Pouze jeden z 200 milión· vodíkovýhatom· se nahází na druhé energetiké hladin¥ a m·ºe vyvolat vznik absorp£níh £ar Balme-rovy série. Celkov¥ NB

NC
= NB

NB+NA

N0

NC
= 5 · 10−9. Vápník Ca I má ioniza£ní poteniál pouze

6,1 eV, tedy polovi£ní vzhledem k ioniza£nímu poteniálu vodíku 13,6 eV. To má podstatnývliv na po£et ionizovanýh atom·, nebo´ Sahova rovnie je velmi itlivá k hodnot¥ ioniza£-ního poteniálu, protoºe χi

kT
je v exponentu a kT ∼= 0,5 eV ≪ χi. Ze Sahovy rovnie dostáváme

N1

N0
= 9 · 102. Pouze jeden z 900 atom· vápníku je Ca I, praktiky tém¥° v²ehny atomy váp-níku jsou ve stavu Ca II. Z Boltzmannovy rovnie pro obsazení exitovanýh hladin obdrºíme

NA = 2,6·102NB. V¥t²ina atom· se nahází na základní energetiké hladin¥. Shrnuto p°eváºnáv¥t²ina atom· vápníku je ve stavu Ca II a je na základní energetiké hladin¥, tudíº existujívhodné podmínky pro vznik £ar K a H Ca II.
NA

NC

∼= NA

NA + NB

N1

NC

∼= 1

1 + NB

NA

N1

N0

1 + N1

N0

∼= 0,995·V atmosfé°e na 5 · 105 vodíkovýh atom· p°ipadá pouze 1 atom vápníku, ale pouze 5 · 10−9z vodíkovýh atom· je neionizováno a nahází se na druhé energetiké hladin¥. Celkov¥
5 · 105 × 5 · 10−9 = 2,5 · 10−3. Shrnuto ve fotosfé°e Slune existuje 400× víe vápníkovýhiont· Ca II na základní energetiké hladin¥ umoº¬ujíím vznik spektrálníh £ar K a H £arneº neutrálníh vodíkovýh atom· na druhé energetiké hladin¥, odkud p°i p°ehodeh mohouvznikat £áry Balmerovy série. Intenzita £ar K a H Ca II je zp·sobena itliv¥j²í teplotní zá-vislostí jeho stav· exitae a ionizae, nikoliv elkov¥ v¥t²ím mnoºstvím vápníku ve fotosfé°eSlune. Modelov¥ zjednodu²en¥ neuvaºujeme faktor pravd¥podobnosti p°ehodu.Úloha 7.12 Odhadn¥te pomoí výpo£tu moºný po£et pozorovanýh odd¥lenýh spektrálníh£ar Balmerovy série vodíku. Zjednodu²en¥ p°edpokládáme, ºe ²í°ka £ar závisí na elektronovéhustot¥ podle Starkova lineárního roz²í°ení. Vyuºijte Inglisova � Tellerova vztahu log Ne == 23,2 − 7,5 log nB£.�e²ení: Dosazením do Inglisova � Tellerova vztahu ur£íme nB£.45



7 HV�ZDNÉ ATMOSFÉRYhv¥zda spektrální t°ída log Ne log nB£
α Cyg A2 I 12,2 29Sirius A A2 V 13,8 18
τ So B0 V 14,6 14bílý trpaslík DA 16,4 8Úloha 7.13 Pro£ ve spektru slune£ní hromosféry pozorujeme víe £ar Balmerovy série vodíkuneº ve spektreh bílýh trpaslík·?�e²ení: V atmosféráh bílýh trpaslík· je mnohem vy²²í hustota neº v hromosfé°eSlune, proto je st°ední vzdálenost atom· v hromosfé°e mnohem v¥t²í. Vzdálenosti elektron·od jader atom· nemohou být v¥t²í neº st°ední vzdálenost mezi atomy. Proto £ím je vy²²íhustota, tím men²í po£et energetikýh hladin je a tudíº tím men²í po£et balmerovskýh £arm·ºe vzniknout.Úloha 7.14 Vysv¥tlete, pro£ Balmerovy £áry vodíku jsou pozorovatelné p°ibliºn¥a) do 5. £áry u bílýh trpaslík· - nap°. Sirius Bb) do 15. £áry u hv¥zd hlavní posloupnosti - nap°. Sirius A) do 25. £áry u veleobr· - nap°. Betelgeuze.Spetrální £áry Balmerovy série jsou roz²í°eny sráºkami. Jejih vzdálenost se s rostouím £íslem£áry zmen²uje.�e²ení: Rozhodujíí pro pozorovatelnost spektrálníh £ar je hustota atmosfér.Úloha 7.15 Pro fotosféru hv¥zdy bylo stanoveno z intenzity £ar Balmerovy série, ºe logaritmuspo£tu atom· vodíku, naházejííh se na druhé energetiké hladin¥ je roven 15,80. Nalezn¥tepo£et iont· vodíku N1, jestliºe T = 29 600K a log Pe = 1,8 Pa. Dále je zadáno χi = 13,60 eV,

χ2 = 10,15 eV, g2 = 8, B1 = 1.�e²ení: Dosadíme do kombinované Boltzmannovy - Sahovy rovnie, která má tvar:
N1

N0,r

Pe =
(2πm)3/2

h3
(kT )5/2 2B1(T )

g0,r

eχi−χr
kT ,udávajíí pom¥r po£tu N1 jedenkrát ionizovanýh atom· k po£tu N0,r neutrálníh atom·naházejííh se na r-té energetiké hladin¥, χi je ioniza£ní poteniál, χr je exita£ní poteniál.Kombinovaná Boltzmannova�Sahova rovnie má logaritmiký tvar

log
N1

N0,r

= −5040

T
(χi − χr) + 2,5 log T − 1,48 + log

2B1(T )

g0,r

− log Pe·Dosazením dostaneme log N1

N0,2
= 6,72 a p°i log N0,2 = 15,18 obdrºíme log N1 = 22,52 ⇒ N1 == 3,3 · 1028m−3. Tedy pouze velmi malá £ást atom· vodíku z·stane neutrální.Úloha 7.16 Jaká by byla teplota Slune, kdyby neexistovaly spektrální £áry?�e²ení: Platí: (σ

π )T
′ef4

(σ
π )Tef4 , kde f je zlomek elkového toku zá°ení, které je blokováno, v p°ípad¥Slune f = 0,14. Úpravou vztahu dostaneme Tef = (1 − f)−1/4 T

′ef ≈ (1 + f
4

)

T
′ef. Po dosazení

T
′ef = 5 780K dostanemeTef = 5 997K, efektivní teplota by byla vy²²í o 3,5 % tedy asi o 200K.46



Úloha 7.17 Hv¥zdný obr spektrální t°ídy K má efektivní teplotu 4 300K. Zji²t¥ná hodnotamikroturbulentní ryhlosti je vmt = 2 km · s−1. Stanovte ²í°ku £áry Fe I o vlnové déle λ == 553,93 nm.�e²ení: Pro ryhlost tepelného pohybu platí vnejpr =
(

2kT
m

)1/2
= 1,13 km · s−1. �í°ku £áryur£íme ze vztahu ∆λ = 2λ

c

(

v2
mt + v2

nejpr

)1/2 ∼= 10−2 nm.Úloha 7.18 Dokaºte, ºe rovnii hydrostatiké rovnováhy lze napsat ve tvaru pouºívanémnap°íklad u model· hv¥zdnýh atmosfér dP
dτ

= g
κ
.�e²ení: Vyjdeme ze vztah· g = GM

r2 a dτ = −κρdr a dosadíme do rovnie dP
dr

= −ρg.Úloha 7.19 P°edpokládejme, ºe provádíme pozorování skrz plazmu o konstantní hustot¥ ateplot¥, p°íkladn¥ 2,5 · 10−4 kg · m−3 a 5 780K, oº odpovídá dolním fotosférikým vrstvámSlune. Neh´ opaita plynu na vlnové déle λ1 je κλ1 = 0,026 m2 · kg−1 a na vlnové déle λ2je κλ2 = 0,03 m2 · kg−1. Ur£ete vzdálenost, ve které je optiká hloubka rovna 2/3 pro kaºdouvlnovou délku.�e²ení: Zjednodu²en¥ dosadíme do vztahu pro optikou hloubku τλ =
∫ s

0
κλ1ρds. �e²e-ním dostaneme s1 =

τλ1

κλ1
ρ

= 103 km, obdobn¥ pro s2 =
τλ2

κλ2
ρ

= 89 km.Úloha 7.20 Dokaºte, ºe ve fotosfé°e Slune p°edpoklad lokální termodynamiké rovnováhy(LTE) není napl¬ován. Neh´ teplota ve zvolené vrstv¥ fotosféry se m¥ní v intervalu 5 890K−- 5 650K v pr·b¥hu vzdálenosti 28 km.�e²ení: Teplotní ²kálová vý²ka je rovna HT = T
|dT/dr| = 674 km. St°ední volná dráhafoton· je l = 1

κρ
. P°i volb¥ κ = 0,026m2 · kg−1 a ρ = 2,5 · 10−4 kg ·m−3 dostaneme l = 150 km,oº je °ádov¥ srovnatelné s HT . Vzhledem k velikosti st°ední volné dráhy fotony vyházejí bezinterake z fotosféry. P°edpoklad LTE není spl¬ován.Úloha 7.21 Fotosféru Slune lze pokládat v prvním p°iblíºení za ²edou. Znamená to, ºezá°ení v²eh vlnovýh délek ve viditelné £ásti spektra je zeslabováno stejn¥. Pro£ tedy okrajovéztemn¥ní slune£ního disku nar·stá se zmen²ováním vlnové délky?�e²ení: Z blízkosti okraje disku p°ihází zá°ení z hladn¥j²íh vrstev o teplot¥ T0, vest°edu disku z vrstev o teplot¥ T1, platí T1 > T0, tedy Bν (T1) > Bν (T0). Proto je st°ed diskujasn¥j²í neº okraj. V ²edé atmosfé°e zá°ení v²eh vlnovýh délek je zeslabováno stejn¥, av²akpom¥r Bν (T0) /Bν (T1) udávajíí velikost okrajového ztemn¥ní závisí na ν. Protoºe T1 se p°íli²neodli²uje od T0 uºijeme vztahu Bν(T1)

Bν(T0)
≈
(

T1

T0

)α, kde α = α (ν) = hν
kT0

[

1 − exp
(

− hν
kT0

)]−1.Odtud vyplývá, ºe velikost okrajového ztemn¥ní je ur£ována gradientem teploty v atmosfé°e.�ím ryhleji roste teplota s hloubkou, tím v¥t²í je rozdíl T1 a T0 a d·sledkem je v¥t²í okrajovéztemn¥ní. P°i konstantním gradientu teploty, t.j. p°i konstantním pom¥ru T1/T0 je ztemn¥níodli²né na r·znýh vlnovýh délkáh v d·sledku rozdílnosti hodnot £lenu hν
kT0

. Z analýzy vý²euvedenýh vztah· vyplývá, ºe v dlouhovlnné oblasti spektra hν
kT0

≪ 1 je pom¥r Plankovýhfunkí roven T1/T0, v krátkovlnné oblasti spektra α ∼= hν
kT0

≫ 1 tedy okrajové ztemn¥ní jepodstatn¥ v¥t²í a nar·stá p°i p°ehodu ke krat²ím vlnovým délkám.47



7 HV�ZDNÉ ATMOSFÉRYÚloha 7.22 Nalezn¥te vý²ku stejnorodé vodíkové fotosféry ua) Slune, T⊙ = 6 000Kb) bílého trpaslíka, T = 30 000K, M = M⊙, R = 10−2 R⊙.�e²ení: Vý²ku stejnorodé fotosféry ur£íme ze vztahu H = kT
gµrmp

. Fotosféra Slune jesloºena p°edev²ím z neionizovaného vodíku. P°i volb¥ T = 6 000K, µr ∼= 1 dostaneme H ∼=
200 km. U bílého trpaslíka p°edpokládáme fotosféru sloºenou z ionizovaného vodíku, µr = 0,5,pro její vý²ku obdrºíme H ∼= 200m.Úloha 7.23 Odhadn¥te po£et £ásti v 1m3 slune£ní fotosféry p°edpokládáme-li teplotu
5 780K a tlak 104 Pa v optiké hloube τ = 0,5. Porovnejte s konentraí molekul v atmosfé°eu povrhu Zem¥.�e²ení: V hlub²íh fotosférikýh vrstváh je p°i hustot¥ asi 10−4 kg ·m−3 je po£et £ástip°ibliºn¥ 1022 m−3. P°i normálníh podmínkáh se v atmosfé°e Zem¥ nahází v 1m3 asi 1025£ásti. Tedy konentrae v uvaºované vrstv¥ fotosféry je zhruba 103 krát men²í neº v zem-ské atmosfé°e. Zatímo ve fotosfé°e Slune jde p°edev²ím o atomy neionizovaného vodíku,v atmosfé°e Zem¥ jde o molekuly N2 a O2.Úloha 7.24 P°edpokládejme, ºe Slune bude vyza°ovat konstantním zá°ivým výkonem pouzena úkor energie uloºené ve fotosfé°e o tlou²´e 300 km a hustot¥ asi 1023 £ásti m−3. Za jaký£as byhom pozorovali zm¥ny v slune£ním zá°ení, jestliºe by energie fotosféry nebyla neustáledopl¬ována z nitra Slune. Zá°ivý výkon 1m2 povrhu Slune je 6 · 107 W.�e²ení: Po£et £ásti v sloupi o vý²e 300 km a pr·°ezu 1m2 je 3·1051023 = 3·1028 £ásti.P°i pr·m¥rné teplot¥ fotosféry 6 000K je energie jedné £ástie 3

2
kT ∼= 10−19 J. Celková energieve vyt£eném sloupi je E ∼= 10−193 · 1028 ∼= 3 · 109 J. Tedy za £as t ∼= E

F
∼= 50 s by do²lok vy£erpání zásob energie a nutn¥ byhom pozorovali zm¥ny ve vyza°ování a teplot¥ povrhuSlune.Úloha 7.25 Dokaºte, ºe ve fotosfé°e Slune je p°edpoklad o p°enosu energie zá°ením opráv-n¥ný.�e²ení: Konveke ve fotosfé°e nastane za podmínky ∣∣dTdr

∣

∣

ad
<
∣

∣

dTdr

∣

∣

z
. Po dosazení dpdr

= −-gµp
RT

a úprav¥ obdrºíme (d lnTd ln d )ad <
(d lnTd ln p

)

z
. Za p°edpokladu adiabatikýh zm¥n p1−γT γ == konst· p°i γ = 5

3
dostaneme (d lnTd ln p

)

ad
= 2

5
. Z rovnie zá°ivé rovnováhy p°i κ = konst·nalezneme (d lnTd ln p

)

z
= 1

4
. Tedy úvodní nerovnie není spln¥na a konveke nenastává.Úloha 7.26 Vypo£t¥te konvektivní tok ve fotosfé°e Slune, p°edpokládáme ∆T ∼= 300K,

ρ ∼= 10−4 kg ·m−3, v ∼= 5 · 102 m · s−1, pro vodík cp
∼= 5

2
R
m

∼= 104 J · kg−1 ·K−1. Dále ur£ete tokzá°ení p°i T ∼= 5800K, κ ∼= 0,026m2 · kg−1, r ∼= 3 · 105m. Výsledky porovnejte a diskutujte.�e²ení: Konvektivní tok energie je roven Fk
∼= cpρv∆T ∼= 105J · s−1 · m−2. Tok energiep°ená²ené zá°ením je Fr

∼= 16σT 3

3κρ
dTdr

∼= 2,3 · 107 J · s−1 · m−2. Výrazn¥ p°evládá p°enos ener-gie zá°ením. Konvektivní p°enos m·ºe nar·stat p°i zm¥n¥ κ £i p°i nár·stu stupn¥ ionizaes hloubkou. 48



Úloha 7.27 Dominantním detailem ve spojitýh spektreh hv¥zd spektrální t°ídy A0 v optiké£ásti spektra je balmerovský skok p°i λ = 364,6 nm. Jak velké je okrajové ztemn¥ní na disíht¥hto hv¥zd na vlnovýh délkáh λ1 = 360,6 nm a λ2 = 368,6 nm?�e²ení: Balmerovský skok p°i λ = 364,6 nm ve spojitém spektru je zp·soben tím, ºev krátkovlnné £ásti spektra od této vlnové délky je zá°ení shopné ionizovat atomy vodíkupo£ínaje z druhé energetiké hladiny. V dlouhovlnné £ásti spektra od tohoto skoku je moºnáionizae pouze z t°etí a vy²²íh energetikýh hladin. Fotosféra je v d·sledku toho na vlnovédéle λ2 = 368,6 nm víe pr·zra£ná a lze ji pozorovat do v¥t²í hloubky, tedy vrstvy s vy²²íteplotou, zá°ení má vy²²í intenzitu. Nepr·zra£nost fotosféry je velká v krátkovlnné £ásti odskoku, nap°. na vlnové déle λ1 = 360,6 nm, zá°ení p°ihází tém¥° ze stejnýh vrstev polo-ºenýh v blízkosti povrhu. Proto je okrajové ztemn¥ní malé. V dlouhovlnné £ásti spektraod skoku p°ihází zá°ení ve st°edu disku z relativn¥ v¥t²íh hloubek, z fotosférikýh vrstevo vy²²í teplot¥. Na okraji disku p°ihází zá°ení z vrstev blízko povrhu. Shrnuto je okrajovéztemn¥ní na del²íh vlnovýh délkáh výrazn¥j²í, oº platí pouze v optikém oboru.
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8 Dvojhv¥zdyÚloha 8.1 Ur£ete vzdálenost dvojhv¥zdy, známe-li její ob¥ºnou dobu T = 27 rok·, hmotnostijednotlivýh sloºek 3 M⊙, 5 M⊙ a velikost hlavní poloosy a′′ = 0,45′′.�e²ení: Podle III. Keplerova zákona platí M1 + M2 =
(

a′′

π

)3
T−2. Ur£íme π a stanovímevzdálenost r = 1

π
= 40 p.Úloha 8.2 M·ºeme pomoí Hubbleova dalekohledu rozli²it dv¥ hv¥zdy spektrální t°ídy O,mezi kterými je úhel 10−7 rad, na vlnové déle £áry Lα s λ = 121,6 nm.�e²ení: Θ = 1,22λ/D = 6,2 · 10−8 rad = 0,01′′. Ano, nebo´ úhlová vzdálenost mezihv¥zdami p°evy²uje tuto hodnotu.Úloha 8.3 Sirius je vizuální dvojhv¥zda s ob¥ºnou dobou 49,94 rok· a ro£ní paralaxou π == 0,379′′. Zjednodu²en¥ p°edpokládejme, ºe dráhová rovina je kolmá k zornému paprsku.Velikost velké poloosy je a′′ = 7,62′′ Pom¥r vzdáleností sloºek A a B od st°edu hmotnostije rA

rB
= 0,466. Nalezn¥te hmotnosti jednotlivýh sloºek. Ur£ete jejih zá°ivé výkony, jestliºeSirius A má Mbol = 1,36mag a Sirius B Mbol = 8,9mag.�e²ení: Dosazením do III. Keplerova zákona stanovíme sou£et hmotností obou sloºek

(MA + MB) = a3

T 2
4π2

G
= 3,3 M⊙, kde a = a′′

π
. Pomoí vztahu rA

rB
= MB

MA
nalezneme MA == 2,2 M⊙ a MB = 1,1 M⊙. Zá°ivé výkony nalezneme ze vztahu log L = 0,4 (4,75 − Mbol),

LA = 22,7 L⊙, LB = 0,022 L⊙.Úloha 8.4 Uvaºovaná modelová fyziká dvojhv¥zda se skládá ze dvou sloºek�obr· o p°ibliºn¥stejné hmotnosti, obíhajííh kolem spole£ného hmotného st°edu s ob¥ºnou dobou T = 12 dní.Velikost velké poloosy dvojhv¥zdy je a = 2 · 107km. Ur£ete elkový po£et vryp· difrak£ním°íºky N nezbytnýh pro pozorování ve viditelném oboru spektra vodíku tak, aby ve spektruII. °ádu bylo moºné pozorovat vzájemný ob¥h obou sloºek. Dále zjednodu²en¥ p°edpokládáme,ºe teplota atmosfér obou hv¥zd je stejná a £iní 6 000K.�e²ení: Pro m¥°itelnost roz²t¥pení spektrálníh £ar ∆λ podmín¥ného dopplerovským po-suvem je t°eba, aby ryhlost hv¥zd p°evy²ovala st°ední kvadratikou ryhlost pohybu atom·vodíku ve fotosféráh hv¥zd. Dostaneme jiº známou podmínku R = mN = λ/∆λ, kde v p°í-pad¥ pohybu dvojhv¥zd platí λ
∆λ

= c
2v
. Ryhlost vypo£teme ze vztahu v = πa

T
. Po dosazeníobdrºíme podmínku N > 1,25 · 103.Úloha 8.5 Fyziká dvojhv¥zda 2MASSWJ0746425+2000321, se skládá z £erveného a hn¥déhotrpaslíka. Z pozorování byla zji²t¥na ob¥ºná doba T = 10 rok·, úhlová velikost velké poloosy

a′′ = 0,20′′ a ro£ní paralaxa π′′ = 0,08′′. Ur£ete sou£et hmotností obou sloºek!�e²ení: Lineární velikost velké poloosy je a = a′′/π′′ = 2,5AU, sou£et hmotností je roven
a3/T 2 = M1 + M2, tedy a3/T 2 = 0,16 M⊙. Observa£n¥ zji²t¥né hodnoty hmotností jednotli-výh sloºek jsou M1 = 0,085 M⊙ a M2 = 0,066 M⊙. První hv¥zda je £erveným trpaslíkem znejspodn¥j²í £ásti hlavní posloupnosti zatímo druhá hv¥zdy je jiº hn¥dým trpaslíkem.50



Úloha 8.6 Ze studia £árového spektra spektroskopiké zákrytové dvojhv¥zdy byla zji²t¥naob¥ºná doba 8,6 rok·. Maximální hodnota Dopplerova posuvu £áry Hα o vlnové déle λ == 656,273 nm pro první sloºku je ∆1 = 0,026 nm, pro druhou sloºku ∆2 = 0,052 nm. Zesinusového harakteru k°ivky radiálníh ryhlostí vyplývá, ºe dráhy jsou blízké kruhovým.P°edpokládáme sklon dráhy 90◦.Ur£ete hmotnosti jednotlivýh sloºek dvojhv¥zdy.�e²ení: Pro pom¥r hmotností obou sloºek platí M1

M2
= v2

v1
= ∆λ2

∆λ1
= 2. Z dopplerovskéhoposuvu ur£íme radiální ryhlosti v1 = ∆λ1

λ
c = 1,2 · 104m · s−1 = 12 km · s−1, v2 = 24 km · s−1.Polom¥ry drah jsou a1 = v1T

2π
= 3,5AU, a2 = 6,9AU. Velká poloosa a = a1 + a2 = 10,4AU.Pro elkovou hmotnost soustavy platí M1 + M2 = a3

T 2 = 15,3 M⊙. Jednotlivé hmotnosti sloºekjsou M1 = 10,2 M⊙ a M2 = 5,1 M⊙.Úloha 8.7 Ve spektru zákrytové dvojhv¥zdy, jejíº jasnost se m¥ní s periodou 3,953 dne, sespektrální £áry posouvají na opa£né strany o hodnoty (∆λ/λ)1 = 1,9 · 10−4 a (∆λ/λ)2 == 2,9 · 10−4 od normální vlnové délky. Ur£ete hmotnosti jednotlivýh sloºek dvojhv¥zdy.�e²ení: Obdobn¥ jako u p°edházejííh úloh ur£íme ryhlosti obou sloºek v1 = c
(

∆λ
λ

)

1
== 57 km ·s−1, v2 = c

(

∆λ
λ

)

2
= 87 km ·s−1. Dále ur£íme velikosti jednotlivýh poloos a1 = v1T

2π
== 3,1 · 109m, a2 = 4,7 · 109m. Velká poloosa a = a1 + a2 = 7,8 · 109m. P°i výpo£tu elkovéhmotnosti soustavy dosadíme do III. Keplerova zákona M1 + M2 = 4π2

G
a3

T 2 = 2,4 · 1030kg,hmotnost jednotlivýh sloºek ur£íme ze vztahu M1

M2
= a2

a1
⇒ M1 = 1,4 · 1030kg = 0,7 M⊙,

M2 = 1,0 · 1030kg = 0,5 M⊙Úloha 8.8 U zákrytové prom¥nné dvojhv¥zdy s ob¥ºnou dobou T = 50 dní byl pozoro-ván zákryt t4 − t1 trvajíí 8 hodin. Minimum t3 − t2 pozorované v dráhové rovin¥ trvalo1 hodinu 18 minut. Radiální ryhlost první sloºky je v1 = 30 km · s−1 a druhé sloºky v2 == 40 km · s−1. Pro rovinu ob¥ºné dráhy i = 90◦. Ur£ete polom¥ry obou hv¥zd a hmotnostisloºek.�e²ení: Velikosti velkýh poloos jsou a1 = v1T
2π

= 2,1 · 1010m a a2 = v2T
2π

= 2,7 · 1010m.Velká poloosa a = a1 + a2 = 4,8 · 1010m. Celkovou hmotnost soustavy ur£íme z III. Keplerovazákona M1 + M2 = 4π2

G
a3

T 2 = 3,5 · 1030kg. Dále dosadíme do vztah· pro zákrytové prom¥nné
t4−t1

T
= 2(R1+R2)

2πa
a t3−t2

T
= 2(R1−R2)

2πa
, kde R1 a R2 jsou polom¥ry sloºek. Polom¥r první sloºky

R1 = 5,9 · 108m = 0,85 R⊙ a druhé sloºky R2 = 4,2 · 108m = 0,6R⊙. Hmotnosti jednotlivýhsloºek ur£íme ze vztahu M1

M2
= a2

a1
⇒ M1 = 2 · 1030kg = 1M⊙, M2 = 1,5 · 1030kg = 0,75 M⊙.Úloha 8.9 Spektroskopiká dvojhv¥zda má ob¥ºnou dobu T = 1,67 dne. U první sloºky bylazji²t¥na polovi£ní amplituda ryhlosti KA = 131,0 km·s−1 a u druhé sloºky KB = 201,8 km·s−1.Exentriita dráhy je rovna nule, sklon dráhy nelze ur£it. Proto p°i výpo£tu statistiky volíme

sin3 i = 2
3
. Odhadn¥te hmotnosti jednotlivýh sloºek.�e²ení: Sou£et hmotností obou sloºek vyjád°ený v jednotkáh hmotnosti Slune ur£ímeza vztahu (MA + MB) sin3 i = 1,036 · 10−7 (1 − e2)

3/2
(KA + KB)3 T , obdrºíme 10,6 M⊙. Jed-notlivé hmotnosti stanovíme pomoí vztahu MA

MB
= KB

KA
, MA = 6,4 M⊙ a MB = 4,2 M⊙.Úloha 8.10 P°ítomnost extrasolárníh planet s hmotností °ádov¥ srovnatelnou s hmotnostíJupitera zji²´ujeme na základ¥ zm¥n radiálníh ryhlostí hv¥zd. Vypo£t¥te periodu a ampli-51



8 DVOJHV�ZDYtudy zm¥n radiální ryhlosti vyvolanýh hypotetikou planetou o stejné hmotnosti jako Jupi-ter. P°edpokládáme hv¥zdu o hmotnosti 1 M⊙. Posu¤te m¥°itelnost t¥hto zm¥n sou£asnýmiastronomikými prost°edky.�e²ení: Budeme zjednodu²en¥ p°edpokládat, ºe kolem hv¥zdy obíhá pouze jedna planetas hmotností Jupitera. St°ední ob¥ºná ryhlost pohybu extrasolární planety vJ by tudíº byla
13 km · s−1. Protoºe Mh

MJ
= vJ

vh
⇒ ºe o£ekávaná ryhlost pohybu hv¥zdy bude vh

∼= 13m · s−1v dráhové rovin¥ exoplanety. Poºadovaná p°esnost optikýh metod ur£ování radiálníh ryh-lostí by m¥la být je²t¥ 2× v¥t²í, v roe 1998 jiº byla dostate£ná, dosahovala zhruba 7m · s−1.Úloha 8.11 T¥sná dvojhv¥zda se skládá ze dvou sloºek, bílého trpaslíka s hmotností 1 M⊙ apodobra o hmotnosti 0,5 M⊙, který vypl¬uje sv·j roheovský prostor. P°edpokládáme kruhovédráhy obou sloºek, jejihº vzdálenost je a = 109m. Nalezn¥te ob¥ºnou dobu, ryhlosti obousloºek a polohu l1 prvního Lagrangeova bodu. Kvalitativn¥ odhadn¥te zm¥ny velké poloosy aob¥ºné doby dvojhv¥zdy, jestliºe p°edpokládáme p°enos hmoty od podobra k bílému trpaslíku.�e²ení: Ob¥ºnou dobu stanovíme z III. Keplerova zákona T =

(

4π2a3

G (M1 + M2)

)1/2

== 1,4 · 104s = 3,9 hod. Ryhlost první sloºky je v1 = M2

(

G

a (M1 + M2)

)1/2

= 149 km · s−1,druhé v2 = M1

(

G

a (M1 + M2)

)1/2

= 298 km · s−1. Hodnota l1 = a
(

0,500 − 0,227 log M2

M1

)

== 4,3 · 108m = 8,87 · 10−3AU P°i p°enosu hmoty od sloºky s men²í hmotností ke sloºe s v¥t²íhmotností nar·stá ob¥ºná doba T a zv¥t²uje se velká poloosa a dvojhv¥zdy.Úloha 8.12 P°i p°enosu hmoty mezi sloºkami dvojhv¥zdy p°edpokládáme platnost zákon·zahování hmotnosti a dráhového momentu hybnosti, tedy M1 + M2 = Mc, dMcdt
= 0; L =

M1M2

M1+M2
[Ga (M1 + M2)]

1/2, dLdt
= 0. Neh´ M1 je hmotnost sloºky p°ijímajíí hmotu, zavedeme

µ =
M1

Mc

. Dokaºte, ºe pro relativní zm¥nu poloosy a lze odvodit da
a

= 2
2µ − 1

µ (1 − µ)

dM1

Mc

.�e²ení: Vyjdeme ze vztahu pro velikost momentu hybnosti L = M1M2

M1+M2
[Ga (M1 + M2)]

1/2,odkud vyjád°íme a = McL2

GM2
1 (Mc−M1)

2 . Rovnii logaritmujeme a derivujeme (logaritmiká deri-vae) a odvodíme da
a

= 2 2µ−1
µ(1−µ)

dM1

Mc
.Úloha 8.13 Dokaºte, ºe pro relativní zm¥nu ob¥ºné doby dvojhv¥zdy s p°enosem hmoty platídT

T
= 3 2µ−1

µ(1−µ)
dM1

Mc
. P°edpokládáme platnost stejnýh zákon· zahování jako v p°edházejííúloze.�e²ení. Vyjdeme z III. Keplerova zákona, ze kterého logaritmikou derivaí dostaneme

3da
a

= 2dT
T
. Dosazením da

a
= 2 2µ−1

µ(1−µ)
dM1

Mc
obdrºíme dT

T
= 3 2µ−1

µ(1−µ)
dM1

Mc
.Úloha 8.14 Dokaºte, ºe u t¥snýh dvojhv¥zd je £asová zm¥na ob¥ºné doby zp·sobená p°e-nosem hmoty dána vztahem 1

T
dTdt

= 3dM1dt
M1−M2

M1M2
.�e²ení: P°edpokládáme platnost zákona zahování hmotnosti a dráhového momentuhybnosti p°i p°enosu hmoty, tedy M1 + M2 = Mc, dMcdt

= 0; L = M1M2

M1+M2
[Ga (M1 + M2)]

1/2,52



dLdt
= 0. Z posledn¥ uvedeného dostaneme ddt

(

M1M2

M1+M2

)√
a + M1M2

M1+M2

1
2
√

a
dadt

= 0, odkud p°iplatnosti vztahu 1
2a

dadt
= 1

3T
dTdt

obdrºíme 1
T
dTdt

= 3dM1dt
M1−M2

M1M2
.Úloha 8.15 U dvojhv¥zdné soustavy U Cephei s ob¥ºnou dobu T = 2,49 dne byl zji²t¥n jejínár·st dTdt

= 2,3 · 10−9. Za p°edpokladu, ºe tato zm¥na je vyvolána p°enosem hmoty, ur£eteryhlost tohoto p°enosu. Hmotnosti sloºek jsou M1 = 4,2 M⊙ a M2 = 2,8 M⊙. Která z hv¥zdp°ijímá hmotu?�e²ení: P°i nár·stu ob¥ºné doby je hmota p°ená²ena od druhé sloºky M2 k první M1.Ze vztahu 1
T
dTdt

= 3dM1dt
M1−M2

M1M2
ur£íme dM1dt

= 6 · 1016kg · s−1 ∼= 10−6M⊙ · rok−1.Úloha 8.16 U dvojhv¥zdné soustavy s hmotnostmi jednotlivýh sloºek M1 = 4,9 M⊙ a M2 == 4,1 M⊙ byla zji²t¥na ryhlost p°enosu hmoty dM1dt
= 10−5 M⊙ · rok−1. Je-li ob¥ºná doba

T = 1,94 dne, ur£ete její nár·st.�e²ení: Dosadíme do vztahu dTdt
= 3T dM1dt

M1−M2

M1M2
= 6,3 · 10−9 .Úloha 8.17 Jakou £ást hmoty m·ºe ztratit jedna sloºka dvojhv¥zdného systému, aby fyzi-kální dvojhv¥zdný systém vázaný gravitaí je²t¥ z·stal zahován? Vyjd¥te ze zjednodu²ujííhop°edpokladu, ºe dráhy sloºek jsou kruhové, ztráta hmoty probíhá sfériko-symetriky a prak-tiky okamºit¥, t.j. za £as mnohem men²í, neº je velikost ob¥ºné doby dvojhv¥zdy. V p°ípad¥,ºe se soustava nerozpadne po ztrát¥ hmoty, z·stane dráha kruhovou? Získá st°ed hmotnostidvojhv¥zdy dopl¬kovou ryhlost?�e²ení: Celková mehaniká energie fyzikálního dvojhv¥zdného systému o hmotnostehjednotlivýh sloºek M1, M2 je Ec, vzdálenost sloºek je a. Jde o gravita£n¥ vázanou soustavu,platí Ec = 1

2
M1v

2
1 + 1

2
M2v

2
2 − GM1M2

a
= −GM1M2

2a
< 0. Pro ryhlosti platí: M1v1 = M2v2.P°edpokládejme, ºe u první hv¥zdy prob¥hla sférikosymetriká exploze, p°i níº nedo²lo kezm¥n¥ ryhlosti v1 a neh´ poz·statek první sloºky po výbuhu má hmotnost Mz. Platí M1 −-∆M = Mz. Celková mehaniká energie systému po explozi je Ece = 1

2
Mzv

2
1+

1
2
M2v

2
2−GMzM2

a
.Pro gravita£n¥ vázanou soustavu platíEce < 0. Dále platí v1 = M2

Mz+M2

(

G(M1+M2)
a

)1/2 a v2 = −- Mz

Mz+M2

(

G(M1+M2)
a

)1/2. Dosazením obdrºíme pro Ece = GMzM2

2a(Mz+M2)
[M1 + M2 − 2 (Mz + M2)].Podmínka pro zahování dvojhv¥zdného systému je M1 − M2 < 2Mz.Úloha 8.18 Zkoumejme fyziký dvojhv¥zdný systém HZ Her + Her X 1 s elkovou hmotnostísoustavy p°ibliºn¥ 4 M⊙. Hmotnost první sloºky HZ Her je odhadována na 2,5 M⊙. P°edpo-kládáme, ºe p°i dal²ím vývoji se z této hv¥zdy po explozi obálky o hmotnosti asi 1 M⊙ staneneutronová hv¥zda s hmotností 1,5 M⊙. Druhou sloºkou soustavy je neutronová hv¥zda HerX 1 o hmotnosti 1,5 M⊙. Z·stane dvojhv¥zdný systém zahován?�e²ení: Dosadíme do záv¥re£né nerovnie p°edhozí úlohy, M1 = 2,5 M⊙, M2 = 1,5 M⊙,

Mz = 1,5 M⊙. Tudíº je spln¥na podmínka M1 − M2 < 2Mz.Úloha 8.19 Hv¥zda o hmotnosti 20 M⊙ exploduje jako supernova I typu, jejím poz·statkemje neutronová hv¥zda o hmotnosti 1,4 M⊙. Z·stane dvojhv¥zdný systém zahován, jestliºehmotnost druhé hv¥zdy je 6 M⊙? 53



8 DVOJHV�ZDY�e²ení: Dosadíme M1 = 20 M⊙, M2 = 6 M⊙, Mz = 1,4 M⊙, podmínka M1 − M2 < 2Mznení spln¥na, dvojhv¥zdný systém se rozpadne.Úloha 8.20 Neh´ hmotnosti sloºek dvojhv¥zdy jsou M1 a M2. Vyjád°ete zákon zahováníenergie pro zku²ební £ástii pohybujíí se v gravita£ním poli dvojhv¥zdy v dráhové rovin¥hv¥zd. Sou°adnou soustavu zvolíme s po£átkem v hmotném st°edu dvojhv¥zdy kolem kteréhorotuje úhlovou ryhlostí ω, jde o tzv. korotujíí soustavu.�e²ení: Pro pohyb v dráhové rovin¥ má integrál energie tvar
−GM1

r1
− GM2

r2
− ω2 (x2 + y2)

2
+

v2

2
= konst·Úloha 8.21 Dotyková dvojhv¥zda se skládá z £erveného obra a neutronové hv¥zdy s hmot-ností 1 M⊙ a polom¥rem 10 km. Ur£ete mnoºství hmoty za rok p°etékajíí od £erveného obrana neutronovou hv¥zdu, které p°i tomto p°enosu zp·sobuje vyza°ování v rtg. oboru 1031W.P°edpokládejte, ºe zm¥na gravita£ní poteniální energie £ásti plynu je p°ibliºn¥ rovna zá°i-vému výkonu, p°edev²ím v rtg. oboru zá°ení. Dále p°edpokládáme, ºe vzdálenost obou hv¥zdje mnohem v¥t²í neº polom¥r neutronové hv¥zdy.�e²ení: dEpdt

∼= GM
R

dMdt
, L ∼= GM

R
dMdt

⇒ dMdt
∼= LR

GM
∼= 1,5 ·1015kg · s−1 ∼= 2 ·10−8M⊙ · rok−1.Úloha 8.22 Neutronovou hv¥zdu � pulsar s hmotností 2 M⊙ a polom¥rem 20 km a period¥

0,15 s obklopuje akre£ní disk vznikajíí p°etokem hmoty z druhé hv¥zdy s tempem akreep°ibliºn¥ 10−8M⊙ · rok−1. Odhadn¥te dP/dt pro tento pulsar.�e²ení: Zá°ivý výkon, p°edev²ím v rtg. oblasti zá°ení, je p°ibliºn¥ roven ryhlosti ztrátygravita£ní poteniální energie plynu p°i akrei, L ∼= GM
R

dMdt
a dEpdt

∼= GM
R

dMdt
. Dosazenímzískáme zá°ivý výkon L ∼= 8 · 1030W. Pro zá°ivý výkon pulsaru platí L = 8

5
π2MR2P−3 dPdt

,odtud ur£íme dPdt
∼= 10−12.Úloha 8.23 Rtg. pulsar s periodou P = 100 s je jednou ze sloºek fyziké dvojhv¥zdy. Dop-pler·v posuv vyvolaný vyvolaný dráhovým pohybem pulsaru vede k periodiké zm¥n¥ £asup°íhodu puls·, oº dovoluje prom¥°it k°ivku radiálníh ryhlostí pulsaru. Jak se zm¥ní po-zorovaná perioda pulsaru, jestliºe druhou sloºkou je hv¥zda o hmotnosti 20 M⊙, ob¥ºná dobasoustavy je 20 dn·. Hmotnost pulsaru p°ijm¥te 1,5 M⊙, exentriita dráhy je nulová, sklondráhy dosahuje 90◦.�e²ení: Z III. Keplerova zákona a3

T 2 = G
4π2 (M1 + M2) ur£íme velikost velké poloosy a == 5,9 · 1010m = 0,4AU. Ob¥ºná dráha pulsaru je kruhová, v = 2πa

T
= 2,1 · 104m · s−1 == 21 km · s−1. Dopplerovský posuv zp·sobený radiálním pohybem je v = c∆λ

λ
, ∆λ = c∆T .Úplná amplituda zm¥ny periody je 2∆T = 0,15 s.Úloha 8.24 Dvojhv¥zda s ob¥ºnou dobou 10 dn· má sloºky o hmotnosteh 10 M⊙ a 2 M⊙.Sloºka s men²í hmotností je rtg. pulsarem s periodou 0,1 s. Nalezn¥te, v jakém intervalu sem¥ní pozorovaná perioda pulsaí. P°edpokládáme kruhovou dráhu se sklonem 90◦, pozorovaípaprsek leºí v dráhové rovin¥. 54



�e²ení: Z III. Keplerova zákona stanovíme velikost velké poloosy a = (M1 + M2)
1/3 T 2/3 ∼=

0,2AU. Vzdálenost pulsaru od hmotného st°edu je r = M1

M1+M2
a ∼= 0,17AU. Ryhlost ob¥º-ného pohybu pulsaru je v = 2πr

T
∼= 190 km · s−1. V d·sledku Dopplerova jevu se m¥ní periodapulsaí, její relativní zm¥na je ∆P
P

= ∆v
v

= v
c
∼= 6 · 10−4. Jev pozorujeme jako zpoº¤ováníp°íhodu puls·. Na dráze 2r = 0,34AU je maximální hodnota zpoº¤ování 0,34 × 500 = 170 s.Úloha 8.25 Binární pulsar PSR 1913 + 16 v souhv¥zdí Orla, objevený na rádiovém te-leskop u v Areibu roku 1974 R. Hulsem a J.Taylorem, p°edstavuje systém dvou neutronovýh hv¥zd o hmotnosteh 1,44 M⊙ a 1,39 M⊙. Velká poloosa soustavy a = 8,6 · 108 m, ex-entriita dráhy je ǫ = 0,617 a ob¥ºná doba je T = 27 907 s. Podle výkladu objevitel· �nositel· Nobelovy eny za fyziku z roku 1993, v souladu s OTR tento systém ztráí svojienergii vyza°ováním gravita£níh vln, úbytek gravita£ní energie je vyjád°en vzorem dEdt

= −-35G
5c2

M2
1 M2

2

(M1+M2)
2 a4ω6f (ǫ), kde f (ǫ) =

(

1 + 72
24

ǫ2 + 37
96

ǫ4
)

(1 − ǫ2)
−7/2. Stanovte gravita£ní zá°ivývýkon tohoto podvojného pulsaru a ur£ete rovn¥º zm¥nu ob¥ºné doby pulsaru podle vzoredTdt

= −96
5

G3

c5
M1M2 (M1 + M2)

[

4π2

G(M1+M2)

]4/3
f(ǫ)

T 5/3 .�e²ení: Dosazením do uvedenýh vztah· dostaneme pro gravita£ní zá°ivý výkon soustavydEdt
∼= 3 ·1023 W, oº je numeriky hodnota nesrovnateln¥ men²í neº gravita£ní vazebná energiesoustavy Ec = −GM1M2

2a
= −3 · 1041 J. Pro zm¥nu ob¥ºné doby obdrºíme dTdt

= −2,4 · 10−12,tedy hodnotu odpovídajíí tém¥° p°esn¥ nam¥°ené.
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9 Prom¥nné hv¥zdyÚloha 9.1 P°edpokládejme modelovou miridu o pr·m¥rné absolutní bolometriké hv¥zdnévelikosti Mbol = −5mag s efektivní povrhovou teplotou Tef = 2300K. Efektivní povrhováteplota Slune je 5 780K. Ur£ete polom¥r miridy.�e²ení: Nejprve ur£íme zá°ivý výkon log L
L⊙

= 4,75+5
2,5

= 3,9, dále platí
R

R⊙
=
(

L
L⊙

)
1
2
(

Tef
Tef⊙)−2 ∼= 560.Úloha 9.2 Dlouhoperiodiky prom¥nná hv¥zda � mirida o Ceti se v maximu jasnosti vyzna-£uje hv¥zdnou velikostí 2,5mag, zatímo v minimu jasnosti je její hv¥zdná velikost 9,2mag.Kolikrát je jasn¥j²í v maximu neº v minimu?�e²ení: Dosadíme do Pogsonovy rovnie φ1

φ2
= 2,512(m2−m1) ∼= 480.Úloha 9.3 V jakém rozmezí se m¥ní lineární polom¥r prom¥nné hv¥zdy Betelgeuse, je-li jejíro£ní paralaxa π = 0,0076� a dosahuje-li v maximu jasnosti úhlový polom¥r hv¥zdy hodnoty0,034�, v minimu jasnosti 0,047�.�e²ení: Pro úhlový polom¥r platí vztah α = R

r
, odtud R = αr. Dosazením pro polom¥rv maximu jasnosti obdrºíme Rmax = 4 · 1011 m = 570 R⊙ a v minimu jasnosti

Rmin = 8 · 1011 m = 1140 R⊙.Úloha 9.4 Odvo¤te prost°ednitvím rozm¥rové analýzy vztah pro základní periodu radiálníhpulsaí prom¥nnýh hv¥zd.�e²ení: Lze p°edpokládat závislost periody P ∼ G, ρ, R. Platí P ∼ GxρyRz, rozm¥rjednotlivýh parametr· je [P ] = s, [G] = m3 · kg−1 · s−2, [ρ] = kg ·m−3, [R] = m. Porovnánímrozm¥r· levé a pravé £ásti vztahu obdrºíme s = m3x · kg−x · s−2x · kgy ·m−3y ·mz. K platnostirozm¥rové rovnie musí být spln¥ny algebraiké rovnie
[s] 1 = −2x,

[m] 0 = 3x − 3y + z,

[kg] 0 = −x + y.Jejih °e²ením dostaneme x = −1
2
, y = −1

2
, z = 0. Po úprav¥ a dosazení získáme závislostpro základní periodu radiálníh pulsaí hv¥zd P ∼ (Gρ)−

1
2 . Perioda nezávisí na polom¥ru Rhv¥zdy.Úloha 9.5 Pulsujíí prom¥nná hv¥zda m¥ní svoje harakteristiky, p°i£emº pom¥r st°edníkvadratiké ryhlosti pohybu atom· v atmosfé°e hv¥zdy a druhé kosmiké ryhlosti na povrhuhv¥zdy z·stává konstantní. Nalezn¥te pom¥r lineárníh polom¥r· prom¥nné hv¥zdy v maximua minimu jasnosti, je-li amplituda zm¥n jasnosti 1mag.�e²ení: P°edpokládejme, ºe v atmosfé°e hv¥zdy p°evládá látka sloºená z neutrálníhatom·. Pro st°ední kvadratikou ryhlost atom· platí vkvad =

√

3kT
µ
, kde T je teplota a µ56



hmotnost atom·, teplotou rozumíme efektivní povrhovou teplotu hv¥zdy. Druhá kosmikáryhlost v2 =
√

2GM
R

, kde M je hmotnost hv¥zdy a R její polom¥r. Pom¥r uvedenýh ryhlostíje vkvad
v2

=
√

3kTR
2GMµ

=
√

3k
2GMµ

TR = konst. Hmotnost hv¥zdy i neutrálníh atom· se nem¥ní,proto platí T · R = konst., sou£in teploty a polom¥ru hv¥zdy je stálý. Neh´ T1 a R1 jsouteplota a polom¥r prom¥nné hv¥zdy v maximu jasnosti, T2 a R2 analogiky teplota a polo-m¥r v minimu jasnosti. V obou p°ípadeh teplota odpovídá efektivní povrhové teplot¥. Podosazení do Pogsonovy rovnie obdrºíme m2 − m1 = −2,5 log
R2

2T 4
2

R2
1T 4

1
= −2,5 log

R2
1

R2
2

= 1, odtudje pom¥r polom¥r· R1

R2
= 10−0,2 = 0,63. V úloháh v této kapitole lze nahradit rozdíl absolut-níh bolometrikýh hv¥zdnýh velikostí rozdílem z pozorování p°ímo zji²t¥nýh pozorovanýhhv¥zdnýh velikostí.Úloha 9.6 Neh´ pro základní periodu radiálníh pulsaí platí vztah P ∼= (Gρ)−

1
2 . P°edpo-kládejme bílého trpaslíka o hmotnosti 0,6 M⊙ a polom¥ru 1,3 · 10−2 R⊙, hv¥zdu typu δ Cepheio hmotnosti 7 M⊙ a polom¥ru 80 R⊙, miridu o hmotnosti 1,1 M⊙ a polom¥ru 370 R⊙. Stanovtepr·m¥rné hustoty hv¥zd a jejih základní periody.�e²ení: Z uvedenýh harakteristik spo£ítáme pr·m¥rnou hustotu a dosadíme do uve-deného vztahu P ∼= (Gρ)−

1
2 . Obdrºíme u bílého trpaslíka ρ = 4 · 108 kg · m−3, P = 6,2 s, uhv¥zdy typu δ Cephei ρ = 1,9 · 10−2 kg ·m−3, P = 10,3 dne a u miridy ρ = 3,1 · 10−5 kg ·m−3,

P = 254,6 dne.Úloha 9.7 P°edpokládáme-li p°i pulsaíh efeid malé relativní zm¥ny polom¥ru a efektivníteploty, platí pro zm¥nu pozorované bolometriké hv¥zdné velikosti∆mb = −2,17∆R
R

− 4,34∆T
T
.Ur£ete amplitudu bolometriké hv¥zdné velikosti p°i ∆R = R⊙, R = 40R⊙, ∆T = −1000K,

T = 5300K.�e²ení: Dosadíme £íseln¥ do uvedeného vztahu ∆mb = −2,17 1
40

+ 4,341000
5300

= 0,77mag.Úloha 9.8 Neh´ jasnost zvolené modelové efeidy se m¥ní o 2mag. Je-li její efektivní povr-hová teplota 6 000K v maximu a 5 000K v minimu, jak se m¥ní polom¥r?�e²ení: Platí aplikae Stefanova-Boltzmannova zákona Lmax = 4πR2minσT 4efmax a
Lmin = 4πR2maxσT 4efmin, dále ∆m = −2,5 log Lmin

Lmax = −5 log Rmin
Rmax − 10 log Tmin

Tmax . Dostáváme
log Rmin

Rmax = −0,2 ∆m − 2 log Tmin
Tmax , po dosazení log Rmin

Rmax = −0,24 ⇒ Rmin = 0,57 Rmax.Úloha 9.9 U efeid populae I ze vztahu perioda � zá°ivý výkon vyplývá závislost meziabsolutní hv¥zdnou velikostí M a periodou T : M = −2,76 log Tdny − 1,37. Jaká je vzdálenostefeidy, jestliºe £iní její perioda pulsae T = 5,3 dne a st°ední pozorovaná hv¥zdná velikost je
m = 3,9mag.�e²ení: Nejprve ur£íme z uvedeného vztahu absolutní hv¥zdnou velikost
M = −2,76 log Tdny − 1,37 = −3,38mag. Vzdálenost stanovíme dosazením do vztahu r == 10

m−M
5

+1 = 102,46 = 285 p.Úloha 9.10 U efeidy z Velkého Magellanova mra£na byla zji²t¥na pozorovaná hv¥zdná57



9 PROM�NNÉ HV�ZDYvelikost m = 14,3mag p°i period¥ pulsae T = 10,0 dne. Stanovte vzdálenost efeidy a tím ielé galaxie.�e²ení: Nejprve ur£íme z uvedeného vztahu absolutní hv¥zdnou velikost
M = −2,76 log Tdny − 1,37 = −4,13mag. Vzdálenost stanovíme dosazením do vztahu r == 10

m−M
5

+1 = 104,68 = 48 kp.Úloha 9.11 Absolutní vizuální hv¥zdná velikost hv¥zd typu RR Lyrae dosahuje Mv == (0,6 ± 0,3)mag. Jaká je relativní hyba vzdálenosti?�e²ení: Pro vzdálenost platí r = 10mv−Mv
5

+1, dále obdrºíme ∆r
r

= −0,46∆Mv.Úloha 9.12 Bolometriká hv¥zdná velikost dlouhoperiodikýh prom¥nnýh mbol se m¥ní o1mag, v maximu efektivní povrhová teplota dosahuje 4 500 K. Jaká je teplota v minimu,jde-li pouze o teplotní zm¥ny hv¥zdy? Z·stává-li teplota konstantní, jaké jsou relativní zm¥nypolom¥ru?�e²ení: V prvním p°ípad¥ platí mbol = −10 log Tmin
Tmax , odtud po dosazení obdrºíme

log Tmin = 3,55, Tmin = 3 550K. V druhém p°ípad¥ platí log Rmin
Rmax = −0,2 ∆mbol, tedy

Rmin
Rmax = 0,63.Úloha 9.13 Ur£ování vzdálenosti a polom¥ru efeid Baadeovou-Wesselinkovou metodou vy-hází ze srovnání nam¥°enýh zm¥n úhlového polom¥ru p°i expanzi fotosféry (m¥°ení posuvuv optikém spektru absorp£níh £ar, umoº¬ujíí ur£it zm¥na polom¥ru fotosférikýh vrs-tev, kde dohází k formování £ar) efeidy prom¥°ením radiální ryhlosti. Stanovte vzdálenosthv¥zdy η Aql, jestliºe z pozorování bylo ur£eno ∆R = 7,6 R⊙ a ∆θ = 0,2mas.�e²ení: Pro vzdálenost r platí vztah r = 9,305∆R

∆θ
, kde r je v p, zm¥na polom¥ru R v R⊙a zm¥na úhlového polom¥ru θ v mas. Dosazením obdrºíme r = 354 p.Úloha 9.14 U hv¥zdy δ Cep byla zji²t¥na zm¥na úhlového polom¥ru ∆θ = 0,075mas avzdálenost r = 285 p. Stanovte hodnotu zm¥ny polom¥ru ∆R.�e²ení: Pro vzdálenost r platí vztah r = 9,305∆R

∆θ
, odtud ∆R = ∆θ r

9,305
, dosazením obdrºíme

∆R = 2,3 R⊙, oº odpovídá stanovenému pom¥ru Rmax
Rmin = 1,119.Úloha 9.15 U prom¥nnýh hv¥zd typu RR Lyrae je pozorován tzv. Blaºk·v efekt, kterýbyl p·vodn¥ historiky vysv¥tlován jako d·sledek interferene dvou kmit·. Jestliºe hv¥zdakmitá s blízkými periodami P1 a P2, potom pro periodu Π odpovídajíí interfereni oboukmit· platí 1

Π
= 1

P2
− 1

P1
. Tedy za £as Π prob¥hne n základníh kmit· Π = nP1 a Π == (n + 1)P2. Vylou£ením n z rovni obdrºíme vý²e uvedený vztah. U prom¥nné hv¥zdyXZ Cyg bylo z pozorování zji²t¥no P1 = 0,470 dne a Π = 54,945 dne. Stanovte P2.�e²ení: Dosadíme do vztahu 1

Π
= 1

P2
− 1

P1
vyjád°íme P2 a dosazením obdrºíme P2 == 0,466 dne.Úloha 9.16 U prom¥nné hv¥zdy δ St bylo z pozorování zji²t¥no P1 = 0,193775 dne a P2 == 0,186871 dne. Stanovte interferen£ní periodu Π.58



�e²ení: Dosadíme do vztahu 1
Π

= 1
P2

− 1
P1

a ur£íme vyjád°íme Π = 5,248 dne.Úloha 9.17 U hv¥zdy δ Cep je perioda zm¥n jasnosti 5,3 dne, pr·m¥rná hv¥zdná velikostdosahuje zhruba 3,9mag a její zm¥ny £iní ±0,35mag. S ohledem na tato data lze jasnosthv¥zdy v závislosti na £ase t, kde t je ve dneh, modelovat funkí j (t) = 3,9 + 0,35 sin
(

2πt
5,3

).Vyjád°ete s p°esností na dv¥ desetinná místa jasnosti hv¥zdy v prvníh t°eh dneh.�e²ení: P°i t = 0, j (0) = 3,90mag, t = 1, j (1) = 4,22mag, t = 2, j (2) = 4,15mag.Úloha 9.18 Pro efeidy platí tzv. P−R vztah vyjad°ujíí závislost mezi polom¥rem a periodoupulsae ve tvaru log R = a + b log P , kde R vyjad°ujeme v R⊙ a periodu P ve dneh. Nalezn¥tepolom¥r hv¥zdy ς Gem, jestliºe známe teoretiky odvozené hodnoty a = 1,188, b = 0,655,z pozorování byla zji²t¥na hodnota P = 10,1507 dne.�e²ení: Dosadíme do vztahu log R = a + b log P , odkud obdrºíme R = 70 R⊙, oº je vevelmi dobré shod¥ s hodnotou, kterou byhom dostali Baadeovou-Wesselinkovou metodou, vizúloha 9.13.Úloha 9.19 P°edpokládejme dv¥ hv¥zdy obíhajíí kolem spole£ného hmotného st°edu pokruhovýh draháh s konstantní úhlovou ryhlostí. Pozorujeme je ze Zem¥ p°ímo v dráhovérovin¥ dvojhv¥zdy. Hv¥zdy se vyzna£ují povrhovými teplotami T1 a T2, T1 > T2, jejihpolom¥r je R1, R2, R1 > R2. Sv¥telná k°ivka soustavy je na obrázku.
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Time (days) 1.0 2.0 3.0 4.0 4.0 5.0  6.0 Minimální intenzita dosahuje 90 % respektive 63 % elkové intenzity I0 obou hv¥zd I0 == 4,8 · 10−9 W · m−2. Nalezn¥te periodu ob¥ºného pohybu hv¥zd a úhlovou ryhlost rotaesoustavy. Za p°edpokladu platnosti Stefanova-Boltzmannova zákona pro zá°ení hv¥zd ur£etepom¥ry T1/T2, R1/R2.�e²ení: Perioda P = 3,0 dne = 2,6·105 s, ω = 2π
P

= 2,4 · 10−5 rad·s−1. Zavedeme I1
I0

= α == 0,90 a I2
I0

= β = 0,63, odtud platí I0
I1

= 1+
(

R2

R1

)2 (
T2

T1

)4

= 1
α
a I2

I1
= 1−

(

R2

R1

)2
[

1 −
(

T2

T1

)4
]

== β
α
. Po úpraváh obdrºíme R1

R2
=
√

α
1−β

= 1,6 a T1

T2
= 4

√

1−β
1−α

= 1,4.59



9 PROM�NNÉ HV�ZDYÚloha 9.20 Ve spektru dvojhv¥zdy byla pozorována absorp£ní £ára sodíku D1 o laboratornívlnové déle λ = 589,59 nm. V d·sledku pohybu obou hv¥zd a následného posuvu polohy této£áry byly zji²t¥ny údaje z tabulky:
t [den℄ 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5 1,8 2,1 2,4
λ1 [nm℄ 589,75 589,77 589,72 589,62 589,51 589,43 589,41 589,46
λ2 [nm℄ 589,31 589,28 589,37 589,62 589,73 589,87 589,90 589,81
t [den℄ 2,7 3,0 3,3 3,6 3,9 4,2 4,5 4,8
λ1 [nm℄ 589,56 589,67 589,73 589,77 589,72 589,62 589,50 589,43
λ2 [nm℄ 589,64 589,45 589,31 589,28 589,37 589,62 589,74 589,87S vyuºitím tabulky nalezn¥te ob¥ºné ryhlosti v1 a v2 jednotlivýh hv¥zd, pom¥r hmotností

M1/M2 a hmotnost kaºdé hv¥zdy, vzdálenosti r1 a r2 jednotlivýh hv¥zd od hmotného st°edusoustavy a vzdálenost r obou hv¥zd.�e²ení: Platí Doppler·v vztah ∆λ
λ0

= v
c
. Maximální a minimální vlnové délky jsou

λ1max = 589,77nm, λ1min = 589,41nm a λ2max = 589,90nm, λ2min = 589,28nm. Rozdíly
∆λ1 = 0,36nm a ∆λ2 = 0,62nm. Odtud získáme v1 = c∆λ1

2λ0
= 9,2 · 104 m · s−1 a v2 = c∆λ2

2λ0
== 1,6 · 105 m · s−1. Pro pom¥r hmotností M1

M2
= v2

v1
= 1,7. Platí r = v

ω
, ur£íme r1 = 3,8 · 109 ma r2 = 6,5 · 109 m, r = r1 + r2 = 1010m. Hmotnosti jednotlivýh hv¥zd stanovíme ze vztahu

GM1M2

r2 = M1
v2
1

r1
a obdobn¥ pro druhou sloºku. Získáme M1 =

r2v2
2

Gr2
a M2 =

r2v2
1

Gr1
, dosazením

M1 = 6 · 1030 kg a M2 = 3 · 1030 kg.Úloha 9.21 Ur£ete periodu zm¥n jasnosti modelové zákrytové dvojhv¥zdy, jestliºe n¥kteráminima byla pozorována v následujííh okamºiíh, vyjád°enýh v juliánskýh dneh2416604,701 2418112,7392416641,572 2418138,5482417334,753 2418477,764�e²ení: Analýzou £asovýh údaj· v J.D. nalezneme periodu P = 3,68713 dne.Úloha 9.22 Ur£ete periodu zm¥n jasnosti zákrytové dvojhv¥zdy GS Cep, jejíº fotometrikám¥°ení dala následujíí £asové údaje minim v juliánskýh dneh2447414,4350 2447776,45422448060,4842 2448085,49362448088,4363 2448102,4202�e²ení: Analýzou £asovýh údaj· v J.D. nalezneme periodu P = 1,471625 dne.Úloha 9.23 Jakou maximální a minimální moºnou amplitudu zm¥ny jasnosti zákrytové pro-m¥nné soustavy m·ºeme ur£it soudobou fotometrikou tehnikou, skládá-li se soustava ze dvouhv¥zd o povrhové teplot¥ 6 000 K, jedna z nih je obrem o absolutní hv¥zdné velikosti 0mag.60



Zákryt p°edpokládáme entrální, hv¥zdy povaºujme za sférikosymetriké. P°esnost detekefotometrikýh zm¥n v sou£asné dob¥ je 0,005mag. Okrajové ztemn¥ní u hv¥zd zanedbáváme.�e²ení: Amplitudy zm¥n jasnosti p°i zákrytu hv¥zdy s men²ím polom¥rem za s v¥t²ímpolom¥rem a naopak p°i pr·hodu hv¥zdy s men²ím polom¥rem p°ed s v¥t²ím jsou stejné alze je popsat vztahem ∆m = −2,5 log R2
v

R2
v+R2

m
= −2,5 log 10−0,4Mv

10−0,4Mv+10−0,4Mm , kde Rv a Rm jsoupolom¥ry v¥t²í a men²í hv¥zdy, Mv a Mm jejih absolutní hv¥zdné velikosti. P°i stejnýh tep-lotáh obou hv¥zd je v¥t²í jasn¥j²í. Maximální amplituda zm¥n jasnosti zákrytové prom¥nnénastane tehdy, jestliºe druhá hv¥zda bude mít stejný polom¥r a absolutní hv¥zdnou velikostjako hv¥zda první. Amplituda je rovna ∆m1 = −2,5 log
(

1
2

)

= 0,753mag, soudobá fotomet-riká tehnika umoº¬uje ur£ovat jasnosti na t°i desetinná £ísla.Minimální amplituda zm¥n jasnosti p°i entrálním zákrytu nastane p°i maximálním roz-dílu polom¥r· a absolutníh hv¥zdnýh velikostí. Neh´ druhá sloºka se vyzna£uje malýmpolom¥rem a nízkou jasností. Nap°íklad jde o hv¥zdu hlavní posloupnosti slune£ního typu,s absolutní hv¥zdnou velikostí 5mag, podtrpaslíka s absolutní hv¥zdnou velikostí 6mag, re-spektive bílého trpaslíka s nízkou jasností. První sloºkou m·ºe být veleobr Ia o absolutníhv¥zdné velikosti −8mag. Proto minimální amplituda zm¥n jasností zákrytové prom¥nné jerovna ∆m2 = −2,5 log 100,4·8

100,4·8+100,4·0 = 0,0007mag. Tato veli£ina je podstatn¥ men²í neº m¥°i-telné moºnosti soudobé fotometrie. Proto existují zákrytové prom¥nné, jejihº zm¥nu jasnostifotometriky nem·ºeme zjistit, minimální detekovaná amplituda je nulová.Úloha 9.24 Zákrytová prom¥nná hv¥zda kaºdýh 30 dn· zmen²uje svoji jasnost o 0,2mag,p°i £emº v²ehna minima jsou stejná. Spektroskopiká pozorování ukázala, ºe £ára Hα o labo-ratorní vlnové déle λ = 656,3 nm je zdvojená, její sloºky se periodiky rozdvojují na 0,2 nm.P°edpokládejme entrální zákryt, st°ední hustoty obou sloºek jsou stejné, ur£ete pom¥r jejihhmotností. Okrajové ztemn¥ní hv¥zd zanedbáváme.�e²ení: Stejné hlavní a vedlej²í minimum zákrytové prom¥nné znamenají, ºe ob¥ sloºkymají stejnou jasnost, tudíº shodné efektivní povrhové teploty. Ozna£íme Rv a Rm polom¥ryv¥t²í a men²í hv¥zdy, pro velikost minim platí ∆m = −2,5 log πR2
v

πR2
v+πR2

m
= 2,5 log

(

1 + R2
m

R2
v

).Odtud nalezneme pom¥r polom¥r· hv¥zd Rm

Rv
=
√

100,4∆m − 1 = 0,45. Z podmínky shodnýhhustot m·ºeme ur£it pom¥r jejih hmotností Mm

Mv
=
(

Rm

Rv

)3

= 0,091 = 1
11
.Minima nastávají za stejné £asové intervaly, tudíº dráhy obou sloºek jsou kruhové, ob¥ºnádoba je 60 dn·. P°i entrálním zákrytu m·ºeme stanovit z pozorování £áry Hα ryhlosthv¥zd. Platí v = c∆λ

λ
= 91,4 km · s−1. Odtud stanovíme vzdálenost mezi hv¥zdami a = vT

2π
== 7,5 ·107 km = 0,5AU. Znalost velké poloosy umoº¬uje ur£ení sou£tu hmotností obou sloºek

Mv + Mm = a3

T 2 = 4,6 a odtud Mv = 4,2M⊙ a Mm = 0,4M⊙.Úloha 9.25 Ur£ete u modelové zákrytové dvojhv¥zdy pom¥r polom¥r· RA

RB
, je-li pom¥r teplot

TA

TB
= 2 a klesne-li hv¥zdná velikost p°i entrálním zákrytu hv¥zdy A hv¥zdou B o 2,5magvzhledem k elkové hv¥zdné velikosti obou hv¥zd.�e²ení: Vyjdeme ze vztahu LA

LB
=

4πR2
AσT 4

A

4πR2
BσT 4

B
= 16

(

RA

RB

)2 a −2,5 = −2,5 log LA+LB

LB
, odkud

LA

LB
= 9. P°i numerikém dosazení dostáváme RA

RB
= 0,75.Úloha 9.26 Modelová zákrytová dvojhv¥zda má ob¥ºnou dobu P = 2 dny 22 hodin. Doba61



9 PROM�NNÉ HV�ZDY£áste£ného zatm¥ní je 18 hodin a úplného 4 hodiny. Nalezn¥te polom¥ry hv¥zd prost°ednitvímpolom¥ru dráhy a ob¥ºné doby, jestliºe ze spektroskopikýh údaj· byla zji²t¥na relativníob¥ºná ryhlost 200 km · s−1.�e²ení: Platí vztahy t4−t1
P

= Rv+Rm

πr
, t3−t2

P
= Rv−Rm

πr
, 2πr = Pv. Z posledního vztahu ob-drºíme r = Pv

2π
= 8 · 109 m, Rv = 7,9 · 109 m, Rm = 5,0 · 109 m.Úloha 9.27 Na základ¥ fotometrikýh pozorování zákrytové trpasli£í dvojhv¥zdy AA Dorbyly zji²t¥ny £ty°i doby kontakt· t1 = 0,3400dne, t2 = 0,3462dne, t3 = 0,3510dne,

t4 = 0,3576dne. Ob¥ºná doba dvojhv¥zdy je 0,261540 dne. Ur£ete relativní polom¥ry obouhv¥zd za zjednodu²ujíího p°edpokladu i = 90◦, r je vzdálenost sloºek.�e²ení: �e²íme rovnie t4−t1
P

= Rv+Rm

πr
, t3−t2

P
= Rv−Rm

πr
, odkud získáme Rv = 0,135 r a

Rm = 0,077 r.Úloha 9.28 U zákrytové dvojhv¥zdy 2MASS J05352184-0546085 byly ur£eny z fotometri-kého prom¥°ení sv¥telnýh k°ivek a k°ivek radiálníh ryhlostí následujíí parametry: K1 == 18,5 km · s−1, K2 = 29,3 km · s−1, P = 9,779621 dne, i = 89,2◦, a sin i = 0,0406. Ur£etehmotnosti jednotlivýh sloºek M1, M2, a1, a2.�e²ení: Nejprve ur£íme a = 0,0406
sin i

= 6,15 · 109 m. Dále platí M1 + M2 = a3

P 2
4π2

G
,

M1 + M2 = 1,9 · 1029 kg. Platí K1

K2
= M2

M1
, odtud M1 = 0,058M⊙, M2 = 0,037M⊙. Parametr

q = M2

M1
= 0,631, následn¥ a1 = q

1+q
a, dále a2 = 1

1+q
a. Po dosazení obdrºíme a1 = 2,36 · 109 m,

a2 = 3,73 · 109 m.Úloha 9.29 Ve spektru modelové zákrytové prom¥nné hv¥zdy, jejíº jasnost se m¥ní s peri-odou P = 3,953 dne, se spektrální £áry vzhledem k normálním vlnovým délkám periodikyposouvají na opa£né strany, ze spektroskopikýh m¥°ení bylo zji²t¥no (∆λ
λ

)

1
= 1,9 · 10−4 a

(

∆λ
λ

)

2
= 2,9 · 10−4. Ur£ete hmotnosti jednotlivýh sloºek.�e²ení: St°ední ob¥ºná ryhlost první sloºky je v1 = c

(

∆λ
λ

)

1
= 57 km · s−1, druhé sloºkyje v2 = c

(

∆λ
λ

)

2
= 87 km · s−1. Velikost a1 = v1

2π
P = 3,1 · 106 km, a2 = v2

2π
P = 4,7 · 106 km.Dále platí a = a1 + a2 = 7,8 · 106 km. Dosazením do III. Keplerova zákona a úpravou zís-káme M1 + M2 = a3

P 2
4π2

G
, odkud po dosazení M1 + M2 = 2,4 · 1030 kg = 1,2 M⊙. P°i platnosti

M1a1 = M2a2 obdrºíme M1 = 0,7 M⊙ a M2 = 0,5 M⊙.

62



10 Pozdní stadia vývoje hv¥zd, novy, supernovyÚloha 10.1 �ervený obr o polom¥ru 102 R⊙ se nahází ve vývojovém stadiu, kdy vodík v en-trální £ásti jiº vyho°el na helium, ale ho°ení samotného helia je²t¥ neza£alo. Hlavním zdrojemenergie je ho°ení vodíku v slupe obklopujíí heliové jádro. Vodíková slupka ve vzdálenosti
(1,8 − 2,0) · 107m se vyzna£uje hustotou 5 · 104kg · m−3 a teplotou 5 · 107K. Ur£ete zá°ivývýkon a efektivní povrhovou teplotu £erveného obra. P°i výpo£tu uvol¬ované energie volte
X ∼= 0,5, XCN

∼= 0,005.�e²ení: Energie, uvol¬ovaná za £asovou jednotku v jednotkové hmotnosti hv¥zdné látky
[W · kg−1] p°i CNO yklu, který je dominantní p°i zadané teplot¥ je dána vztahem

ǫCNO = 3,4 · 1029ρX XCNO

(

106

T

)2/3

exp

[

−152,3

(

106

T

)1/3
]

·Ve slupkovém zdroji o objemu 1022m3 je uvol¬ovaná energie za sekundu v jednotkovém objemu
4 · 107J ·m−3 · s−1, zá°ivý výkon £erveného obra je 4 · 1029W ∼= 103 L⊙. P°i zadaném polom¥ru
7 · 1010m je efektivní povrhová teplota obra 3 300K.Úloha 10.2 Ur£ete gravita£ní poteniální energii vn¥j²í konvektivní obálky £erveného obraArktura, u kterého je hmotnost jádra MJ = 0,8 M⊙ a vn¥j²í obálky Mob = 0,3 M⊙, polom¥rdosahuje 30 R⊙. Stanovte elkovou energii hv¥zdy.�e²ení: Gravita£ní poteniální energie je rovna Ep = −GMJMob/R = −3,0 · 1039 J. Zap°edpokladu γ = 5/3 má viriálová v¥ta tvar 2〈Ek〉 + 〈Ep〉 = 0. Celková energie hv¥zdy �£erveného obra je 〈E〉 = 〈Ek〉 + 〈Ep〉 = −1,5 · 1039 J.Úloha 10.3 Modelový £ervený obr má polom¥r 20 R⊙. Kompaktní jádro o hmotnosti Mj == 0,6 M⊙ je obklopeno rozsáhlou vn¥j²í konvektivní obálkou o hmotnosti Mob = 0,2 M⊙.Ur£ete gravita£ní poteniální energii obálky! Aplikaí viriálové v¥ty, za p°edpokladu γ = 5/3stanovte tepelnou energii Ek plynu. Za zjednodu²ujíího p°edpokladu, ºe obálka je sloºenaz pln¥ ionizovaného vodíku, ur£ete velikost energie, která by se uvolnila p°i ohlazování arekombinai na neutrální vodík. Rekombina£ní energie je 13,6 eV.�e²ení: Gravita£ní poteniální energie je Ep ∼= −GMjMob/R ∼= −2,3·1039 J. P°i platnostiviriálové v¥ty 〈Ep〉 + 2〈Ek〉 = 0 obdrºíme Ek ∼= 1,15 · 1039 J. Celková rekombina£ní energieobálky je Erek = Mob

mH 2,18 · 10−18 = 5,2 · 1038 J.Úloha 10.4 Hmotnost jádra atomu uhlíku 12
6 C je mC = 1,99 · 10−26 kg, ho°£íku 24

12Mg je
mMg = 3,96 · 10−26 kg. P°edpokládejte, ºe hv¥zda o hmotnosti M = 10 M⊙ a zá°ivém výkonu
L = 107 L⊙ v nitru p°em¥ní 10 % hmotnosti uhlíku na ho°£ík v pr·b¥hu svého vývoje. Jakáje doba ºivota hv¥zdy v tomto vývojovém stadiu?�e²ení: Po£et atom· uhlíku je N = 0,1M/mC = 1056. Celková uvoln¥ná energie je W == (NmC − NmMg/2) c2 = 1045 J. P°epokládáme-li, ºe ve²kerá uvoln¥ná energie se vyzá°í aºe hv¥zda bude vyza°ovat stále stejným zá°ivým výkonem, potom její doba ºivota v tomtostadiu je t = E/L = 3 · 1011 s = 104 rok·. 63



10 POZDNÍ STADIA VÝVOJE HV�ZD, NOVY, SUPERNOVYÚloha 10.5 Dokaºte, ºe pro úbytek hmotnosti hv¥zd v pozdníh stadiíh vývoje platí dMdt
∼

L
gR
, respektive dMdt

∼ LR
M
. P°i p°esn¥j²íh kvantitativníh výpo£teh pouºíváme Reimers·vvztah dMdt

∼= −4 · 10−13 L
gR
, kde L, g, R dosazujeme v pat°i£nýh jednotkáh Slune, úbytekhmotnosti je v M⊙ · rok−1. Odhadn¥te úbytek hmotnosti hv¥zdy asymptotiké v¥tve obr·o hmotnosti 1 M⊙, zá°ivém výkonu 7 · 103L⊙ a teplot¥ 3 000K.�e²ení: Platí Ep ∼ M2

R
, L ∼ ddt

(

M2

R

)

⇒ dMdt
∼ LR

M
. Ze Stefanova-Boltzmannova zá-kona ur£íme polom¥r 310 R⊙, dále stanovíme g = 10−5g⊙ a dosazením obdrºíme dMdt

∼=
10−6M⊙ · rok−1.Úloha 10.6 Zá°ivý výkon hv¥zdného v¥tru je dán jeho kinetikou energií Lν = 1

2
dMdt

v2 zasekundu. Odhadn¥te zá°ivé výkony hv¥zdného v¥tru o ryhlosti v ∼= 25 km · s−1 u veleobraBetelgeuze 15 M⊙, 1160 R⊙, 2 · 105 L⊙.�e²ení: Pro hv¥zdný vítr platí dMdt
= −4 · 10−13 LR

M
∼= 6 · 10−6M⊙ · rok−1. Zá°ivý výkonv¥tru p°i zadané ryhlosti je roven Lν

∼= 1026W, zatímo samotné hv¥zdy LB
∼= 1032W.Úloha 10.7 Podle Kraftova výkladu z r. 1963 je jev novy výsledkem termonukleární explozeobálky na povrhu bílého trpaslíka, která na n¥j byla p°enesena ze sousední hv¥zdy bohaténa vodík. Ur£ete hmotnost látky vstupujíí do reake, jestliºe budeme p°edpokládat, ºe p°iexplozi se uvol¬uje energie 1039J.�e²ení: P°i eplozivním spalování vodíku je koe�ient ú£innosti uvol¬ování energie p°i-bliºn¥ 1%, mnoºství ur£íme ze vztahu ∆m = ∆E

c2
∼= 1041

1017
∼= 1024kg.Úloha 10.8 Uvaºujme vrstvu vodíku o hmotnosti 10−6M⊙ na povrhu bílého trpaslíka. Vodíkse p°i termonukleárníh reakíh p°em¥ní na helium. Jak dlouhou dobu bude nova zá°it,jestliºe p°edpokládáme, ºe její zá°ivý výkon je roven eddingtonovskému? V hemikém sloºeníuvaºujeme pouze vodík, pro opaitu platí κ ∼= (1 + X) 0,02m2 · kg−1, p°i X = 1 dostaneme

κ ∼= 0,04m2 · kg−1.�e²ení: P°i reakíh p°em¥ny vodíku na helium, kdy ze £ty° proton· vzniká jádro helia,je mnoºství energie uvol¬ované p°i vzniku jednoho jádra helia 4,3 · 10−12J. Ve vrstv¥ vo-díku o hmotnosti 2 · 1024kg je zhruba 2·1024

1,67·10−27
∼= 1051 proton·. Celková uvoln¥ná energie je

1
4
4,3 · 10−12 · 1051J ∼= 1039J. Pro Eddingtonovu limitu zá°ivého výkonu platí LEd

∼= 4πGcM
κ

∼=
1031W. Nova stejným výkonem m·ºe zá°it 1039

1031
∼= 108 s ∼= 3 roky.Úloha 10.9 P°i ho°ení vodíku na povrhu bílého trpaslíka se uvol¬uje energie E = 1039 J.Velikost uvol¬ované energie na hmotností jednotku je ǫ = 6,42 · 1014 J kg−1. Jaké mnoºstvívodíku je p°i explozi spáleno?�e²ení: Mvod = E/ǫ = 1,6 · 1024 kg, oº p°ibliºn¥ odpovídá hmotnosti Venu²e.Úloha 10.10 Explozivní ho°ení na dn¥ tenké vodíkem bohaté vrstvy na povrhu bílého trpas-líka m·ºe eventuáln¥ vrholit expanzí této vrstvy. Pro bílého trpaslíka o hmotnosti M = M⊙a s polom¥rem R ≈ 0,01 R⊙ vypo£t¥te zlomek f hmotnosti vrstvy, která bude p°em¥n¥na na64



helium a dodá energii nezbytnou na expanzi, p°edpokládejme, ºe vrstva má slune£ní hemikésloºení. Odvo¤te závislost f na M pro M < MCh.�e²ení: Neh´ ∆M ≪ M . Energie uvol¬ovaná z této vrstvy je rovna gravita£ní vazebnéenergii GM∆M
R(M)

. Jestliºe Q je energie uvol¬ovaná v jednotkové hmotnosti p°i vodíkovém ho°ení,
Q ≈ 6 · 1014 J · kg−1, X⊙ ≈ 0,7. Velikost ho°íí vodíkové látky je f∆MX⊙, platí GM∆M

R(M)
=

f∆MX⊙Q. Vztah R(M) pro bílé trpaslíky, pouºitý pro nerelativistikou stavovou rovnii, p°i
M < MCh, m·ºe být kalibrován R

0,01R⊙
=
(

M
M⊙

)−1/3. Kombinaí uvedenýh vztah· dostaneme
f = GM⊙

0,01R⊙X⊙Q

(

M
M⊙

)4/3

≈ 0,045
(

M
M⊙

)4/3. Pro typiké bílé trpaslíky je zlomek velmi malý,proti p·sobí výrazné gravita£ní síly.Úloha 10.11 Na povrhu bílého trpaslíka o hmotnosti 1 M⊙ a polom¥ru 2·10−2 R⊙ se naházívrstva vodíku o hmotnosti 10−4M⊙. Porovnejte gravita£ní poteniální energii trpaslíka p°edvýbuhem novy s kinetikou energií expandujííh vrstev po výbuhu, jestliºe p°edpokládáme,ºe se tyto vrstvy vzdalují ryhlostí 1000 km·s−1 od povrhu bílého trpaslíka, p°i£emº expandujepouze 10% hmoty vodíkové vrstvy.�e²ení: Gravita£ní poteniální energie Ep = −3
5

GM2

R
= −1,1 · 1043J v absolutní hodnot¥výrazn¥ p°evy²uje kinetikou energii Ek = 1

2
Mexv

2 = 1037J expandujííh vn¥j²íh vrstev.Bílý trpaslík z·stává zahován, exploze se m·ºe víekrát opakovat jako u rekurentníh nov.Úloha 10.12 Pozorovatelé obdrºeli zprávu, ºe v galaxii MCG+09-16-034 ve vzdálenosti
400Mp explodovala supernova typu Ia s p°edpokládanou absolutní hv¥zdnou velikostí MB =
−19,5mag. Mohou astronomové dalekohledem vybaveným CCD tehnikou s limitní hv¥zdnouvelikostí za°ízení mB = 19,0mag tuto supernovu pozorovat?�e²ení: Dosazením do vztahu m = 5 log r− 5+M = 18,5mag zjistíme, ºe dalekohledemlze supernovu sledovat.Úloha 10.13 U supernovy 1972 E typu Ia byla zji²t¥na pozorovaná hv¥zdná velikost mB =
8,5mag. P°i p°edpokladu její absolutní hv¥zdné velikosti MB = −19,5mag ur£ete vzdálenostvn¥j²í galaxie NGC 5253, kde se supernova nahází.�e²ení: Nejprve stanovíme modul vzdálenosti m − M = 28,0mag. Ze vztahu m − M == 5 log r − 5 p°i zjednodu²ujíím p°edpokladu zanedbání mezigalaktiké absorpe ur£ímevzdálenost r = 4,0Mp.Úloha 10.14 P°i výbuhu novy platí zákon zahování hybnosti pro expandujíí obálku vetvaru (4

3
πr3ρ + M0

)

v = M0v0, kde r je vzdálenost obálky od hv¥zdy, ρ je hustota mezihv¥zd-ného prost°edí, M0 je hmotnost obálky, v je ryhlost obálky ve vzdálenosti r a v0 po£áte£níryhlost expanze obálky. Dosazením v = dr
dt

a následnou integraí obdrºíme 1
3
πr4ρ + M0r == M0v0t, oº je vztah ur£ujíí polom¥r obálky v závislosti na £ase. Ur£ete, za jaký £as seryhlost expandujíí obálky zmen²í na polovinu. Jsou zadány ρ = 3 · 10−21kg · m−3, v0 == 1000 km · s−1, M0 = 10−4M⊙.�e²ení: Ze zákona zahování hybnosti plyne v = 1

2
v0 jestliºe 4

3
πr3ρ = M0. Dosadíme dálea obdrºíme t = 5

4v0

(

3M0

4πρ

)1/3 ∼= 100 rok·, oº nastane ve vzdálenosti r ∼= 0,08 p.65



10 POZDNÍ STADIA VÝVOJE HV�ZD, NOVY, SUPERNOVYÚloha 10.15 Po explozi supernovy vznikla neutronová hv¥zda o hmotnosti 1,4 M⊙ a polo-m¥ru R = 15 km. P°i proesu neutronizae se v¥t²ina proton· p°em¥nila na neutrony. Ur£etegravita£ní poteniální energii neutronové hv¥zdy!�e²ení: Gravita£ní poteniální energie je dána hmotností a polom¥rem Ep = −3
5
GM2

R
∼=

−3,5 · 1046 J.Úloha 10.16 Ur£ete velikost gravita£ní poteniální energie, která se uvolní p°i výbuhusupernovy.�e²ení: Esup = Enh − Epoc = 3GM2

5Rnh
− 3GM2

5Rpoc

∼= 3GM2

5Rnh
. Po dosazení M = 2,8 · 1030kg,

R = 104m obdrºíme Esup = 3 · 1046J. Uvoln¥ná energie se p°em¥¬uje na zá°ení, na formováníneutronové hv¥zdy, na kinetikou energii neutrin a expandujíí obálky. P°eváºnou £ást energieodná²í neutrina.Úloha 10.17 U supernov I typu je pravd¥podobným zdrojem energie v maximu jasnostirozpad 56
28Ni → 56

27Co+e++νe +γ probíhajíí p°i explozi radioaktivního izotopu 56
28Ni. Jak velkáhmotnost látky obsahujíí izotop 56

28Ni je nezbytná pro objasn¥ní zá°ivýh výkon· ∼= 3 · 1036Wsupernov v maximu? Polo£as rozpadu 56
28Ni je τ1/2 = 6,1 dne a energie uvol¬ovaná p°i rozpaduje 1,78MeV.�e²ení: V 1 kg niklu v £ase t = 0 je N0 = 1

58,71
6,03 ·1026atom·. Za 1 sekundu se rozpadneatom· N1 = N0λ = N0

ln 2
τ1/2

= 1,4 · 1019. P°i rozpadu 1 atomu se uvolní energie 2,9 · 10−13J.Celkový po£et nezbytnýh rozpad· atom· za 1 sekundu je 3·1036

2,9·10−13
∼= 1049, tudíº odpovídajííhmotnost je 1049

1,4·1019
∼= 7,5 · 1029kg ∼= 0,4 M⊙.Úloha 10.18 P°edpokládejte, ºe p°i explozi supernovy kaºdé neutrino odná²í pr·m¥rnouenergii 5MeV. Stanovte po£et neutrin vzniklýh p°i neutronizai a velikost energie jimi od-ná²ené.�e²ení: Za zjednodu²ujíího p°edpokladu, ºe kaºdý proton vyprodukoval neutrino je po-£et obou £ásti stejný. P°i hmotnosti 1,4·1030 kg je po£et proton· N ≈ 8,44·1056, oº odpovídástejnému po£tu neutrin. Celková energie v²eh neutrin je 7 · 1044 J.Úloha 10.19 Ve vzdálenosti 3 kp od Zem¥ explodovala supernova typu II. Jestliºe v²ehnaneutrina unikla z neutronové hv¥zdy, ur£ete jejih po£et dopadajíí na 1m2 povrhu Zem¥.P°edpokládejte, ºe p·vodní hv¥zda m¥la hmotnost asi 15 M⊙. Odtrºením od neutronovéhv¥zdy p°ibliºn¥ n¥o mén¥ neº 14 M⊙ hmoty hv¥zdy expanduje do okolí. Je-li pr·m¥rnáexpanzní ryhlost 6 000 km · s−1 ur£ete elkovou kinetikou energii zbytk· supernovy.�e²ení: Sféra o polom¥ru 3 kp má plohu 4πr2 = 1,1 · 1041 m2, p°i elkovém po£tuneutrin 8,4 · 1056 obdrºíme 8 · 1015 neutrin na 1m2. Ze znalosti pr·°ezu Zem¥ πR2Z nalezneme,ºe Zemí prohází 1030 neutrin. Exploze supernovy typu II vede k uvoln¥ní energie 3,5 · 1046 J,neutrina odná²í energii 7 · 1044 J. Pro energii zbytk· supernovy platí 1

2
mv2 ≈ 5 · 1044 J.Úloha 10.20 P°edpokládáme-li pr·m¥rnou absolutní bolometrikou hv¥zdnou velikost su-66



pernovy v pr·b¥hu exploze Mbol = −17mag, ur£ete elkové mnoºství vyzá°ené energie p°iexplozi v pr·b¥hu ²esti týdn·.�e²ení: P°i Mbol = −17mag obdrºíme pro zá°ivý výkon vyjád°ený v jednotkáh zá°ivéhovýkonu Slune log L = 0,4(4,75 + 17) = 8,7, tudíº L = 5 · 108 L⊙ = 1,9 · 1035 W. Celkovémnoºství vyzá°ené energie je 1,9 · 1035 · 3,6 · 106 = 7 · 1041 J.Úloha 10.21 Maxima jasnosti ve vizuálním oboru dosahuje supernova v okamºiku, kdyse expandujíí fotosféra ohladí na teplotu asi 7 000K. Práv¥ teploty (5 500 − 7 500)K jsouoptimální pro produki sv¥telnýh kvant ve vizuálním oboru. U hv¥zd hlavní posloupnostiodpovídá tento teplotní rozsah spektrálním t°ídám mezi G5 � F0, u kterýh je bolometrikákoreke blízká k nule. Typiké supernovy dosahují absolutníh hv¥zdnýh velikostí Mbol == (−16,0 aº− 19,0)mag v maximu své jasnosti. Ur£ete polom¥r fotosféry odpovídajíí kaºdéz t¥hto hodnot.�e²ení: Nejprve uvaºujte p°ípad, kde Mbol = −16,0mag, oº je o 20,8mag jasn¥j²í neºSlune. Odpovídá to zá°ivému výkonu L ≈ 2 ·108 L⊙. Uºitím vztahu L ≈ R2T 4ef a porovnánímse Slunem obdrºíme Tef = 7 000K ∼= 1,2Tef⊙, dále nalezneme R ≈ 9 900 R⊙ ≈ 4,6AU. Tedysupernova se vyzna£uje polom¥rem fotosféry, který by sahal aº za polom¥r dráhy Marsu. P°i
Mbol = −19,0mag, kdy je supernova je²t¥ jasn¥j²í, je její polom¥r R = 180AU.Úloha 10.22 V dal²í fázi vývoje supernov po dosaºení maxima jasnosti je moºným zdrojemenergie rozpad 56

27Co → 56
26Fe + e+ + νe + γ s uvol¬ovanou energií 3,72MeV. Polo£as rozpadu

56
27Co je τ1/2 = 77,7 dne. Ur£ete p°edpokládané mnoºství látky obsahujíí tento izotop, kteréje nezbytné k tomu, aby objas¬ovalo zá°ivé výkony supernov po n¥kolika stovkáh dn· podosaºení maxima jasnosti ∼= 1035W. Údaje odpovídají supernov¥ 1987 A.�e²ení: Neh´ v £ase t = 0 je v 1 kg kobaltu N0 = 1 · 1025atom·, za 1 sekundu serozpadne N1 = N0λ = 1018atom·. Uvoln¥ná energie p°i rozpadu 1 atomu je 6 · 10−13J.Odhadovaný po£et rozpad· za 1 sekundu je 1035

6·10−13
∼= 1,7 · 1047, £emuº odpovídá hmotnost

1,7·1047

1018
∼= 1,7 · 1029kg ∼= 0,085M⊙.Úloha 10.23 Celková energie uvol¬ovaná p°i výbuhu supernov I typu je odhadována∼= 1044J.Ur£ete ryhlost expanze, jestliºe budeme modelov¥ p°edpokládat, ºe ve²kerá uvoln¥ná energiese p°em¥ní na kinetikou energii obálky o hmotnosti 0,5 M⊙.�e²ení: v =

(

2E
m

)1/2 ∼= 1,4 · 104km.Úloha 10.24 Po explozi supernovy postupuje okolním prostorem rázová vlna, za jejímº £elemvznikají vysoké teploty, pro které lze p°i p°edpokladu platnosti zákona zahování energie odvo-dit vztah T = 3
16

mpv2

k
. Ur£ete teplotu rázové vlny, jejíº £elo postupuje ryhlostí 1 000 km · s−1.�e²ení: Dosazením obdrºíme T = 2 · 107 K. P°i pr·hodu rázové vlny vzniká mimo jinébrzdné tepelné rtg. zá°ení, supernova se tak stává intenzivním zdrojem rtg. zá°ení.Úloha 10.25 Mlhovina zbylá po výbuhu supernovy se pohybuje ryhlostí p°ibliºn¥ v == 800 km · s−1, její úhlový pr·m¥r je zhruba 3◦ a její vzdálenost je 800 p. Stanovte stá°í67



10 POZDNÍ STADIA VÝVOJE HV�ZD, NOVY, SUPERNOVYmlhoviny, uvaºujeme-li hypotézu, ºe výbuh byl adiabatiký. Za tohoto p°edpokladu platívztah R = 5
2
vt, kde R je vzdálenost od místa exploze supernovy.�e²ení: Lineární pr·m¥r mlhoviny 2R ∼= 40 p, stá°í je odhadováno na 10 000 rok·.Úloha 10.26 Z Cha je typem kataklyzmiké prom¥nné zvané trpasli£í nova. Skládá se z bíléhotrpaslíka o hmotnosti 0,85 M⊙ a polom¥ru 0,01 R⊙, druhou sloºkou je hv¥zda hlavní posloup-nosti pozdní spektrální t°ídy M o hmotnosti 0,17 M⊙. Ob¥ºná doba soustavy je T = 0,0745 d.Objasn¥te astrofyzikální podstatu soustavy, ur£ete maximální teplotu Tmax a hodnotu zá°i-vého výkonu disku p°i jeho akrei, jestliºe dM/dt = 1,3 ·10−9M⊙ · rok−1, p°ibliºn¥ 1013kg · s−1.�e²ení : Z III. Keplerova zákona obdrºíme pro velikost velké poloosy dvojhv¥zdy, tedypro vzdálenost obou sloºek a =

[

1
4π2 GT 2 (M1 + M2)

]1/3
= 5,2 · 108m. Vzdálenost mezi pri-mární sloºkou a vnit°ním Lagrangeovým bodem L1 je dána l1 = a

(

0,500 − 0,227 log M2

M1

)

== 3,4 ·108m. Z Cha je polodotykovým systémem, sekundární sloºka zapl¬uje Rohe·v prostor,vzdálenost mezi sekundární sloºkou a vnit°ním Lagrangeovým bodem je zároven velikostídruhé sloºky. Platí R2 = l2 = a − l1 = 1,8 · 108m. To zhruba souhlasí s polom¥ry hv¥zd HPspektrální t°ídy M6. Polom¥r ob¥ºné kruhové dráhy je rkr = a
(

l1
a

)4
(

1 + M2

M1

)

= 1,2 · 108m.Odhad vn¥j²ího polom¥ru disku je Rdisk
∼= 2rkr = 2,4 · 108m. P°enos hmoty je p°ibliºn¥ dMdt

== 1,3 · 10−9M⊙ · rok−1 = 7,9 · 1013kg · s−1. Maximální hodnota teploty disku je Tmax =

0,488
(

3GMdM/dt
8πσR3

)1/4

= 4,4 · 104 K. P°i pohybu sm¥rem k vn¥j²ím oblastem disku teplotaklesá z 44 000K na 8 000K. Podle Wienova posunovaího zákona to odpovídá zm¥n¥ λmaxz 66 nm na 363 nm. Celkový zá°ivý výkon disku, integrovaný p°es v²ehny vlnové délky je
Ldisk = G

M dMdt

2R
= 6,8 · 1026W.Úloha 10.27 Akree je nár·st hmoty hv¥zdy vyvolaný nap°. p°itaºlivostí. Jestliºe padajííhmota p°i sráºe s povrhem hv¥zdy vyzá°í svoji energii získanou v gravita£ním poli, m·ºemejejí zá°ivý výkon zapsat vztahem L = GM

R
dMdt

, kde dMdt
je ryhlost akree, mnoºství dopadajííhmoty za 1 s na povrh hv¥zdy, M , R jsou hmotnost a polom¥r hv¥zdy. Ur£ete koe�ientuvol¬ování energie, který je roven pom¥ru uvol¬ované energie a klidové energie hmoty, kteráse ú£astní proesu uvol¬ování energie. Propo£t¥te tento koe�ient proa) neutronovou hv¥zdu M = 1,5 M⊙, R = 10 km,b) bílého trpaslíka M = 1,4 M⊙, R = 5000 km.Porovnejte s efektivitou uvol¬ování energie v pp °et¥zi.�e²ení: Efektivita uvol¬ování energie p°i akrei je η = 1

2
Rg

R
100%. Konkrétn¥ pro neutro-novou hv¥zdu η ∼= 20% a pro bílého trpaslíka η ∼= 0,04%. V p°ípad¥ pp °et¥ze je η ∼= 0,7%,obvykle zaokrouhlujeme η ∼= 1%.Úloha 10.28 Porovnejte maximální teploty disku Tmax a zá°ivé výkony disku p°i akreiu bílého trpaslíka a neutronové hv¥zdy. Je zadáno:a) bílý trpaslík � 0,85 M⊙, 0,0095 R⊙, dM/dt = 1013kg · s−1 = 1,6 · 10−10M⊙ · rok−1,b) neutronová hv¥zda � 1,4 M⊙, R = 10 km, dM/dt = 1014kg · s−1 = 1,6 · 10−9M⊙ · rok−1.�e²ení: Pro maximální teplotu disku platí Tmax = 0,488
(

3GM dM/dt
8πσR3

)1/4. V prvním p°í-pad¥ obdrºíme Tmax = 2,6 ·104 K, oº odpovídá λmax = 110 nm. Zá°ivý výkon disku ur£íme ze68



vztahu Ldisk = GM dM/dt
2R

, dostaneme 8,6·1025W, tedy 0,22 L⊙. Obdobn¥ pro disk u neutronovéhv¥zdy stanovíme Tmax = 6,9 · 106 K, oº odpovídá λmax = 0,4 nm, tudíº rtg. £ásti spektra.Zá°ivý výkon disku je 9,3 · 1029W, tedy 2,4 · 103L⊙.Úloha 10.29 Planetární mlhovina s úhlovým pr·m¥rem 7′ se nahází ve vzdálenosti r == 150 p. Ryhlost expanze planetární mlhoviny zji²t¥ná spektroskopiky je 25 km·s−1. Ur£eteskute£ný pr·m¥r planetární mlhoviny a její stá°í za p°edpokladu, ºe expanze probíhala stálestejnou ryhlostí.�e²ení: Skute£ný pr·m¥r mlhoviny p°i α = 0,00204 rad je D = rα = 0,3 p. Stá°í ur£ímeze vztahu T = D
v

= 0,3 3,08·1016

2,5·104
∼= 4 · 1011s ∼= 104 rok·.Úloha 10.30 U supernovy 1987 A byl zji²t¥n rozdíl energií mezi první a poslední skupinouneutrin ∆E = 10MeV, £asový rozdíl £inil 0,3 s. P°i znalosti vzdálenosti r Velkého Magellanovamra£na 50 kpc stanovte horní hranii hmotnosti neutrina. P°edpokládáme st°ední ryhlostpohybu neutrin v.�e²ení: Rozdíl ryhlostí mezi £ástiemi za p°edpokladu v ∼= c je ∆v = r

t1
− r

t2
∼= c2∆t

r
.Dále platí√1 − v2

c2
∼=
√

2∆v
c

∼=
√

2c∆t
r

∼= 3,5 · 10−7, tudíº mνc
2 ∼= ∆E

√

1 − v2

c2
∼= 3,5eV. Horníhranie hmotnosti je mν

∼= 6 · 10−36kg.

69



11 Záv¥re£ná stadia vývoje hv¥zdÚloha 11.1 Odvo¤te vztah pro gravita£ní rudý posuv u bílého trpaslíka o hmotnosti M apolom¥ru R.�e²ení: V p°iblíºení klasiké fyziky platí vztahy: E = mc2, E = hν ⇒ m = hν
c2
. Gra-vita£ní poteniální energie na povrhu hv¥zdy je Ep = −GMhν

Rc2
. Celková energie je Ec == hν

(

1 − GM
c2R

). Energie detekovaného fotonu na Zemi je hν ′ = hν
(

1 − GM
c2R

), ∆ν = ν − ν ′.Úpravou pro hmotnost hv¥zdy obdrºíme M = ∆ν
ν

c2R
G
, nebo p°i vyuºití vlnovýh délek M == ∆λ

λ
c2R
G
, kde jsme volili ∣∣∆ν

ν

∣

∣ =
∣

∣

∆λ
λ

∣

∣. V rámi OTR lze zm¥nu vlnové délky zá°ení vyjád°itp°ibliºn¥ ∆λ
λ

=
(

1 − 2GM
c2R

)−1/2 − 1 ∼= GM
c2R

.Úloha 11.2 K ov¥°ení gravita£ního rudého posuvu, relativistiké dilatae £asu uvaºujme ná-sledujíí zadání: M¥jme dvoje hodiny, první ukazují £as T1 ve vzdálenosti R1 od st°edu níºeuvedenýh kosmikýh t¥les o hmotnosti M . Druhé hodiny ukazují £as T2 ve vzdálenosti R2.Pro pom¥r £as· platí T2

T1
=

(

1 − 2GM
c2R2

1 − 2GM
c2R1

)1/2. Jaký pom¥r obou £as· ukazují hodiny v p°ípa-deh, jestliºe:a) Jedny hodiny jsou umíst¥ny na povrhu bílého trpaslíka, druhé ve velké vzdálenosti.b) Jedny hodiny jsou umíst¥ny na povrhu neutronové hv¥zdy, druhé ve velké vzdálenosti.) Jedny hodiny jsou umíst¥ny ve vzdálenosti Shwarzshildova polom¥ru u t¥lesa o hmotnosti
3 M⊙, druhé ve velké vzdálenosti.�e²ení: Dosadíme do uvedeného vztahu: a) T2/T1 = 1,000212 , b) T2/T1 = 1,191828 , )
T2/T1 → ∞.Úloha 11.3 Odhadn¥te tepelnou a gravita£ní energii bílého trpaslíka s teplotou nitra 107 K,hmotností 1 M⊙, polom¥ru 0,01 R⊙, zá°ivém výkonu 0,01 L⊙ a elkovým po£tem £ásti 1057ve hv¥zd¥. Ur£ete p°edpokládanou dobu existene bílého trpaslíka.�e²ení: Vyjád°íme gravita£ní poteniální enegii Ep = −3

5
GM2

R
= −2,3 · 1043J, kine-tikou energii Ek = 3

2
NkT = 2,1 · 1041J, tedy |〈Ek〉| < |〈Ep〉|. Hydrostatiká rovnováhau bílýh trpaslík· je udrºována tlakem degenerovaného elektronového plynu, nikoliv tlakemplynu vyvolaným tepelným pohybem. P°edpokládanou dobu existene stanovíme T = Ek

L
== 5,4 · 1016s ∼= 109 rok·.Úloha 11.4 Odvo¤te závislost polom¥ru bílého trpaslíka na hmotnosti za p°edpokladu nere-lativistiké degenerae p ∼ ρ

5
3 .�e²ení: Vyjdeme z rovnie hydrostatiké rovnováhy: dPdr

= −M
r2 ρ, ddr

→ 1
R
. Platí P

R
∼ M

R2 ρ,
ρ

2
3 ∼ M

R
⇒ R ∼ M− 1

3 . S rostouí hmotností bílého trpaslíka se zmen²uje polom¥r a hustotap°edev²ím v entrální, £ásti do 1/4 polom¥ru se zv¥t²uje.Úloha 11.5 Radiální ryhlosti hv¥zd, jak známo, ur£ujeme pomoí Dopplerova jevu. Skupi-nové ur£ování radiálníh ryhlostí bílýh trpaslík· ukázalo na jejih systematiké vzdalování70



st°ední ryhlostí 38 km · s−1. Co m·ºeme konstatovat o pr·m¥rné hmotnosti bílýh trpaslík·,jestliºe p°ijmeme jejih pr·m¥rný polom¥r 7700 km?�e²ení: Z uvedenýh údaj· lze odhadovat st°ední hmotnost bílýh trpaslík· za p°edpo-kladu platnosti vztahu pro gravita£ní rudý posuv na z = ∆λ
λ

= GM
c2R

, M = 1,3 · 1030 kg == 0,65 M⊙.Úloha 11.6 Ur£ete teplotu nitra bílého trpaslíka se zá°ivým výkonem L = 0,03 L⊙ o hmot-nosti M⊙, X = 0, Y = 0,9, µ = 1,4.�e²ení: Pro teplotu nitra platí Ti =

[

LZ (1 + X)

7,3 · 104µ

M⊙
M

]2/7

= 2,8 · 107 KÚloha 11.7 Odhadn¥te hustotu, p°i které nastává proes neutronizae, tedy slu£ování elek-tron· a proton· na neutrony podle reake p+ + e− → n + νe.�e²ení: V limitním p°ípad¥, jestliºe neutrino neodná²í energii, uºijeme relativistiké vyjá-d°ení kinetiké energie pro elektron mec
2

[

(

1 − v2

c2

)−1

− 1

]

= (mn − mp − me) c2. Pro nerela-tivistiké elektrony je ryhlost v ∼= h

2πme
n1/3

e
∼= h

2πme

[(

Z

A

)

ρ

mH

]1/3, odtud ( me

mn − mp

)2

∼=

1− h2

4π2m2
ec

2

[(

Z

A

)

ρ

mH

]2/3. Pro hustotu obdrºíme ρ ∼= AmH
Z

(

2πmec

h

)3
[

1 −
(

me

mn − mp

)2
]3/2

∼= 2,3 · 1010kg ·m−3 p°i p°edpokladu A
Z

= 1 pro vodík.Úloha 11.8 Zá°ivý výkon Siria B je 0,022 L⊙, efektivní povrhová teplota dosahuje 24 800K,nam¥°ená hodnota gravita£ního rudého posuvu je z = 3 · 10−4. Ur£ete hmotnost Siria B ajeho pr·m¥rnou hustotu. Stanovte teplotu nitra a dokaºte, ºe elektrony se naházejí ve stavudegenerae.�e²ení: RB =
(

L
4πσT 4ef)1/2

= 5,6 · 106m tudíº 0,008 R⊙. Úpravou vztahu pro gravita£nírudý posuv dostaneme MB = c2

G
RB

∆λ
λ

= 2,1 · 1030kg, tedy 1,03 M⊙. Pr·m¥rná hustota ρ == 2,86 · 109 kg ·m−3. Teplotu nitra stanovíme ze vztahu Ti
∼= 7 · 107

(

LB

L⊙

M⊙

MB

)2/7

= 2,3 · 107 K.Podmínka degenerae stanovuje K1ρ
5
3 ≥ RρT

µ
, odkud po £áste£ném dosazení obdrºíme ρ ≥

(

T
7,5·104

)3/2

103. Nerovnie dává pro ρ ≥ 5,4·106 kg·m−3, tudíº podmínka degenerae elektron·je spln¥na.Úloha 11.9 Zá°ivý výkon hv¥zdy 40 Eri B je 0,017 L⊙, efektivní teplota 17 000K. Nam¥°enáhodnota gravita£ního rudého posuvu z = 6 · 10−5. Ur£ete hmotnost tohoto bílého trpaslíka.�e²ení: Polom¥r ur£íme RB =
(

L
4πσT 4ef)1/2

= 107 m tedy 0,015 R⊙. Hmotnost MB == c2

G
RB

∆λ
λ

= 8 · 1029 kg, p°ibliºn¥ 0,43 M⊙.Úloha 11.10 Stanovte horní hranii polom¥ru pulsaru � neutronové hv¥zdy o hmotnosti
1,4 M⊙, s periodou rotae 1,5 · 10−3 s. �e²te v newtonovském p°iblíºení.71



11 ZÁV�RE�NÁ STADIA VÝVOJE HV�ZD�e²ení: Pro hmotný bod na rovníku rotujíí neutronové hv¥zdy musí platit Fp > Fd.Dosazením obdrºíme R <
(

GMP 2

4π2

)1/3, R < 20 km.Úloha 11.11 Jeden z prvníh objevenýh bílýh trpaslík· 40 Eri B má efektivní povrhovouteplotu 17 000K a absolutní bolometrikou hv¥zdnou velikost 9,2mag. Nalezn¥te jeho polom¥r.�e²ení: Zá°ivý výkon stanovíme ze vztahu L = 100,4(4,75−Mbol) ∼= 0,017 L⊙. Polom¥rur£íme ze vztahu R =
(

L
4πσT 4ef)1/2 ∼= 107 m ∼= 0,015 R⊙.Úloha 11.12 Neutronová hv¥zda vzniklá po výbuhu supernovy má v pr·b¥hu prvníh 100rok· po vzniku povrhovou teplotu T v¥t²í neº 2 · 106 K. Na jaké vlnové déle leºí maximumintenzity vyza°ování p°edpokládáme-li, ºe vyza°uje jako £erné t¥leso s vý²e uvedenou teplotou.Ur£ete zá°ivý výkon, jestliºe polom¥r neutronové hv¥zdy je 10 km.�e²ení: Z Wienova posunovaího zákona ur£íme λmax = b

T
= 1,44 nm, zá°ivý výkonstanovíme ze Stefanova-Boltzmannova zákona L = 4πR2σT 4ef = 1,14 · 1027 W.Úloha 11.13 S vyuºitím vztahu z = ∆λ

λ
= GM

c2R
dokaºte, ºe maximální hodnota rudého posuvuz pro zá°ení z povrhu neutronové hv¥zdy je 0,14.�e²ení: Dosadíme harakteristiky typikýh neutronovýh hv¥zd M = 2,8 · 1030 kg == 1,4 M⊙, R = 1,5 · 104 m = 15 km.Úloha 11.14 Zji²t¥ný £asový rozdíl p°íhodu signál· z pulsaru v Krabí mlhovin¥ PSR 0531+21na frekveníh f2 = 430 MHz a f1 = 196 MHz má hodnotu 4,796 s. Ur£ete vzdálenost pul-saru, jestliºe hustota elektron· v mezihv¥zdném prostoru ve sm¥ru Krabí mlhoviny je ne == 2,8 · 104 m−3.�e²ení: Pulsar je zdrojem elektromagnetikého zá°ení v ²irokém intervalu frekvení. NaZemi je nejprve p°ijímáno zá°ení o vy²²íh kmito£teh, následn¥ teprve zá°ení o niº²íh kmi-to£teh. Velikost tohoto £asového posunu, tzv. disperzní míra, závisí na konentrai volnýhelektron· v mezihv¥zdném prost°edí ve sm¥ru pulsaru a na vzdálenosti pulsaru. P°i °e²enívyuºijeme jiº upravený vzore, ve kterém je £asový rozdíl vyjád°en v sekundáh, hustota elek-tron· ne je dána jejih po£tem v cm3, vzdálenost d je v p a frekvene f1 a f2 jsou v MHz.Platí vztah ∆t = 4,15 · 10−3 ned

(

1
f2
1
− 1

f2
2

), odkud pro vzdálenost dostaneme d = 2000 p.Tzv. disperzní míra DM =
∫ d

0
nedl = 5,6 · 107 p · m−3.Úloha 11.15 Ur£ete hustotu elektron· v mezihv¥zdném prostoru ve sm¥ru pulsaru PSR 0901 � 63,jestliºe na frekveníh f2 = 405MHz a f1 = 234MHz byl zji²t¥n £asový rozdíl p°íhodu signál·

3,797 s. Vzdálenost pulsaru d = 3000 p.�e²ení: Ze vztahu ∆t = 4,15 · 10−3 ned
(

1
f2
1
− 1

f2
2

) ur£íme ne = 2,5 · 104 m−3.Úloha 11.16 Ur£ete energii, kterou ztráí pulsar � neutronová hv¥zda o hmotnosti 1,4 M⊙a polom¥ru R = 10 km v Krabí mlhovin¥ kaºdou sekundu p°i zmen²ování úhlové ryhlostirotae prost°ednitvím zm¥ny rota£ní energie. Je zadáno P = 0,033 s a dPdt
= 4 · 10−13.72



�e²ení: dErotdt
= −8

5
π2MR2P−3 dPdt

= 5 · 1031 W oº odpovídá zá°ivému výkonu Krabí ml-hoviny. Lze také vyjád°it zm¥nu rota£ní kinetiké energie za sekundu, tedy ∆Erot = 4π2MR2

5P 2 −- 4π2MR2

5(P+∆P )2
= 4

5
π2MR2

[(

1
P 2

)

−
(

1
P 2 − 2∆P

P 3

)]

= 1032 J. Samotná Krabí mlhovina má zá°ivývýkon asi 5 · 1031 W.Úloha 11.17 Pulsar v Krabí mlhovin¥ má zá°ivý výkon 5 · 1031 W, jeho perioda rotae P == 0,033 s, hmotnost 1,4 M⊙, R = 10 km. Ur£ete nár·st periody rotae a odhadn¥te stá°ípulsaru.�e²ení: Rota£ní kinetiká energie je dána vztahem Erot = 1
2
Iω2, I = 2

5
MR2. P°edpoklá-dejme, ºe ve²kerá energie se p°em¥¬uje na zá°ení, platí zákon zahování energie: dEzardt

+ dErotdt
== 0. Dále platí L = dEzardt

= −dErotdt
= 8

5
π2MR2P−3 dPdt

. Odtud dostaneme dPdt
= 5

8π2
LP 3

MR2 , podosazení obdrºíme pro nár·st periody rotae dPdt
= 4 · 10−13. P°ibliºný odhad stá°í pulsarudává t ∼= 0,033

4·10−13
∼= 1011 ∼= 3 · 103 rok·. Ve skute£nosti je stá°í pulsaru asi 103 rok·.Úloha 11.18 Ur£ete velikost magnetiké induke magnetikého pole pulsaru v Krabí mlho-vin¥. Perioda rotae P = 0,033 s, £asová zm¥na dP/dt = 4 · 10−13, θ = 90◦.�e²ení: Zá°ivý výkon rotujíího magnetikého dipólu je L = −64π5B2R6 sin2 θ

6c3P 4µ0
. P°ed-pokládáme, ºe dErotdt

= −8
5
π2MR2P−3 dPdt

. Za p°edpokladu, ºe rota£ní kinetiká energie sepln¥ p°em¥¬uje na zá°ení platí −8
5
π2MR2P−3 dPdt

= −4π2IP−3 dPdt
= 64π5B2R6 sin2 θ

6c3P 4µ0
. Pro hod-notu magnetiké induke dostáváme B = 1

R3 sin θ

(

3c2

8π3 IP dPdt

)1/2. Dosazením obdrºíme hodnotu
B ∼= 8 · 108 T, oº je °ádov¥ srovnatelné s hodnotou zji²t¥nou z pozorování B = 4 · 108 T.Úloha 11.19 Stanovte harakteristikou energii relativistikýh elektron· v Krabí mlhovin¥vyvolávajííh v optikém oboru zá°ení o vlnové déle λ = 600 nm. Velikost magnetiké in-duke je 1 · 10−8 T. St°ední energie vyzá°enýh foton· synhrotronovým mehanismem je
ǫ = 2,0 · 10−16 T−1 · eV.�e²ení: ǫ = h c

λ
= 2 eV, E2

e = ǫ
B
⇒ Ee = 1012 eV.Úloha 11.20 Pulsar o zá°ivém výkonu 7,8 ·1029 W, hmotnosti 1,4 M⊙ a polom¥ru R = 10 kmmá periodu rotae P = 0,089 s. Ur£ete nár·st periody rotae a jeho p°ibliºné stá°í.�e²ení: Postup obdobný jako v p°edházejííh úloháh, dP/dt = 1,2·10−13, t ∼= 5·104 rok·.Úloha 11.21 Zdroje rtg. zá°ení v Galaxii se vyzna£ují zá°ivými výkony v intervalu (1026 −- 1031)W . Odhadn¥te lineární velikost zdroj·, jestliºe vlnová délka maximální intenzity vespojitém spektru je λm = 0,3 nm, tudíº teplota dosahuje asi 107 K. Jakou akre£ní ryhlostímusí hmota padat na objekt, aby produkovala pozorovaný zá°ivý výkon?�e²ení: Pro ná² výpo£et zvolme zá°ivý výkon 1030 W. Polom¥r vypo£teme ze vztahu

R =
(

L
4πσT 4

)1/2 . Numeriká velikost akre£ního disku kolem £erné díry 2R ∼= 20 km. Neh´na objekt o polom¥ru R a hmotnosti M dopadá hmota tempem dM/dt za s. Produkovanágravita£ní poteniální energie je dEgravdt
= GM

R
dMdt

. Jestliºe energie se p°em¥¬uje na zá°ení se100% ú£inností, dostaneme ze vztahu L = GM
R

dMdt
, dMdt

= RL
GM

= 7,5 · 1013 kg · s−1. Reáln¥j²í73



11 ZÁV�RE�NÁ STADIA VÝVOJE HV�ZDp°edpoklad ú£innosti je asi 50%.Úloha 11.22 Ur£ete velikost energie, kterou Krabí mlhovina vyza°uje a £áste£n¥ spot°ebujena svoji expanzi, víte-li, ºe ztrátu Erot v d·sledku zbrº¤ování rotujíí neutronové hv¥zdyzp·sobené interakí magnetikého pole s plazmatikou obálkou m·ºeme vyjád°it vztahemdErotdt
= Iω dωdt

. Fyzikální harakteristiky neutronové hv¥zdy jsou 1,4 M⊙, R = 10 km, ω == 190,3 s−1, dωdt
= −2,4 · 10−9 s−2.�e²ení: Po dosazení hodnot obdrºíme dErotdt

∼= −5 · 1031 W.Úloha 11.23 Rtg. pulsary ve dvojhv¥zdáh p°edstavují neutronové hv¥zdy, na které dopadáhmota. K takovým objekt·m pat°í rtg. pulsar Her X 1 s periodou P = 1,24 s, jehoº zá°ivývýkon je L ∼= 8 · 1030 W. Odhadn¥te ryhlost akree u tohoto pulsaru v M⊙ · rok−1. Údaje pro
R = 1,5 · 104 m, M = 3 · 1030 kg.�e²ení: Akre£ní zá°ivý výkon je dán vztahem L ∼= GM

R
dMdt

, odtud ur£íme dMdt
= RL

GM
== 6 · 1014 kg · s−1 ∼= 10−8 M⊙ · rok−1.Úloha 11.24 Rtg. pulsar má periodu P = 3,61 s a zá°ivý výkon Lx = 3,8 · 1029 W. P°edpo-kládejme, ºe jde o neutronovou hv¥zdu o hmotnosti 1,4 M⊙ a polom¥ru 10 km, s magnetikouindukí na povrhu 108 T. Nalezn¥te dP/dt a hodnotu 1

P
dPdt
. M·ºeme rtg. pulsar vysv¥tlit jakorádiový?�e²ení: Ze vztahu L = −8

5
π2MR2P−3 dPdt

ur£íme dPdt
= − 5L

8π2 M
−1R−2P 3 = 4·10−9. Odtud

1
P
dPdt

= 1 · 10−9 s−1. Pulsar by se ryhle zastavil.Úloha 11.25 Porovnejte velikost maximálního úhlového momentu hybnosti £erné díry o hmot-nosti 1,4 M⊙ s velikostí úhlového momentu hybnosti následn¥ uvedeného pulsaru. Z dosud námznámýh pulsar· je nejryhleji rotujíím pulsar s periodou P = 0,00156 s, hmotností 1,4 M⊙a polom¥rem 10 km.�e²ení: Pro £ernou díru je velikost úhlového momentu hybnosti Lmax = GM2

c
=

1,7 · 1042 kg ·m · s−2, pro pulsar L = mωr2 = 1,1 · 1042 kg ·m · s−2. Úhlové momenty hybnostijsou u obou t¥les srovnatelné.

74



12 Hv¥zdy a mezihv¥zdná látkaÚloha 12.1 V typikém mezihv¥zdném mra£n¥ p°i T = 50K je n = 5 · 10−4 m−3. Budemep°edpokládat, ºe mra£no je sloºeno z vodíku H I, ρ0 = mHnH = 8,4 · 10−19 kg · m−3. Ur£etekritikou Jeansovu hmotnost.�e²ení: Zvolíme molekulární hmotnost µ = 1 a dosadíme do vztahu
MJ

∼=
(

5kT
GµmH)3/2 (

3
4πρ0

)1/2. Po dosazení obdrºíme MJ
∼= 1500 M⊙.Úloha 12.2 Stanovte teoretikou hodnotu Jeansovy hmotnosti mezihv¥zdnýh mra£en, prot°i moºné p°ípady:a) hladné oblasti s T = 102 K, ρ0 = 10−19 kg ·m−3b) oblasti H II, kde T = 104 K, ρ0 = 10−21 kg ·m−3) horké oblasti, ve kterýh T = 106 K, ρ0 = 10−23 kg ·m−3Molekulární hmotnost µ p°ijm¥te rovnu 1 v p°ípad¥ a), v dal²íh p°ípadeh pokládáme µ = 1

2
.�e²ení: MJ

∼= 1,2 · 104 M⊙ , MJ
∼= 3,4 · 108 M⊙, MJ

∼= 3,4 · 1012 M⊙Úloha 12.3 Ur£ete dobu smr²´ování mra£na volným pádem, jestliºe pr·m¥rná hustota mra£naje ρ = 3 · 10−15 kg ·m−3�e²ení: Dosadíme do vztahu pro dobu volného pádu t =
√

3π
32

1
Gρ

= 0,4 · 1013 s == 1,3 · 105 rok·.Úloha 12.4 Stanovte st°ední zá°ivý výkon protohv¥zdy v pr·b¥hu po£áte£ního smr²´ování,které probíhalo na £asové ²kále 3·105 rok· = 1013 s. Smr²´ujíí se mra£no o hmotnosti 1,5 M⊙ =
3·1030 kg se vyzna£ovalo p·vodní velikostí mra£na ≈ 1011 m, po prob¥hlé gravita£ní kontrakim¥lo jádro mra£na velikost R = 1,6·1011m. P°edpokládáme, ºe smr²´ování probíhalo relativn¥pomalu �kvazirovnováºn¥", platila pro n¥j viriálová v¥ta 〈Ek〉 + 2〈Ep〉 = 0.�e²ení: P°i smr²´ování je polovina uvoln¥né gravita£ní poteniální energie vyzá°ena −-dEdt

= −1
2
dEpdt

. Velikost vyzá°ené energie ur£íme ze vztahu vyjád°eném v absolutníh hodno-táh |Evyz| =
∣

∣

1
2
Ep∣∣ =

∣

∣

∣

GM2

2R

∣

∣

∣
= 1,9 · 1039 J. St°ední hodnota zá°ivého výkonu protohv¥zdy je

〈L〉 = Evyz/t = 1,9 · 1027 W = 5 L⊙.Úloha 12.5 Ur£ete st°ední dobu mezi dv¥ma sráºkami atom· neionizovaného vodíku p°iteplot¥ mezihv¥zdného mra£na 80K, jestliºe ú£inný sráºkový pr·°ez atom· je p°ibliºn¥ σ ∼=
10−19 m2, p°edpokládaná hustota atom· je nH

∼= 10−6 m−3.�e²ení: Pro st°ední dobu platí τ ∼= 1
σnH

(

2kT
3mH)−1/2 ∼= 1,5 · 1010 s ∼= 500 rok·.Úloha 12.6 V mezihv¥zdném prost°edí, jehoº vlastnosti se blíºí vlastnostem ideálního jed-noatomového plynu, je teplota ur£ována pomoí vztahu 3

2
kT = 9

32
mHv2. Ur£ete teplotu je-liryhlost roz²i°ování vláknovýh struktur mlhoviny rovna v ∼= 102 km · s−1.�e²ení: Dosazením obdrºíme T = 230 000K.75



12 HV�ZDY A MEZIHV�ZDNÁ LÁTKAÚloha 12.7 Ur£ete dobu pobytu atomu vodíku v ionizovaném stavu v planetární mlhovin¥,je-li zadána konentrae volnýh elektron· ne = 1010 m−3, teplota mlhoviny T = 104 K.�e²ení: Doba pobytu je tp ∼= 2,5·1018

ne

√

T
104

∼= 2,5 · 108 s ∼= 8 rok· p°i uvedenýh podmín-káh.Úloha 12.8 Uvaºujte atomu vodíku naházejíí se v mezihv¥zdném mra£n¥. Teplota mra£naur£uje ryhlost pohybu atom· vt =
√

2kT/mH, úniková ryhlost atom· na okraji mra£na jedána vztahem vu =
√

2GM/R. Zd·vodn¥te výpo£tem, pro£ emisní mlhoviny drºí pohromad¥.�e²ení: Dosadíme do uvedenýh vztah· a vytvo°íme tabulku. Tepelná ryhlost atom·vodíku je o °ád vy²²í, neº úniková ryhlost atom· na okraji mra£na, které drºí pohromad¥vlastní expanzí nikoliv gravitaí.Mlhovina Pr·m¥r Hmotnost vu T vt[p℄ [M⊙℄ [km · s−1℄ [K℄ [km · s−1℄M 8 14 2 600 1,8 7 500 11,1M 17 7 500 1,1 8 700 12,0Úloha 12.9 Jak se m¥ní poloha hv¥zdy na diagramu barva � pozorovaná hv¥zdná velikostpro kulové hv¥zdokupy, jestliºea) vzdálenost hv¥zdokupy se zv¥t²í 10×b) mezi hv¥zdokupou a pozorovatelem leºí mra£no prahu pro které A = 5mag.�e²ení: Vyjdeme ze vztahu m − M = 5 log r − 5. P°i zv¥t²ení vzdálenosti 10× se zv¥t²ípozorovaná hv¥zdná velikost o 5mag, tedy poloha hv¥zdy se posune sm¥rem dol·. V p°ípad¥mezihv¥zdného mra£na prahu se zv¥t²í pozorovaná hv¥zdná velikost rovn¥º o 5mag, tudíºpoloha hv¥zdy se posune dol· na H � R diagramu.Úloha 12.10 Odhadn¥te teplotu prahové £ástie naházejíí se ve vzdálenosti rv = 100AUod nov¥ vzniklé hv¥zdy hlavní posloupnosti spektrální t°ídy F0. P°edpokládejme, ºe rotujíí£ástie je ve stavu termodynamiké rovnováhy, to znamená, ºe mnoºství energie absorbované£ástií v daném £asovém intervalu je p°esn¥ rovno mnoºství vyzá°ené energie touto £ástií.Dále p°edpokládáme, ºe £ástie je sfériky symetriká a absorbuje zá°ení jako £erné t¥leso.Uvaºovaná hv¥zda hlavní posloupnosti má povrhovou teplotu 8 200K a polom¥r 1,8 R⊙.�e²ení: Dosazením do Stefanova�Boltzmannova zákona ur£íme zá°ivý výkon hv¥zdy L == 5,1 · 1034 W. Za podmínek zadání p°ibliºn¥ platí L
4πr2

v

4
3
πr3

c = 4
3
πr3

cσT 4
cef , odkud Tcef == ( L

4πr2
v

1
σ

)1/4

=
(

R2
h

r2
v
T 4

hef

)1/4 ∼= 75K.Úloha 12.11 Ve st°edu planetární mlhoviny Helix se nahází horká hv¥zda � bílý trpas-lík s povrhovou teplotou T = 100 000K. Velká £ást zá°ení entrální hv¥zdy je pohlovánamlhovinou. Objasn¥te pro£ m·ºeme skrze ni pozorovat vzdálen¥j²í galaxie.�e²ení: P°i tak vysoké povrhové teplot¥ hv¥zdy p°ipadá velká £ást zá°ení na lymanov-ské kontinuum λ < 91,2 nm, které je absorbováno mlhovinou a ionizuje p°itom vodík. Ve76



viditelném oboru spektra je mlhovina pr·zra£ná pro zá°ení jak entrální hv¥zdy tak i objekt·umíst¥nýh v radiálním sm¥ru za ní.Úloha 12.12 Odvo¤te vztah pro geometrikou délku zorného paprsku uvnit° prstenovémlhoviny, skládajíí se z obálky o tlou²´e d a vn¥j²ím polom¥ru r. Bude mlhovina vypadatjako planetární, jestliºe hustota uvnit° obálky se zmen²í o jeden °ád a d/r = 0,1?�e²ení: Geometriká délka zorného paprsku je l = 2
{

[r2 − x2]
1/2 −

[

(r − d)2 − x2
]1/2
},kde x je vzdálenost zám¥rného paprsku do st°edu mlhoviny. P°i zadanýh podmínkáh budemlhovina vypadat jako planetární.Úloha 12.13 Uprost°ed emisní mlhoviny R·ºie se nahází hv¥zda spektrální t°ídy O5 s povr-hovou teplotou asi 50 000K a odhadovaným polom¥rem 18 R⊙. Kolik mezihv¥zdnýh atom·vodíku dokáºe tato hv¥zda ionizovat za 1 sekundu? Jak by se zm¥nil po£et foton·, jestliºe byse teplota hv¥zdy zvý²ila na 100 000K?�e²ení: P°i zadané povrhové teplot¥ a polom¥ru je zá°ivý výkon hv¥zdy L = 5,6·1032 W,tedy 1,5 · 106 L⊙. Z Wienova posunovaího zákona obdrºíme λm = 0,29

50000
= 58 nm, oº je pod-statn¥ mén¥ neº 91,2 nm nezbytnýh pro ionizai vodíku za základního stavu. V¥t²ina foton·je shopna vyvolat ionizai, pro zjednodu²ení p°edpokládejme, ºe v²ehny emitované fotonymají λm stejné. Jejih st°ední energie je E = hc

λ
= 3,4 · 10−18 J. Celkový po£et foton· je

Nf
∼= L

E
∼= 1050. Po£et foton· vyza°ovanýh z 1m2 za 1 sekundu lze vyjád°it σT 4

2,7 kT
= σ

2,7 k
T 3.P°i zadanýh povrhovýh teplotáh tém¥° kaºdý foton m·ºe ionizovat atom, tedy po£et io-nizaí je roven po£tu foton· vyza°ovanýh za 1 sekundu. Celkový po£et foton· vyza°ovanýhhv¥zdou je σ

2,7 k
T 3 4πR2 ∼= 1050, oº odpovídá výsledk·m získávaným jinými zp·soby. Jestliºedojde ke zvý²ení teploty na 100 000K, tedy na dvojnásobek, po£et foton· se zvý²í osminá-sobn¥.Úloha 12.14 Doloºte výpo£tem vznik oblasti H II ionizujíím zá°ením v prostoru kolemhv¥zdy spektrální t°ídy O6, Tef ∼= 45 000K, L ∼= 1,3 · 105 L⊙.�e²ení: Podle Wienova posunovaího zákona λmax = 64 nm, tedy existují podmínky proionizai vodíku ze základního stavu. Nezbytná energii je rovna E = hc

λ
= 3,1 · 10−18 J. P°izjednodu²ujííh p°edpokladeh, ºe v²ehny emitované fotony mají stejnou vlnovou délku, jeelkový po£et foton· produkovanýh hv¥zdou za sekundu Nf

∼= L
E

∼= 1,6 · 1049. P°i znalostirekombina£ního koe�ientu α = 3,1 · 10−19 m3 · s−1 a hodnot¥ hustoty mra£na vodíku nH
∼=

5 · 109 m−3 dostaneme dosazením pro polom¥r Strömgrenovy oblasti rS
∼=
(

3Nf

4πα

)1/3

n
−2/3
H

∼=
7,9 · 1015 m ∼= 0,25 p.Úloha 12.15 Které jsou dva hlavní faktory ur£ujíí velikost oblasti H II? Objasn¥te astrofy-zikální podstatu své odpov¥di, odvo¤te velikost Strömgrenovy sféry.�e²ení: Velikost H II oblasti je ur£ována polom¥rem a teplotou ionizujíí hv¥zdy a hus-totou látky v Strömgrenov¥ oblasti. Platí vztah rS

∼=
(

3Nf

4πα

)1/3

n
−2/3
H .Úloha 12.16 Dokaºte, ºe Strömgren·v polom¥r zóny H II závisí na konentrai atom· vodíkuv závislosti rS ∼ n−2/3. 77



12 HV�ZDY A MEZIHV�ZDNÁ LÁTKA�e²ení: Základní sloºkou mezihv¥zdné látky je vodík, který je v oblasteh H II praktikypln¥ ionizován. V staionárním stavu po£et ionizaí je roven po£tu rekombinaí, které pro-bíhají p°i sráºkáh proton· a elektron·. Jejih po£et v objemové jednote je proto ∼ nenpnebo n2, n = np + ne. Celkový po£et rekombinaí v oblasti H II je ∼ n2r3
S = konst·, kde rSje polom¥r oblasti H II. Z druhé strany po£et rekombinaí je roven po£tu ionizaí, které jsouur£eny parametry vyza°ujíí hv¥zdy. Shrnuto z vý²e uvedeného platí rS ∼ n−2/3 .Pro £íselnou p°edstavu uvádíme tabulku polom¥r· oblastí vodíku H II u hv¥zd hlavníposloupnosti r·znýh spektrálníh t°íd p°i nH = 106 m−3.Spektrální t°ída r [p] Spektrální t°ída r [p]O5 140 B1 17O6 110 B2 11O7 87 B3 7,2O8 66 B4 5,2O9 46 B5 3,7B0 26 A0 0,5Úloha 12.17 Nalezn¥te polom¥r Strömgrenovy oblasti kolem hv¥zdy Spiy, B2V, T = 24 000K,

R = 5 R⊙ . P°edpokládaná hustota nH = 106 m−3, koe�ient rekombinae na v²ehny energe-tiké hladiny vyjma první základní je α = 2,3 · 10−19 m3 · s−1.�e²ení: Nejprve ur£íme po£et kvant zá°ení � foton· uvol¬ovanýh z 1m2 povrhu hv¥zdyza 1 s, N = 2πkT
hc2

ν2 exp
(

− hν
kT

), kde ν = c
λ

= 3,29 · 1015 s−1. Dosazením obdrºíme po£et kvantlymanovského kontinua N ∼= 1026 foton·.m2·s−1. P°i polom¥ru hv¥zdy R = 3,5 · 109 m dosta-neme elkový po£et foton· uvol¬ovanýh hv¥zdou Nf = 4πR2N ∼= 1046 foton·.s−1. Polom¥rStrömgrenovy oblasti ur£íme rS
∼=
(

3Nf

4πα

)1/3

n
−2/3
H

∼= 2,2 · 1017 m ∼= 7 p.Úloha 12.18 Hv¥zda s povrhovou teplotou 16 000K je pohrouºena do mezihv¥zdného mra£na.Odhadn¥te, jaká £ást její vyza°ované energie p°ipadá na ionizai mezihv¥zdného vodíku. P°ed-pokládejme, ºe hv¥zda vyza°uje jako £erné t¥leso.�e²ení: Ionizovat vodík je shopné zá°ení s vlnovou délkou λ < 91,2 nm, tedy s frekvení
ν > ν1, kde ν1 = 3 · 1015 s−1. Hledaná £ást energie zá°ení je δ =

(

∫∞
ν1

Bνdν
)

(∫∞
0

Bνdν)−1,kde Bν = 2hν3

c2

[

exp
(

hν
kT

)

− 1
]−1 ∼= 2hν3

c2
exp

(

− hν
kT

). Pro vodík x1 = hν1

kT
∼= 160000

T
, p°i T == 16 000K x1 = 10, tudíº δ =

(∫∞
10

x3e−xdx) (∫∞
0

x3e−xdx)−1. P°i x ≫ 1 platí ∫∞
10

x3e−xdx ∼=
103
∫∞
10

e−xdx = 103e−10. Dále ∫∞
0

x3e−xdx = 3! = 6. Celkov¥ δ ∼= 1
6
103e−10 ∼= 10−2 p°ipadá naionizai vodíku, hv¥zda má p°íli² nízkou teplotu pro výrazn¥j²í ionizai.Úloha 12.19 Boltzmann·v £len exp

(

− hν
kT

) umoº¬uje ur£ení relativního obsazení energeti-kýh hladin. Uºijte tento £len k výpo£tu teploty nezbytné pro atomy vodíku, aby proton aelektrony p°e²ly z antiparalelního do paralelního spinu. Jsou teploty mra£en H I dostate£nék produkování této nízké energie?�e²ení: Stupe¬ exitae atom· vyjad°ujeme z Boltzmannovy rovnie NB

NA
= gB

gA
exp

(

− hν
kT

),kde gB

gA
= 3, p°i ν = 1420,4 MHz ⇒ hν

k
= 0,07K. Boltzmannova rovnie má tvar NB

NA
== 3 exp

(

−0,07
T

). Kinetiká teplota mezihv¥zdného vodíku je vºdy v¥t²í neº 0,07K, tedy78



exp
(

−0,07
T

) ∼= 1, pom¥r NB

NA
= 3 se nepatrn¥ m¥ní s teplotou mezihv¥zdného plynu. Ve vy²-²ím stavu s antiparalelním spinem (p°esn¥ji v d·sledku rozdílnosti orientaí magnetikýhmoment· protonu a elektronu) se bude naházet 75% atom· vodíku.Úloha 12.20 Emisní £ára HI je pozorována na kmito£tu ν = 1 420,4057MHz. Ur£ete pom¥robsazení horníh a dolníh energetikýh hladin p°i teplotáh T = 100K, T = 10K.�e²ení: Dosadíme do vztahu N1

N2
=

exp(−EF1
kT )

exp(−EF2
kT )

= exp
(

− hν
kT

) pro T = 100K a T = 10K.Obdrºíme N1/N0 = 0,9993 p°i T = 100K, N1/N0 = 0,9932 p°i T = 10K.Úloha 12.21 U planetární mlhoviny byl spektroskopiky zji²t¥n Balmer·v dekrement, pom¥rintenzit spektrálníh £ar Hα a Hβ rovný 3,50. Teoretiky propo£ítaná hodnota tohoto pom¥ruje 2,86. Rozdíl velikostí intenzit spektrálníh £ar na r·znýh vlnovýh délkáh je zp·sobenz£ervenáním v mezihv¥zdném prost°edí, které je v¥t²í v krátkovlnné neº v dlouhovlnné (£er-vené) oblasti optikého spektra. Jev je vyvolán prahovými £ástiemi, hovo°íme o z£ervenání.Ur£ete vzdálenost planetární mlhoviny, jestliºe závislost mezihv¥zdné absorpe na vzdálenostije v Galaxii dána empirikým vztahem Aλ = 6,5Å
λ

· 2 · 10−4 magp−1.�e²ení: Podle uvedeného vztahu spektrální £áry Hα, Hβ budou zeslabeny v mezihv¥zd-ném prost°edí absorpí závislou na vlnové déle, tedy rozdíln¥ pro ob¥ £áry. Proto pom¥r na-m¥°enýh zá°ivýh tok· v uvedenýh £aráh je odli²ný od teoretiké hodnoty, závisí na vzdále-nosti. Hodnoty absorpe Aλ v magnitudáh a zeslabení v £aráh Hα a Hβ jsou:
λHα = 656,3 nm ⇒ AHαr = 0,79 · 10−3magp−1 · r ⇒ zeslabení 10−0,00032r, λHβ = 486,1 nm ⇒
AHβr = 1,14 ·10−3 magp−1 · r ⇒ zeslabení 10−0,00046r. Pro pozorovaný a teoretiký pom¥r in-tenzit spektrálníh £ar Hα a Hβ platí: (FHα

FHβ

)poz = FHα·10−0,00032r

FHβ ·10−0,00046r =
(

FHα

FHβ

)

·100,00014r. Obdrºímevztah mezi pozorovaným a teoretikým Balmerovým dekrementem a vzdáleností. Dosazením£íselnýh hodnot obdrºíme 3,5 = 2,86 · 10−0,00014r ⇒ 0,00014r = log (3,5/2,86) ⇒ r = 626 p.Úloha 12.22 Ze spektroskopikýh pozorování planetární mlhoviny NGC 7027 v souhv¥zdíLabut¥ byla zji²t¥na její teplota 1,1 ·104K. Vyza°ovaí shopnost plynu mlhoviny, jak ve spek-trálníh £aráh tak ve spojitém spektru, harakterizujeme veli£inou nazývanou emisní míra,je zavedena oben¥ EM =
∫ l

0
n2

edl. V elém rozsahu vlnovýh délek je povrhová jasnost ml-hoviny praktiky úm¥rná EM . V na²í úloze je st°ední emisní míra EM = 5,4 · 1019 p · m−6.Nalezn¥te konentrai elektron· ne v mlhovin¥ a stanovte její hmotnost. P°edpokládáme ne ==konst. a sfériký tvar mlhoviny o pr·m¥ru D ∼= 0,1 p�e²ení: Ze zadání úlohy dostaneme EM = n2
eD ⇒ ne = 2,3 · 1010 m−3. Hmotnostelektron· v mlhovin¥ odhadneme M ∼= 4

3
π
(

D
2

)3
neme

∼= 1025 kg. Tento odhad se zvý²í na
M ∼= 1029 kg p°i zapo£tení hmotnosti proton· a dále atom· helia, kterýh je v mlhovin¥p°ibliºn¥ 16% po£tu atom· vodíku a zapo£tením hmotnosti i t¥º²íh prvk·.Úloha 12.23 Mezihv¥zdný vodíkový plyn má teplotu 100K .Ur£ete ²í°ku spektrální £áry zap°edpokladu pouze teplotního roz²í°ení. Dále stanovte ²í°ku £áry v p°ípad¥ roz²í°ení sráºkami,p°i hustot¥ n = 106 m−3 a σ = 3,6 · 10−20 m2.�e²ení: ∆λ = 2λ

c

√

2kT
m

= 1,8 · 10−4 m, ∆λ = λ2

c
nσ
π

√

2kT
m

= 2,2 · 10−21 m. Roz²í°enísráºkami je vzhledem k nízké teplot¥ a malé hustot¥ velmi malé.79



12 HV�ZDY A MEZIHV�ZDNÁ LÁTKAÚloha 12.24 Zji²t¥né ²í°ky £ar Hα s λ = 656,3 nm a N II s λ = 658,4 nm jsou ∆λ1 = 0,05 nma ∆λ2 = 0,04 nm. Nalezn¥te teplotu a ryhlost pohybu oblastí plynu v mlhovin¥.�e²ení: Vyuºijeme vztah ∆λ = 2λ
c

(

2kT
m

+ v2
t

)1/2 pro ²í°ky obou £ar, °e²íme dv¥ rovnie,obdrºíme kinetikou teplotu T ∼= 3 100K a vt
∼= 9 km · s−1.Úloha 12.25 Ve spektreh plynnýh mlhovin pozorujeme pozorujeme rádiové £áry vznikajííp°ehody mezi vysoe poloºenými energetikými hladinami. Ur£ete vlnovou délku rekombi-na£ní £áry vodíku Hnα, n ≫ 1.�e²ení: Vlnová délka fotonu vyza°ovaného p°i p°ehodu z energetiké hladiny m na nje dána vztahem λnm = λ1

n2m2

m2−n2 , kde λ1 = 91,2 nm. Poloºíme m = n + 1 a p°edpokládáme,ºe n ≫ 1. Dosazením obdrºíme λn,n+1 = λ1

(

n3

2
+ n2

). Podle tohoto vztahu spektrální £áraH 100α má vlnovou délku p°ibliºn¥ 5 m.Úloha 12.26 Dokaºte, ºe rekombina£ní £áry vodíku nα, nβ, nγ , nδ jsou ekvidistantní podlefrekvene.�e²ení: �e²ení: Vyjdeme ze vztahu pro frekveni fotonu vyza°ovaného p°i p°ehoduatomu vodíku z energetiké hladiny m na n νnm = ν1

(

1
n2 − 1

m2

), kde ν1 = 3,29 · 1015 Hz.Poloºíme m = n + ∆n a p°edpokládáme, ºe n ≫ 1 a ∆n ≪ 1. Obdrºíme νn,n+∆n == ν1

(

1
n2 − 1

(n+∆n)2

)

∼= 2ν1

n3 ∆n. Odtud je z°ejmé, ºe p°i zv¥t²ení ∆n o jednotku nar·stáfrekvene odpovídajíího p°ehodu o stejnou velikost 2ν1

n3 , která je frekvení £áry Hnα.Úloha 12.27 Neh´ mra£no mezihv¥zdného plynu má hmotnost M a jeho úhlový polom¥r je
ϕ. Dokaºte, ºe pro vzdálenost mra£na platí r ∼ M2/5

ϕF 1/5 , kde F je tok zá°ení z mra£na detekovanýna Zemi. Tento vztah odvodil �klovskij pro ur£ení vzdálenosti mlhovin za p°edpokladu, ºepro jejih hmotnost platí M ∼
√

LV .�e²ení: Pro objem mlhoviny platí V ∼ R3 ∼ r3ϕ3, pro zá°ivý výkon platí L ∼ R2 ∼
r2ϕ2F . Úpravou dostaneme r ∼ M2/5

ϕF 1/5 .Úloha 12.28 Odhadn¥te hustotu neutrálního vodíku podél zorného paprsku proházejííhop°es mra£no, p°i 10% absorpi ve st°edu £áry Lα. Koe�ient absorpe ve st°edu £áry v p°epo£tuna 1 atom je κC
∼= 10−16 m2, p°i p°edpokládané teplot¥ plynu p°ibliºn¥ 100K.�e²ení: P°i pr·hodu zá°ení p°es mra£no plynu se zeslabuje eτ krát, kde τ je optikátlou²´ka vrstvy plynu. Ve st°edu £áry Lα je rovna κCN , kde N je elkový po£et atom· vodíkupodél proházejíího se paprsku. Absorpe se stává podstatnou, jestliºe κCN = 0,1. Odpoví-dajíí hustota na paprsku je mpN = 0,1mp

κC

∼= 2 · 10−10 kg ·m−3. Spektrální analýza je tudíºvelmi itlivou metodou.Úloha 12.29 Mra£no H I emituje spektrální £áru o vlnové déle 21 m s optikou hloubkouv jejím st°edu τH = 0,5, jde o optiky tenkou £áru. Pr·m¥rná hustota plynu atom· v mra£nu je
nH = 10 cm−3, teplota plynu je 100K a ²í°ka £áry, p°epo£ítaná na ryhlost je ∆v = 10 km·s−1.Nalezn¥te tlou²´ku mra£na l. 80



�e²ení: Ze vztahu τH = 5,2 · 10−14 l
T

nH
∆v

ur£íme l ∼= 1018 m ∼= 32 p.Úloha 12.30 �ástie kosmikého zá°ení jsou udrºovány v Galaxii prost°ednitvím magneti-kého pole. Ur£ete polom¥r dráhy relativistiké £ástie s nábojem e a energií 103 GeV kolemsilo£ar magnetikého pole o magnetiké induki B ∼= 5 · 10−10 T.�e²ení: Platí E = eBr, odtud pro polom¥r r v p dostaneme r = 1,08 · 10−16 E
B
, je-li Ev [GeV℄ a B [T℄. Dosazením obdrºíme r = 2 · 10−4 p = 41AU.
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13 Extragalaktiká astronomieÚloha 13.1 Na²e Galaxie s hmotností p°ibliºn¥ 2,5 · 1011 M⊙ a galaxie v souhv¥zdí Andro-medy M 31 o hmotnosti 3,6 · 1011 M⊙ jsou dv¥ nejv¥t²í galaxie v Místní soustav¥ galaxií.P°edpokládejme, ºe tvo°í dvojnou soustavu a obíhají kolem spole£ného hmotného st°edu pokruhovýh draháh. Ur£ete velikost ob¥ºné doby, jestliºe vzdálenosti mezi nimi je asi 700 kp.�e²ení: T =

(

4π2

G

a3

M1 + M2

)1/2

∼= 7 · 1010 rok·, tedy asi 70 miliard let.Úloha 13.2 Maximální zplo²t¥ní, tzv. míra elipti£nosti, u eliptikýh galaxií je de�novánavztahem a−b
a

10 = 7. Ur£ete nejv¥t²í pom¥r velké a malé osy elipsoidu eliptikýh galaxií.�e²ení: Dosazením obdrºíme a
b

= 3,3Úloha 13.3 Které z emisníh £ar v následujíí tabule m·ºeme z povrhu Zem¥ pozorovatv optikém oboru spektra u kvasaru s následujíím rudým posuvema) z = 0,1b) z = 1,0) z = 4,0.Tabulka hlavníh emisníh £ar u aktivníh galaxií a kvasar·:Lα 121,6 nm Hβ 486,1 nmN V 124,0 nm O III 495,9 nmC IV 154,9 nm O III 500,7 nmC III 190,9 nm N II 654,8 nmMg II 279,8 nm Hα 656,3 nmO II 372,7 nm N II 658,4 nmNe III 386,8 nm S II 671,7 nmHδ 410,2 nm S II 673,1 nmHγ 434,1 nm�e²ení: P°i výb¥ru vhodnýh £ar vyjdeme ze vztahu (z + 1)λl = λp, kde λp musí býtv optiké £ásti spektra. Tedy v p°ípad¥ a) v²ehny £áry od Ne III, b) £áry C III aº po £áruNe III, ) £áry Lα aº C IV.Úloha 13.4 Ve spektru kvasaru byl optikou spektroskopií zji²t¥n rudý posuv z = 2,5. Kteréemisní £áry byly p°i tomto zji²t¥ní pouºity? Viz tabulka p°edházejíí úlohy.�e²ení: Vyuºijeme vztah (z + 1) λl = λp. Nejvhodn¥j²í a nej£ast¥ji pouºívanou £arouje Lα.Úloha 13.5 Ve spektru kvasaru 3C 273 byly zji²t¥ny ²iroké intenzivní emisní £áry o nam¥°e-nýh vlnovýh délkáh 761,3 nm, 563,9 nm a 503,4 nm. Ur£ete, kterém prvku náleºí. Stanovtevzdálenost kvasaru. Jaký je jeho zá°ivý výkon, jestliºe hustota zá°ivého toku zji²t¥ná v horníhvrstváh atmosféry Zem¥ je rovna 6,2 · 10−14 W ·m−2.82



�e²ení: Pouºitím vztahu (z + 1)λl = λp zjistíme, ºe jde postupn¥ o £áry Hα, Hβ, Hγvodíku. Vzdálenost je r = cz/H = 640Mp. Zá°ivý výkon kvasaru stanovíme ze vztahu
L = 4πr2Fbol = 3 · 1038 W.Úloha 13.6 Ve spektru kvasaru 3C 273 je emisní £ára vodíku Hβ o laboratorní vlnové déle
486,1 nm posunuta o 77,8 nm sm¥rem k dlouhovlnnému koni spektra. Ur£etea) vzdálenost kvasarub) lineární rozm¥ry kvasaru, jestliºe úhlový pr·m¥r £iní 2α = 0,24′′b) lineární velikost výtrysku l z kvasaru, jehoº úhlová velikost je 19,5′′) jeho zá°ivý výkon, jestliºe absolutní bolometriká hv¥zdná velikost je � 25mag.�e²ení: Vzdálenost kvasaru ur£íme ze vztahu r = c

H
z = 640Mp. P°ibliºný skute£nýpr·m¥r kvasaru je D = r2α = 2 ·1019 m = 700 p. Velikost výtrysku je l = 2 ·1021 m = 70 kp.Zá°ivý výkon kvasaru je 7,9 · 1011 L⊙.Úloha 13.7 Zá°ivý výkon kvasar· dosahuje 1040 W. Fyzikální podstata proes· umoº¬ujííhtak obrovské uvol¬ování energie není dosud de�nitivn¥ objasn¥na. Vypo£t¥te mnoºství hmotyv jednotkáh M⊙ za rok, které se p°em¥ní, aby pokrývalo odpovídajíí zá°ivý výkon p°ia) termonukleárním ho°ení s ú£inností η = 0,01b) akrei na relativistiký objekt s ú£inností η = 0,1 − 0,3.�e²ení: Úbytek hmoty je roven dM

dt
∼= 1,5 η−1M⊙ · rok−1. P°i termonukleárním ho°ení jeúbytek p°ibliºn¥ 150 M⊙ · rok−1, p°i akrei a volb¥ η = 0,2 obdrºíme 7,5 M⊙ · rok−1.Úloha 13.8 Dosud nejvzdálen¥j²í klasiké efeidy (s typikými periodami 1 - 50 dn·) bylyobjeveny za pomoi Hubbleova kosmikého dalekohledu v galaxii M 100, která je sou£ástíbohaté kupy galaxií v souhv¥zdí Panny. Na obr. je znázorn¥na závislost pozorované vizuálníhv¥zdné velikosti a periody pulsae, tedy závislost perioda � zá°ivý výkon. Uºitím dvou efeidnejblíºe poloºenýh k p°ímkové závislosti, na grafu ozna£enýh, stanovte jejih vzdálenost atudíº vzdálenost galaxie M 100.�e²ení: U první efeidy mv = 26,3mag, log P = 1,39 dne. Ze závislosti MV = −-2,80 logP−1,43 stanovímeMV = −5,3mag. Dosazením do vztahu log r = 1+0,2 (mv − MV) =

7,32, r ∼= 20Mp. U druhé efeidy analogiky mv = 25,6mag, log P = 1,61 dne, MV = −-5,94mag. Vzdálenost log r = 7,31 p, tudíº r ∼= 20Mp.Úloha 13.9 Odhadn¥te hmotnost £erné díry v jád°e Galaxie, jestliºe bylo zji²t¥no, ºe ob¥ºnédoby hv¥zd obíhajííh ve vzdálenosti 275AU od jádra jsou 2,8 rok·.�e²ení: Hmotnost entrálního t¥lesa � £erné díry ur£íme z III. Keplerova zákona v p°es-ném tvaru M ∼= R3

G

(

2π
T

)2 ∼= 2,6 · 106 M⊙.Úloha 13.10 Na základ¥ studia rudého posuvu velkého po£tu galaxií bylo prokázáno, ºeexistuje jejih zna£ná konentrae v sm¥ru souhv¥zdí Centaura, ve vzdálenosti odpovídajííryhlosti 4 350 km·s−1. Galaxie tvo°í útvar nazývaný Great Attrator, £esky Velká ze¤. V jakévzdálenosti leºí hmotný st°ed tohoto útvaru a jaká je jeho hmotnost? Na²e Galaxie se pohybujesm¥rem k Velké zdi ryhlostí 570 km · s−1. 83



13 EXTRAGALAKTICKÁ ASTRONOMIE�e²ení: Podle Hubbleova zákona r = v/H = 4350/75 = 58Mp. P°edpokládejte, ºeVelká ze¤ je tvo°ena gigantikou kupou galaxií, pro kterou platí viriálová v¥ta. Po dosazeníúdaj· na²í Galaxie obdrºíme pro hmotnost kupy galaxií M = 2R〈v2〉/G = 1,7 · 1046 kg ≈
1016 M⊙.Úloha 13.11 V kup¥ galaxií £ítajíí asi 10 000 galaxií v souhv¥zdí Vlas Bereni£in, byl u 100nejjasn¥j²íh galaxií spektroskopiky zji²t¥n pr·m¥rný rudý posuv 〈z〉 = 0,0232. P°i znalostiHubbleovy konstanty H = 75 km · s−1 ·Mp−1 ur£ete vzdálenost kupy galaxií.�e²ení: Ryhlost vzdalování je v = cz = 6 960 km · s−1, vzdálenost r = v/H = 93Mp.Úloha 13.12 Ur£ete zá°ivý výkon £erné díry o hmotnosti 107 M⊙, je-li ú£innost proesu 5 %.�e²ení: Vyjdeme ze vztahu pro Eddington·v zá°ivý výkon LEd = 4πcGmpM/σT. P°i 5%ú£innosti je zá°ivý výkon aktivního galaktikého jádra 6 · 1036 W.Úloha 13.13 Model jádra aktivní galaxie p°edpokládá, ºe kolem £erné díry s velkou hmotnostíkrouºí akre£ní disk, jehoº typiký polom¥r je ra = 1014 m. Ur£ete velikost vyzá°eného výkonup°i dopadu plynu o hmotnosti 1 M⊙ za rok z akre£ního disku na £ernou díru o hmotnosti
108 M⊙.�e²ení: Shwarzshild·v polom¥r £erné díry je rS = 2GM

c2
= 3 · 1011 m. P°edpokládámetempo pádu látky o hmotnosti m = 2 · 1030 kg · rok−1 = 6 · 1022 kg · s−1. Uvoln¥ná gravita£nípoteniální energie je Ep = GMm

(

1
rS

− 1
ra

)

= 3 · 1039 J, oº pro zá°ivý výkon aktivní galaxiedává ∼= 1039 W.Úloha 13.14 �í°ka £áry Hβ ve spektru jádra seyfertovské galaxie je zhruba 3 nm. Jaké jsouharakteristiké ryhlosti pohybu mra£en plynu v jád°e takové galaxie?�e²ení: V d·sledku pohybu mra£en dohází k roz²í°ení £áry. Platí vztah pro Dopple-r·v jev ∆λ
λ

= v
c
. Polovina pozorované ²í°ky 1,5 nm odpovídá maximálnímu posuvu £ar do£ervené respektive �alové £ásti optikého spektra pro mra£na pohybujíí se nejv¥t²í ryhlostípodél zorného paprsku. Pro vlnovou délku λ = 486,1 nm obdrºíme p°i dosazení v = c∆λ

λ
== 1000 km · s−1.Úloha 13.15 Emisní £áry plynu ve st°edu gigantiké eliptiké galaxie M 87, NGC 4486 bylyzkoumány spektrografem na Hubbleov¥ kosmikém dalekohledu. Ze spektrální diagnostiky£áry O II 372,7 nm byla ur£ena ob¥ºná ryhlost 500 km · s−1 plynu p°i polom¥ru 0,25”. Od-hadn¥te hmotnost entrální oblasti uvnit° prstene. Za p°edpokladu, ºe se jedná o £ernou díruur£ete její Shwarzshild·v polom¥r. U galaxie M 87 byla zji²t¥na hodnota z = 0,004.�e²ení: Nejprve z Hubbleova zákona stanovíme vzdálenost r = v

H
= cz

H
= 16 Mpc. Úhlovýpolom¥r p°evedeme, α = 1,2 · 10−6 rad. Skute£ný polom¥r prstene je R = αr = 5,9 · 1017 m.P°i zanedbání hmotnosti látky vn¥ disku a jejím sfériko-symetrikém rozloºení m·ºeme psát

v2

R
= GM

R2 ⇒ M = v2R
G

∼= 2 · 1039 kg ∼= 109 M⊙. Dosazením do vztahu pro Shwarzshild·vpolom¥r RS = 2GM
c2

∼= 3 · 1012 m ∼= 10−4 p.Úloha 13.16 Vnit°ní okraj plynného disku aktivního galaktikého jádra galaxie M 106,84



NGC 4258 byl pozorován ve vzdálenosti 0,004” od st°edu. Zji²t¥ná hodnota radiální ryh-losti u této galaxie je 580 km · s−1. Stanovte vzdálenost a ur£ete polom¥r vnit°ního okrajedisku v p, plyn obíhá kolem st°edu ryhlostí 1 100 km · s−1. Ur£ete hmotnost disku.�e²ení: Z Hubbleova zákona stanovíme vzdálenost r = 7,7 Mpc. P°i známé úhlové veli-kosti polom¥ru α = 1,9 · 10−8 rad obdrºíme pro skute£ný polom¥r R = αr ∼= 4,5 · 1015 m ∼=
0,15 p. Hmotnost ur£íme ze vztahu M = v2R

G
= 8 · 1037 kg ∼= 4 · 107 M⊙.Úloha 13.17 Rádiový zdroj v jád°e aktivní galaxie má úhlovou velikost 0,001′′, kosmologikýrudý posuvu je z = 0,5. Ur£ete lineární rozm¥ry zdroje v p.�e²ení: Ryhlost vzdalování stanovíme ze vztahu v = c (1+z)2−1

(1+z)2+1
= 0,38c. Vzdálenostur£íme z Hubbleova zákona r = v

H
= 1500 Mpc. Skute£ná lineární velikost zdroje je D == 10−3 1,5 · 109 = 1,5 · 106 AU = 7,5 p.Úloha 13.18 U rádiové galaxie Centaurus A, naházejíí se ve vzdálenosti 5Mp, byl nafrekveni 1400MHz zji²t¥n monohromatiký tok F = 103 Jy. Ur£ete zá°ivý výkon v rádiovémoboru (107 Hz − 1010 Hz) této galaxie, jestliºe spektrální index α = 0,8.�e²ení: Rádiový výkon galaxie vypo£teme Lr = 4πr2

∫ ν2

ν1
Fνdν ∼= 1034 W.Úloha 13.19 U kvasaru PC 1247+3406 byly ve spektru identi�kovány emisní vodíkové £áry,mimo jinýh také £ára Lα λl = 121,6 nm. Detekována na Zemi má £ára vlnovou délku λp == 721,4 nm. Ur£ete ryhlost vzdalování kvasaru.�e²ení: P°i hodnot¥ z = λp−λl

λl
= 4,93 je ryhlost v = c (1+z)2−1

(1+z)2+1
= 0,95c.Úloha 13.20 Druhý nejsiln¥j²í rádiový zdroj na obloze po Sluni je rádiová galaxie Cygnus A,vyzna£uje se rudým posuvem z = 0,057. Na frekveni ν = 2000MHz byla zji²t¥na spektrálníhustota toku zá°ení 103 Jy, tedy 10−23 W · m−2 · Hz−1. P°i znalosti spektrálního indexu α == 0,75 ur£ete zá°ivý výkon v rádiovém oboru galaxie Cyg A, p°edpokládáme kmito£tovýrozsah ν1 = 107 Hz a ν2 = 1010 Hz.�e²ení: Nejprve ur£íme vzdálenost r = cz

H
= 230Mp. Zá°ivý výkon v rádiovém oboruje Lr = 4πr2

∫ ν2

ν1
Fνdν ∼= 1037 W.Úloha 13.21 Zd·vodn¥te hypotézu, ºe ²iroké vodíkové emisní £áry vznikají p°i pohybehvelkýh oblastí látky v kvasareh. Jejih ²í°ky jsou v optiké oblasti asi ∆z ∼= 5 ·10−3. Teplotut¥hto oblastí odhadujeme na 104 K.�e²ení: P°i ∆z ∼= ∆v

c
⇒ ∆v ∼= 1,5 · 106 km · s−1. Ryhlost tepelného pohybu p°i zadanéteplot¥ je vt

∼=
(

2kT
mH )1/2 ∼= 104 m · s−1, kde p°edpokládáme hmotnost atomu vodíku mH == 1,7 · 10−27 kg. Tudíº vznik spektrálníh £ar v kvasareh bude spojen s pohybem elýhoblastí � mra£en vyza°ujíího plynu, jejih ryhlost podstatn¥ p°evy²uje ryhlost tepelnéhopohybu £ásti.Úloha 13.22 P°edpokládaným zdrojem aktivity jader galaxií a kvasar· m·ºe být akreelátky na £ernou díru s velkou hmotností. Minimální velikost oblasti vyza°ování je v takovém85



13 EXTRAGALAKTICKÁ ASTRONOMIEp°ípad¥ °ádov¥ rovna gravita£nímu polom¥ru £erné díry Rg = 2GM
c2

. Maximální zá°ivý výkonzpravidla klademe LEd = 4πGc
κ

M . P°edpokládáme-li akrei jako zdroj energie u kvasaru 3C 273ur£ete minimální hodnotu hmotnosti £erné díry a minimální dobu prom¥nnosti zá°ení. Zá°ivývýkon poloºte L = 1040 W.�e²ení: Minimální hmotnost £erné díry je 8·108 M⊙, minimální doba prom¥nnosti je 2,1 hod.Úloha 13.23 Ur£ete harakteristikou hmotnost jádra seyfertovské galaxie p°edpokládáme-li, ºe pozorované ²iroké emisní £áry vznikají v kvazistaionární obále plynu kolem jádrao polom¥ru 0,1 p. Spektroskopiky ur£ená ryhlost plynu je p°ibliºn¥ 930 km · s−1.�e²ení: M ∼= v2

G
R ∼= 2 · 107 M⊙.Úloha 13.24 Ve vymezené oblasti prostoru o polom¥ru R = 5,2 · 105 p existuje kupa galaxiíobsahujíí 670 pozorovatelnýh galaxií. Jejih st°ední ryhlost vzhledem k ineriálnímu sys-tému spojenému s hmotným st°edem kupy £iní 1050 km · s−1. Ur£ete tzv. viriálovou hmotnosttéto kupy.�e²ení: Pro gravita£n¥ vázanou kupu platí viriálová v¥ta 〈Ek〉 = −1

2
〈Ep〉, dosazenímobdrºíme mv2 = GmM

r
, odkud M = 2R

G
〈v2〉 ∼= 1014 M⊙.Úloha 13.25 Pohyb Zem¥ (Galaxie) ve sm¥ru souhv¥zdí Lva zp·sobuje tzv. dipólovou anizot-ropii reliktního zá°ení vzhledem k jeho st°ednímu rozloºení. Zji²t¥ná rozdílnost teplot ve sm¥ruapexu a antiapexu je rovna ∆T = 7 · 10−3 K, st°ední teplota reliktního zá°ení je T0 = 2,7K.Tedy v d·sledku platnosti Dopplerova jevu se reliktní zá°ení ve sm¥ru pohybu jeví jako tep-lej²í, v protilehlém sm¥ru hladn¥j²í. Ur£ete ryhlost pohybu Zem¥ v, p°edpokládáme-li, ºeúhel ϑ mezi sm¥rem vektoru ryhlosti a sm¥rem pozorování je nulový, tedy cos ϑ = 1.�e²ení: Pro teplotu zá°ení ve sm¥ru apexu platí T = T0

(

1 + v
c
cos ϑ

), T − T0 = ∆T
2
.Dosazením ur£íme v ∼= 400 km · s−1.Úloha 13.26 P°edpokládejme, ºe kosmiký prostor je rovnom¥rn¥ vypln¥n galaxiemi se stej-nou absolutní hv¥zdnou velikostí a je dokonale pr·zra£ný. Dokaºte, ºe podíl po£tu galaxií do

(m+1) pozorované hv¥zdné velikosti a po£tu galaxií m-té hv¥zdné velikosti je roven N(m+1)
N(m)

== 3,98.�e²ení: Z upravené Pogsonovy rovnie, p°i zadanýh podmínkáh, dostaneme pro vzdá-lenost vztah r = 101−0,2M100,2m. Celkový po£et galaxií s hv¥zdnou velikostí m je roven
N(m) ∼ r3 ∼ 100,6m · 103(1−0,2M). Odtud pro pom¥r dostaneme N(m+1)

N(m)
= 100,6(m+1)

100,6m = 100,6 == 3,98.Úloha 13.27 Kterýh £ásti je v sou£asné dob¥ ve vesmíru víe, reliktníh foton· neboproton·? St°ední hustota látky ve vesmíru je 10−27 kg · m−3. Teplota reliktníh foton· je
2,7K.�e²ení: Celkový po£et foton· v 1m3 je N =

∫∞
0

8π
λ

dλ

exp( hc
kTλ)−1

= 2 · 107T 3. V kaºdém m3je v sou£asné dob¥ 2 · 107 2,7 · 103 ∼= 4 · 108 foton·. P°edpokládáme-li, ºe základní p°ísp¥vekpro st°ední hustotu vesmíru dává vodík, potom po£et proton· je roven 10−27

1,67·10−27
∼= 0,6m−3.P°i zapo£tení £ásti skryté hmoty, kterou by mohla tvo°it nap°. neutrina s nenulovou klidovou86



hmotností, by konentrae proton· byla je²t¥ niº²í. Shrnuto ve vesmíru je reliktníh foton·asi 109 krát víe neº proton·. Základní jednotky stavební hierarhie vesmíru � hv¥zdy v²akjsou sloºeny p°eváºn¥ z proton·.Úloha 13.28 Odvo¤te v rámi klasiké fyziky vztah mezi kritikou hustotou a Hubbleovoukonstantou. Odhadn¥te stá°í vesmíru.�e²ení: Zkoumejme sférikou oblast prostoru o hmotnosti M = konst·, ρ = ρ(t), R == R(t). V ní se pohybují £ástie � galaxie o hmotnosti m, £ástie na povrhu koule máryhlost vR. Platí vztah pro elkovou mehanikou energii 1
2
mv2

R − GmM
R

= Wc. Odtud prohustotu energie w dostaneme 1
2
v2

R − GM
R

= w. V ur£itém £ase t = t0, platí podle Hubbleovazákona vR = H R(t) a dále ρ = ρ(t0). Úpravou obdrºíme R2
(

1
2
H2 − 4

3
Gπρ

)

= w. V kritikémstavu p°i R → ∞ je w
R2 → ∞ platí 1

2
H2 − 4

3
Gπρk = 0, odtud ρk = 3

8
H2

πG
. P°i st°ední ryhlostiexpanze vR

∼= R
t
, odkud s pouºitím Hubbleova zákona vR = H R obdrºíme t ∼= 1

H
. P°ijmeme-liHubbleovu konstantu H = 75 km · s−1 · Mpc−1 je t ∼= 1010 rok·.

87



14 Po£íta£ové úlohy14.1 Astrofyzikální metodyÚloha 14.1 Pomoí databáze SIMBAD (http://simbad.u-strasbg.fr/simbad/) nalezn¥tesou°adnie, radiální ryhlost a paralaxu a) hv¥zdy Arturus, b) hv¥zdy HD 37776, ) galaxieM 31.�e²ení: Na stráne http://simbad.u-strasbg.fr/simbad/ zvolíme hledání prost°ed-nitvím názvu ("Query by identi�er") a jako "Identi�er" zadáme název hv¥zdy.a) α = 14h15m39,6720s, δ = 19◦10′56,677′′, vrad = −5,2±0,9 km·s−1, π = (88,85±0,74)·10−3 arse,b) α = 5h40m56,3704s, δ = −1◦30′25,852′′, vrad = 27±5 km·s−1, π = (1,96±0,98)·10−3 arse,) α = 0h42m44,31s, δ = 41◦16′09,4′′, vrad = −301 ± 7 km · s−1.Úloha 14.2 Na základ¥ dat z £lánku autor· M. Asplund, N. Grevesse a A. J. Sauval "TheSolar Chemial Composition" (2005, ASP Conferene Series, Vol. 336, str. 25) nakresletegraf relativního zastoupení jednotlivýh prvk· (vzhledem k vodíku) ve slune£ní atmosfé°e.Stanovte hmotnostní podíl prvk· t¥º²íh neº helium.�e²ení: Na stráne http://adsabs.harvard.edu zvolíme "Searh", "Astronomy andAstrophysis Searh", hledáme nap°. £lánky autora "Asplund" z roku 2005. Vybereme hledaný£lánek, který je moºné získat prost°ednitvím stránek xxx.lanl.gov (volba "arXiv e-print").V Tabule 1 tohoto £lánku jsou uvedeny hodnoty relativního zastoupení jednotlivýh prvk·jako log(Nprvek/NH) + 12. S jejih pomoí nakreslíme graf a spo£teme relativní hmotnostnízastoupení t¥º²íh prvk· Z = 0,0122.
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Obrázek 1: Relativní zastoupení jednotlivýh prvk· v atmosfé°e Slune
Úloha 14.3 Nalezn¥te deset nejbliº²íh hv¥zd viditelnýh pouhým okem.88



�e²ení: Na stránkáh CDS (http://ds.u-strasbg.fr) zvolíme VizieR, databáze "HIP"(Hipparos), klepneme na "Find Catalogue", zvolíme "I/239/hip_main", v polí£ku Vmag vy-plníme "<6", zvolíme "Sort" podle polí£ka "Plx", zvolíme "Output Order" jako "�" a klep-neme na "Submit Query" a získáme seznam nejbliº²íh a nejjasn¥j²íh hv¥zd (viz tabulka, vekteré je zaneseno prvníh deset z nih). Ozna£ení bylo získáno pomoí databáze SIMBAD.HIP hv¥zda mV [mag℄ π [10−3 are℄71681 α Cen B 1,35 742,12 ± 1,4071683 α Cen A -0,01 742,12 ± 1,4032349 α CMa (Sirius) -1,44 379,21 ± 1,5816537 ε Eri 3,72 310,75 ± 0,85104214 61 Cyg 5,20 287,13 ± 1,5137279 α CMi (Prokyon) 0,40 285,93 ± 0,88108870 ε Ind 4,69 275,76 ± 0,698102 τ Cet 3,49 274,17 ± 0,8019849 o Eri 4,43 198,24 ± 0,8488601 70 Oph 4,03 196,62 ± 1,3814.2 Slune£ní soustavaÚloha 14.4 V jedné ze svýh knih A. C. Clarke pí²e o tom, ºe Halleyova kometa má dv¥odd¥lená jádra. Pomoí databáze NASA ADS (http://adsabs.harvard.edu) ov¥°te, zda jetoto tvrzení hodnov¥rné.�e²ení: Na stráne http://adsabs.harvard.edu zvolíme vyhledávání ("Searh"), "As-tronomy and Astrophysis Searh" a jako poloºku "Title Words" zvolíme klí£ová slova "Halleyomet splitting". Získáme n¥kolik odkaz· v¥nujííh se rozpadu jádra Halleyovy komety b¥hemjejího posledního pr·hodu kolem Slune. Tvrzení je jednou z úsp¥²nýh p°edpov¥dí autora.14.3 Zá°ení hv¥zdÚloha 14.5 Nakreslete k°ivku vyza°ování £erného t¥lesa pro teploty 5 000K a 5 780K. �ímse li²í?�e²ení: Pro spektrální hustotu energie vyza°ování £erného t¥lesa platí
E(λ) =

8πch

λ5

1ehc/λkT − 1
·Pro výpo£et lze pouºít nap°íklad následujíí funki:funtion b(tep,lam:double):double;onst h=6.6256e-34; {Plankova konstanta}=2.99792e8; {ryhlost svetla}bolk=1.38054e-23; {Boltzmannova konstanta}89



14 PO�ÍTA�OVÉ ÚLOHYvar lam5:double;beginlam5:=lam*lam*lam*lam*lam;b:=8.0*pi*h*/lam5/(exp(h*/lam/bolk/tep)-1.0);end;
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Obrázek 2: Závislost spektrální hustoty vyza°ování £erného t¥lesa na vlnové déle.Graf závislosti Plankovy funke na vlnové déle pro teploty 5 000K a 5 780K je na ob-rázku 2. Jsou patrné dva záv¥ry. V elém intervalu vlnovýh délek platí, ºe spektrální hustotavyza°ovaná t¥lesem s vy²²í teplotou je v¥t²í. Patrný je posuv maxima obou k°ivek, pro vy²²íteploty sm¥rem k niº²ím vlnovým délkám.Úloha 14.6 Pomoí katalog· CDS nalezn¥te p¥t nejjasn¥j²íh hv¥zd v rentgenovém oboru,které mají spektrální typ O nebo B.�e²ení: Na stráne http://dsweb.u-strasbg.fr zvolíme "VizieR", jako "Wavelen-gth" zvolíme "X-ray", jako "Astronomial keywords" zvolíme "Stars:early-type" a zadámehledání ("Find Catalogues"). Vybereme katalog odpovídajíí úloze, "ROSAT all-sky surveyatalogue of OB stars", "Detetions". V prohledávání zvoleného katalogu za²krtneme t°íd¥ní("Sort") podle pozorované hustoty toku rentgenového zá°ení ("Apparent X-ray �ux"). Abyse t°íd¥ní opravdu provedlo, je nutné je²t¥ zadat vhodnou podmínku ("Constraint", vzhle-dem k velikosti pozorovaného toku nap°. "< 0"). Je nutné naví zvolit "Output Order" jako"-". Z tabulky zjistíme, ºe nejjasn¥j²ími hv¥zdami spektrálníh typ· O nebo B v rentgeno-vém oboru jsou X Per (Fx = 1,0 · 10−13 W · m−2), β Per (Fx = 6,6 · 10−14 W · m−2), γ Cas(Fx = 3,0 · 10−14W ·m−2), θ1 Ori (Fx = 2,8 · 10−14W ·m−2) a ι Ori (Fx = 2,5 · 10−14W ·m−2).
90



14.4 Základy hv¥zdné spektroskopieÚloha 14.7 Pomoí atlasu slune£ního spektra http://bass2000.obspm.fr/solar_spet.php na-kreslete slune£ní spektrum v intervalu vlnovýh délek 587−593 nm a pokuste se identi�kovatnejsiln¥j²í £áry.�e²ení: Na uvedené stráne získáme pot°ebná data. Zdroj pro identi�kai £ar naleznemev katalozíh CDS, http://dsweb.u-strasbg.fr/ats/Cats.htx, zvolíme hledání "identi�-ation spetrum", katalog "VI/26 Identi�ation list of lines in Stellar Spetra (Moore, 1959)"a jeho novou verzi "VI/71A Revised version of the ILLSS Catalogue (Coluzzi 1993-1999)",v prohledávání zvoleného katalogu ("VizieR query form") zadáme podmínku pro vlnové délkyjako "> 5870 && < 5930" a identi�kujeme £áry. Výsledný graf je na obrázku 3.
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Obrázek 3: Slune£ní spektrum v oblasti sodíkového dubletu14.5 Nitro hv¥zdÚloha 14.8 S pouºitím programu STATSTAR vypo£t¥te model hv¥zdy se slune£ní hmot-ností (s parametry1 hmotnost, zá°ivý výkon a efektivní teplota rovnými 1,0 M⊙, 0,86071 L⊙a 5 500,2K, hemiké sloºení odpovídá Sluni, X = 0,7, Y = 0,292 a Z = 0,008).1. Nakreslete závislost P , Mr, Lr a T na r.2. Pro jakou teploty a pro jaký polom¥r dosahuje Lr 99% a 50% své povrhové hodnoty?Jaká tomu odpovídá hodnota Mr?�e²ení: Graf jednotlivýh závislostí je na obr. 4.Úloha 14.9 Pomoí programu STATSTAR vypo£t¥te model hv¥zdy na hlavní posloupnosti1P°esné hodnoty parametr· hv¥zd jsou uvedeny pouze pro získání daného modelu stavby hv¥zdy (jsouvybrány tak, aby byly spln¥ny p°íslu²né okrajové podmínky difereniálníh rovni popisujííh stavbu hv¥zd)a nemají tedy astrofyzikální smysl. 91
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Obrázek 4: Model hv¥zdy se slune£ní hmotnostís hmotností 1,0 M⊙ (pro tuto hv¥zdu jsou zá°ivý výkon a efektivní teplota rovny 0,86071 L⊙a 5 500,2K) a porovnejte ho s modelem hv¥zdy o hmotnosti 0,75 M⊙ (pro tuto hv¥zdu jsouzá°ivý výkon a efektivní teplota rovny 0,1877 L⊙ a 3 839,1K). Pro ob¥ hv¥zdy p°edpokládejtehemiké sloºení odpovídajíí Sluni (X = 0,7, Y = 0,292 a Z = 0,008).�e²ení: Centrální tlak a teplota hv¥zdy se slune£ní hmotností (Tc = 1,4 · 107 K, ρc == 7,7 · 104 kg ·m−3) jsou vy²²í neº odpovídajíí hodnoty pro hv¥zdu s hmotností niº²í (Tc == 1,1 · 107 K, ρc = 6,8 · 104 kg ·m−3).Úloha 14.10 Porovnejte parametry hv¥zd s hmotností 1,0 M⊙ s r·znými hemikými sloºe-ními X = 0,7, Y = 0,292, Z = 0,008 a X = 0,7, Y = 0,29, Z = 0,01. Vysv¥tlete p°ípadnérozdíly.�e²ení: Hv¥zda s vy²²ím obsahem kov· má niº²í efektivní teplotu (Tef = 5 280K) a zá-°ivý výkon (L = 0,76104L⊙) neº hv¥zda s hemikým sloºením shodným se Slunem (viz. p°í-klad 14.8). D·vodem je v¥t²í opaita látky hv¥zdy s vy²²ím obsahem kov·. U hv¥zdy s men²ímzá°ivým výkonem je niº²í entrální teplota.Úloha 14.11 Pomoí programu STATSTAR vypo£t¥te teoretikou hlavní posloupnost prohv¥zdy s hmotnostmi 0,5 M⊙ � 13,0 M⊙. Zvolte slune£ní hemiké sloºení (X = 0,7, Y = 0,292a Z = 0,008).�e²ení: Charakteristiky2 hv¥zd hlavní posloupnosti získané programem STATSTAR jsouuvedeny v tabule.2Viz poznámka k úloze 14.8. 92



M [M⊙℄ L [L⊙℄ Tef[K℄
0,50 0,0213005 2321,4
0,70 0,129867 3523,0
1,00 0,86071 5500,2
1,50 6,39 8726,4
2,00 22,5809 11218,4
3,00 116,58 15007,3
4,00 341,1 17904,0
7,00 2260,2 24074,0
10,00 6641,5 28263,6
13,00 13789,5 31493,0Úloha 14.12 Podle dat z £lánku Allende Prieto C., Lambert D. L., Astronomy & Astrophysis352, 555, dostupnýh v databázi CDS http://dsweb.u-strasbg.fr nakreslete HR diagramnejbliº²íh hv¥zd naházejííh se do vzdálenosti 100 p.�e²ení: Na uvedené stráne zvolíme nap°. "Catalogues ", hledání podle "Allende PrietoLambert", zvolíme hledaný £lánek a získáme pot°ebný soubor (nap°. zvolíme stahování pro-st°ednitvím http, soubor "table1.dat.gz". Formát souboru je popsán v popisu katalogu.Pomoí získaného souboru nakreslíme HR diagram (obrázek 5).
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14 PO�ÍTA�OVÉ ÚLOHYÚloha 14.13 Nakreslete vývojový HR diagram. Pot°ebné soubory získejte na stránkáh CDShttp://dsweb.u-strasbg.fr z £lánku Shaller G. a kol., Astronomy & Astrophysis Suppl.Ser. 96, 269. S pomoí nakresleného grafu odhadn¥te hmotnost hv¥zdy σ Ori E, pro kteroubyla z pozorování zji²t¥na efektivní teplota 22 500K a polom¥r 5,3 R⊙.�e²ení: Na uvedené stráne zvolíme nap°. "Catalogues ", hledání podle "Shaller" azvolíme hledaný £lánek. Nap°íklad prost°ednitvím http získáme pot°ebné soubory "table*"a nakreslíme graf 6. Odhadovaná hmotnost hv¥zdy σ Ori E je 9 M⊙.
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Obrázek 6: Vývojový HR diagram14.6 Hv¥zdné atmosféryÚloha 14.14 Nakreslete graf závislosti pom¥ru konentrae neutrálního vodíku k elkovékonentrai vodíku v závislosti na teplot¥ za p°edpokladu termodynamiké rovnováhy. Prozjednodu²ení p°edpokládejte, ºe konentrae elektron· je ne = 1017m−3.�e²ení: Pro Sahovo rozd¥lení platí
N1

N0
=

2B1

neB0

(

2πmekT

h2

)3/2 e−χi/kT ,kde N1 je konentrae iontu, N0 neutrálního atomu, B1 a B0 jsou p°íslu²né rozd¥lovaí funkea χi ioniza£ní poteniál. Celková konentrae atom· vodíku N = N1 +N0. Pro získání hodnotv grafu je moºné pouºít následujíí program:94



program sahav;var tep,nel,x:double;i:integer;funtion saha(tep,nel:double):double;onst em=9.10956e-31; {hmotnost elektronu}bolk=1.38054e-23; {Boltzmannova konstanta}h=6.6256e-34; {Plankova konstanta}ex=13.598; {exitani energie H v eV}enab=1.6022e-19; {naboj elektronu}var b1,b2,x:double;beginb1:=2.0;b2:=1.0;x:=2.0*pi*em*bolk*tep/h/h;saha:=2.0*b2*sqrt(x)*x*exp(-ex*enab/bolk/tep)/nel/b1;end;begintep:=1000;nel:=1.0e17;for i:=1 to 200 dobegintep:=tep+100.0;x:=saha(tep,nel);writeln(tep,1.0/(1.0+x));end;end.Výsledný graf je na obrázku 7.Úloha 14.15 Nakreslete graf závislosti pom¥ru konentrae vodíku s elektronem, naháze-jíím se na druhé energetiké hladin¥ k elkové konentrai vodíku v závislosti na teplot¥za p°edpokladu termodynamiké rovnováhy. Pro zjednodu²ení p°edpokládejte, ºe konentraeelektron· je ne = 1020m−3. Vysv¥tlete tvar získaného grafu. Jaký záv¥r lze u£init pro £áryBalmerovy série vodíku?�e²ení: Vyuºijeme výsledku p°edházejíího p°íkladu (14.14) pro výpo£et relativníhozastoupení neutrálního vodíku. Pro výpo£et podílu konentrae vodíku na druhé hladin¥k elkovému mnoºství neutrálního vodíku vyuºijeme Boltzmannovy rovnie
NB

NA
=

gB

gA
e−χAB/kT ,95
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end;begintep:=1000;nel:=1.0e20;gh:=2.0;n:=2.0;g2:=2.0*n*n;for i:=1 to 200 dobegintep:=tep+100.0;x:=saha(tep,nel);x2:=g2/gh*exp(-ex*enab/bolk/tep*(1.0-1.0/n/n));writeln(tep,x2/(1.0+x));end;end.ve kterém jsme vyuºili funki saha z p°edházejíího p°íkladu.
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T [K]Obrázek 8: Graf teplotní závislosti relativní konentrae atom· vodíku na druhé energetikéhladin¥ na teplot¥.Tvar k°ivky je dán jednak tím, ºe s rostouí teplotou roste podíl exitovanýh atom·vodíku k atom·m v základním stavu. Proto k°ivka pro nízké teploty zprvu roste. Pro vy²²íteploty se za£íná vodík ionizovat, ubývá elkového mnoºství atom· vodíku v základním stavua tedy i podíl atom· vodíku na druhé hladin¥ klesá.Balmerovy £áry vznikají p°ehody mezi hladinou s kvantovým £íslem 2 a vy²²ími hladi-nami. Proto jsou za dané elektronové konentrae nejvýrazn¥j²í práv¥ pro teplotu T ∼= 9800K.97



14 PO�ÍTA�OVÉ ÚLOHYÚloha 14.16 Intenzita vyházejíí z izotermiké vrstvy naházejíí se v lokální termodyna-miké rovnováze je dána p°esným °e²ením rovnie p°enosu zá°ení
Iλ = Iλ(0)e−τ0 +

∫ τ0

0

Bλ(T (τ))e−(τ−τ0)dτ,kde Iλ(0) je dopadajíí intenzita zá°ení v bod¥ s nulovou optikou hloubkou τ = 0, τ0 jeoptiká hloubka vrstvy a Bλ(T (τ)) Plankova funke. V p°ípad¥ zmi¬ované izotermiké vrstvylze Plankovu funki vytknout p°ed integrál a provést integrai,
Iλ = Iλ(0)e−τ0 + Bλ(T )(1 − e−τ0)Zvolte Bλ(T ) = 2B0 a nakreslete závislost vystupujíí intenzity na optiké tlou²´e vrstvy prohodnoty dopadajíí intenzity zá°ení Iλ(0) = 0, 1B0, 2B0, 3B0. Diskutujte získané výsledky. Coplatí pro optiky tenkou vrstvu (τ0 ≪ 1) a pro optiky tlustou vrstvu (τ0 ≫ 1)?�e²ení: Pro výpo£et závislosti vystupujíí intenzity na tlou²´e vrstvy je moºné pouºítnásledujíí program:program izotv;var i: integer;b,tau,int,i0: double;beginb:=2.0;i0:=3.0;for i:=1 to 100 dobegintau:=(i-1)/10.0;int:=i0*exp(-tau)+b*(1.0-exp(-tau));writeln(tau,int);end;end.Nejprve diskutujme p°ípad, kdy na vrstvu nedopadá ºádné zá°ení (Iλ(0) = 0, viz. obr. 9). Jepatrné, ºe pro optiky tenké vrstvy je intenzita zá°ení závislá na optiké hloube lineárn¥, prorostouí optiké hloubky vrstvy se blíºí k Plankov¥ funki. Oben¥, pro libovolnou intenzitudopadajíího zá°ení platí, ºe intenzita vystupujíího zá°ení pro p°ípad optiky tenké vrstvy jep°ibliºn¥ rovna intenzit¥ dopadajíího zá°ení. P°íkladem optiky tenkýh prost°edí mohou býtnap°íklad n¥které hv¥zdné v¥try. Naopak, pro optiky tlustá prost°edí intenzita vystupujííhozá°ení se blíºí Plankov¥ funki, nezávisí tedy na intenzit¥ dopadajíího zá°ení a na optikéhloube vrstvy. P°íkladem optiky tlustého prost°edí m·ºe být slune£ní atmosféra v £á°e Hα.Úloha 14.17 P°edpokládejte, ºe nad povrhem hv¥zdy, který zá°í jako £erné t¥leso o teplot¥

Tp = 5 780K se nahází vrstva s optikou hloubkou τ = 1 ve stavu lokální termodynamikérovnováhy. V pozorované oblasti spektra hv¥zdy se nahází atomární £ára, která má st°ed na98



0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

0 1 2 3 4 5

I λ
/B

0

τ

Iλ(0)=3B0

Iλ(0)=2B0

Iλ(0)=1B0

Iλ(0)=0

Obrázek 9: Závislost intenzity vyzá°ené vrstvou na její optiké hloube pro r·zné hodnotydopadajíí intenzity.vlnové déle λ0 = 500nm. S vyuºitím výsledku p°edházejíího p°íkladu vypo£t¥te pozorova-nou relativní intenzitu v závislosti na vlnové déle (vyjád°ené v násobíh Dopplerovské ²í°ky£áry ∆λD) v p°ípad¥, ºe teplota vrstvy je a) Tv = 5 000K, b) Tv = 7 000K, ) Tv = Tp. P°itompoloºte zdrojovou funki S(λ0,T ) = V (a,v)B(λ,Tv), kde V (a,v) je tzv. Voigtova funke s para-metry v = (λ−λ0)/∆λD a parametrem a, harakterizujíím Lorentzovské roz²í°ení £áry (zvoltenap°. a = 1). Voigtovu funki aproximujte vztahem V (a,v) ∼= 1√
π

(

exp(−v2) + a√
π(v2+a2)

). Vy-sv¥tlete získané výsledky.�e²ení: Pro intenzitu zá°ení £erného t¥lesa je moºné odvodit vztah
B(λ,T ) =

2hc2

λ5

1ehc/λkT − 1
·Se znalostí p°edházejíího p°íkladu 14.16 je moºné napsat následujíí program, který vypo£ítázá°ení emitované vrstvou:program prof;onst a=1.0;tau0=1.0;ts=5780.0;tl=5000.0;lam0=5000.0e-10;var i,j:integer;i0,u:double;funtion voigt(v,agam:double):double; {Voigtova funke}beginif(abs(v)>8.0) then 99



14 PO�ÍTA�OVÉ ÚLOHYvoigt:=agam/sqrt(pi)/(agam*agam+v*v)/sqrt(pi)elsevoigt:=(exp(-v*v)+agam/sqrt(pi)/(agam*agam+v*v))/sqrt(pi);end;funtion b(tep,lam:double):double;onst h=6.6256e-34; {Plankova konstanta}=2.99792e8; {ryhlost svetla}bolk=1.38054e-23; {Boltzmannova konstanta}var lam5:double;beginlam5:=lam*lam*lam*lam*lam;b:=2.0*h**/lam5/(exp(h*/lam/bolk/tep)-1.0);end;funtion profil(a,tau0,u:double):double;var tau: double;begintau:=tau0*voigt(u,a);profil:=b(ts,lam0)*exp(-tau)+b(tl,lam0)*(1.0-exp(-tau));end;beginu:=-10.0;i0:=profil(a,tau0,u);for i:=0 to 2000 dobeginu:=u+0.01;writeln(u,profil(a,tau0,u)/i0);end;end.Na obrázku 10 jsou nakresleny pro�ly £ar, získané uvedeným programem. Jednotlivýmp°ípad·m uvedeným v zadání se budeme v¥novat podrobn¥ji. Oben¥ v²ak platí (viz. výsle-dek p°edházejíího p°íkladu 14.16), ºe v entru £áry, kde je optiká hloubka vrstvy vysoká, sepozorovaná intenzita blíºí Plankov¥ funki s teplotou rovnou teplot¥ vrstvy. Naopak v k°íd-leh £áry, kde je optiká hloubka vrstvy nízká, se pozorovaná intenzita blíºí Plankov¥ funkis teplotou rovnou teplot¥ dopadajíího zá°ení. Tento poznatek je také klí£em k pohopení jed-notlivýh p°ípad·. V p°ípad¥ a), kdy je teplota vrstvy niº²í neº teplota dopadajíího zá°ení,je také hodnota Plankovy funke v entru £áry niº²í, neº hodnota Plankovy funke dopa-dajíího zá°ení a my pozorujeme absorp£ní £áry. Tento model je moºné pouºít pro vysv¥tlenívzniku absorp£níh £ar nap°. ve viditelném spektru Slune. Opa£ný jev nastává v p°ípad¥ b),kdy je teplota vrstvy vy²²í neº teplota dopadajíího zá°ení. Tento model popisuje vznik emis-100
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Obrázek 10: Pro�ly £ar vyza°ované vrstvou naházejíí se v lokální termodynamiké rovnovázepro r·zné teploty látky.níh £ar. V p°ípad¥ ), kdy je teplota vrstvy rovna teplot¥ dopadajíího zá°ení se vrstva spolus okolním zá°ením nahází ve stavu termodynamiké rovnováhy a ºádné £áry nepozorujeme.Úloha 14.18 Pro situai popsanou v p°edházejíím p°íklad¥ nakreslete závislost ekvivalentní²í°ky £áry na optiké hloube £áry.�e²ení: Pro výpo£et ekvivalentní ²í°ky £áry v závislosti na její optiké hloube, je moºnévyuºít následujíí program:program krivrust;onst taumin=0.5;taumax=100.0;ntau=300;nlam=200;u0=-800.0;a=1.0;ts=5780.0;tl=5000.0;lam0=5000.0e-10;var x,gam: double;i,j:integer;tau0,w,it,i0,u,dltau,dlam:double;begintau0:=taumin;dltau:=exp((ln(taumax)-ln(taumin))/(ntau-1));dlam:=2.0*abs(u0)/nlam;for j:=0 to ntau do 101



14 PO�ÍTA�OVÉ ÚLOHYbeginu:=u0;i0:=profil(a,tau0,u);w:=0;for i:=0 to nlam dobeginit:=(i0-profil(a,tau0,u))/i0;u:=u+dlam;if(i>0) and (i<nlam) thenw:=w+itelsew:=w+0.5*it;end;w:=w*dlam;writeln(tau0,' ',w);tau0:=tau0*dltau;end;end.
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τ0Obrázek 11: Závislost ekvivalentní ²í°ky £áry na optiké hloube £áry.Funke voigt, b a profil zde nevypisujeme, v²ehny je moºné p°evzít z p°edházejííúlohy 14.16. Graf, který byl získán uvedeným programem, je na obr. 11.14.7 Dvojhv¥zdyÚloha 14.19 Hv¥zdy s hmotnostmi M1 = 0,5 M⊙ a M2 = 2,0 M⊙ obíhají po kruhovýhdraháh kolem spole£ného hmotného st°edu. Sou£et poloos obou drah je a = 2·0AU, inklina£níúhel i = π/6. Nakreslete k°ivku radiálníh ryhlostí.102



�e²ení: Vzájemná ryhlost obou hv¥zd je dána vztahem v2 = G(M1+M2)/a, pro radiálníryhlost první hv¥zdy platí vr1 = − sin i sin θµv/M1, kde θ je úhel mezi p°ímkou spojujííhv¥zdy a sm¥rem k pozorovateli. Pro vykreslení k°ivky radiálníh ryhlostí na obr. 12 lzepouºít následujíí program:
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Obrázek 12: K°ivka radiálníh ryhlostíprogram radryh;onst au=1.496e11;ms=1.989e30;a=2.0*au;m1=0.5*ms;m2=2.0*ms;i=pi/6.0;ntheta=1000;g=6.67e-11;rok=60.0*60.0*24.0*365.0;var si,theta,v,v1,v2,mu,p,t:double;j:integer;beginsi:=sin(i);mu:=m1*m2/(m1+m2);p:=2.0*pi*sqrt(a*a*a/g/(m1+m2));for j:=0 to ntheta dobegintheta:=2.0*pi*j/ntheta;v:=sqrt(g*(m1+m2)/a);v1:=-v*mu/m1*sin(theta)*si; 103



14 PO�ÍTA�OVÉ ÚLOHYv2:=v*mu/m2*sin(theta)*si;t:=j/ntheta*p/rok;writeln(t,' ',v1,' ',v2);end;end.Úloha 14.20 Nakreslete graf Roheova poteniálu v rovin¥ ob¥hu sloºek pro dvojhv¥zdus hmotností sloºek M1 = 0,85 M⊙, M2 = 0,17 M⊙ se vzdáleností st°ed· hv¥zd a. Na základ¥výsledk· diskutujte povahu Lagrangeovýh bod·.�e²ení: Poteniál Φ = −GM1

r1
− GM2

r2
− s2ω2

2
, kde s je vzdálenost od osy rotae, vyjád°ímev bezrozm¥rnýh veli£ináh, Φ

G(M1+M2)/a
= − M1

M1+M2

a
r1
− M2

M1+M2

a
r2
− 1

2
s2

a2 . Pro vykreslení m·ºemenap°íklad v programu Gnuplot pouºít následujíí skript:m1=0.85m2=0.17x1=m2/(m1+m2)x2=m1/(m1+m2)mos(a,b)=a/br1(x,y)=(x1*x1+x*x+y*y+2*x1*(x*x+y*y)**0.5*mos(x,(x*x+y*y)**0.5))**0.5r2(x,y)=(x2*x2+x*x+y*y-2*x2*(x*x+y*y)**0.5*mos(x,(x*x+y*y)**0.5))**0.5splot -(m1/r1(x,y)+m2/r2(x,y)+0.5*(m1+m2)*(x*x+y*y))/(m1+m2)
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Obrázek 13: Pr·b¥h poteniální energie v okolí dvojhv¥zdy, znázorn¥ný ve vztaºné soustav¥korotujíí s dvojhv¥zdou. 104



Výsledek je na obrázku 13. Lagrangeovy body L1, L2 a L3 jsou sedlovými body poteniálu,v Lagrangeovýh bodeh L4 a L5 dosahuje poteniál svého maxima.Úloha 14.21 V p°ípad¥, ºe v dvojhv¥zd¥ p°etéká hmota, je moºné ryhlost p°enosu odhadnoutvztahem Ṁ = ρvA, kde ρ je hustota látky která p°etéká z hv¥zdy o polom¥ru R na druhouhv¥zdu pr·°ezem o plo²e A. Odhadneme-li plohu jako A ∼= πRd, kde d je tlou²´ka vrstvy,která p°esahuje Roheovu plohu a ryhlost v poloºíme rovnu tepelné ryhlosti, pak ryhlostp°enosu hmoty je moºné odhadnout
Ṁ ∼= πRdρ

(

3kT

mH )1/2

,kde k je Boltzmannova konstanta, T je teplota a mH je hmotnost atomu vodíku. Pomoíprogramu STATSTAR vypo£t¥te závislost Ṁ na d pro hv¥zdu o slune£ní hmotnosti (viz. p°í-klad 14.8).�e²ení: Pro výpo£et závislosti ryhlosti p°enosu hmoty Ṁ na tlou²´e vrstvy hv¥zdy,která p°esahuje Roheovu plohu, je moºné pouºít následujíí program, který na£ítá modelatmosféry (bez hlavi£ky) vypo£tený programem STATSTAR:
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d/RObrázek 14: Ryhlost p°enosu hmoty ve dvojhv¥zd¥program phmot;onst rhv=7.11e8; {polomer hvezdy}rgs=0.01; {prepoet CGS}rhogs=1000.0; {prepoet CGS}ms=1.989e30; {hmotnost Slune}bolk=1.38054e-23; {Boltzmannova konstanta}mh=1.6735e-27; {hmotnost atomu vodiku}105



14 PO�ÍTA�OVÉ ÚLOHYvar dm,r,qm,lr,t,p,rho: double;i: integer;beginfor i:=1 to 424 dobeginreadln(r,qm,lr,t,p,rho);dm:=pi*rhv*(rhv-r*rgs)*rho*rhogs*sqrt(3.0*bolk*t/mh);writeln(1.0-r*rgs/rhv,dm/ms);end;end.14.8 Prom¥nné hv¥zdyÚloha 14.22 Zjist¥te periodu hv¥zdy CQ UMa.�e²ení: Na adrese http://adsabs.harvard.edu zvolíme "Searh", "Astronomy and As-trophysis Searh" a jako "Objet name" zadáme "CQ UMa". Zvolíme hledání, "Send Query".Podle názvu zvolíme £lánek, který se týká hledání periody, získáme jeho pdf verzi a vy-hledáme ur£enou periodu. Nap°íklad v £lánku Improvement of the Period of CQ UMa au-tor· Jozefa �iº¬ovského a Zde¬ka Mikulá²ka (IBVS, £íslo 4259, strana 1) nalezneme periodu
2,4499141 ± 0,0000038 dne.Úloha 14.23 Nakreslete sv¥telnou k°ivku zákrytové dvojhv¥zdy GG Lup.�e²ení: Na adrese http://ds.u-strasbg.fr zvolíme "Catalogs", zadáme hledání"GG Lup" a zvolíme £lánek Clausen a kol. 1993, Astron. Astrophys. Suppl. Ser. 101, 563(nap°íklad volba FTP). Získáme soubor table1, pomoí n¥hoº nakreslíme sv¥telnou k°ivku.
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14.9 Pozdní stadia vývoje hv¥zd, novy, supernovyÚloha 14.24 Pro teplotu akre£ního disku platí vztah
T =

(

3GMṀ

8πσR3
S

)1/4
(

RS

r

)3/4
[

1 −
(

RS

r

)1/2
]1/4

·Nakreslete pr·b¥h teploty v disku a pomoí Wienova zákona vlnovou délku, na které plynvyzá°í nejvíe energie pro £ernou díru A0620-00, která je sloºkou dvojhv¥zdy, s hmotností
3,82 M⊙. Ve vztahu RS = 2GM/c2 je Shwarzshild·v polom¥r, σ konstanta Stefanova-Boltzmannova zákona. Graf nakreslete pro polom¥r r > 3RS, nad kterým v p°ípad¥ nerotujíí£erné díry existují stabilní dráhy hmotnýh £ásti.�e²ení: Pro získání graf· 16 a 17 je moºné pouºít následujíí program:
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r/RSObrázek 16: Pr·b¥h teploty v akre£ním diskuprogram disk;onst ms=1.989e30; {hmotnost Slune}m=3.82*ms;g=6.67e-11; {gravitani konstanta}dmdt=1.0d14;sig=5.67051d-8; {konstanta Stefan-Boltzmannova zakona}=2.99792e8; {ryhlost svetla}b=0.0029; {konstanta Wienova zakona}var rs,tdisk,r,dr,ddr,t,mlam: double;i: integer; 107
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r/RSObrázek 17: Vlnová délka získaná z Wienova posunovaího zákonabeginrs:=2.0*g*m//;tdisk:=3.0*g*m*dmdt/8.0/pi/sig/rs/rs/rs;tdisk:=sqrt(sqrt(tdisk));r:=3.0*rs;for i:=1 to 500 dobeginr:=1.015*r;dr:=sqrt(rs/r);ddr:=sqrt(dr);t:=tdisk*ddr*ddr*ddr*sqrt(sqrt(1.0-dr));mlam:=b/t;writeln(r/rs,t,mlam*1.0e9);end;end.14.10 Hv¥zdy a mezihv¥zdná látkaÚloha 14.25 S pomoí katalogu TYCHO nakreslete histogram po£tu hv¥zd na obloze podlejejih pozorované hv¥zdné velikosti. P°edpokládejte, ºe jsou hv¥zdy v prostoru rozloºeny rov-nom¥rn¥ a ºe v²ehny hv¥zdy mají stejnou hv¥zdnou velikost. Spo£t¥te za t¥hto p°edpoklad·rozd¥lovaí funki hv¥zd podle jejih hv¥zdné velikosti a porovnejte se získaným histogramem.Co m·ºeme na základ¥ t¥hto úvah usuzovat o mezihv¥zdné extinki?�e²ení: Na stráne CDS http://dsweb.u-strasbg.fr/ats/Cats.htx, na které jemoºné hledat astronomiké katalogy, zadáme hledání "TYCHO". Zvolíme "I/197A TyhoInput Catalogue, Revised version (Egret+ 1992)", ("VizieR query form"). Pro úsporný výpiszvolíme "Maximum Entries per table" jako "unlimited", "Output layout" jako "tiny asii" a108



za²krtneme výpis pouze poloºky "Vmag". Jako kritérium pro hledání zadáváme nap°. "4+/-0.5" (postupujeme nap°. po elýh magnitudáh). Na základ¥ po£tu nalezenýh hv¥zd získámenásledujíí obrázek 18.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9Obrázek 18: Histogram po£tu hv¥zd podle jejih hv¥zdné velikosti. P°ímka ozna£uje po£ethv¥zd spo£tený za p°edpokladu, ºe je mezihv¥zdné z£ervenání zanedbatelné.Po£et hv¥zd N v kouli o polom¥ru r je úm¥rný N ∼ r3. Vzdálenost, do které uvidímehv¥zdy hv¥zdné velikostim, které mají stejnou absolutní hv¥zdnou velikost M je dána vztahem
m − M = 5 log r − 5, kde r je vyjád°eno v parseíh. Po£et hv¥zd je tedy úm¥rný N ∼
100,6(m−M+5), po£et hv¥zd s danou hv¥zdnou velikostí je úm¥rný dN/dm ∼ 100,6m. Tato k°ivkaje nakreslena nep°eru²ovanou £arou v obrázku 18. Slabýh hv¥zd pozorujeme nápadn¥ mén¥,neº by to odpovídalo uvaºovanému modelu, d·vodem je vliv mezihv¥zdné extinke.14.11 Extragalaktiká astronomieÚloha 14.26 Ur£ete zá°ivý výkon aktivní galaxie Cygnus A v rádiovém oboru pomoí zá°i-vého toku uvedeného v tabule, víte-li, ºe galaxie je vzdálena 250Mp.

log ν log Fν log ν log Fν

[Hz] [J ·m−2 · Hz−1℄ [Hz] [J ·m−2 · Hz−1℄
7,0 −21,88 8,7 −22,38
7,3 −21,55 9,0 −22,63
7,7 −21,67 9,3 −22,96
8,0 −21,66 9,7 −23,43
8,3 −22,09 10,0 −23,79�e²ení: Abyhom získali zá°ivý výkon v radiovém oboru, musíme integrovat zá°ivý tokp°es v²ehny frekvene a se£íst tok na kouli o polom¥ru 250Mp. S pouºitím lihob¥ºníkovéhopravidla je moºné napsat následujíí program:109



14 PO�ÍTA�OVÉ ÚLOHYprogram agn;onst nf=10;d=250.0;mp=3.09e22;var nu,nus,f,fs,lr,r: double;i: integer;funtion des(x: double) : double;begindes:=exp(x*ln(10.0));end;beginlr:=0.0;for i:=1 to nf dobeginread(nu,f);nu:=des(nu);f:=des(f);if(i > 0) then lr:=lr+0.5*(fs+f)*(nu-nus);fs:=f;nus:=nu;end;r:=d*mp;lr:=4.0*pi*r*r*lr;writeln(lr);end.Zá°ivý výkon galaxie Cygnus A v rádiovém oboru je 9 1037 J · s−1, oº je o ²est °ád· víe,neº je zá°ivý výkon galaxie M31 v rádiové oblasti a asi desetkrát víe neº zá°ivý výkon na²íGalaxie ve v²eh oboreh elektromagnetikého spektra.Úloha 14.27 Nalezn¥te £lánek autor· Penziase a Wilsona, za který jim byla ud¥lena Nobelovaena.�e²ení: Na adrese http://adsabs.harvard.edu zvolíme "Searh", "Astronomy and As-trophysis Searh" a jako autory (na kaºdý °ádek jednoho) napí²eme Penzias a Wilson, za-²krtn¥te AND, klepneme na "Send Query". Hledaným £lánkem je A Measurement of ExessAntenna Temperature at 4080 M/s (Astrophysial Journal, £íslo 142, strana 419). Kliknutímna odkaz vybraného £lánku pak získáte jeho abstrakt, je moºné získat p°ímo samotný £lánek.Úloha 14.28 Pomoí vzáleností galaxií a jejih radiálníh galaxií uvedenýh v £lánkuW. A. Fre-edman a kol., Astrophysial Journal, £íslo 553, strana 47, spo£t¥te hodnotu Hubbleovy kon-stanty. 110



�e²ení: �lánek získáme nap°íklad na adrese http://adsabs.harvard.edu. Z tabulky 4tohoto £lánku p°evezmeme vzdálenosti galaxiíDZ , z tabulky 5 jejih radiální ryhlosti (VShapley).Získanými daty proloºíme p°ímku a spo£teme hodnotu Hubbleovy konstanty
H = 77 ± 4 km · s−1 ·Mp−1
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15 Astronomiké a fyzikální konstanty, p°evody a zákonyV¥t²ina konstant je zaokrouhlena na 3 platná místa.Základní harakteristiky Slune:Hmotnost M⊙ 1,99 · 1030 kgPolom¥r R⊙ 6,96 · 108 mZá°ivý výkon L⊙ 3,86 · 1026 W
Mbol 4,75mag
mbol −26,85magSolární konstanta K 1,37 · 103W ·m−2St°ední vzdálenost od Zem¥ AU 1,496 · 1011 m

1 p = 3,086 · 1016 m
1 rad = 206 265′′

1 rok = 3,156 · 107 s
1 Jy = 10−26 W ·m−2 · Hz−1Zá°ivý výkon hv¥zdy L = 4πR2σT 4ef.Vztah hmotnost � zá°ivý výkon pro hv¥zdy HP L ∼ µ4

κ
M3.Rovnie hydrostatiké rovnováhy dPdr = −G

Mρ

r2
.Teplotní gradient p°i p°enosu zá°ením dTdr = − 3κLr

64πσr2T 3
ρ.Podmínka konveke dTdr >

γ − 1

γ

T

P

dPdr .Eddingtonova limita zá°ivého výkonu LEd =
4πcGM

κ
.Optiká hloubka τλ =

∫ s

0

κλ1ρds.III. Kepler·v zákon a3

T 2
=

G

4π2
(M1 + M2).Zm¥na ob¥ºné doby p°i p°enosu hmoty u dvojhv¥zd 1

T

dTdt = 3
dM1dt M1 − M2

M1M2
.Zá°ivý výkon kosmikého t¥lesa p°i akrei hmoty L ∼= G

M

R

dMdt .Maximální hodnota teploty disku p°i akrei Tmax = 0,488

(

3GM dMdt

8πσR3

)
1
4 .Gravita£ní rudý posuv z =

∆λ

λ
=

GM

c2R
.Podmínka degenerae K1ρ

5
3 ≥ AρT

µ
.Zá°ivý výkon pulsaru L =

8

5
π2MR2P−3dPdt . 112



Disperzní míra DM =

∫ d

0

nedl.Jeansova kritiká hmotnost MJ
∼=
(

5kT

GµmH) 3
2
(

3

4πρ0

)
1
2 .Polom¥r Strömgrenovy oblasti rS

∼=
(

3Nf

4πα

)
1
3

n
− 2

3H .Relativistiká ryhlost vzdalování v = c
(1 + z)2 − 1

(1 + z)2 + 1
.Kritiká hodnota hustoty ρk =

3

8

H2

πG
.Hubble·v zákon v = Hr.
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15 ASTRONOMICKÉ A FYZIKÁLNÍ KONSTANTY, P�EVODY A ZÁKONYFyzikální konstanty a zákony:Wien·v posunovaí zákon λmaxT = b.Energetiké hladiny atomu vodíku En = − me4

8ǫ2
0h

2

1

n2
.Spektrální rozli²ovaí shopnost R = mN =

λ

∆λ
.�í°ka spektrální £áry p°i teplotním roz²í°ení ∆λ =
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− 1,48.Gravita£ní poteniální energie sférikého t¥lesa Ep = −3
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G
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R
.Viriálová v¥ta pro gravita£n¥ vázané soustavy 2〈Ek〉 + 〈Ep〉 = 0.Plankova konst. h = 6,63 · 10−34 J·sRyhlost sv¥tla ve vakuu c = 2,99 · 108 m · s−1Gravita£ní konst. G = 6,67 · 10−11 N · m2 · kg−2Boltzmannova konst. k = 1,38 · 10−23 J ·K−1Stefanova-Boltzmannova konst. σ = 5,67 · 10−8 W ·m−2 · K−4Konstanta Wienova posunavaího zákona b = 2,89 · 10−3m ·KPlynová konstanta R = 8,31 · 103 J · kg−1 ·K−1Hmotnost elektronu me = 9,11 · 10−31 kgHmotnost protonu mp = 1,67 · 10−27 kgHmotnost neutronu mn = 1,67 · 10−27 kgAtomová hmotnostní jednotka u = 1,66 · 10−27 kgHubbleova konstanta H = 75 km · s−1 · Mpc−1

1 eV = 1,60 · 10−19 J
1 eV = 1,60 · 10−12 erg
1 Pa = 10 dyn · cm−2

mH = 1,67352 · 10−24 g
σT = 6,6524 · 10−25 cm−2

114



Literatura[1℄ Böhm � Vitense, E.: Introdution to Stellar Astrophysis. Cambridge University Press,Cambridge 1992.[2℄ Bowers, R., Deeming, T.: Astrophysis I � Stars, II � Interstellar Matter and Galaxies.Jones and Bartlett Publishers. Boston 1984.[3℄ Bradt, H.: Astronomy Methods. Cambridge University Press, Cambridge 2009.[4℄ Carroll, B. W., Ostlie, D. A.: An Introdution to Modern Astrophysis. Addison � WesleyPublishing Company, In. Reading, Massahusetts, 1996.[5℄ Cox, A. N.: Allen's Astrophysial Quantities. Springer Verlag, New York 2000.[6℄ Dagaev, M. M.: Sbornik zada£ po astrononomii. Prosv¥²£enije, Moskva 1980.[7℄ Gray, D. F.: The Observation and Analysis of Stellar Photospheres. John Wiley andSons, London 1993.[8℄ Harwit, M.: Astrophysial Conepts. Springer, New York 1998.[9℄ Hildith, R. W.: An Introdution to Close Binary Stars. Cambridge University Press,Cambridge 2001.[10℄ Ivanov, V. V, Krivov, A. V., Denisenkov, P. A.: The Paradoxial Universe. Peterburg1998.[11℄ Kozel, S. M., Ra²ba, E. I., Slavatinskij, S. A.: Sbornik zada£ po �zike. Nauka, Moskva1987.[12℄ Kutner, M. L.: Astronomy: A Physial Perspetive. Cambridge University Press,Cambridge 2009.[13℄ Lang, K. R.: Astrophysial Formulae. Springer Verlag, Berlin 1974.[14℄ Le Blan, F.: An Introdution to Stellar Astrophysis. John Wiley and Sons, Ltd., Chi-hester 2010.[15℄ Martynov, D. J., Lipunov, V.M.: Sbornik zada£ po astro�zike. Nauka, Moskva 1986.[16℄ Mikulá²ek, Z.: Sbírka úloh z fyziky hv¥zd. http://www.hvezdarna.z[17℄ Murray, C. D., Dermott, S. F.: Solar System Dynamis. Cambridge University Press,Cambridge 2009.[18℄ Phillips, A.C.: The Physis of Stars. John Wiley & Sons, New York 1999.[19℄ Prialnik, D.: An Introdution to the Theory of Stellar Struture and Evolution.Cambridge University Press, Cambridge 2000.[20℄ Rutten, R. J.: Radiative Transfer in Stellar Atmospheres. Sterrekunding Instituut,Utreht 1999. 115



LITERATURA[21℄ Shrijver, H.: The Hipparos and Tyho Catalogues. Volume 5 � 11. ESA PubliationsDivision, Noordwijk 1997.[22℄ Sobolev, V.V.: Kurs t¥oreti£eskoj astro�ziki. Nauka, Moskva 1985.[23℄ Swihart, T. L.: Basi Physis of Stellar Atmospheres. Pahart Publishing House, Tuson1971.[24℄ Unsöld, A., Bashek, B.: The New Cosmos, Springer Verlag, Berlin 2001.[25℄ Zeilik, M., Gregory, S. A.: Introdutory Astronomy and Astrophysis. Sanders CollegePublishing, Fort Worth 1998.[26℄ Zombek, M. V.: Handbook of Spae Astronomy and Astrophysis. Cambridge UniversityPress, Cambridge 1990. http://ads.harvard.edu/books/hsaa/[27℄ www.jyu.fi/ipho[28℄ www.issp.a.ru/iao/russia/2004/agr04.html

116


