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1. Pøedmluva

Poèítaèe hrají ve fyzice a matematice dùle¾itou roli ji¾ od svého vzniku. V po-
èátcích se vyu¾ívala pøedev¹ím jejich schopnost rychlých numerických výpo-
ètù, ale se stále se zdokonalujícím technickým a softwarovým zázemím jsou
nasazovány na stále slo¾itìj¹í úkoly, èím¾ podstatnì ulehèují práci v mnoha
oborech lidské èinnosti. Ve fyzice jsou v souèasnosti nasazovány jak v ex-
perimentální, tak i v teoretické oblasti. V experimentální fyzice se pou¾ívají
k øízení celého pokusu (napø. u experimentù provádìných ve ¹výcarském
CERNu) a jeho následného statistického zpracování. V teoretické fyzice mají
své místo jak numerické, tak i symbolické výpoèty, které umo¾òují kromì zá-
kladních matematických operací také operace derivování, integrování apod.,
pøièem¾ se pracuje s abstraktními symboly. Je to dáno tím, ¾e mnoho abs-
traktních výpoètù spoèívá v úpravách výrazù na jiné prostøednictvím jedno-
znaènì pøedepsaných postupù. Tyto èinnosti se v¹ak dají velice dobøe algo-
ritmizovat a poèítaè, pracující podle programu, pak prakticky nemù¾e udìlat
chybu.

Diplomová práce je zamìøena na vytvoøení programu pro optimalizaci
Petrovovy klasi�kace prostoroèasù. K vyøe¹ení tohoto úkolu byl vybrán soft-
warový produktMaple V release 4, který patøí spolu s programemMathematica
k souèasným ¹pièkám v oblasti symbolických výpoètù. Jeho velkou pøed-
ností je programovatelnost, pøi ní¾ lze vyu¾ít ji¾ nade�nované funkce a pro-
cedury. Tìchto vlastností je v práci maximálnì vyu¾ito, aby byly nové pro-
cedury co nejefektivnìj¹í a tedy i dostateènì rychlé.

Diplomová práce mìla být doplnìním práce Ale¹e Michálka, který na-
programoval modul pro práci s tenzorovými objekty pod Maple V release 3.
Tento modul je v¹ak s verzí 4 nekompatibilní, a proto je na nìm pøedklá-
daná práce nezávislá (vyu¾ívá standardního mapleovského balíku pro práci
s tenzory, který nebyl ve star¹í verzi pøítomen).

Hlavní text práce je rozdìlen na dvì èásti. V první je vylo¾ena nejnutnìj¹í
èást teorie k pochopení celého problému a ve druhé jsou uvedeny progra-
mové procedury, potøebné k výpoètu Petrovovy klasi�kace metrik.
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2.1. Základní pojmy

Základní vlastností a klíèem k pochopení podstaty gravitace je univerzálnost.
Oznaèujeme tím tu vlastnost, ¾e v¹echna tìlesa padají v gravitaèním poli se
stejným zrychlením, nezávisle na svém slo¾ení a hmotnosti. Tento fakt byl
znám ji¾ od doby Galilea, ale teprve Albert Einstein pochopil, ¾e je to ta
nejdùle¾itìj¹í vlastnost gravitace, vyvodil z toho fyzikální dùsledky a v letech
1908{1915 tak vybudoval obecnou teorii relativity (OTR), která je dodnes
tou nejlep¹í teorií gravitace. Einstein zobecnil univerzálnost gravitaèního pù-
sobení na v¹echny fyzikální jevy v principu ekvivalence, který je základním
kamenem obecné teorie relativity. Tento princip nám øíká, ¾e gravitaèní pole
je pro v¹echny fyzikální dìje v ka¾dém místì lokálnì ekvivalentní situaci, kdy není
¾ádné gravitaèní pole, ale vzta¾ná soustava se v tomto bodì pohybuje s pøíslu¹ným
zrychlením (tj. je neinerciální).

Jinýmy slovy, obecná teorie relativity je schopna popsat fyzikální jevy v li-
bovolné vzta¾né soustavì (speciální teorie relativity (STR) platí pro inerci-
ální vzta¾né soustavy (IVS)). Dal¹í analýzou dostáváme, ¾e v libovolném gra-
vitaèním poli lze zavést øadu lokálnì inerciálních vzta¾ných soustav (v ka¾-
dém bodì) v nich¾ je stav beztí¾e a v¹echny fyzikální dìje v nich probíhají
lokálnì podle zákonù STR bez gravitace. Ve skuteèném (nehomogenním)
gravitaèním poli v¹ak obecnì nelze spojit jednotlivé IVS v jednu globální
inerciální soustavu { prostoroèas není rovinný, ale zakøivený. Univerzálnost
gravitaèního pùsobení vyjádøená v principu ekvivalence tak vede k souvis-
losti mezi gravitací a geometrií.

2.1. Základní pojmy
Cílem této kapitoly je struèný výklad potøebných vztahù a velièin nut-

ných k popisu Petrovovy klasi�kace prostoroèasù. V¹echny zde uvedené
vztahy jsou pøevzaty z knihy Matematická teorie èerných dìr od S. Chandra-
sekhara [5]. Detailnìj¹í popis matematického aparátu OTR nalezne ètenáø
napø. v [3], [6], [7].

Diferencovatelná varieta

Popisem vlastností Riemannova prostoroèasu se zabývá matematická dis-
ciplína diferenciální geometrie. Základním objektem je diferencovatelná va-
rieta. Ne¾ se ale pøistoupí k její de�nici, je nutné nade�novat pojmy diferen-
covatelný atlas a lokální soustava souøadnic.
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2. Matematické základy

Nech» n je pøirozené èíslo, mno¾ina N nech» je sjednocením v¹ech svých
podmno¾in Vi,i∈I, tj. N =∪i∈IVi, a nech» ∃∀Vi vzájemnì jednoznaèné
zobrazení ϕi mno¾iny Vi na otevøenou mno¾inu Ui⊂Rn. Nech» je pro
∀i,j∈I mno¾ina ϕi(Vi∩Vj) otevøená a zobrazení ϕj◦ϕ−1

i diferencova-
telné zobrazení této mno¾iny na mno¾inu ϕj(Vi∩Vj). Pak je na N dána
diferencovatelná struktura a systém {(Vi,ϕi)}i∈I je diferencovatelný atlas.
Ka¾dá dvojice (Vi,ϕi),i∈I je mapa tohoto atlasu. Vi je souøadnicové okolí
a zobrazení ϕi lokální soustava souøadnic na Vi.

N je Hausdor�ùv prostor, jestli¾e ke ∀A,B∈N ; A 6=B, ∃U,V ⊂N

(M , N jsou otevøené mno¾iny) tak, ¾e A∈U, B∈V, U∩V =0. Jinými
slovy, je mo¾né libovolné dva body oddìlit otevøenými mno¾inami.

Nyní se koneènì dostáváme k de�nici variety: diferencovatelná varieta
je prostor N s diferencovatelnou strukturou a spoèetnou bází, který je
Hausdor�ùv. Dimenze variety je n. Spoèetnou bází se myslí fakt, ¾e z atlasu
variety lze vybrat koneèný systém map, které pokrývají celý prostor N .

Tečné vektory

K zavedení tenzorù je nutné nade�novat teèný a duální prostor. Teèný
prostor nade�nujeme pomocí teèných vektorù.

Teèný vektor u variety N v bodì A∈V je operátor, který ka¾dé dife-
rencovatelné funkci f na N pøiøadí èíslo uf , které je v souøadnicích dáno
vztahem

uf =
∂f(a1, . . . , an)

∂xi
u

i
,

kde [a1,...,an]=ϕ(A) jsou souøadnice bodu A a u1,...,un jsou reálná
èísla, nezávislá na f . Èíslo uf je derivace funkce f podle vektoru u. V¹echny
teèné vektory variety N v bodì A tvoøí teèný prostor, který oznaèujeme
TAN .

Pro u platí, ¾e u=ui∂/∂xi a pro dvì diferencovatelné funkce f,h

v bodì A platí

u(f +h)=uf +uh,

u(fh)=(uf)h+f(uh).
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2.1. Základní pojmy

1-formy

1-forma ω v bodì A variety N je lineární zobrazení teèného prostoru
TAN na mno¾inu reálných èísel

ω : TAN → R
1
.

Jinak øeèeno, libovolnému teènému vektoru v bodì A pøiøazuje 1-forma ω

èíslo ω(X), co¾ se zapisuje vztahem

ω(X) = 〈ω, X〉.

1-formy splòují vlastnosti vektorového prostoru

〈ω,αX+βY 〉=α〈ω,X〉+β〈ω,X〉,
(αω)(X)=α〈ω,X〉,

(ω+π)(X)=〈ω,X〉+〈π,X〉.

pro libovolný teèný vektor X∈TAN a libovolná reálná èísla α,β; ω,π {
dvì 1-formy. Jeliko¾ 1-formy splòují tyto vlastnosti, tvoøí vektorový prostor
T ∗

AN , který se nazývá duální prostor k TAN . 1-formám se také øíká kovari-
antní vektory.

Tenzory a tenzorové operace

Tenzor je jedním z nejdùle¾itìj¹ích matematických objektù v OTR. Je
mo¾né ho nade�novat nìkolika zpùsoby. V obecné relativitì se v¹ak vychází
z pojmu diferencovatelná varieta, na ní¾ se zavede teèný prostor, k nìmu
odpovídající duální prostor forem a pomocí nich se de�nuje tenzor [5], [6].

Tenzor T typu (r,s) nebo stupnì (r+s) v bodì A je element souèinu
prostorù

TA(r, s) = TA⊗···⊗TA| {z }
r

⊗T
∗
A⊗···⊗T

∗
A| {z }

s

,

který zobrazuje libovolnou uspoøádanou mno¾inu r 1-forem a s vek-
torù (σ1,...,σr;v1,...,vs) v bodì A na reálné èíslo. Tenzor u1⊗···⊗
ur⊗τ1⊗···⊗τ s tedy zobrazuje tuto uspoøádanou mno¾inu na ú¾ení
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2. Matematické základy

〈σ1u1〉...〈σrur〉〈τ1v1〉...〈τ svs〉, pøièem¾ toto zobrazení je lineární v ka¾-
dém argumentu. Pomocí báze {ea}, {ωb} je mo¾né zapsat libovolný tenzor
T typu (r,s) ve tvaru sumy tenzorových souèinù

T = T
a1...ar

b1...bs
ea1 ⊗ . . .⊗ ear ⊗ ω

b1 ⊗ . . .⊗ ω
bs,

kde v¹echny indexy probíhají od 1 do n. Koe�cienty T a1...ar

b1...bs
s kovariantními

indexy b1 ...bs a kontravariantními indexy a1 ...ar se nazývají komponenty
tenzoru T.

Tenzorové pole r-krát kovariantní a s-krát kontravariantní na varietì N je
zobrazení, které ka¾dému bodu X∈N pøiøadí tenzor typu (s,r) na TXN .

Součet tenzorů

Souèet tenzorù je operace, která je de�nována pouze pro tenzory tého¾
typu. Platí T1+T2→T3, kde T1, T2, T3 jsou tenzory typu (r,s). Pro slo¾ky
platí toto pravidlo:

A
α...δ
λ...ν + B

α...δ
λ...ν = C

α...δ
λ...ν ,

pøièem¾ Aα...δ
λ...ν∈T1, Bα...δ

λ...ν∈T2, a Cα...δ
λ...ν∈T3. Je vidìt, ¾e výsledný tenzor je

stejného typu a operace sèítání tenzorù je komutativní.

Násobení skalárem

Jedná se o opreaci T ·T1→T2, kde T1, T2 jsou tenzory typu (r,s) a T je
skalár (tenzor typu (0,0)). Pøi této operaci je ka¾dá slo¾ka tenzoru vynáso-
bena skalárem a nemìní se pøi ní øád tenzoru:

(a)Aα...δ
λ...ν = a · Aα...δ

λ...ν ; a ∈ T, A
α...δ
λ...ν ∈ T1.

Tenzorový součin

Je operace T1⊗T2→T3, pøièem¾ T1 je tenzor typu (r,s), T2 je typu
(u,v) a výsledný tenzor T3 je typu (r+u,s+v). Pro slo¾ky platí vztahy:

A
α...
λ...D

%...
ϕ...=D

%...
ϕ...A

α...
λ..., (komutativita)

A
α...
λ...(D

%...
ϕ...E

ζ...
ξ...)=(Aα...

λ...D
%...
ϕ...)E

ζ...
ξ... , (asociativita)

(Aα...
λ... +B

α...
λ... )D

%...
ϕ...=A

α...
λ...D

%...
ϕ...+B

α...
λ... D

%...
ϕ...,

(distributivita)
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2.2. Relativistické objekty

kde Aα...
λ...∈T1, D%...

ϕ...∈T2. Souèin tenzorù je operace, která mìní øád ten-
zoru.

2.2. Relativistické objekty
V této èásti uvedu základní tenzorové velièiny, které jsou potøebné k za-

vedení Einsteinových gravitaèních rovnic. V celé této kapitole se pou¾ívá sou-
øadnicová báze.

V obecné teorii relativity se pracuje s tenzory na varietì. V konkrétních
fyzikálních pøípadech se pak varietou myslí prostoroèas (napø. tvoøící ná¹
vesmír) pro de�novaný zdroj gravitaèního pole. Podle toho se pak pøíslu¹ná
øe¹ení Einsteinových rovnic dìlí na vnitøní a vnìj¹í øe¹ení.

Geometrie prostoroèasu je urèena pøítomností hmoty, která jej zakøivuje.
Toto zakøivení pak de�nuje vzdálenost mezi body a zpùsob pohybu hmot-
ných tìles v prostoroèase. Vzdálenost je de�nována pomocí intervalu

ds
2 = gij dx

i ⊗ dx
j
.

Symboly dxi jsou lineární formy, které ve fyzikálním smyslu pøedstavují dél-
kový element v pøíslu¹ném souøadném systému, gij je metrický tenzor, kte-
rým je urèena geometrie prostoroèasu. V celé práci se dále uva¾uje signatura
metrického tenzoru rovna−2.

Pro dal¹í poèítání je nutné znát lineární konexi. V OTR se slo¾kám ko-
nexe v souøadnicové bázi øíká Christo�elovy symboly. Tyto slo¾ky se ne-
transformují jako tenzor, proto není lineární konexe tenzorem.

Dal¹í objekty jsou svázány jak s metrikou, tak s lineární konexí. Jsou to
tenzor torze lineární konexe T a Riemannùv tenzor køivosti R, které po-
pisují geometrické vlastnosti konkrétní lineární konexe. Pokud platí T=0,
jedná se o lineární konexi bez torze. Jestli¾e je R=0, pak se jedná o plochou
lineární konexi.

Z Riemannova tenzoru køivosti je pak odvozen Ricciho tenzor, který
vznikne ú¾ením. Ú¾ením Ricciho tenzoru pak dostaneme Ricciho skalární
køivost R.

Dále se de�nuje Einsteinùv tenzor, který tvoøí Einsteinovy rovnice gra-
vitaèního pole a Weylùv tenzor, který pøedstavuje èást Riemannova tenzoru
s nulovou stopou, pou¾ívaný v Petrovovì klasi�kaci metrik.
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2. Matematické základy

Christoffelovy symboly

De�nují se vztahem

Γi
jk =

1

2
g

il

ţ
∂glj

∂xk
+

∂glk

∂xj
− ∂gjk

xl

ű

a jsou tzv. doplnitelnou strukturou, která umo¾òuje zavést pojem kovariantní
derivace, co¾ je derivace vztahující se na zakøivený prostoroèas.

Lieova derivace

Tímto názvem se oznaèuje Lieova závorka [X,Y], na kterou se pohlí¾í
jako na operaci diferencování. Výraz

LXY = [X, Y] = −[Y, X] = −LYX

je Lieova derivace vektoru Y ve smìru vektoru X. V obecném pøípadì je Lie-
ova derivaceLXY tenzorového pole T typu (r,s) opìt tenzor tého¾ typu.

Lieova derivace splòuje následující vlastnosti:
1. Lieova derivace skalárního pole f

LXf = Xf = df(X),

2. Lieova derivace vektorového pole Y

LXY = [X, Y],

3. Lieova derivace tenzorového pole je lineární operátor, jeho¾ pùsobení na
tenzorový souèin se øídí Leibnitzovým pravidlem

LX(S⊗ T) = LXS⊗ T + S⊗ LXT,

kde S, T jsou libovolná tenzorová pole.

Kovariantní derivace

Jeliko¾ obyèejná parciální derivace tenzorù nemá tenzorový charakter
(netransformuje se jako tenzor), je potøeba nalézt takovou kalibraci, která

14



2.2. Relativistické objekty

tuto potí¾ beze zbytku odstraní. Derivace, jejím¾ pùsobením na tenzor do-
staneme objekt tenzorového charakteru, se nazývá kovariantní derivace. Je
de�nována vztahem

T
ij...
kl...;m=

∂T ij...
kl...

∂xm
+Γi

nmT
nj...
kl... +Γj

nmT
in...
kl... +...

−Γn
kmT

ij...
nl...−Γn

lmT
ij...
kn...−... .

Vlastnosti Riemannova a Ricciho tenzoru

Riemannùv tenzor køivosti je de�nován následujícím zpùsobem:

R
j
lnm = Γj

lm,n − Γj
ln,m + Γj

knΓk
lm − Γj

kmΓk
ln,

pøièem¾ je zde zavedeno oznaèení Γj
lm,n=∂Γj

lm/∂xn, které je jen jiným
zpùsobem zápisu parciální derivace.

Nìkteré dùle¾ité vlastnosti:
Rjkmn+Rjmnk+Rjnkm=0,

Rjkmn=Rmnjk,

Rjkmn=−Rkjmn=−Rjknm=Rkjnm.

Ricciho tenzor získáme ú¾ením z Riemannova tenzoru:

Rij = g
kl

Rikjl = g
lk

Rljki = Rji.

Je vidìt, ¾e Ricciho tenzor je symetrický. Ricciho skalár dostaneme ú¾ením
Ricciho tenzoru:

R = g
ij

Rij.

Weylův tenzor

Je de�nován jako èást Riemannova tenzoru køivosti, která má nulovou
stopu. Má tedy stejné vlastnosti symetrie:

Cijkl=Rijkl−
1

2
(gikRjl+gjlRik−gjkRil−gilRjk)+

+
1

6
(gikgjl−gjkgil)R.

15



2. Matematické základy

Riemannùv tenzor má dvacet nezávislých komponent, tenzory Ricciho
a Weylùv mají ka¾dý po deseti nezávislých komponentách.

Einsteinovy rovnice

Einsteinovy gravitaèní rovnice mají následující tvar:

Gij − Λgij = Rij −
1

2
gijR− Λgij = −8πG

c4
Tij,

kde Tij je tenzor energie-hybnosti elektromagnetického pole a Λ je kosmo-
logická konstanta. V dal¹ím textu uva¾ujeme pøípad, kdy Λ=0.

2.3. Formalismus tetrád
Standardní zpùsob øe¹ení úloh v OTR spoèívá v zavedení lokálního sou-

øadnicového systému, pøièem¾ se souøadnice vybírají tak, aby øe¹ení bylo
co nejjednodu¹¹í. Existuje ale také druhý zpùsob øe¹ení, který je zalo¾en na
tom, ¾e se vybere tetrádní báze ze ètyø nezávislých vektorových polí a v¹echny
potøebné velièiny se transformují do této vybrané báze. Dále se sledují rov-
nice, kterým tyto velièiny vyhovují. Tento formalismus se nazývá tetrádní.

Zavedení tetrád

V ka¾dém bodì prostoroèasu zavedeme bázi ze ètyø kontravariantních
vektorù

e
i
(a) (a = 1, 2, 3, 4), (1)

kde index v závorkách èísluje vektory tetrády a nazývá se tetrádním indexem
na rozdíl od tenzorových indexù, které se pí¹í bez závorek. S kontravariant-
ními vektory (1) jsou spjaty kovariantní vztahem

e(a)i = gike
k
(a),

kde velièina gik oznaèuje metrický tenzor. Dále platí vztahy

e
i
(a)e

(b)
i =δ

(b)
(a),

e
i
(a)e

(a)
j =δ

i
j,

e
i
(a)e(b)i=η(a)(b),

16



2.3. Formalismus tetrád

kde η(a)(b) je konstantní symetrická matice. Pøedpokládá se, ¾e vektory ei
(a)

pøedstavují ortonormovanou tetrádu; v tom pøípadì je η(a)(b) diagonální ma-
tice s elementy +1,−1,−1,−1. Dále platí, ¾e

η
(a)(b)

η(b)(c)=δ
(a)
(c) ,

η
(a)(b)

e(a)i=e
(b)
i , η(a)(b)e

(a)
i =e(b)i,

e(a)ie
(a)
j =gij.

Jestli¾e provedeme transformaci vektorového èi tenzorového pole na
tetrádu, dostaneme tetrádní komponenty vektoru èi tenzoru:

A(a)=e(a)jA
j =e

j
(a)Aj,

A
(a)=η

(a)(b)
A(b)=e

(a)
j A

j =e
(a)j

Aj,

A
i=e

i
(a)A

(a)=e
(a)i

A(a),

T(a)(b)=e
i
(a)e

j
(b)Tij =e

i
(a)Ti(b),

Tij =e
(a)
i e

(b)
j T(a)(b)=e

(a)
i T(a)j.

Derivace ve směru a Ricciho koeficienty

Kontravariantní vektory e(a) jako teèné vektory umo¾òují popsat smìrové
derivace

e(a) = e
i
(a)

∂

∂xi
;

zavedeme oznaèení φ,(a)=ei
(a)(∂φ/∂xi)=ei

(a)φ,i, kde φ je libovolné ska-
lární pole. V obecnìj¹ím pøípadì máme

A(a),(b)=e
i
(b)

∂

∂xi
A(a)=e

i
(b)

∂

∂xi
e

j
(a)Aj =

=e
i
(b)∇∂i

h
e

j
(a)Aj

i
=e

i
(b)

h
e

j
(a)Aj;i+Ake

k
(a);i

i
.

Odtud pak dostáváme:

A(a),(b) = e
j
(a)Aj;ie

i
(b) + e(a)k;ie

i
(b)e

k
(c)A

(c)
. (2)
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2. Matematické základy

Zavedeme-li oznaèení γ(c)(a)(b)=ek
(c)e(a)k;ie

i
(b), mù¾eme pøepsat rovnici (2)

do tvaru

A(a),(b) = e
j
(a)Aj;ie

i
(b) + γ(c)(a)(b)A

(c)
. (3)

Velièiny γ(a)(b)(c) se nazývají Ricciho koe�cienty. Tyto koe�cienty jsou antisy-
metrické v prvních dvou indexech:

γ(c)(a)(b) = −γ(a)(c)(b).

Rovnice (3) lze pak pøepsat do tvaru
e

i
(a)Ai;je

j
(b) = A(a),(b) − η

(n)(m)
γ(n)(a)(b)A(m).

K nalezení Ricciho koe�cientù nejsou potøebné kovariantní derivace, tak¾e
není potøeba znát Christo�elovy symboly. Zavedeme-li

λ(a)(b)(c)=e(b)i,j

h
e

i
(a)e

j
(c)−e

j
(a)e

i
(c)

i
=

=
č
e(b)i,j−e(b)j,i

ď
e

i
(a)e

j
(c)

(4)

a zmìníme-li v rovnici (4) obyèejné derivace kovariantními (v dùsledku sy-
metrie a�nních koe�cientù), dostaneme

λ(a)(b)(c) = [e(b)i;j − e(b)j;i]e
i
(a)e

j
(c) = γ(a)(b)(c) − γ(c)(b)(a).

Rozøe¹íme-li tyto rovnice vzhledem ke γ, obdr¾íme vztah

γ(a)(b)(c) =
1

2

č
λ(a)(b)(c) + λ(c)(a)(b) − λ(b)(c)(a)

ď
,

odkud je zøejmé, ¾e k urèení Ricciho koe�cientù je nutné provést pouze
obyèejné derivace. Pro koe�cienty λ dále platí tato symetrie:

λ(a)(b)(c) = −λ(c)(b)(a).

Komutační relace a strukturní koeficienty

Strukturní koe�cienty C
(c)
(a)(b) jsou de�novány pomocí Lieovy závorky bá-

zových vektorù, kterým pøiøazuje teèný vektor podle vztahu
[e(a), e(b)] = C

(c)
(a)(b)e(c). (5)
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2.4. Formalismus Newmana-Penrose

V obecném pøípadì máme 24 rùzných konstant a tyto konstanty jsou an-
tisymetrické v indexech (a) a (b). Strukturní koe�cienty souvisí s Ricciho
koe�cienty vztahem

C
(c)
(a)(b) = γ

(c)
(b)(a) − γ

(c)
(a)(b).

Jestli¾e do rovnic (5) dosadíme místo strukturních konstant Ricciho koe�ci-
enty, dostaneme 24 komutaèních vztahù.

Ricciho identity

Provedeme-li projekci Ricciho identity e(a)i;kl−e(a)i;lk=Rmikle
m
(a) do

tetrádní báze, obdr¾íme vztah pro Riemannùv tenzor v tetrádních slo¾kách:

R(a)(b)(c)(d)=−γ(a)(b)(c),(d)+γ(a)(b)(d),(c)+

+γ(b)(a)(f)

h
γ

(f)
(c) (d)−γ

(f)
(d) (c)

i
+

+γ(f)(a)(c)γ
(f)

(b) (d)−γ(f)(a)(d)γ
(f)

(b) (c).

(6)

V dùsledku antisymetrie Ricciho koe�cientù pøes hlavní dva indexy existuje
36 rovnic (6).

2.4. Formalismus Newmana-Penrose
Jedná se o tetrádní formalismus ve speciálnì vybrané bázi. Zavedli jej

Newman a Penrose [8] v roce 1962 a jeho podstata spoèívá v tom, ¾e
za základ vzali izotropní bázi namísto ortonormované báze vektorù. NP-
formalismus umo¾òuje øe¹it problémy týkající se èerných dìr s vìt¹í efek-
tivitou a vyhovuje také pro øe¹ení problému Petrovovy klasi�kace pomocí
poèítaèe.

Izotropní báze a spinové koeficienty

V základech formalismu Newmana-Penrose je izotropní báze slo¾ená
z páru reálných vektorù l, n a z páru komplexnì sdru¾ených vektorù m, m.
Tyto vektory musí splòovat tøi podmínky:

1. ortogonality: la ·ma=la ·ma=na ·ma=na ·ma=0,

2. izotropnosti: la ·la=na ·na=ma ·ma=ma ·ma=0,
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2. Matematické základy

3. normování: la ·na=1, ma ·ma=−1.

Z toho dùvodu je základní matice η(a)(b) konstantní symetrickou maticí
tvaru:

η(a)(b) = η
(a)(b) =

0
B@

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

1
CA ,

jestli¾e se zavede následující oznaèení tetrády:

e1 = l, e2 = n, e3 = m, e4 = m.

Odpovídající kovariantní báze má tvar

e1 = e2 = n, e2 = e1 = l, e3 = −e4 = −m, e4 = −e3 = −m.

Bázové vektory, které jsou brány jako smìrové derivace mají ve formalismu
Newmana-Penrose speciální oznaèení:

e1=e2=D,

e3=−e4=δ,

e2=e1=∆,

e4=−e3=δ
∗
.

Rùzné Ricciho koe�cienty, které se teï nazývají spinové koe�cienty, mají tato
oznaèení (tady a v dal¹ím textu ji¾ není provádìno uzávorkování tetrádních
koe�cientù):

κ=γ311,

σ=γ313,

λ=γ244,

ν=γ242,

%=γ314,

µ=γ243,

τ =γ312,

π=γ241,

ε=(γ211+γ311)/2,

γ=(γ212+γ342)/2,

α=(γ214+γ344)/2,

β=(γ213+γ343)/2.

Komplexnì sdru¾ené velièiny se dostanou zámìnou indexù 3 za indexy 4
a obrácenì.
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2.4. Formalismus Newmana-Penrose

Zápis Weylova, Riemannova a Ricciho tenzoru v NP-formalismu

Weylùv tenzor je de�nován jako bezestopá èást Riemannova tenzoru:

Cabcd=Rabcd−
1

2
(ηacRbd−ηbcRad−ηadRbc+ηbdRac)+

+
1

6
(ηacηbd−ηadηbc)R,

kde Rab jsou tetrádní komponenty Ricciho tenzoru a R je skalární køivost:

Rac = η
bd

Rabcd, R = η
ab

Rab = 2(R12 − R34).

Dále platí vztahy:

η
ad

Cabcd=C1bc2+C2bc1−C3bc4−C4bc3=0,

C1234+C1342+C1423=0.

V NP-formalismu se deset nezávislých komponent Weylova tenzoru popisuje
pìti komplexními skaláry:

Ψ0=−C1313=−Cpqrsl
p
m

q
l
r
m

s
,

Ψ1=−C1213=−Cpqrsl
p
n

q
l
r
m

s
,

Ψ2=−C1342=−Cpqrsl
p
m

q
m

r
n

s
,

Ψ3=−C1242=−Cpqrsl
p
n

q
m

r
n

s
,

Ψ4=−C2424=−Cpqrsn
p
m

q
n

r
m

s
.

(7)

Nyní se vìnujme Ricciho tenzoru. Deset nezávislých komponent Ricciho
tenzoru se v NP-formalismu zapisuje pomocí tìchto skalárù:

Φ00=−1

2
R11,

Φ20=−1

2
R44,

Φ10=−1

2
R14,

Φ22=−1

2
R22,

Φ11=−1

4
(R12+R34),

Φ12=−1

2
R23,

Φ02=−1

2
R33,

Φ01=−1

2
R13,

Φ21=−1

2
R24,

Λ =
1

24
R =

1

12
(R12 − R34).
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2. Matematické základy

Komutační vztahy a strukturní konstanty

Vyjdeme z komutaèních vztahù pro bázové vektory

[ea, eb] = (γcba − γcab)e
c = C

c
abec. (8)

Pro jeden pøípad provedu podrobný popis:

[∆,D]=[n,l]=[e2,e1]=(γc12−γc21) ec=

=−γ121e
1+γ212e

2+(γ312−γ321) e3+(γ412−γ421) e4=

=−γ121∆+γ212D−(γ312−γ321)δ
∗−(γ412−γ421)δ.

Tato komutaèní relace pak pomocí spinových koe�cientù dostane následující
tvar:

[∆,D]≡∆D−D∆=

=(γ+γ
∗)D+(ε+ε

∗)∆−(τ∗+π)δ−(τ +π
∗)δ∗.

Podobným zpùsobem se odvodí tyto vztahy:

δD−Dδ=(α∗+β−π
∗)D+κ∆−(%∗+ε−ε

∗)δ−σδ
∗
,

δ∆−∆δ=−ν
∗
D+(τ−α

∗−β)∆+(µ−γ+γ
∗)δ+λ

∗
δ
∗
,

δ
∗
δ−δδ

∗=(µ∗−µ)D+(%∗−%)∆+(α−β
∗)δ+(β−α

∗)δ∗.

Srovnají-li se tyto vztahy se vzorcem (8), dostane se následující vyjádøení
strukturních konstant pomocí spinových koe�cientù:

C
1
21=γ+γ

∗
,

C
1
32=−ν

∗
,

C
2
21=ε+ε

∗
,

C
2
32=τ−α

∗−β,

C
3
21=−(τ∗+π),

C
3
32=µ−γ+γ

∗
,

C
4
21=−(τ +π

∗),

C
4
32=λ

∗
,

C
1
31=α

∗+β−π
∗
,

C
1
43=µ

∗−µ,

C
2
31=κ,

C
2
43=%

∗−%,

C
3
31=−(%∗+ε−ε

∗),

C
3
43=α−β

∗
,

C
4
31=−σ,

C
4
43=β−α

∗
.
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2.4. Formalismus Newmana-Penrose

Ricciho identity a jim odpovídající rovnice

Ricciho identity jsou v NP-formalismu odvozeny následujícím zpùsobem:

−Ψ0=C1313=R1313=γ133,1−γ131,3+

+γ133(γ121+γ431−γ413+γ431+γ134)−
−γ131(γ433+γ123−γ213+γ231+γ132).

(9)

Pou¾ijí-li se ji¾ odvozené vztahy pro derivace ve smìru a spinové koe�cienty,
lze rovnici (9) pøepsat do tvaru

Dσ − δκ = σ(3ε− ε
∗ + % + %

∗) + κ(π∗ − τ − 3β − α
∗) + Ψ0.

V NP-formalismu staèí zapsat systém osmnácti rovnic (nemusí se vypisovat
komplexnì sdru¾ené). Nyní tento systém uvedu, prièem¾ u ka¾dé rovnice
bude vypsána komponenta Riemannova tenzoru, která s ní souvisí.

D%−δ
∗
κ=(%2+σσ

∗)+%(ε+ε
∗)−κ

∗
τ−

−κ(3α+β
∗−π)+Φ00, [R1314]

Dσ−δκ=σ(%+%
∗+3ε−ε

∗)−
−κ(τ−π

∗+α
∗+3β)+Ψ0, [R1313]

Dτ−∆κ=%(τ +π
∗)+σ(τ∗+π)+τ(ε−ε

∗)−
−κ(3γ+γ

∗)+Ψ1+Φ01, [R1312]

Dα−δ
∗
ε=α(%+ε

∗−2ε)+βσ
∗−β

∗
ε−κλ−

−κ
∗
γ+π(ε+%)+Φ10, [ 1

2(R3414−R1214)]

Dβ−δε=σ(α+π)+β(%∗−ε
∗)−κ(µ+γ)−

−ε(α∗−π
∗)+Ψ1, [ 1

2(R1213−R3413)]

Dγ−∆ε=α(τ +π
∗)+β(τ∗+π)−γ(ε+ε

∗)−ε(γ+γ
∗)

+τπ−νκ+Ψ2+Φ11−Λ, [ 1
2(R1212−R3412)]

Dλ−δ
∗
π=(%λ+σ

∗
µ)+π(π+α−β

∗)−νκ
∗−

−λ(3ε+ε
∗)+Φ20, [R2441]

Dµ−δπ=(%∗µ+σλ)+π(π∗−α
∗+β)−

−µ(ε+ε
∗)−νκ+Ψ2+2Λ, [R2431]
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2. Matematické základy

Dν−∆π=µ(π+τ
∗)+λ(π∗+τ)+π(γ−γ

∗)−
−ν(3ε+ε

∗)+Ψ3+Φ21, [R2421]

∆λ−δ
∗
ν=−λ(µ+µ

∗+3γ−γ
∗)+

+ν(3α+β
∗+π−τ

∗)−Ψ4, [R2442]

δ%−δ
∗
σ=%(α∗+β)−σ(3α−β

∗)+τ(%−%
∗)+

+κ(µ−µ
∗)−Ψ1+Φ01, [R3143]

δα−δ
∗
β=(µ%−λσ)+αα

∗+ββ
∗−2αβ+γ(%−%

∗)+

+ε(µ−µ
∗)−Ψ2+Φ11+Λ, [1

2(R1234−R3434)]

δλ−δ
∗
µ=ν(%−%

∗)+π(µ−µ
∗)+µ(α+β

∗)+

+λ(α∗−3β)−Ψ3+Φ21, [R2443]

δν−∆µ=(µ2+λλ
∗)+µ(γ+γ

∗)−ν
∗
π+

+ν(τ−3β−α
∗)+Φ22, [R2423]

δγ−∆β=γ(τ−α
∗−β)+µτ−σν−εν

∗−
−β(γ−γ

∗−µ)+αλ
∗+Φ12, [1

2(R1232−R3432)]

δτ−∆σ=(µσ+λ
∗
σ)+τ(τ +β−α

∗)−
−σ(3γ−γ

∗)−κν
∗+Φ02, [R1332]

∆%−δ
∗
τ =−(%µ

∗+σλ)+τ(β∗−α−τ
∗)+

+%(γ+γ
∗)+νκ−Ψ2−2Λ, [R1324]

∆α−δ
∗
γ=ν(%+ε)−λ(τ +β)+α(γ∗−µ

∗)+

+γ(β∗−τ
∗)−Ψ3, [1

2(R1242−R3442)]

2.5. Petrovova klasifikace
Ji¾ bylo uvedeno, ¾e v dané tetrádì je Weylùv tenzor zcela popsán po-

mocí pìti komplexních skalárù Ψ0, ... , Ψ4. Tyto skaláry obecnì závisí na
tetrádì, kterou ov¹em lze transformovat. Vzniká tak otázka, které z tìchto
skalárù lze vynulovat, vybereme-li výhodnìj¹í orientaci tetrády. Odpovìï na
tuto otázku nás pøivede k algebraické klasi�kaci Weylova tenzoru, kterou za-
vedl A. Z. Petrov [9].
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2.5. Petrovova klasi�kace

Mo¾né transformace tetrád:
1. Rotace tøídy I, pøi ní¾ se zachovává vektor l,
2. Rotace tøídy II, pøi ní¾ se zachovává vektor n,
3. Rotace tøídy III, pøi které se nemìní smìry l a n; provádí rotaci vektoru m

(a m) o úhel θ v rovinì (m,m).

Transformace, které odpovídají tìmto po¾adavkùm a splòují podmínky
ortonormality, mají tento tvar:

Transf. l n m m
I. l n+a∗m+am+aa∗l m+al m+a∗l
II. l+b∗m+bm+bb∗n n m+bn m+b∗n
III. A−1l An eiθm e−iθm

kde a,a∗,b,b∗ jsou komplexnì sdru¾ené funkce a A,θ jsou funkce reálné.

Jednotlivé transformace pùsobící na Weylovské skaláry Ψi:

Rotace I. tøídy:
Ψ0→Ψ0,

Ψ1→Ψ1+a
∗Ψ0,

Ψ2→Ψ2+2a
∗Ψ1+(a∗)2Ψ0,

Ψ3→Ψ3+3a
∗Ψ2+3(a∗)2Ψ1+(a∗)3Ψ0,

Ψ4→Ψ4+4a
∗Ψ3+6(a∗)2Ψ2+4(a∗)3Ψ1+(a∗)4Ψ0.

Rotace II. tøídy:
Ψ0→Ψ0+4bΨ1+6b

2Ψ2+4b
3Ψ3+b

4Ψ4,

Ψ1→Ψ1+3Ψ2+3b
2Ψ3+b

3Ψ4,

Ψ2→Ψ2+2bΨ3+b
2Ψ4,

Ψ3→Ψ3+bΨ4,

Ψ4→Ψ4.
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2. Matematické základy

Rotace III. tøídy:
Ψ0→A

−2 e2iθΨ0,

Ψ1→A
−1 eiθΨ1,

Ψ2→Ψ2,

Ψ3→A e−iθΨ3,

Ψ4→A
2 e−2iθΨ4.

Pøi zmìnì tetrád dochází samozøejmì také k transformaci spinových koe�ci-
entù.

Definice Petrovovy klasifikace

Nech» je Ψ4 6=0. (Jestli¾e je Ψ4=0, pak jej lze rotací I pøevést na Ψ4 6=0,
pokud není prostor konformnì plochý, kdy jsou v¹echny Weylovské skaláry
rovny nule.) Nyní provedeme rotaci tøídy II s parametrem b. Weylovské ska-
láry se tak transformují do tvaru:

Ψ(1)
0 →Ψ0+4bΨ1+6b

2Ψ2+4b
3Ψ3+b

4Ψ4,

Ψ(1)
1 →Ψ1+3Ψ2+3b

2Ψ3+b
3Ψ4,

Ψ(1)
2 →Ψ2+2bΨ3+b

2Ψ4,

Ψ(1)
3 →Ψ3+bΨ4,

Ψ(1)
4 →Ψ4,

kde horní index oznaèuje skalár po transformaci. Je zøejmé, ¾e rotací tøídy II
lze vynulovat skalár Ψ0, jestli¾e je b koøenem rovnice

Ψ4b
4 + 4Ψ3b

3 + 6Ψ2b
2 + 4Ψ1b + Ψ0 = 0. (10)

Tato rovnice má v¾dy ètyøi koøeny a jim odpovídající nové smìry vektoru l
dané vztahem l+b∗m+bm+bb∗n, se nazývají hlavní izotropní pøímky Wey-
lova tenzoru. Jestli¾e jsou stejné dva nebo víc koøenù, pak je tenzor alge-
braicky speciální , jinak je tenzor algebraicky obecný. Rùzné varianty rovnosti
koøenù jsou pak základem Petrovovy klasi�kace.

Typ I. V tomto pøípadì jsou v¹echny ètyøi koøeny v rovnici (10) rùzné.
Oznaème je b1, b2, b3, b4. Potom rotací tøídy II s parametrem b=b1
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2.5. Petrovova klasi�kace

(dosazením kteréhokoliv koøene dostaneme tentý¾ výsledek) transfor-
mujeme Ψ0 na nulu. Pak lze rotací tøídy I (která nemá vliv na Ψ0)
pøevést na nulu* i Ψ4. Skaláry Ψ1, Ψ2, Ψ3 zùstanou rùzné od nuly
a invariantní vùèi rotaci tøídy III, která nemá vliv na Ψ0 a Ψ4.

Typ II. Rovnice (10) má dva stejné koøeny b1=b2 (6=b3 6=b4, b3 6=b4).
V tomto pøípadì má nejen rovnice (10), ale i její derivace podle b

Ψ4b
3 + 3Ψ3b

2 + 3Ψ2b + Ψ1 = 0

koøen b=b2. Nyní rotací II s parametrem b=b1 (=b2) mù¾eme vy-
nulovat Ψ0 a Ψ1. Potom rotací I (nemá vliv na Ψ0, Ψ1) mù¾e být
vynulován skalár Ψ4. Nenulové zùstanou pouze Ψ2 a Ψ3.

Typ D. Rovnice (10) má dva rùzné dvojnásobné koøeny b1 a b2. Rotací
tøídy II a potom rotací tøídy I mohou být vynulovány skaláry Ψ0, Ψ1,
Ψ3 a Ψ4. Rùzným od nuly zùstane pouze skalár Ψ2 (invariantní vùèi
rotaci III).

Typ III. Jsou stejné tøi koøeny rovnice (10): b1=b2=b3 6=b4. Rotací
tøídy II s parametrem b=b1 (=b2=b3) mohou být vynulovány skaláry
Ψ0, Ψ1 a Ψ2. Rotací I lze dále vynulovat skalár Ψ4, tak¾e jediným
nenulovým zùstane Ψ3 (mù¾e zmìnit znaménko pøi rotaci III).

Typ N. Øe¹ením rovnice (10) je jeden ètyønásobný koøen b. Rotací
tøídy II lze vynulovat skaláry Ψ0, Ψ1, Ψ2 a Ψ3. Nenulovým Weylov-
ským skalárem zùstane pouze Ψ4.

Typ 0. Jedná se o konformnì plochý prostor, v nìm¾ jsou v¹echny
Weylovské skaláry rovny nule.

Prùbìh degenerace jednotlivých typù Petrova je dobøe znázornìn na Penro-
sovì diagramu (obr. 1).

* Koøeny rovnice Ψ0(a∗)4 +4Ψ1(a∗)3 +6Ψ2(a∗)2 +4Ψ3a
∗+Ψ4 =0 jsou inverzní ke koøe-

nùm rovnice (10)
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2. Matematické základy

I

~~~~
~~

~~
~~

®¶
II

}}||
||

||
||

®¶

// D

²²
III // N // 0

Obr. 1: Penroseùv diagram

Algoritmus na zji¹tìní Petrovova typu z Ψ0, ... , Ψ4 [4] je zalo¾en na po-
rovnání tìchto pìti skalárù:

I≡Ψ0Ψ4−4Ψ1Ψ3+3Ψ2
2,

J≡
ŕŕŕŕŕŕ

Ψ4 Ψ3 Ψ2

Ψ3 Ψ2 Ψ1

Ψ2 Ψ1 Ψ0

ŕŕŕŕŕŕ
,

K≡Ψ1Ψ
2
4−3Ψ4Ψ3Ψ2+2Ψ3

3,

L≡Ψ2Ψ4−Ψ2
3,

N≡12L
2−Ψ2

4I.

Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4

²²º¹ ¸·
³´ µ¶I3=27J2 ano //

ne

²²

º¹ ¸·³´ µ¶I=J=0
ano //

ne

²²

º¹ ¸·³´ µ¶K=L=0
ano //

ne

&&MMMMMMMMMMM Typ N

Typ I
º¹ ¸·³´ µ¶K=N =0

ne

²²

ano

''OOOOOOOOOOO Typ III

Typ II Typ D

Obr. 2: Vývojový diagram na urèení Petrovova typu
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2.5. Petrovova klasi�kace

Jestli¾e je Ψ4 roven nule, pak jsou v de�nicích invariantù navzájem za-
mìnìny Ψ0⇀↽Ψ4 a Ψ1⇀↽Ψ3. Vlastní porovnání a urèení Petrovova typu je
uvedeno ve schématu (obr. 2). Pomocí tohoto algoritmu se bude poèítat Pet-
rovova klasi�kace.

Jestli¾e je Ψ0=Ψ4=0, pak se de�nuje skalár
D ≡ 9Ψ2

2 − 16Ψ1Ψ3,

a urèení Petrovova typu probíhá podle schématu na obrázku 3.
Pova¾uji za dùle¾ité dále zmínit skuteènost, ¾e zmìnou parametru v me-

trice mù¾e dojít i ke zmìnì Petrovova typu. Pøíkladem mù¾e být Schwarz-
schildova metrika, u ní¾ pro r→∞ dostáváme typ 0.

Petrovovu klasi�kaci lze samozøejmì provést i výpoètem v souøadnicové
bázi (viz. [7]). Prvním krokem je výpoèet komponent Weylova tenzoru,
které se potom de�novaným zpùsobem pøevedou na tenzor druhého øádu
a porovnáním jeho vlastních hodnot dostáváme Petrovovu klasi�kaci.

Z algoritmického hlediska je v¹ak mnohem výhodnìj¹í ji provádìt po-
mocí Newman-Penrosova formalismu.

Ψ1,Ψ2,Ψ3

²²

Typ 0

º¹ ¸·³´ µ¶Ψ1=0
ano //

ne

²²

º¹ ¸·³´ µ¶Ψ2=0
ano //

ne

%%KKKKKKKKKK
º¹ ¸·³´ µ¶Ψ3=0

ne //

ano
88rrrrrrrrrr

Typ III

º¹ ¸·³´ µ¶Ψ2=0
ano //

ne

²²

º¹ ¸·³´ µ¶Ψ3=0
ano

%%KKKKKKKKKK

ne

²²

º¹ ¸·³´ µ¶Ψ3=0
ano //

ne

&&LLLLLLLLLL Typ D

º¹ ¸·³´ µ¶Ψ3=0

ne

²²

ano

&&MMMMMMMMMM Typ I Typ III Typ II

º¹ ¸·³´ µ¶D=0

ne

²²

ano

&&MMMMMMMMMMM Typ II

Typ I Typ II

Obr. 3: Vývojový diagram na urèení Petrovova typu, jestli¾e Ψ0 =Ψ4 =0
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3.1. Globální promìnné

Tato kapitola je psána jako pøíruèka u¾ivatele, který pracuje s mapleov-
ským modulem pro Petrovovu klasi�kaci, jen¾ je vlastním výsledkem této
práce. Procedury jsou roztøídìny do dvou základních skupin podle mate-
matických velièin s nimi¾ pracují. První èást popisuje funkce, které pracují
s tenzorovými velièinami v souøadnicové reprezentaci. Ve druhé èásti se
nachází procedury, které odpovídají velièinám poèítaným pomocí Newman-
Penrosova tetrádního formalismu. Ve v¹ech procedurách se vyu¾ívá ma-
pleovských knihoven tensor a linalg, proto je nutné je vyvolat je¹tì pøed
samotným modulem.

3.1. Globální proměnné
Pou¾itím globálních promìnných lze dosáhnout toho, ¾e uvedené pro-

cedury jsou z u¾ivatelského hlediska co nejjednodu¹¹í. Jejich pou¾itím se
toti¾ odstraní zadávání vstupních parametrù funkcí. Jeliko¾ jsou tyto pro-
mìnné potøeba ve více procedurách, pova¾uji za dùle¾ité, aby se o nich
pøípadný u¾ivatel dovìdìl více, proto¾e jejich nevìdomé pøede�nování by
vedlo ke zcela chybným výsledkùm.

Na tomto místì je té¾ vhodné podotknout, ¾e pøi zjednodu¹ování tìchto
promìnných je dùle¾ité správné pøiøazení, aby dal¹í pou¾ité procedury po-
èítaly se zjednodu¹eným tvarem dané promìnné. To lze zaøídit tím, ¾e se
vstupní promìnné pøiøadí toto¾né jméno. Pro lep¹í orientaci je uveden násle-
dující pøíklad: Je potøeba zjednodu¹it hodnoty Riemannova tenzoru d RM.
K tomu se pou¾ije ní¾e uvedená procedura jed, která provádí zadané zjedno-
du¹ování. Správné pøiøazení vypadá následovnì:

d_RM := jed(d_RM, simplify, 0):

Seznam globálních promìnných

d g { základní promìnná, které je pøiøazen vstupní metrický tenzor. Pracují
s ní v¹echny funkce, pomocí nich¾ dostáváme tenzorové komponenty
v souøadnicové reprezentaci. Je dùle¾itá pøi sni¾ování indexù.

d ginv { této promìnné je pøiøazen kontravariantní metrický tenzor, který je
pou¾íván ke zvy¹ování indexù.

31



3. Procedury

d elmag { globální promìnná, které je pøiøazen tenzor elektromagnetického
pole.

d tetrads { základní promìnná pro Newman-Penroseùv (NP) formalismus.
Je v ní ulo¾ena vstupní kontravariantní tetráda [−1,1], s ní¾ se poèítá ve
v¹ech dal¹ích funkcích NP formalismu.

d tetrads i { promìnná, které je pomocí funkce i tetrad pøiøazena vypoètená
kovariantní tetráda [−1,−1]. Pøípadné pojmenování výstupu této funkce
nemá z hlediska funkcí pracujících s touto velièinou ¾ádný význam ( je-
liko¾ z po¾adavku co nejvìt¹í jednoduchosti neobsahují ¾ádné vstupní
hodnoty).

d gamma { této promìnné je pøiøazen výstup z procedury Riccikoef . Je dùle-
¾itá pro procedury NPr a spin koef .

d Psi { globální promìnná, v ní¾ jsou ulo¾eny hodnoty komplexních skalárù
Ψ Weylova tenzoru. Vypoèítává se pomocí procedury NPr a vyu¾ívají ji
funkce petr, RIEMANN a RICCI.

d Phi { obsahuje hodnoty komplexních skalárù Φ Ricciho tenzoru. Urèuje ji
procedura NPr a vyu¾ívají ji funkce RIEMANN a RICCI.

d Lambda { hodnota skaláru køivosti v tetrádní reprezentaci urèená pro-
cedurou NPr. Vyu¾ívá ji funkce RS.

d RM { globální oznaèení Riemannova tenzoru køivosti v tetrádní reprezen-
taci.

d C { oznaèení Weylova tenzoru v tetrádní reprezentaci.

d RC { globální oznaèení Ricciho tenzoru v tetrádní reprezentaci.

d R { oznaèení Ricciho skaláru.
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3.2. Funkce pro tenzorové velièiny

3.2. Funkce pro tenzorové veličiny

display t

Syntaxe:
display t(tenzor)

Popis:
Jedná se o základní funkci, která provádí výpis nenulových slo¾ek velièin,

které mají strukturu vícenásobných vektorových polí. Tato pole mohou mít
souøadnicový i tetrádní charakter, pøièem¾ jediné omezení spoèívá v tom, ¾e
musí být 2., 3. nebo 4. øádu, co¾ ov¹em pro dále prezentované funkce zcela
postaèuje. Toto omezení je zpùsobeno mapleovskou de�nicí objektu tenzor.
Funkce byla napsána proto, ¾e Maple V release 4 neobsahuje funkci na výpis
slo¾ek libovolných tenzorù a navíc funkce, která v Maple provádí výpis ( jde
o funkci displayGR) tenzorových komponent, nepodává úplnou informaci
o daném tenzoru.

Výstupními parametry jsou:
• name { jméno tenzoru, jeho¾ vlastnosti se vypisují,
• coordinates { souøadnicová soustava, v ní¾ jsou slo¾ky daného tenzoru po-
èítány,

• character { urèuje typ tenzoru, tj. zda je tenzor v daném indexu kovari-
antní [−1] nebo kontravariantní [1],

• rank of tensor { oznaèuje øád tenzoru,
• non-zero komponents { vypisuje nenulové komponenty zadaného tenzoru.

Pøíklad pou¾ití:
Výpis slo¾ek metrického tenzoru:
display t(d g);
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jed

Syntaxe:
jed(tenzor, procedura, fce)

Popis:
Funkce zjednodu¹uje a upravuje komponenty tenzorù 2., 3. a 4. øádu,

pøièem¾ vstupními parametry jsou:
• tenzor { libovolný tenzor 2.{4. øádu,
• procedura { zjednodu¹ující procedura,
• fce { pravidlo, podle kterého se provádí zjednodu¹ení.

Pro jednotlivé procedury existují tato pravidla (viz. [2]):
• simplify { provádí obecné zjednodu¹ení
◦ 0 { pokud potøebujeme obecné zjednodu¹ení,
◦ power { zjednodu¹uje mocniny, exponenciály a logaritmy,
◦ radical { zjednodu¹uje výrazy s mocninami s lomeným exponentem,
◦ sqrt { zjednodu¹uje druhé mocniny nebo mocniny druhých odmoc-
nin,

◦ trig { zjednodu¹uje mocniny trigonometrických funkcí,
• convert { procedura pro konverzi výrazu na jinou formu
◦ exp { konvertuje trigonometrické funkce do ekvivalentní formy, která
obsahuje exponenciály,

◦ ln { konvertuje cyklometrické funkce do tvarù, které obsahují pouze
logaritmy,

◦ expln { kombinace exp a ln,
◦ expsincos { konvertuje trigonometrické funkce do tvarù obsahujících
sin a cos a v¹echny hyperbolické trigonometrické funkce do tvarù ob-
sahujících exponenciály,

◦ sincos { konvertuje trigonometrické funkce do tvarù obsahujících je-
nom sin, cos, sinh a cosh,

◦ tan { konvertuje trigonometrické funkce do tvarù obsahujících pouze
tangens,

◦ trig { konvertuje v¹echny exponenciály do tvarù obsahujících sin, cos,
sinh a cosh podle Eulerových pravidel,
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3.2. Funkce pro tenzorové velièiny

• expand { provede roznásobení výrazu a jeho úpravu na souèet èlenù,
• factor { provede rozklad polynomu na souèin koøenových èinitelù.

Pøíklad pou¾ití:
Provedeme obecné zjednodu¹ení komponent Riemannova tenzoru køi-

vosti. Pøiøazení je nutné proto, aby se dále poèítalo se zjednodu¹eným tva-
rem tenzoru.

Rm := jed(Rm, simplify, 0):

ds

Syntaxe:
ds()

Popis:
Tato funkce slou¾í k zadání metrického tenzoru. Je interakèní, co¾ zna-

mená, ¾e u¾ivatel postupnì zadává v¹ech deset slo¾ek metrického tenzoru.
Funkce vyu¾ívá mapleovskou knihovní funkci entermatrix. Pro urèení met-
riky je ve funkci nastavena globální promìnná d g. Proto není potøeba prová-
dìt pøiøazení dané funkce (metrika se v¾dy vyvolá pomocí d g).

Pøíklad pou¾ití:
Zadání Schwarzschildovy metriky:
ds();

g inv

Syntaxe:
g inv()

Popis:
Funkce provádí výpoèet kontravariantního metrického tenzoru. Její vý-

stup je zapsán do globální promìnné d ginv.
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Pøíklad pou¾ití:
Výpoèet kontravariantní Schwarzschildovy metriky:
g inv():

create tensor

Syntaxe:
create tensor(p, type)

Popis:
Funkce umo¾òuje vytvoøit libovolný tenzor druhého øádu. Opìt vyu¾ívá

standardní funkce entermatrix. Jeliko¾ zde nejsou nastaveny ¾ádné globální
velièiny (lze pøedpokládat, ¾e bude pou¾ita vícekrát a globálním nastave-
ním by do¹lo k pøepsání pøedchozího tenzoru), je nutné provést pøiøazení
(viz. pøíklad). Vstupními parametry jsou
• p { parametr, který urèuje vlastnosti symetrie zadávaného tenzoru:
◦ symmetric { vytvoøený tenzor bude symetrický,
◦ antisymmetric { vytvoøený tenzor bude antisymetrický,
◦ general { vytvoøí obecný tenzor,

• type { urèuje typ tenzoru:
◦ [−1,−1] { tenzor bude kovariantní,
◦ [1,1] { tenzor bude kontravariantní,
◦ [−1,1] { jedná se o smí¹ený tenzor (kovariantní v prvním a kontrava-
riantní v druhém indexu).

Speciálním pøípadem této funkce je funkce ds(), která umo¾òuje zadat
jenommetrický tenzor.

Pøíklad pou¾ití:
Vytvoøení antisymetrického kovariantního tenzoru F
F := create tensor(antisymmetric, [-1,-1]);
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raise, lower

Syntaxe:
raise(contra metric, tensor, i1, i2, ... )
lower(cov metric, tensor, i1, i2, ... )

Popis:
Pomocí tìchto funkcí provádíme zvedání a sni¾ování indexù ji¾ nade�-

novaných tenzorù. Jedná se o standardní mapleovské funkce obsa¾ené ve
verzi 4 a 5. Je nutné je zde uvést, proto¾e tyto operace patøí mezi základní.
Význam jednotlivých vstupních parametrù je následující:
• contra metric { kontravariantní metrický tenzor,
• cov metric { kovariantní metrický tenzor,
• tensor { tenzorový objekt, na nìm¾ chceme operaci vykonat,
• i1, i2, ... { èíslo indexu, u nìho¾ má být daná operace provedena (mù¾e
jich být samozøejmì i více, jedná-li se o tenzor vy¹¹ího øádu).

Pøíklad pou¾ití:
Provedeme zvednutí prvního a tøetího indexu Riemannova tenzoru Rm,

pøièem¾ kontravariantní metrika má oznaèení d ginv.
raise(d ginv, Rm, 1, 3):

ideal

Syntaxe:
ideal(u)

Popis:
Provádí výpoèet tenzoru energie-hybnosti ideální kapaliny, který je dán

vztahem [7]:
Tik = (p + ε)uiuk − pgik,

kde p je tlak, ε je napìtí a u je ètyørychlost. Vstupním parametrem je:
• u { ètyøvektor rychlosti.
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Funkce vyu¾ívá globální promìnnou d g, která obsahuje kovariantní met-
rický tenzor.

Pøíklad pou¾ití:

u := [1, 0, 0, 0]:

tid := ideal(u);

t elmag

Syntaxe:
t elmag()

Popis:
Funkce provádí výpoèet tenzoru elektromagnetického pole Fik ze zada-

ného ètyøpotenciálu elektromagnetického pole Ak podle rovnice

Fik =
∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk
.

Je interakèní, tak¾e po vyvolání staèí zadat komponenty pøíslu¹ného ètyøpo-
tenciálu. Výstup je ukládán do globální velièiny d elmag, která je potøebná
pro funkci T eh elm.

Pøíklad pou¾ití:

t elmag();
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T eh elm

Syntaxe:
T eh elm()

Popis:
Funkce zavádí tenzor energie-hybnosti elektromagnetického pole podle

vztahu

Tik =
1

4π

ţ
−FilF

l
k +

1

4
FlmF

lm
gik

ű
,

pøièem¾ se pøedpokládá, ¾e Fik je ji¾ zadané pomocí funkce t elmag. Dále je
nutné, aby byl zadán kovariantní metrický tenzor gik (funkce ds()) a kontra-
variantní metrický tenzor gik, který se ve funkci pou¾ívá pro zvedání indexù.

Pøíklad pou¾ití:

TEH := T eh elm():

TEH := jed(TEH, simplify, 0):

coords

Popis:
Globální promìnná, která udává souøadný systém, v nìm¾ se provádí vý-

poèet. Je nutné ji pou¾ít ji¾ na poèátku výpoètù, proto¾e s ní pracují úplnì
v¹echny procedury. Dále je potøeba dávat pozor na pøípadné kolizní situace,
které nastanou, pokud se nìkde uprostøed výpoètu coords pøede�nuje a dále
se poèítá s pøedchozími velièinami.

Pøíklad pou¾ití:

coords := [t, r, theta, phi];
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tensorsGR

Syntaxe:
tensorsGR(coords, d g, d ginv, det met, C1, C2, Rm, Rc, R, G, C)

Popis:
Standardní mapleovská procedura na výpoèet nejdùle¾itìj¹ích tenzorù

z obecné teorie relativity. Vstupním parametrem je pouze metrika d g a sou-
stava souøadnic coords. Ostatní velièiny uvádìné v závorce jsou funkcí vypoè-
teny.

Význam jednotlivých parametrù:
• coords { souøadnicová soustava,
• d g { kovariantní metrický tenzor,
• d ginv { inverzní (kontravariantní) metrika,
• det met { determinant metriky,
• C1 { Christo�elovy symboly prvního druhu,
• C2 { Christo�elovy symboly druhého druhu,
• Rm { Riemannùv tenzor køivosti,
• Rc { Ricciho tenzor,
• R { Ricciho skalár,
• G { Einsteinùv tenzor,
• C { Weylùv tenzor.
Pøed zadáním procedury je nutné mít nade�nované souøadnice a met-

riku!

Pøíklad pou¾ití:

tensorsGR(coords,d g,d ginv,det met,C1,C2,Rm,Rc,R,G,C):

display allGR

Syntaxe:
display allGR(coords, d g, d ginv, det met, C1, C2, Rm, Rc, R, G, C)
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3.2. Funkce pro tenzorové velièiny

Popis:
Funkce provádí výpis nenulových komponent v¹ech velièin vypoètených

pomocí tensorsGR. Jedná se o standardní mapleovskou proceduru. Význam
formálních parametrù je stejný jako u funkce tensorsGR.

Pøíklad pou¾ití:

display allGR(coords,d g,d ginv,det met,C1,C2,Rm,Rc,R,G,C);

einstein eq

Syntaxe:
einstein eq(G, energ hyb)

Popis:
Funkce vypisuje Einsteinovy rovnice gravitaèního pole, pøièem¾ vstup-

ními parametry jsou
• G { Einsteinùv tenzor,
• energ hyb { libovolný tenzor energie-hybnosti.

Einsteinùv tenzor je nutné vypoèítat pomocí mapleovské funkce ten-
sors GR, ve které je pou¾ito odli¹né de�nice Ricciho tenzoru (ú¾ení Rie-
mannova tenzoru provádí pøes první a ètvrtý index, èím¾ dochází ke zmìnì
znaménka). Ve funkci je proto pøed ka¾dou komponentou Einsteinova ten-
zoru znaménko minus. Pokud by se výpoèet Riemannova tenzoru provedl
ú¾ením pøes první a tøetí index, jak je bì¾né, dostali bychom ve výpise
rovnice s opaèným znaménkem a na to je tøeba dávat pozor.

Pøíklad pou¾ití:

einstein eq(G, TEH);

41



3. Procedury

3.3. Funkce pro tetrádní veličiny

tetrad

Syntaxe:
tetrad()

Popis:
Funkce interaktivnì de�nuje izotropní tetrády, které jsou nutné pro výpo-

èet Petrovovy klasi�kace. Je de�nována jako funkce ds(), ale výstupní tenzo-
rový tvar je smí¹eného typu [−1,1]. Této funkci je pøiøazena globální velièina
d tetrads, která se vyu¾ívá ve v¹ech dal¹ích funkcích, a proto je nutné dávat
pozor na její pøípadné pøede�nování. Pro zadanou tetrádu se dále pøedpo-
kládá, ¾e splòuje vlastnosti, které jsou na ni kladené v kapitole 2.4.

Pøíklad pou¾ití:

tetrad();

i tetrad

Syntaxe:
i tetrad()

Popis:
Funkce vypoèítá k vý¹e zadané izotropní tetrádì její kovariantní tvar. Al-

goritmus je zalo¾en na vztahu z kapitoly 2.4. Pøiøazená globální velièina je
d tetrads i.

Pøíklad pou¾ití:

i tetrad();
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3.3. Funkce pro tetrádní velièiny

Riccikoef

Syntaxe:
Riccikoef()

Popis:
Funkce provádí výpoèet Ricciho koe�cientù γ, které jsou dùle¾ité pro

výpoèet Riemannova tenzoru v tetrádním tvaru. Pro dosa¾ení kompaktnìj-
¹ích ( jednodu¹¹ích) tvarù je vhodné po výpoètu pou¾ít zjednodu¹ující pro-
ceduru jed. Ricciho koe�cienty jsou na výstupu ulo¾eny jako kovariantní ten-
zory tøetího øádu (tj. typ [−1,−1,−1]). Pøed pou¾itím je nutné, aby byla
nade�nována kontravariantní a kovariantní tetráda, proto¾e funkce pou¾ívá
globální promìnné d tetrads a d tetrads i. Výsledek je pøiøazen globální pro-
mìnné d gamma, tak¾e pøi následném zjednodu¹ování je nutné provést pøi-
øazení do této promìnné.

Pøíklad pou¾ití:

Riccikoef():

spin koef

Syntaxe:
spin koef()

Popis:
Funkce provádí výpoèet spinových koe�cientù, které pøímo dostáváme

pøiøazením z Ricciho koe�cientù. Výstup funkce je øe¹en dvìma zpùsoby: na-
pøed je proveden výpis jednotlivých spinových koe�cientù a ty jsou potom
pøiøazeny jako vektor zadané velièinì (v pøíkladu je to velièina SP).

Pøíklad pou¾ití:

SP := spin koef();
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3. Procedury

NPr

Syntaxe:
NPr()

Popis:
Jedná se o nejdùle¾itìj¹í proceduru z hlediska výpoètu Petrovovy klasi-

�kace ( jestli¾e se vychází z tetrádní báze). Výstupními parametry jsou glo-
bální promìnné d Psi, d Phi, d Lambda, které jsou pou¾ity v procedurách
na výpoèet Riemannova, Weylova a Ricciho tenzoru. V proceduøe se øe¹í
Newman-Penrosovy rovnice, tak¾e je èasovì nejnároènìj¹í.

Pøíklad pou¾ití:

NPr();

petr

Syntaxe:
petr()

Popis:
Funkce urèuje Petrovùv typ podle klasi�kace pìti komplexních skalárù

Ψ, které plnì popisují Weylùv tenzor. Schémata algoritmù, podle nich¾ se
typ urèuje jsou uvedena v kapitole 2.5. Ve funkci je pou¾ita globální pro-
mìnná d Psi (proto se nezadává ¾ádný vstupní parametr), která je výsledkem
funkce Psi koef èi NPr.

Pøíklad pou¾ití:

petr();
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3.3. Funkce pro tetrádní velièiny

petrLim

Syntaxe:
petrLim(vel, lim)

Popis:
Tato funkce provádí Petrovovu klasi�kaci pro pøípad limitní hodnoty nì-

které promìnné, nacházející se v metrice. Má dva vstupní parametry:
• vel { promìnná velièina, pro ni¾ se poèítá limitní hodnota,
• lim { limitní hodnota.
Funkce je napsána proto, ¾e nìkteré limity závisí na parametru, pøièem¾

s mìnícím se parametrem dochází té¾ ke zmìnì Petrovova typu.

Pøíklad pou¾ití:

petrLim(r, infinity);

t tetrad

Syntaxe:
t tetrad(C)

Popis:
Provádí transformaci slo¾ek Weylova tenzoru do tetrádního tvaru. Vstu-

pem je Weylùv tenzor spoètený pomocí funkce tensorsGR.

Pøíklad pou¾ití:

Weyl tetr := t tetrad(C):

Psi koef

Syntaxe:
Psi koef(C)
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Popis:
Pomocí této funkce se z Weylova tenzoru C v tetrádním tvaru urèí kom-

plexní skaláry Ψ, které jsou nutné pro výpoèet Petrovovy klasi�kace. Pou-
¾ívá se jen v pøípadì, ¾e vycházíme z metriky d g a tetrádní tvar Weylova
tenzoru poèítáme u¾itím funkce WEYL. Pokud výpoèet zaèínáme v tetrádní
reprezentaci, o urèení tìchto koe�cientù se stará funkce NPr. Výstup je pøi-
øazen globální promìnné d Psi, se kterou ji¾ pøímo pracuje funkce urèující
Petrovovu klasi�kaci.

Pøíklad pou¾ití:

Psi koef(Weyl tetr);

RIEMANN

Syntaxe:
RIEMANN()

Popis:
Provádí výpoèet komponent Riemannova tenzoru køivosti v tetrádní re-

prezentaci. Výsledek výpoètu je pøiøazen do globální promìnné d RM. Pro-
to¾e se k výpoètu pou¾ívají skaláry Ψ Weylova tenzoru a Φ Ricciho ten-
zoru, je nutné nejprve pou¾ít funkci NPr, která tyto velièiny produkuje. Je
té¾ vhodné získaný výsledek dále zjednodu¹it pomocí funkce jed.

Pøíklad pou¾ití:

RIEMANN():

WEYL

Syntaxe:
WEYL()
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3.3. Funkce pro tetrádní velièiny

Popis:
Funkce provádí výpoèet komponent Weylova tenzoru v tetrádní repre-

zentaci. Její výstup je zapsán do globální promìnné d C. Proto¾e pou¾ívá
skaláry Ψ, je nutné napøed vyvolat funkci NPr. V dal¹ím kroku je vhodné po-
u¾ít zjednodu¹ující funkci jed, která uvede výsledek v kompaktnìj¹ím tvaru.

Pøíklad pou¾ití:

WEYL():

RICCI, RS

Syntaxe:
RICCI()
RS()

Popis:
Funkce RICCI vypoèítá nenulové komponenty Ricciho tenzoru v tetrád-

ním tvaru a pøiøadí je do globální promìnné d RC, která má tvar kovariant-
ního tenzoru [−1,−1]. Pøed jejím pou¾itím je nutné zavolat funkci NPr,
nebo» se ve výpoètu vyu¾ívá jejích výsledkù.

Funkce RS urèuje hodnotu Ricciho skaláru køivosti R, kterou pøiøadí do
globální promìnné d R.

Pøíklad pou¾ití:

RICCI():

RS();
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4. Závìr

Úkolem diplomové práce bylo vytvoøení programového modulu pro Petro-
vovu klasi�kaci prostoroèasù. Zadaný úkol byl realizován pomocí programu
Maple V release 4.

Výsledkem práce je programový modul, který umo¾òuje urèit Petrovùv
typ s minimálními nároky na znalosti u¾ivatele (my¹leno ve vztahu k výpo-
èetní technice). Výsledný modul je pøelo¾en pro ètvrtou i pro pátou verzi
Maple V , která byla uvolnìna bìhem øe¹ení problému. Nové funkce, kterých
modul vyu¾ívá k øe¹ení Petrovovy klasi�kace, jsou zalo¾eny na Newman-
Penrosovì (NP) tetrádním formalismu.

Petrovùv typ lze v¹ak získat i øe¹ením ve standardní souøadnicové bázi,
pøièem¾ potøebné velièiny (Weylùv tenzor) se po výpoètu pøevedou do báze
tetrádní. Tím bylo vyu¾ito i standardních mapleovských funkcí, které vytvo-
øený programový modul doplòuje o funkce pracující v NP-tetrádní bázi.

Funkce jsou optimalizovány tak, aby bylo jejich zadávání jednoduché
a výpoèet co nejkrat¹í. Proto jsou témìø ve v¹ech vyu¾ity globální promìnné,
jejich¾ nade�nováním bylo dosa¾eno efektivnìj¹ího vyvolávání funkcí. Jedi-
ným stinným bodem takového pøístupu je fakt, ¾e u¾ivatel musí dávat pozor
na pøípadné pøede�nování takové velièiny, a v pøípadì zjednodu¹ování vý-
razù (které je u slo¾itìj¹ích metrik nutné) na správné pøiøazení. Zkrácení èasu
nutného pro výpoèet je ve vìt¹inì pøípadù dosa¾eno tím, ¾e se uvnitø algo-
ritmù nepou¾ívá zjednodu¹ování výrazù. Pøi øe¹ení bylo toti¾ zji¹tìno, ¾e je
efektivnìj¹í napøed provést výpoèet a a¾ potom výsledný výraz zjednodu¹it.
Samozøejmì platí, ¾e èím je metrika slo¾itìj¹í, tím nároènìj¹í výpoèty jsou
(ve funkcích je vìt¹í mno¾ství nenulových èlenù, které se na výpoètu podílí)
a výpoèetní èas tím narùstá. Na souèasných poèítaèích je v¹ak doba výpoètu
pro v¹echny testované metriky pøijatelná.

Otevøeným problémem pøedkládané práce zùstává algoritmus procedury,
která by øe¹ila þvýpoèetÿ izotropních tetrád, jen¾ jsou vstupními velièinami
nutnými k celému dal¹ímu výpoètu Petrovovy klasi�kace.
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5.1. Pøíloha

5.1. Příloha
Ve¹keré výpoèty provádìné pomocí programového modulu pro zji¹»o-

vání Petrovovy klasi�kace prostoroèasù (modul4.m pro Maple V release 4 èi
modul5.m pro Maple V release 5) byly kontrolovány pomocí mapleovského
modulu GRTensorII pro práci s relativistickými objekty. Tento modul není
standardní souèástíMaple V , ale lze jej získat jako free software na adrese

http://astro.queensu.ca/∼grtensor/GRHome.html

vèetnì manuálù k pou¾ití. K dal¹í kontrole bylo pou¾ito databáze známých
metrik, ve které jsou uvedeny jak typy podle Petrova, tak i Segr�eho klasi�-
kace Ricciho tenzoru. Tato databáze se nachází na adrese

http://edradour.symbcomp.eurj.br/

Souèástí diplomové práce je také disketa, na ní¾ je umístìn pøíslu¹ný mo-
dul pro Petrovovu klasi�kaci, pøièem¾
{ modul4.m je urèen pro práci v prostøedíMaple V release 4,
{ modul5.m je urèen pro práci v prostøedíMaple V release 5.

Dále jsou na disketì umístìny pøíkladové mapleovské pracovní listy
(worksheets), ve kterých je øe¹ena Petrovova klasi�kace nìkolika známých
metrik (napø. Schwarzschildova, Kerrova, Gödelova a dal¹í).

5.2. Příklad na použití modulu
Uvedu pøíklad, jak pou¾ít modul ke zji¹tìní Petrovova typu zadané met-

riky. Za metriku bylo vybráno Kerrovo øe¹ení.
Výpoèet zaèíná naètením potøebných programových balíkù, které jsou

souèástí Maple V a je¾ vyu¾ívá samotný modul pro Petrovovu klasi�kaci.
Jedná se o moduly tensor a linalg.

>restart;

>with(tensor):

>with(linalg):
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Nyní se vyvolá samotný modul pro Petrovovu klasi�kaci (v parametru
funkce read je nutno zadat úplnou cestu).

>read (‘modul4.m‘):

Teï se provede nade�nování báze, v ní¾ se bude celý výpoèet provádìt

>coords := [t,r,theta,phi]:

De�nice promìnných, které budou slou¾it ke snadnìj¹ímu zápisu NP-tetrád

>Delta := r^2-2*M*r+a^2:

>Sigma := sqrt(r^2+a^2*cos(theta)^2):

Zadání kontravariantní NP-tetrády

>tetrad();

enter element 1,1> (r^2+a^2)/Delta;

enter element 1,2> 1;

enter element 1,3> 0;

enter element 1,4> a/Delta;

enter element 2,1> (r^2+a^2)/(2*Sigma^2);

enter element 2,2> -Delta/(2*Sigma^2);

enter element 2,3> 0;

enter element 2,4> a/(2*Sigma^2);

enter element 3,1> I*a*sin(theta)*sqrt(2)/(r*I*a*cos(theta));

enter element 3,2> 0;

enter element 3,3> 1/((r+I*a*cos(theta))*sqrt(2));

enter element 3,4> I*csc(theta)/((r+I*a*cos(theta))*sqrt(2));

enter el. 4,1> -I*a*sin(theta)/((r-I*a*cos(theta))*sqrt(2));

enter element 4,2> 0;

enter element 4,3> 1/((r-I*a*cos(theta))*sqrt(2));

enter el. 4,4> -I*csc(theta)/((r-I*a*cos(theta))*sqrt(2));
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5.2. Pøíklad na pou¾ití modulu

Výpoèet kovariantní NP-tetrády a její zjednodu¹ení

>i_tetrad():

>d_tetrads_i := jed(d_tetrads_i, simplify, 0):

Výpoèet Ricciho koe�cientù γ a jejich zjednodu¹ení

>Riccikoef():

>d_gamma := jed(d_gamma, simplify, 0):

>d_gamma := jed(d_gamma, factor, 0):

Výpoèet Ψ koe�cientù potøebných pro Petrovovu klasi�kaci

>NPr():

Vlastní urèení Petrovova typu

>petr();

Petrov type D

Petrovùv typ pro pøípad, ¾e se hodnota polomìru r blí¾í nekoneènu (dostá-
váme plochý prostoroèas) urèíme následovnì:

>petrLim(r, infinity);

For r→ in�nity
Petrov type 0
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