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Predmluva



1. Predniluva

Pocitace hraji ve fyzice a matematice dtlezitou roli jiz od svého vzniku. V po-
atcich se vyuzivala pfedeviim jejich schopnost rychlych numerickych vypo-
¢ta, ale se stale se zdokonalujicim technickym a softwarovym zdzemim jsou
nasazovény na stile slozit&jsi tkoly, ¢imz podstatné ulehluji prici v mnoha
oborech lidské ¢éinnosti. Ve fyzice jsou v soudasnosti nasazovény jak v ex-
perimentalni, tak i v teoretické oblasti. V experimentélni fyzice se pouzivaji
k fizeni celého pokusu (napf. u experimentd providénych ve §vycarském
CERNu) a jeho nisledného statistického zpracovini. V teoretické fyzice maji
své misto jak numerické, tak i symbolické vypoéty, které umoziuji kromé z4-
kladnich matematickych operaci také operace derivovini, integrovini apod.,
pfi¢emz se pracuje s abstraktnimi symboly. Je to dino tim, Ze mnoho abs-
traktnich vypoét spolivd v Upravich vyrazl na jiné prostiednictvim jedno-
znaéné predepsanych postupi. Tyto &innosti se viak daji velice dobfe algo-
ritmizovat a poéitaé, pracujici podle programu, pak prakticky nemtize udélat
chybu.

Diplomova price je zaméfena na vytvoreni programu pro optimalizaci
Petrovovy klasifikace prostorocast. K vyfeseni tohoto tkolu byl vybran soft-
warovy produkt Maple V release 4, ktery patii spolu s programem Mathenatica
k soudasnym $pi¢kdm v oblasti symbolickych vypoétt. Jeho velkou pied-
nosti je programovatelnost, pfi niZ lze vyuZit jiz nadefinované funkce a pro-
cedury. Téchto vlastnosti je v prici maximalné vyuzito, aby byly nové pro-
cedury co nejefektivnéjsi a tedy i dostateéné rychlé.

Diplomova price méla byt doplnénim price Alese Michilka, ktery na-
programoval modul pro prici s tenzorovymi objekty pod Maple V release 3.
Tento modul je vSak s verzi 4 nekompatibilni, a proto je na ném predkls-
dand price nezavisld (vyuziva standardniho mapleovského baliku pro préci
s tenzory, ktery nebyl ve star§i verzi pfitomen).

Hlavni text price je rozdélen na dvé ¢asti. V prvni je vylozena nejnutnéjsi
ast teorie k pochopeni celého problému a ve druhé jsou uvedeny progra-
mové procedury, potiebné k vipoétu Petrovovy klasifikace metrik.
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2.1. Zdkladni pojnry

Zikladni vlastnosti a klicem k pochopeni podstaty gravitace je univerzalnost.
Oznadujeme tim tu vlastnost, Ze viechna télesa padaji v gravitaénim poli se
stejnym zrychlenim, nezdvisle na svém slozeni a hmotnosti. Tento fakt byl
zndm jiz od doby Galilea, ale teprve Albert Einstein pochopil, Ze je to ta
nejdalezitéjsi vlastnost gravitace, vyvodil z toho fyzikalni disledky a v letech
1908-1915 tak vybudoval obecnou teorii relativity (OTR), ktera je dodnes
tou nejlepii teorif gravitace. Einstein zobecnil univerzélnost gravitaéntho pa-
sobeni na vSechny fyzikilni jevy v principu ekvivalence, ktery je zdkladnim
kamenem obecné teorie relativity. Tento princip ndm ki, Ze gravitacni pole
Je pro vSechny fyzikdlni déje v kagdém misté lokdlné ekvivalentni situaci, kdy neni
gddné gravitacni pole, ale vztasnd soustava se v tomto bodé pohybuge s prislusnym
grychlenim (3. je neinerciding).

Jinymy slovy, obecni teorie relativity je schopna popsat {yzikéilni jevy v li-
bovolné vztazné soustavé (specidlni teorie relativity (STR) plati pro inerci-
4ln{ vztazné soustavy (IVS)). Dal§i analyzou dostivime, Ze v libovolném gra-
vitaénim poli lze zavést fadu lok4lné inercidlnich vztaznych soustav (v kaz-
dém bodé) v nichz je stav beztiZe a viechny fyzikilni déje v nich probihaji
lokalné podle zakont STR bez gravitace. Ve skute¢ném (nehomogennim)
gravitaénim poli viak obecné nelze spojit jednotlivé IVS v jednu globélni
inercidlni soustavu — prostoro¢as neni rovinny, ale zakfiveny. Univerzilnost
gravitaéniho ptsobeni vyjidiena v principu ekvivalence tak vede k souvis-
losti mezi gravitaci a geometrii.

2.1. Zakladni pojmy

Cilem této kapitoly je struény vyklad potfebnych vztaht a veli¢in nut-
nych k popisu Petrovovy klasifikace prostorodasti. Viechny zde uvedené
vztahy jsou pfevzaty z knihy Matematickd teorie ernych dér od S. Chandra-

sekhara [5]. Detailnéj§i popis matematického aparitu OTR nalezne étenéf
napt. v [3], [6], [7].

Diferencovatelna varieta

Popisem vlastnosti Riemannova prostorodasu se zabyvd matematickd dis-
ciplina diferenciilni geometrie. Zékladnim objektem je diferencovatelni va-
rieta. Nez se ale pfistoupf k jeji definici, je nutné nadefinovat pojmy diferen-
covatelny atlas a lokilni soustava soufadnic.



2. Matematické giklady

Necht n je pfirozené &islo, mnozina N necht je sjednocenim v$ech svych
podmnozin Vi€ 1, tj. N=U,;c;V;, a necht 3V 'V, vzdjemné jednoznaéné
zobrazeni ¢; mnoziny V; na otevienou mnozinu U; CR". Necht je pro
Vi,j €I mnozina ¢;(V;NV;) otevieni a zobrazeni ¢;o¢; " diferencova-
telné zobrazeni této mnoziny na mnozinu ¢;(V;NV}). Pak je na N déna
diferencovatelni struktura a systém {(V;, ;) }ier je diferencovatelny atlas.
Kazda dvojice (V;,¢;),i€ I je mapa tohoto atlasu. V; je soufadnicové okoli
a zobrazeni y; lokélni soustava souiadnic na V;.

N je Hausdorffav prostor, jestlize ke VA, BEN; A#B,3U,VCN
(M, N jsou oteviené mnoziny) tak, ze AcU, BEV,UNV =0. Jinymi
slovy, je mozné libovolné dva body oddélit otevienymi mnozZinami.

Nyni se koneéné dostdvime k definici variety: diferencovatelnd varieta
je prostor N s diferencovatelnou strukturou a spodetnou bézi, ktery je
Hausdorffav. Dimenze variety je n. Spoéetnou bézi se mysli fakt, Ze z atlasu
variety lze vybrat koneény systém map, které pokryvaji cely prostor V.

Tecné vektory

K zavedeni tenzort je nutné nadefinovat teény a dudlni prostor. Teény
prostor nadefinujeme pomoci teénych vektord.
Tedny vektor u variety N v bodé A€V je operitor, ktery kazdé dife-

rencovatelné funkei f na N pfifadi &islo uf, které je v soufadnicich ddno
vztahem

af(al,”"an) i
uf = ——— 2
ox?

kde [a',...,a"]=p(A) jsou soutadnice bodu A a u',...,u" jsou reilni

¢isla, nezavisla na f. Cislo uf je derivace funkce f podle vektoru u. Viechny
teéné vektory variety N v bodé A tvoii teény prostor, ktery oznacujeme
TaN.

Pro u plati, 2¢ u=u'9/0x" a pro dvé diferencovatelné funkce f,h
vbodé A plati

u(f+h)=uf+uh,
u(fh)=(uf)h+ f (uh).

10



2.1. Zdkladni pojnry

1-formy

1-forma w v bodé A variety N je linedrni zobrazeni te¢ného prostoru
T4 N na mnozinu redlnych &sel

w:TAN—>R1.

Jinak feceno, libovolnému teénému vektoru v bodé A pfifazuje 1-forma w
&islo w(X), coz se zapisuje vztahem

w(X) = (w, X).
1-formy splfiuji vlastnosti vektorového prostoru

(w,aX+8YY=a(w,X)+B{w,X),
(aw)(X)=a(w,X),
(wt+m)(X)=(w,X)+(m, X).

pro libovolny teény vektor X €Ty N a libovolni redlnd éisla o, 3; w,m —
dvé 1-formy. JelikoZ 1-formy spliiuji tyto vlastnosti, tvofi vektorovy prostor
T3 N, ktery se nazyva dudlni prostor k T4 N. 1-formdm se také #ika kovari-
antni vektory.

Tenzory a tenzorové operace

Tenzor je jednim z nejdilezitéj$ich matematickych objektd v OTR. Je
mozné ho nadefinovat nékolika zptsoby. V obecné relativité se v§ak vychazi
z pojmu diferencovatelnd varieta, na niz se zavede teény prostor, k nému
odpovidajici dudlni prostor forem a pomoci nich se definuje tenzor [5], [6].

Tenzor T typu (r,s) nebo stupné (r+s) v bodé A je element soudinu
prostora

Ta(r,s) = ?A®"'®TI‘L®\7§®“'®TZ[’

V/

~/
T s

ktery zobrazuje libovolnou uspofiddanou mnozinu r 1-forem a s vek-
tord (o',...,0";v1,...,v,) v bodé A na redlné &islo. Tenzor u1 ®---®
u,@T'®---®@7° tedy zobrazuje tuto uspoiidanou mnoZinu na uGZenf

11



2. Matematické giklady

(c'ur) ... (o"u ) (T v1) ... (T5v,), pticemZ toto zobrazent je lineirni v kaz-
dém argumentu. Pomoci bize {e,}, {w’} je mozné zapsat libovolny tenzor
T typu (7, s) ve tvaru sumy tenzorovych souéini

ai...ar b b.
T:Tbl{..bs ea1®"'®ea,‘®wl®---®w y

s

kde viechny indexy probihaji od 1 do n. Koeficienty T;'' ;" s kovariantninzi
indexy by...bs a kontravariantnimi indexy ai...a, se nazyvaji komponenty
tenzoru T.

Tenzorové pole r-krit kovariantni a s-krat kontravariantni na varieté N je
zobrazent, které kazdému bodu X € N pfifadi tenzor typu (s,7) na Tx N.

Soucet tenzorh

Soulet tenzorh je operace, kterd je definovina pouze pro tenzory téhoz
typu. Plati Ty + 1% — T3, kde T3, T, T3 jsou tenzory typu (r,s). Pro slozky
plati toto pravidlo:

a...d a...d a...0
A)\...u + B)\...z/ = C)\...l/’
pficemz A0 €Ty, B0 €Ty, a C5:0 €T3 Je vidét, ze vysledny tenzor je
stejného typu a operace séitdni tenzort je komutativni.

Nasobeni skalarem

Jedna se o opreaci T'-T1 — T4, kde T4, T jsou tenzory typu (r,s) a T je
skalér (tenzor typu (0,0)). Pfi této operaci je kazd4 slozka tenzoru vynéso-
bena skalirem a neméni se pfi ni f4d tenzoru:

()AY 2 =a- A aeT, AY €T

Tenzorovy soucin

Je operace Ty @ Ty, — T3, pticemz T} je tenzor typu (r,s), T: je typu
(u,v) avysledny tenzor T3 je typu (r+u,s+v). Pro slozky plati vztahy:

A;*_'_'_‘Dg'_'_'_ = Di’_'_‘_Aj_’_’_’, (komutativita)

AN (Dg"" Eg )=(AS " Df, )E§< , (asociativita)
(AN +B3)Dg =AD" +B\ D",

(distributivita)

12



2.2. Relativistické objekty

kde AS €Ty, DI €Tb. Soudin tenzorl je operace, kterd méni id ten-
zoru.

2.2. Relativistické objekty

V této &sti uvedu zakladni tenzorové velidiny, které jsou potiebné k za-
vedeni Einsteinovich gravitacnich rovnic. V celé této kapitole se pouzivéd sou-
fadnicovd béze.

V obecné teorii relativity se pracuje s tenzory na varieté. V konkrétnich
fyzikalnich piipadech se pak varietou mysli prostorocas (napt. tvofici n43
vesmir) pro definovany zdroj gravitaéniho pole. Podle toho se pak piislusna
fe$eni Einsteinovych rovnic déli na vnitini a vnéjsi feen.

Geometrie prostoro¢asu je uréena pfitomnosti hmoty, kterd jej zakiivuje.
Toto zakfiveni pak definuje vzdalenost mezi body a zpisob pohybu hmot-
nych téles v prostorocase. Vzdalenost je definovina pomocf intervalu

d82 = Gij d:Ez ® dacj.

Symboly dz' jsou linedrni formy, které ve fyziklnim smyslu predstavuji dél-
kovy element v pfislu§ném soufadném systému, g;; je metricky tenzor, kte-
rym je uréena geometrie prostoro¢asu. V celé prici se dile uvaZzuje signatura
metrického tenzoru rovna —2.

Pro dal3i poditini je nutné znit lineirni konexi. V. OTR se slozkim ko-
nexe v soufadnicové bézi #fki Christoffelovy symboly. Tyto slozky se ne-
transformujf jako tenzor, proto nenf linedrni konexe tenzorem.

Dal§i objekty jsou svizdny jak s metrikou, tak s linedrni konexi. Jsou to
tenzor torze lineirni konexe T a Riemanniv tenzor kiivosti R, které po-
pisuji geometrické vlastnosti konkrétni linedrni konexe. Pokud plati T=0,
jedni se o linedrni konexi bez torze. Jestlize je R=0, pak se jedn4 o plochou
linedrni konexi.

Z Riemannova tenzoru kiivosti je pak odvozen Ricciho tenzor, ktery
vznikne GZenim. UZenim Ricciho tenzoru pak dostaneme Ricciho skalarni
kfivost R.

Dile se definuje EinsteinQv tenzor, ktery tvoif Einsteinovy rovnice gra-
vitaéniho pole a Weylav tenzor, ktery pfedstavuje ¢ist Riemannova tenzoru
s nulovou stopou, pouzivany v Petrovové klasifikaci metrik.

13



2. Matematické giklady
Christoffelovy symboly
Definuji se vztahem

Og1; | Ogie  Ogjk
Oxk oxi x!

. 1 .

i il
a jsou tzv. doplnitelnou strukturou, kterd umoziuje zavést pojem kovariantni
derivace, coz je derivace vztahujici se na zakiiveny prostorocas.

Lieova derivace

Timto nizvem se oznaluje Licova zévorka [X,Y], na kterou se pohlizi
jako na operaci diferencovéni. Vyraz

LxY = [X,Y] = —[Y,X] = —LyX

je Lieova derivace vektoru Y ve sméru vektoru X. V obecném piipadé je Lie-
ova derivace £xY tenzorového pole T typu (7, s) opét tenzor téhoz typu.

Lieova derivace spliiuje nésledujici vlastnosti:
1. Lieova derivace skaldrniho pole f

Lxf=X[f=df(X),
2. Lieova derivace vektorového pole Y
£xY = [X,Y],

3. Lieova derivace tenzorového pole je linedrni operitor, jehoz ptisobeni na
tenzorovy soudin se fidi Leibnitzovym pravidlem

Lx(S(X)T) =LxS®T+S® LT,
kde S, T jsou libovolni tenzorova pole.

Kovariantni derivace

Jelikoz obyéejni parcidlni derivace tenzorG nemi tenzorovy charakter
(netransformuje se jako tenzor), je potieba nalézt takovou kalibraci, kterd

14



2.2. Relativistické objekty

tuto potiz beze zbytku odstrani. Derivace, jejimz pisobenim na tenzor do-
staneme objekt tenzorového charakteru, se nazyvid kovariantni derivace. Je
definovina vztahem
g oT - . S
] kl... 7 nj... J in...
Tkl“.;m_ Hxm +anTkl +anTkl +...

_kaTnl... _FZ'rnTkn.“ T

Vlastnosti Riemannova a Ricciho tenzoru

Riemanntv tenzor kfivosti je definovin nésledujicim zptsobem:

Jj 1 J Jj ok J k
Rlnm - ]‘—‘lm,n - ]‘—‘ln,m + Fk’nFlm - Fk,m]‘—‘ln7
pficem? je zde zavedeno oznaleni I}, | =0T /0z", které je jen jinym

zpusobem zipisu parcidlni derivace.
Neékteré dilezité vlastnosti:

Rjkmn + ijnk + Rjnkm =0,
Rjk'rnn = Rmnjka

Rjkmn:_Rkjmn:_ jknm:Rk]nm
Ricciho tenzor ziskime GZenim z Riemannova tenzoru:
kl 1k
Rij = 9" Rikji = g Rijri = Rji.

Je vidét, Ze Ricciho tenzor je symetricky. Ricciho skalir dostaneme GZenim
Ricciho tenzoru:
R = gl] R”

Weyliv tenzor

Je definovén jako ¢&4st Riemannova tenzoru kfivosti, kterd mi nulovou
stopu. M4 tedy stejné vlastnosti symetrie:

1
Cijri=Rijri — 3 (gir Rji+gjiRik — gji Rit — gu Rjk )+
1
+g(9ikgjl —9gjrgi) R.

15



2. Matematické giklady

Riemannlv tenzor mi dvacet nezdvislych komponent, tenzory Ricciho
a Weyltv maji kazdy po deseti nezavislych komponentich.

Einsteinovy rovnice
Einsteinovy gravitaéni rovnice maji nasledujici tvar:

1 8t
Gij — Agij = Rij — 95 R — Agiy = ——=Tij,

2 ct
kde T}, je tenzor energie-hybnosti elektromagnetického pole a A je kosmo-
logicka konstanta. V dal§im textu uvazujeme pfipad, kdy A=0.

2.3. Formalismus tetrad

Standardni zplsob fe$eni tloh v OTR spoéivéd v zavedeni lokalniho sou-
fadnicového systému, pfi¢emz se soufadnice vybiraji tak, aby feseni bylo
co nejjednodussi. Existuje ale také druhy zpusob feseni, ktery je zaloZen na
tom, Ze se vybere tetrddni bdge ze Etyt nezavislych vektorovych poli a viechny
potiebné veli¢iny se transformuji do této vybrané baze. Dile se sleduji rov-

nice, kterym tyto veli¢iny vyhovuji. Tento formalismus se nazyva tetridni.

Zavedeni tetrad

V kazdém bodé prostoro¢asu zavedeme biazi ze ¢tyf kontravariantnich
vektord

e (a=1,2,34), (1)

kde index v zdvorkach &isluje vektory tetrddy a nazyva se tetrddnim indexem
na rozdil od tenzorovych indexa, které se pi§i bez zavorek. S kontravariant-
nimi vektory (1) jsou spjaty kovariantni vztahem

k
€(a)i = Gik€(q)>

kde veli¢ina g;;, oznaluje metricky tenzor. Dile plati vztahy

i (b) _ s(b)
e(a)ei _5(0,)’

()€ =0;;

€(a) €(®)i =T(a)(b)>

16



2.3. Formalismus tetrdd

kde 1¢4)(s) je konstantni symetrickd matice. Pfedpoklida se, ze vektory eza)

predstavuji ortonormovanou tetridu; v tom piipadé je 1, () diagondlni ma-
tice s elementy +1, —1, —1, —1. Déle plati, ze

a)(b a

@O, 5@

n“ei=e?, nwme™ =

Jestlize provedeme transformaci vektorového & tenzorového pole na
tetrddu, dostaneme tetrddni komponenty vektoru ¢&i tenzoru:

A

js

S
S
|

€(a)j A= ef@
A =g @O 4 — @ 47 @ 4
Al=e(, AW =€ A,
T(a)5) =) €1y i = €(ay T
Tw—e( Vel Ty =6 Twy-
Derivace ve sméru a Ricciho koeficienty
Kontravariantni vektory e(q) jako te¢né vektory umoznuji popsat smérové

derivace

o) = Ca) i

zavedeme oznaceni ¢ (, :eéa (8¢/6xi):eéa)¢7i, kde ¢ je libovolné ska-

larni pole. V obecnejs1m pr1pade mame

o .0
8g;iA(a):e(b)_8 ie‘(a)Aj:

— ot J

_6(b)Val [e(a)Aj:| (b)|: ]Z+Ake(a) :|

Odtud pak dostivime:

Ay, () =¢p)

_ i i i ko400
Afa),0) = €y Ajsi0) T Cami€m €A - (2)

17



2. Matematické giklady

Zavedeme-li 0znadent (e (a) (5) = €(1) € (a):i € (1) » MiZeme piepsat rovnici (2)
do tvaru

— i (e)
Ao = wdicn T Vowma - (3)
Veli¢iny y(a)(s)(c) s€ nazyvaji Riccibo koeficienty. Tyto koeficienty jsou antisy-
metrické v prvnich dvou indexech:
V() (a) ) = T V(a)(e)(b)-
Rovnice (3) Ize pak ptepsat do tvaru

)(m),y

eAiielh) = A, — 1 V)@ b) Am)-

K nalezeni Ricciho koeficientd nejsou potiebné kovariantni derivace, takze
neni potfeba znit Christoffelovy symboly. Zavedeme-li

A@)()(€) =€(b)i.j [@Eu)% —€la) 6@)] = @)
= € T €O Ca) %)
a zménime-li v rovnici (4) oby&ejné derivace kovariantnimi (v dtsledku sy-
metrie afinnich koeficienti1), dostaneme
A ) = ey — emsile(a)€le) = V@)®)e) = V) ®)(a)-

Roziedime-li tyto rovnice vzhledem ke v, obdrZime vztah

1
N@® e = 5 M) T @b ~ Abe@

odkud je zfejmé, ze k uréeni Ricciho koeficientd je nutné provést pouze
obydejné derivace. Pro koeficienty A déle plati tato symetrie:

A@ b)) = —Ae)b)(a)-

Komutacni relace a strukturni koeficienty

Strukturni koeficienty C ((3 () JsOU definoviny pomoci Lieovy zdvorky bé-

zovych vektord, kterym pfifazuje teény vektor podle vztahu
—
[e@) em)] = Clayp e (5)
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2.4. Formalisnzus Newmana-Penrose

V obecném piipadé midme 24 riznych konstant a tyto konstanty jsou an-
tisymetrické v indexech (a) a (b). Strukturni koeficienty souvisi s Ricciho
koeficienty vztahem

e _ (o _ _(
Caym = Ywy@ ~ Vayw):

Jestlize do rovnic (5) dosadime misto strukturnich konstant Ricciho koefici-
enty, dostaneme 24 Eomzutacnich vgtahi.

Ricciho identity
Provedeme-li projekci Ricciho identity e(q)i;u — €(ayisin= Rmikle% do
tetrddni baze, obdrzime vztah pro Riemanntv tenzor v tetrddnich slozkach:
Ra)()(e) (@) = — V(@) (5)(e).(d) T V(@) (B)(@).(c) T
(£ (H
1000 Yo P00 0] + (6)
n " _ )
Y@V (@)~ Y@@V (o)

V dasledku antisymetrie Ricciho koeficientd pres hlavni dva indexy existuje
36 rovnic (6).

2.4. Formalismus Newmana-Penrose

Jednd se o tetrddni formalismus ve specidlné vybrané bizi. Zavedli jej
Newman a Penrose [8] v roce 1962 a jeho podstata spolivd v tom, Ze
za zdklad vzali izotropni bézi namisto ortonormované bize vektora. NP-
formalismus umoznuje fesit problémy tykajici se ¢ernych dér s vétsi efek-
tivitou a vyhovuje také pro fefeni problému Petrovovy klasifikace pomoci
pocitace.

Izotropni baze a spinové koeficienty

V zékladech formalismu Newmana-Penrose je izotropni bize slozena
z paru redlnych vektort 1, n a z paru komplexné sdruzenych vektort m, m.
Tyto vektory musi spliiovat t¥i podminky:

1. ortogonality: 1 m,=1*-m,=n%-m,=n"-m,=0,
2. izotropnosti:  1*-1,=n®-n,=m®-m,=m"-m, =0,
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2. Matematické giklady
3. normovani: 1n,=1, m®m,=-—1.

Z toho davodu je zakladni matice 7(,)) konstantni symetrickou matici
tvaru:

01 0 ©
_ @w» _[1 0 0 0
77(a)(b)—77 - O 0 O _1 )
00 -1 0

jestlize se zavede nasledujici oznaéend tetrddy:
eg =1 e2=n, e =m, e, = m.

Odpovidajici kovariantni bize ma tvar

1 2 3 a
e —=ez=n,e" =e; =1 " =—e,=-m, e = —e3g = —m.

Bézové vektory, které jsou briny jako smérové derivace maji ve formalismu
Newmana-Penrose specidlni oznadeni:

2 1
ei=e" =D, es—=e =A,

4 3
eg=—e =9, es=—e"=4§".

Rizné Ricciho koeficienty, které se ted nazyvaji spinové kocficienty, maji tato
oznaleni (tady a v dal3im textu jiz nenf providéno uzavorkovéni tetradnich
koeficientt):

K="Y311, 0="Y314, e=(y211+7311)/2,
0 =313, H="Y243, v=(v212+"7342) /2,
A="244, T="312, a=(v214+7344) /2,
V="Y242, T="241, B=(v213+7343) /2.

Komplexné sdruzené veli¢iny se dostanou zdménou indexd 3 za indexy 4
a obricené.
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2.4. Formalisnzus Newmana-Penrose

Zapis Weylova, Riemannova a Ricciho tenzoru v NP-formalismu

Weyltv tenzor je definovin jako bezestopa ¢4st Riemannova tenzoru:

1
Cabcd - Rabcd - 5 (nac Rbd — Toe Rad —Nad Rbc + nbdRac) +

1
+ E (nacnbd - nadan)R7

kde R, jsou tetridni komponenty Ricciho tenzoru a R je skalarni kiivost:
Rac == ’r]bdRabcdy R = nabRub = 2(R12 - R34)-
Dile plati vztahy:

7 Capea= Clpez + Caper — Capes — Capes =0,
Ch23a+Cli3a2+ Cra23=0.

V NP-formalismu se deset nezavislych komponent Weylova tenzoru popisuje
péti komplexnimi skalary:

Vo=—C1313=—Clgrsl’ml"m”,

U =—Cl213=—Chgrs!"nl"m”,
‘1'2:—01342:—C’pqrslpmqmrns, (7)
U3=—Clo42= _Cpqrslpnqmrnsa

\114 = —02424 = —Cpq,.snpmanms.

Nyni se vénujme Ricciho tenzoru. Deset nezédvislych komponent Ricciho
tenzoru se v NP-formalismu zapisuje pomoci téchto skalrt:

1 1 1
Pgo=——-Ri11, $yo=——Roo, Py =——Ras,
00 5 F 22 5 Fe2 02 5 fss
1 1 1
<I>20:—§R44, ©11=—Z(R12+R34), <I>01=—§R137
Pig= lR b= 1R $y = 1R
10— 2 14, 12— 2 23, 21— 2 24 5
1 1
24 1p (fl2 = Ra)



2. Matematické giklady

Komutacni vztahy a strukturni konstanty

Vyjdeme z komutaénich vztaht pro bizové vektory
[eq, €] = (Yeba — Year)e® = Cipec. (8)
Pro jeden pfipad provedu podrobny popis:
[A, D]=[n,1]=[ez,e1] = (vc12 —Ye21) €°=

= —712191 +’Y212€2 + (312 —¥321) e’ + (Y412 —v421) et=
= —’Y121A +’Y212D - (7312 - ’7321)5* - (7412 - 7421)5-

Tato komutaéni relace pak pomoci spinovych koeficientd dostane nasledujici
tvar:
[A,D]=AD—DA=
=(y+¥)D+(e+e)A—(7"+7m)d—(7+7")5".

Podobnym zptisobem se odvodi tyto vztahy:

SD—Dé=(a"+B8—7")D+rA— (0" +e—c")5—0d",

SA—AS=—v"D+(t—a" —B)A+(u—vy+7" )5+ A5,

5 6—68"=(pu" —p)D+ (0" — o)A+ (a—B )5+ (B—a”)s".

Srovnaji-li se tyto vztahy se vzorcem (8), dostane se nasledujici vyjadreni
strukturnich konstant pomoci spinovych koeficienti:

Co=7+7", Cyy=a"+B—n",
Cyy=—", Cag=p"—p,

Cy =c+e", 2=k,
Ch=7—a’—f, Ch=0"—o,
031:_(7’*4‘7")7 C§1:_(9*+5_5*)’
Cor=p—7+7", Clh=a—f",
Cy=—(r+7"),  Cy=-o0,

Ca=\", Cr=B8—a".
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2.4. Formalisnzus Newmana-Penrose

Ricciho identity a jim odpovidajici rovnice

Ricciho identity jsou v NP-formalismu odvozeny nédsledujicim zptsobem:

—Vo=C1313=R1313="Y133,1 —V131,3+
+ 133 (Y121 + V431 — Ya13+ Y431 +V134) — (9)
— 131 (7433 + Y123 — Y213 + Y231 +Y132) -

Pouziji-li se jiz odvozené vztahy pro derivace ve sméru a spinové koeficienty,
Ize rovnici (9) piepsat do tvaru

Do—6k=0Be—e"+o0+0")+r(n"—7—-38—0a")+ T,.

V NP-formalismu stali zapsat systém osmnicti rovnic (nemusi se vypisovat
komplexné sdruzené). Nyni tento systém uvedu, pricemz u kazdé rovnice
bude vypsina komponenta Riemannova tenzoru, kterd s ni souvisi.

Do—68"k=(0"+00")+o(c+&*)—Kr"T—

—k(Ba+p"—m)+Poo, [R1314]
Do—bdk=0(o+0" +3c—¢&")—
—k(T—7"+a"+38)+ ¥y, [R1313]
Dt —Ar=o(t+7")+o(r"+m)+7(e—c")—
— Rk (3y+)+ T+ Do, [Ri312]
Da—d§"e=a(o+e"—2e)+Bc" —B e —rA—
— Kk "y+7(e+0)+ D10, [3(R3414— Ri214)]
DB —de=o(a+m)+B(e" —€") —r(p+v)—
—e(a"—7")+ Ty, [3(Ri213— Rsa13)]
Dy—Ae=a(r+7")+6(r" +7)—~y(e+e") —e(v+7")
+rm—ve+Uy+ P —A, [%(R1212—R3412)]
DX—§"1t=(oA\+o pu)+m(r+a—B")—vKr" —
—A(3e+€")+ Dy, [R2441]
Du—dr=(o" p+oX)+n(r" —a"+3)—
—p(e+e") —vr+Ty+42A, [R2431]
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2. Matematické giklady

Dy—Am=p(r+r")+ A +7) +7(7=7") =

—v(3e+e")+ U3+ Py, [R2421]
AXN=8"v=—A(p+p" +3v—7")+
+rvBa+B +rm—7")— Ty, [R2442]
do—8"o=p(a"+B)—0(B3a—p")+7(0—0")+
+r(p—p") =¥+ Doy, [R3143]
da—6"B=(no—Ao)+aa+88" —2af+v(e—0" )+
te(p—p") =T+ &1 +A, [5(Ri234 — R3a34)]
N—=8"p=v(o—o")+m(p—p")+pu(a+p")+
+A(a"—38)— U3+ Py, [R2443]
Sv—Ap=(p*+A\)+p(y+y) —vr+
+v(r—38—a")+ P9, [R2423]
Sy—AB=xy(t—a"—B)+ur—ov—ecv'—
—B(vy—=7"—p)taX + P, [%(R1232—R3432)]
St—Ao=(uo+No)+7(r+pB—a”)—
—o(3y—~") — kv +Poa, [Ri332]
Ao—8"T=—(ou"+oN)+7(B" —a—7")+
+o(v+7")+rve— Ty —2A, [R1324]
Aa—§"y=v(o+e) —A(T+B)+a(y —u’)+
+y(B"—1") =3, (5 (Ri242 — R3a42)]

2.5. Petrovova klasifikace

Jiz bylo uvedeno, Ze v dané tetrddé je Weylav tenzor zcela popsin po-
moci péti komplexnich skaldrd Wy, ..., ¥4. Tyto skalary obecné zivisi na
tetradé, kterou oviem lze transformovat. Vzniki tak otizka, které z téchto
skaldrd lze vynulovat, vybereme-li vyhodnéjsi orientaci tetrddy. Odpovéd na

tuto otdzku nds ptivede k algebraické klasifikaci Weylova tenzoru, kterou za-
vedl A, Z. Petrov [9].
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2.5. Petrovova klasifikace

MozZné transformace tetrad:

1. Rotace t¥idy I, pfi niZ se zachoviva vektor 1,

2. Rotace t¥idy II, pfi niz se zachoviva vektor n,

3. Rotace t¥idy II1, pfi které se neméni sméry 1 a n; providi rotaci vektoru m
(am) o thel 0 v roving (m,m).

Transformace, které odpovidaji témto pozadavkam a spliuji podminky
ortonormality, maji tento tvar:

Transf. 1 n m m
L. 1 n+a'm+am-+aa*lm-+al m+a*l
II. [1+b"m-+bm-+bb*n n m-+bnm-+b'n
I1I. A1 An e’m | e 'm

kde a,a™,b,b" jsou komplexné sdruzené funkce a A, 0 jsou funkce redlné.

Jednotlivé transformace pisobici na Weylovské skaliry ;:

Rotace 1. tfidy:
Wo— o,
U — VU +a" ¥,
Uy —Wy+2a" U, +(a*)2\I’07
Uy —Ws+3a" Uy+3(a”)* T+ (a)* ¥y,
U, — U440 " U34+6(a")’ Vot+4(a*) ¥, +(a*) ¥.

Rotace II. t¥dy:
Wy — W+ 4bW; + 62Ty +4b> U3+ bW,
Uy — U, 430, + 307 U5+ 50y,
Uy — Ty +200;5+ 57Ty,
W3 — W3+ bWy,
W, —Wy.

25



2. Matematické giklady

Rotace II1. tfidy:

Do A% 0,

U, A ey,

Vo — Wy,

Uy —Ae Wy,

Ty— A% e 00,
Pfi zméné tetrdd dochédzi samoziejmé také k transformaci spinovych koefici-
entu.

Definice Petrovovy klasifikace

Necht je U4 #0. (Jestlize je ¥4 =0, pak jej lze rotaci 1 pfevést na ¥4 #0,
pokud neni prostor konformné plochy, kdy jsou véechny Weylovské skalary
rovny nule.) Nyn{ provedeme rotaci tfidy I s parametrem b. Weylovské ska-
lary se tak transformuji do tvaru:

T W+ 4bT ) +6b° Wy +4b° Uy + b Ty,
T Wy 430, 4307 W+ 520,

T W, 42605+ 52Ty,

\I{S,” —W34bWy,

o' vy,

kde horni index oznacuje skaldr po transformaci. Je zfejmé, Ze rotaci tfidy 11
lze vynulovat skalir Wy, jestliZe je b kofenem rovnice

W,ub* + 4T3b° + 6Wab” 4+ 4U,b + ¥ = 0. (10)

Tato rovnice mé vzdy étyfi kofeny a jim odpovidajici nové sméry vektoru 1
dané vztahem 14 b*m+bm+bb™n, se nazyvaji blavni igotropni piimky Wey-
lova tenzoru. Jestlize jsou stejné dva nebo vic kofent, pak je tenzor alge-
braicky specidini, jinak je tenzor algebraicky obecny. Rlzné varianty rovnosti
koteni jsou pak zdkladem Petrovovy klasifikace.

Typ L. V tomto piipadé jsou viechny &tyfi kofeny v rovnici (10) rizné.
Oznaéme je by, ba, b3, by. Potom rotaci tiidy II s parametrem b=b;
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2.5. Petrovova klasifikace

(dosazenim kteréhokoliv kofene dostaneme tentyz vysledek) transfor-
mujeme ¥y na nulu. Pak lze rotaci tiidy I (kterd nema vliv na W)
pfevést na nulu® i ¥y, Skaldry ¥y, ¥y, W3 zdstanou razné od nuly
a invariantn{ vidi rotaci tfidy 11, kterd nemd vliv na &g a Wy,

Typ II. Rovnice (10) m4 dva stejné koteny by =bs (F#bs#ba, bs#£ba).
V tomto piipadé ma nejen rovnice (10), ale i jeji derivace podle b

W,b% + 3W3b% + 3Wsb+ Uy =0

koten b=bs. Nyni rotaci II s parametrem b=b; (=bz) mizeme vy-
nulovat ¥y a ¥;. Potom rotaci I (nem4 vliv na ¥y, ¥;) mize byt
vynulovén skaldr ¥,. Nenulové zstanou pouze ¥y a Ws.

Typ D. Rovnice (10) m4 dva rlizné dvojnisobné koteny b; a by. Rotaci
t¥{dy Il a potom rotaci t¥{dy I mohou byt vynuloviny skaliry ¥, ¥y,
U3 a Uy, Raznym od nuly ziistane pouze skaldr ¥, (invariantni vci
rotaci I1I).

Typ IIL Jsou stejné tii kofeny rovnice (10): by =by=b3#bs. Rotaci
tiidy II s parametrem b=b; (=bs=b3) mohou byt vynuloviny skalary
Wy, ¥y a Uy, Rotaci I Ize dile vynulovat skaldr Uy, takZe jedinym
nenulovym ziistane ¥3 (mliZze zménit znaménko pfi rotaci I1I).

Typ N. Regenim rovnice (10) je jeden étyfnasobny koten b. Rotaci
ti{dy II Ize vynulovat skalary g, ¥, ¥y a ¥3. Nenulovym Weylov-
skym skaldrem zlstane pouze U y.

Typ 0. Jednd se o konformné plochy prostor, v némz jsou viechny
Weylovské skaliry rovny nule.

Prabéh degenerace jednotlivych typt Petrova je dobfe znizornén na Penro-
sové diagramu (obr. 1).

* Kofeny rovnice \Ilo(a*)4 +4%, (a*)3 +6\I/2(a*)2 +4W3a" + U, =0 jsou inverzni ke kofe-
nam rovnice (10)
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2. Matematické giklady

Obr. 1: Penvosediv diagram

Algoritmus na zjistén{ Petrovova typu z Wo, ..., ¥y [4] je zaloZen na po-
rovnéani téchto péti skaldrh:

[=Ug0,— 40, W34 302,

Wy W3 Uy
J= ‘I/g \112 ‘1’1 s

vy, ¥ Py
K=0,0) - 30,00, 203,
L=Wy0,— U3,

N=12L° - V7],

‘ ‘1107\1117\112’\1,35\1,4 |

B=27J2F——

ne

TypII

ano

Typ 11| TypD|

Obr. 2: Vivejovy diagram na urient Petrovova typu
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2.5. Petrovova klasifikace

Jestlize je ¥4 roven nule, pak jsou v definicich invariantd navzijem za-
ménény Wo=W, a ¥; = W¥s;. Vlastni porovnani a uréeni Petrovova typu je
uvedeno ve schématu (obr. 2). Pomoci tohoto algoritmu se bude poéitat Pet-
rovova klasifikace.

Jestlize je ¥ =4 =0, pak se definuje skalir

D = 9¥2 — 160, Vs,

a uréeni Petrovova typu probihéd podle schématu na obrizku 3.

Povazuji za dulezité dile zminit skuteénost, Ze zménou parametru v me-
trice mize dojit i ke zméné Petrovova typu. Pikladem muze byt Schwarz-
schildova metrika, u niZ pro r — oo dostdvime typ 0.

Petrovovu klasifikaci lze samoziejmé provést i vypoétem v soufadnicové
bazi (viz.[7]). Prvnim krokem je vypoéet komponent Weylova tenzoru,
které se potom definovanym zptsobem pievedou na tenzor druhého fidu
a porovninim jeho vlastnich hodnot dostdvime Petrovovu klasifikaci.

T

moci Newman-Penrosova formalismu.

‘1’1,‘1127‘I’3I

(@,

(wo=0}—"~W;=0)

@“e ]Ty:1| | Typ I11| [ Typ 11|
(D=0

o]

Obr. 3: Vivojovy diagram na urient Petrovova typu, jestlize ¥o=T,=0
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3.1. Globdlni promeénné

Tato kapitola je psina jako piiru¢ka uzivatele, ktery pracuje s mapleov-
skym modulem pro Petrovovu klasifikaci, jenz je vlastnim vysledkem této
prace. Procedury jsou roztfidény do dvou zikladnich skupin podle mate-
matickych veli¢in s nimiz pracuji. Prvni &ist popisuje funkce, které pracuji
s tenzorovymi veli¢inami v soufadnicové reprezentaci. Ve druhé &asti se
nachézi procedury, které odpovidaji veli¢inim poéitanym pomoci Newman-
Penrosova tetrddniho formalismu. Ve viech procedurich se vyuZivd ma-
pleovskych knihoven tensor a linalg, proto je nutné je vyvolat jest¢ pfed
samotnym modulem.

3.1. Globalni proménné

Pouzitim globdlnich proménnych lze dosihnout toho, Ze uvedené pro-
cedury jsou z uzivatelského hlediska co nejjednodusdi. Jejich pouzZitim se
totiz odstrani zad4vani vstupnich parametra funkci. Jelikoz jsou tyto pro-
ménné potieba ve vice procedurich, povazuji za dulezité, aby se o nich
ptipadny uzivatel dovédél vice, protoze jejich nevédomé predefinovini by
vedlo ke zcela chybnym vysledkam.

Na tomto misté je téZ vhodné podotknout, Ze pfi zjednoduovani téchto
proménnych je daleZité spravné pfifazeni, aby dal§i pouzité procedury po-
¢italy se zjednoduSenym tvarem dané proménné. To lze zafidit tim, Ze se
vstupni proménné pfifadi totozné jméno. Pro lepéi orientaci je uveden nisle-
dujici piiklad: Je potfeba zjednodusit hodnoty Riemannova tenzoru d_RM.
K tomu se pouzije nize uvedena procedura jed, kterd providi zadané zjedno-
dudovini. Sprivné pfifazeni vypadi nasledovné:

d_RM := jed(d_RM, simplify, 0):

Seznam globilnich proménnych

d_g — zdkladni proménni, které je pfifazen vstupni metricky tenzor. Pracuji
s ni viechny funkce, pomoci nichz dostivime tenzorové komponenty

v soufadnicové reprezentaci. Je dllezitd pfi snizovan{ indexu.

d_ginv — této proménné je pfifazen kontravariantni metricky tenzor, ktery je
pouzivin ke zvy$ovini indexa.
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3. Procedury

d_clmag - globalni proménna, které je pfifazen tenzor elektromagnetického
pole.

d_tetrads — zékladni proménna pro Newman-Penrosetv (NP) formalismus.
Je v ni uloZena vstupni kontravariantni tetrdda [—1,1], s niZ se pocitd ve
viech dalsich funkcich NP formalismu.

d_tetrads_i - proménnd, které je pomoci funkce i_tetrad pfifazena vypocltena
kovariantn{ tetrida [—1,—1]. Piipadné pojmenovén{ vystupu této funkce
nema z hlediska funkci pracujicich s touto veli¢inou zddny vyznam (je-
likoz z pozadavku co nejvétsi jednoduchosti neobsahuji Zddné vstupni

hodnoty).

d_gamma - této proménné je pfifazen vystup z procedury Riccikoef . Je dile-
zitd pro procedury NPr a spin_koef .

d_Psi - globalni proménn4, v niz jsou ulozeny hodnoty komplexnich skalari
¥ Weylova tenzoru. Vypolitivd se pomoci procedury NPr a vyuzivaji ji

funkce petr, RIEMANN a RICCI.

d_Phi - obsahuje hodnoty komplexnich skaldra ® Ricciho tenzoru. Uréuje ji
procedura NPr a vyuzivaji ji funkce RIEMANN a RICCI.

d Lambda - hodnota skaliru kfivosti v tetridni reprezentaci uréend pro-
cedurou NPr. Vyuziva ji funkce RS.

d RM - globélni oznadeni Riemannova tenzoru kfivosti v tetrddni reprezen-
taci.

d_C - oznaéeni Weylova tenzoru v tetridni reprezentaci.
d_RC - globilni oznaéeni Ricciho tenzoru v tetridni reprezentaci.

d_R - oznaéeni Ricciho skaliru.
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3.2. Funkce pro tengorové veliciny

3.2. Funkce pro tenzorové veliCiny

display_t

Syntaxe:
display_t(tenzor)

Popis:

Jednid se o zakladni funkci, kterd provadi vypis nenulovych slozek veli¢in,
které maji strukturu vicendsobnych vektorovych poli. Tato pole mohou mit
soufadnicovy i tetridni charakter, pfi¢emz jediné omezeni spocivd v tom, Ze
musi byt 2., 3. nebo 4. fddu, coZ oviem pro déile prezentované funkce zcela
postatuje. Toto omezeni je zpisobeno mapleovskou definici objektu tenzor.
Funkce byla napsina proto, ze Maple V release 4 neobsahuje funkci na vypis
slozek libovolnych tenzort a navic funkee, kterd v Maple provadi vypis (jde
o funkei displayGR) tenzorovych komponent, nepodavi tGplnou informaci
o daném tenzoru.

Vystupnimi parametry jsou:

e name — jméno tenzoru, jehoZ vlastnosti se vypisuj,

o coordinates — soufadnicové soustava, v niZ jsou slozky daného tenzoru po-
¢itany,

o character — urluje typ tenzoru, tj. zda je tenzor v daném indexu kovari-
antni [—1] nebo kontravariantni [1],

o rank of tensor — oznacuje fad tenzoru,

o non-gero komponents — vypisuje nenulové komponenty zadaného tenzoru.

Piiklad pouZiti:
Vypis slozek metrického tenzoru:

display t(d_g);
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jed

Syntaxe:
jed(tenzor, procedura, fce)

Popis:

Funkce zjednodufuje a upravuje komponenty tenzort 2., 3. a 4. fadu,
pfi¢emz vstupnimi parametry jsou:
e fengor — libovolny tenzor 2.-4. fidu,
o procedura — zjednodudujici procedura,
e fte - pravidlo, podle kterého se provadi zjednoduseni.

Pro jednotlivé procedury existuiji tato pravidla (viz. [2]):
o simplify — providi obecné zjednoduseni

¢}
e}
e}
e}

o

0 - pokud potfebujeme obecné zjednodusent,

power — zjednodusuje mocniny, exponenciily a logaritmy,

radical — zjednodusuje vyrazy s mocninami s lomenym exponentem,
sqrt — zjednodusuje druhé mocniny nebo mocniny druhych odmoc-
nin,

trig — zjednodusuje mocniny trigonometrickych funkci,

o convert — procedura pro konverzi vyrazu na jinou formm

(¢]

exp — konvertuje trigonometrické funkce do ekvivalentni formy, kterd
obsahuje exponenciily,

In - konvertuje cyklometrické funkce do tvart, které obsahuji pouze
logaritmy,

o expln —kombinace exp a In,
o expsincos — konvertuje trigonometrické funkce do tvarG obsahujicich

sin a cos a vSechny hyperbolické trigonometrické funkce do tvara ob-
sahujicich exponenciily,

sincos — konvertuje trigonometrické funkce do tvard obsahujicich je-
nom sin, cos, sinh a cosh,

tan - konvertuje trigonometrické funkce do tvart obsahujicich pouze
tangens,

trig — konvertuje viechny exponenciily do tvart obsahujicich sin, cos,
sinh a cosh podle Eulerovych pravidel,
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3.2. Funkce pro tengorové veliciny

o expand — provede rozndsobeni vyrazu a jeho Gpravu na soudet ¢lend,
e factor — provede rozklad polynomu na souéin kofenovych &initeld.
Priklad pouZiti:

Provedeme obecné zjednodu$eni komponent Riemannova tenzoru kfi-
vosti. Pfifazeni je nutné proto, aby se déle poditalo se zjednodusenym tva-
rem tenzoru.

Rm := jed(Rm, simplify, 0):

ds

Syntaxe:

dsQ)
Popis:

Tato funkce slouZi k zadani metrického tenzoru. Je interakéni, coz zna-
mend, Ze uzivatel postupné zadavi viech deset slozek metrického tenzoru.
Funkce vyuzivd mapleovskou knihovni funkci entermatrix. Pro uréeni met-

riky je ve funkci nastavena globélni proménnd d_g. Proto neni potieba prova-
dét ptifazeni dané funkce (metrika se vzdy vyvold pomoci d_g).

Piiklad pouZiti:
Zadéini Schwarzschildovy metriky:
dsQ;

g_inv

Syntaxe:
g-inv()
Popis:

Funkce provadi vypocet kontravariantntho metrického tenzoru. Jeji vy-
stup je zapsin do globalni proménné d_ginv.
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Piiklad pouZiti:
Vypolet kontravariantni Schwarzschildovy metriky:

g-inv():

create_tensor

Syntaxe:
create_tensor(p, type)

Popis:

Funkce umoziiuje vytvofit libovolny tenzor druhého fidu. Opét vyuziva
standardni funkce entermatrix. Jelikoz zde nejsou nastaveny zddné globalni
veli¢iny (lze predpokladat, ze bude pouzita vicekrit a glob4lnim nastave-
nim by doglo k pfepséni predchoziho tenzoru), je nutné provést pfifazeni
(viz. ptiklad). Vstupnimi parametry jsou
e p — parametr, ktery uréuje vlastnosti symetrie zadivaného tenzoru:

o gymmetric — vytvoteny tenzor bude symetricky,

o antisymmetric — vytvofeny tenzor bude antisymetricky,

o general — vytvofi obecny tenzor,
® fype — urCuje typ tenzoru:

o [—1,—1] - tenzor bude kovariantnf,

o [1,1] - tenzor bude kontravariantni,

o [—1,1] - jedn4 se o smi3eny tenzor (kovariantni v prvnim a kontrava-

riantni v druhém indexu).

Specialnim piipadem této funkce je funkce ds(), kterd umoznuje zadat
jenom metricky tenzor.

Piiklad pouziti:
Vytvofteni antisymetrického kovariantniho tenzoru F

F := create_tensor(antisymmetric, [-1,-1]);

36
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raise, lower

Syntaxe:
raise(contra_metric, tensof, 41, 2, . .. )
lower(cov,metric, tensor, ¢1, 29, ... )

Popis:

Pomoci téchto funkei providime zvedini a sniZovini indext jiz nadefi-
novanych tenzorl. Jedn4 se o standardni mapleovské funkce obsazené ve
verzi 4 a 5. Je nutné je zde uvést, protoze tyto operace patii mezi zdkladni.
Vyznam jednotlivych vstupnich parametrd je nasledujici:

o contra_metric — kontravariantni metricky tenzor,

o cov_metric — kovariantni metricky tenzor,

e iensor — tenzorovy objekt, na némz chceme operaci vykonat,

® iy, 12, ... — &islo indexu, u néhoz m4 byt dané operace provedena (miize
jich byt samoziejmé i vice, jedné-li se o tenzor vysitho fadu).

Piiklad pouZiti:

Provedeme zvednuti prvniho a tfetiho indexu Riemannova tenzoru Rz,
pficemz kontravariantni metrika m4 oznaéeni 4_ginv.

raise(d_ginv, Rm, 1, 3):

ideal

Syntaxe:

ideal(u)

Popis:

Provadi vypocet tenzoru energie-hybnosti idedlni kapaliny, ktery je ddn
vztahem [7]:

Tir = (p + €)uiur — pGik,

kde p je tlak, € je napéti a u je Etyfrychlost. Vstupnim parametrem je:
o u — Ctytvektor rychlosti.
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Funkce vyuziva globalni proménnou d_g, kterd obsahuje kovariantni met-
ricky tenzor.

Piiklad pouziti:

u:=[1, 0, 0, 0]:
tid := ideal(u);

t_elmag

Syntaxe:
t_elmag()

Popis:
Funkce provadi vypodéet tenzoru elektromagnetického pole Fyj, ze zada-

ného étyfpotencidlu elektromagnetického pole Ay podle rovnice

0A, 0A;

F;. = — — .
b oz’ oxk

Je interakéni, takZe po vyvolani staéi zadat komponenty pfisluiného Ctyfpo-
tencidlu. Vystup je ukladin do globélni veli¢iny d_elmag, kterd je potfebni
pro funkci T_eb_elnz.

Piiklad pouziti:

t_elmag();
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3.2. Funkce pro tengorové veliciny

T_eh_elm

Syntaxe:

T_eh_elm()
Popis:

Funkce zavadi tenzor energie-hybnosti elektromagnetického pole podle
vztahu

Ty = = Fl 4 SR, P
ik — A Wl 4 lm gik

pfi¢emz se ptedpoklida, ze Fjy je jiz zadané pomoci funkce t_elmag. Dile je
nutné, aby byl zad4n kovariantni metricky tenzor g, (funkee ds()) a kontra-
variantni metricky tenzor g'*, ktery se ve funkei pouzivé pro zvedani indexu.

Piiklad pouziti:

TEH := T_eh elm():

TEH := jed(TEH, simplify, 0):
coords
Popis:

Globalni proménnd, kterd udiva soufadny systém, v némz se provadi vy-
pocet. Je nutné ji pouzit jiz na pocitku vypoltd, protoze s ni pracuji uplné
viechny procedury. Diéle je potfeba ddvat pozor na pfipadné kolizn{ situace,
které nastanou, pokud se nékde uprostied vypoétu coords ptedefinuje a dile
se poditd s piedchozimi veli¢inami.

Piklad pouZiti:
coords := [t, r, theta, phil;

39



3. Procedury

tensorsGR

Syntaxe:
tensorsGR(coords, d_g, d_ginv, det_met, C1, C2, Rm, R¢, R, G, C)

Popis:
Standardni mapleovskd procedura na vypoéet nejdaleZitéjsich tenzord
z obecné teorie relativity. Vstupnim parametrem je pouze metrika d_g a sou-

stava soufadnic coords. Ostatni veli¢iny uvidéné v zdvorce jsou funkef vypoé-
teny.

Vyznam jednotlivych parametrt:

coords — souradnicovi soustava,

d_g - kovariantni metricky tenzor,

d_ginv — inverzni (kontravariantni) metrika,
det_met — determinant metriky,

C1 - Christoffelovy symboly prvniho druhu,
C2 - Christoffelovy symboly druhého druhu,
Rwm — Riemanntv tenzor kfivosti,

Rc — Ricciho tenzor,

R — Ricciho skalir,

G — Einsteinlv tenzor,

C - Weylav tenzor.

Pfed zaddnim procedury je nutné mit nadefinované soufadnice a met-
riku!

Piiklad pouZiti:
tensorsGR(coords,d_g,d_ginv,det_met,C1,C2,Rm,Rc,R,G,C):

display_allGR

Syntaxe:
display_allGR(coords, d_g, d_ginv, det_met, C1, C2, Rm, Rc, R, G, C)
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3.2. Funkce pro tengorové veliciny

Popis:

Funkce provadi vypis nenulovych komponent viech veli¢in vypoétenych
pomoci fensorsGR. Jedni se o standardni mapleovskou proceduru. Vyznam
formalnich parametr je stejny jako u funkce fensorsGR.

Piklad pouZiti:

display-allGR(coords,d_g,d_ginv,det_met,C1,C2,Rm,Rc,R,G,C);

einstein_eq

Syntaxe:
einstein_eq(G, energ_hyb)

Popis:
Funkce vypisuje Einsteinovy rovnice gravitaéniho pole, pfi¢emz vstup-
nimi parametry jsou
e G — Einsteinav tenzor,
o cnerg_hyb - libovolny tenzor energie-hybnosti.

Einsteindv tenzor je nutné vypoéitat pomoci mapleovské funkce ten-
sors_GR, ve které je pouzito odlisné definice Ricciho tenzoru (GZeni Rie-
mannova tenzoru provadi pies prvni a étvrty index, éimz dochazi ke zméné
znaménka). Ve funkci je proto pted kazdou komponentou Einsteinova ten-
zoru znaménko minus. Pokud by se vypocet Riemannova tenzoru provedl
Uzenim pres prvni a tieti index, jak je bézné, dostali bychom ve vypise
rovnice s opaénym znaménkem a na to je ti‘eba dévat pozor.

Piiklad pouziti:

einstein_eq(G, TEH);
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3.3. Funkce pro tetradni veliCiny

tetrad

Syntaxe:
tetrad()
Popis:

Funkce interaktivné definuje izotropni tetrddy, které jsou nutné pro vypo-
Cet Petrovovy klasifikace. Je definovéna jako funkce ds(), ale vystupni tenzo-
rovy tvar je smiSeného typu [—1,1]. Této funkci je pfifazena globélni veli¢ina
d_tetrads, kterd se vyuziva ve viech daldich funkecich, a proto je nutné dévat
pozor na jeji pfipadné pfedefinovini. Pro zadanou tetridu se déle pfedpo-
kldd4, Ze spltiuje vlastnosti, které jsou na ni kladené v kapitole 2.4.

Piiklad pouziti:
tetrad();

i_tetrad

Syntaxe:
i_tetrad()

Popis:

Funkce vypocit k vyse zadané izotropni tetrddé jeji kovariantni tvar. Al-
goritmus je zaloZen na vztahu z kapitoly 2.4. Pfifazend globdlni veli¢ina je
d_tetrads_i.

Piiklad pouziti:

i_tetrad();
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Riccikoef

Syntaxe:

Riccikoef()
Popis:

Funkce provadi vypocet Ricciho koeficientl v, které jsou dualezité pro
vypodet Riemannova tenzoru v tetridnim tvaru. Pro dosazeni kompaktnéj-
$ich (jednodussich) tvari je vhodné po vypoétu pouzit zijednodusujici pro-
ceduru jed. Ricciho koeficienty jsou na vystupu uloZeny jako kovariantni ten-
zory tiettho fadu (4. typ [—1,—1,—1]). Pfed pouzitim je nutné, aby byla
nadefinovéna kontravariantni a kovariantn{ tetrdda, protoZe funkce pouziva
globélni proménné d_tetrads a d_tetrads_i. Vysledek je pfifazen globélni pro-
ménné d_gamma, takze pfi nasledném zjednodu$ovéni je nutné provést pii-
fazeni do této proménné.

Piiklad pouziti:

Riccikoef ():

spin_koef

Syntaxe:
spin_koef()
Popis:

Funkce provadi vypocet spinovych koeficientt, které pifimo dostdvime
pfifazenim z Ricciho koeficientd. Vystup funkce je feSen dvéma zplsoby: na-
pfed je proveden vypis jednotlivych spinovych koeficientd a ty jsou potom
pfitazeny jako vektor zadané veli¢iné (v piikladu je to veli¢ina SP).

Piiklad pouziti:

SP := spin_koef();
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NPr

Syntaxe:
NP:r()
Popis:

Jedna se o nejdtlezitéjs proceduru z hlediska vypoltu Petrovovy klasi-
fikace (jestlize se vychdzi z tetrddni bize). Vystupnimi parametry jsou glo-
balni proménné d_Psi, d_Phi, d_Lambda, které jsou pouzity v procedurich
na vypocet Riemannova, Weylova a Ricciho tenzoru. V procedufe se fesf
Newman-Penrosovy rovnice, takZe je ¢asové nejnaroénéjii.

Piiklad pouziti:

NPr(Q);

petr

Syntaxe:
petr()
Popis:

Funkce urluje Petroviv typ podle klasifikace péti komplexnich skalari
W, které plné popisuji Weyltv tenzor. Schémata algoritmd, podle nichz se
typ uréuje jsou uvedena v kapitole 2.5. Ve funkci je pouzita globilni pro-
ménné d_Psi (proto se nezadavé Z4dny vstupni parametr), ktera je vysledkem
funkce Psi_koef & NPr.

Piiklad pouZiti:

petrQ;

44



3.3. Funkce pro tetrddni veliciny

petrLim

Syntaxe:
petrLim(vel, lim)

Popis:

Tato funkce provadi Petrovovu klasifikaci pro piipad limitni hodnoty né-
které proménné, nachizejici se v metrice. M4 dva vstupni parametry:
e vel — proménni velidina, pro niZ se poéitd limitn{ hodnota,
e Jim — limitni hodnota.

Funkce je napsina proto, ze nékteré limity zévisi na parametru, pficemz
s ménicim se parametrem dochizi téZ ke zméné Petrovova typu.

Piiklad pouziti:
petrLim(r, infinity);

t_tetrad

Syntaxe:
t_tetrad(C)

Popis:

Provadi transformaci slozek Weylova tenzoru do tetridniho tvaru. Vstu-
pem je Weyliv tenzor spoéteny pomoci funkce fensorsGR.
Piklad pouZiti:

Weyl_tetr := t_tetrad(C):

Psi_koef

Syntaxe:
Psi_koef(C)
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Popis:

Pomoci této funkce se z Weylova tenzoru C v tetrddnim tvaru uréi kom-
plexni skaldry ¥, které jsou nutné pro vypoclet Petrovovy klasifikace. Pou-
Ziva se jen v pfipadé, Ze vychdzime z metriky d_g a tetrddni tvar Weylova
tenzoru poditime uzitim funkce WEYL. Pokud vypoéet zaéinime v tetradni
reprezentaci, o uréeni téchto koeficienth se stard funkce NPr. Vystup je pfi-
fazen globilni proménné d_Psi, se kterou jiz pfimo pracuje funkce urlujici
Petrovovu klasifikaci.

Piiklad pouZiti:
Psi koef (Weyl_tetr) ;

RIEMANN

Syntaxe:
RIEMANN()

Popis:

Providi vypoéet komponent Riemannova tenzoru kfivosti v tetridn{ re-
prezentaci. Vysledek vypoétu je pfifazen do globalni proménné d_RM. Pro-
toze se k vypoétu pouzivaji skaliry ¥ Weylova tenzoru a ® Ricciho ten-
zoru, je nutné nejprve pouZit funkci NPr, kterd tyto veli¢iny produkuje. Je
téz vhodné ziskany vysledek déle zjednodusit pomoci funkce jed.

Piiklad pouziti:
RIEMANNQ) :

WEYL

Syntaxe:
WEYL(Q)
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Popis:

Funkce provadi vypodet komponent Weylova tenzoru v tetrddni repre-
zentaci. Jeji vystup je zapsin do globdlni proménné d_C. Protoze pouziva
skalary W, je nutné napfed vyvolat funkci NPr. V dal§im kroku je vhodné po-
uzit zjednodusujici funkci jed, kterd uvede vysledek v kompaktngjsim tvaru.

Piklad pouZiti:

WEYLQ) :

RICCI, RS

Syntaxe:
RICCI()

RSO
Popis:

Funkce RICCI vypoéitd nenulové komponenty Ricciho tenzoru v tetrdd-
nim tvaru a pfifadi je do globalni proménné d_RC, kterd ma tvar kovariant-
niho tenzoru [—1,—1]. Pfed jejim pouZitim je nutné zavolat funkci NPr,
nebot se ve vypoctu vyuzivd jejich vysledka.

Funkce RS uréuje hodnotu Ricciho skaldru kiivosti R, kterou pfifadi do
globélni proménné d_R.

Piiklad pouziti:

RICCI():
RSQ);
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4. Zdver

Ukolem diplomové price bylo vytvoteni programového modulu pro Petro-
vovu klasifikaci prostoroéasti. Zadany tkol byl realizovin pomoci programu
Maple V release 4.

Vysledkem price je programovy modul, ktery umoziiuje ur¢it Petroviv
typ s minimélnimi niroky na znalosti uzivatele (mysleno ve vztahu k vypo-
Cetni technice). Vysledny modul je pieloZen pro &tvrtou i pro péatou verzi
Maple V , kterd byla uvolnéna béhem feseni problému. Nové funkee, kterych
modul vyuzivd k feSeni Petrovovy klasifikace, jsou zaloZeny na Newman-
Penrosové (NP) tetradnim formalismu.

Petroviv typ lze vak ziskat i feSenim ve standardni soufadnicové bazi,
pfi¢em? potiebné velic¢iny (Weyldv tenzor) se po vypoétu prevedou do baze
tetrddni. Tim bylo vyuZito i standardnich mapleovskych funkei, které vytvo-
feny programovy modul doplfiuje o funkce pracujici v NP-tetridni bazi.

Funkce jsou optimalizoviny tak, aby bylo jejich zad4vini jednoduché
avypocet co nejkratdi. Proto jsou téméf ve vSech vyuzity globilni proménné,
jejichz nadefinovanim bylo dosaZeno efektivnéjiiho vyvolavani funkei. Jedi-
nym stinnym bodem takového pfistupu je fakt, Ze uzivatel musi divat pozor
na piipadné piedefinovini takové veli¢iny, a v piipadé zjednodudovani vy-
razt (které je u sloZitéjsich metrik nutné) na spravné pfitazeni. Zkriceni ¢asu
nutného pro vypocet je ve vétdiné ptipadd dosaZeno tim, Ze se uvnitt algo-
ritmd nepouziva zjednoduSovini vyraza. Pfi feSeni bylo totiz zjiténo, Ze je
efektivnéjsi napfed provést vypocet a az potom vysledny vyraz zjednodusit.
Samoziejmé plati, Ze &im je metrika slozZit€j$i, tim niroénéjsi vypolty jsou
(ve funkcich je vétsi mnozstvi nenulovych &lend, které se na vypoétu podili)
a vypocetni ¢as tim nardstd. Na soucasnych poditaéich je viak doba vypoétu
pro vSechny testované metriky pfijatelnd.

Otevienym problémem predklidané price zdstdvé algoritmus procedury,
kterd by fesila ,vypocet” izotropnich tetrdd, jenZ jsou vstupnimi veli¢inami
nutnymi k celému dal§imu vypocltu Petrovovy klasifikace.
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5.1. Priloba

5.1. Priloha

Vesgkeré vypoéty providéné pomoci programového modulu pro zjisto-
vani Petrovovy klasifikace prostorolast (moduld.nm pro MapleV release 4 &
modul5.m pro MapleV release 5) byly kontroloviny pomoci mapleovského
modulu GRTensorll pro prici s relativistickymi objekty. Tento modul neni
standardni souédsti Maple V, ale lze jej ziskat jako free software na adrese

http://astro.queensu.ca/~grtensor/GRHome .html

véetné manudld k pouziti. K dal§i kontrole bylo pouZito databize znimych
metrik, ve které jsou uvedeny jak typy podle Petrova, tak i Segrého klasifi-
kace Ricciho tenzoru. Tato databize se nachizi na adrese

http://edradour.symbcomp.eurj.br/

Soudasti diplomové price je také disketa, na niZ je umistén piislusny mo-
dul pro Petrovovu klasifikaci, pficemz
— moduld.m je uréen pro prici v prostiedi Maple V release 4,
— modul5.m je uréen pro priciv prostiedi Maple V release 5.

Dile jsou na disketé umistény piitkladové mapleovské pracovni listy
(worksheets), ve kterych je feSena Petrovova klasifikace nékolika znimych
metrik (napt. Schwarzschildova, Kerrova, Gédelova a dalsi).

5.2. Priklad na pouZiti modulu

Uvedu pfiklad, jak pouzit modul ke zji§téni Petrovova typu zadané met-
riky. Za metriku bylo vybrino Kerrovo fedeni.

Vypodet za¢ind naltenim potfebnych programovych balika, které jsou
souddsti Maple V' a jez vyuzivid samotny modul pro Petrovovu klasifikaci.
Jedné se o moduly tensor a linalg.

>restart;

>with(tensor):
>with(linalg):
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Nyni se vyvold samotny modul pro Petrovovu klasifikaci (v parametru
funkce 7ead je nutno zadat Gplnou cestu).

>read (‘modul4.m):

Ted se provede nadefinovéni bize, v niZ se bude cely vypoéet providét
>coords := [t,r,theta,phi]:

Definice proménnych, které budou slouzit ke snadnéjsimu zipisu NP-tetrdd

>Delta :
>Sigma :

r-2-2%M*r+a”~2:
sqrt (r"2+a~2*cos(theta) "2):

Zadéini kontravariantn{ NP-tetrady

>tetrad();

enter element 1,1> (r~2+a~2)/Delta;

enter element 1,2> 1;

enter element 1,3> 0;

enter element 1,4> a/Delta;

enter element 2,1> (r~2+a”2)/(2*Sigma”2);

enter element 2,2> -Delta/(2*Sigma~2);

enter element 2,3> 0;

enter element 2,4> a/(2*Sigma”2);

enter element 3,1> I*a*sin(theta)*sqrt(2)/(r*I*axcos(theta));
enter element 3,2> 0;

enter element 3,3> 1/((r+I*a*cos(theta))*sqrt(2));

enter element 3,4> Ixcsc(theta)/((r+I*axcos(theta))*sqrt(2));
enter el. 4,1> -Ixaxsin(theta)/((r-I*a*xcos(theta))*sqrt(2));
enter element 4,2> 0;

enter element 4,3> 1/((r-I*a*cos(theta))*sqrt(2));

enter el. 4,4> -Ixcsc(theta)/((r-I*axcos(theta))*sqrt(2));
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3.2, Piiklad na pousiti modulu
Vypodet kovariantni NP-tetrady a jeji zjednoduseni

>i_tetrad():
>d_tetrads_i := jed(d_tetrads_i, simplify, 0):

Vypodet Ricciho koeficientt ~ a jejich zjednoduseni
>Riccikoef():

>d_gamma := jed(d_gamma, simplify, 0):
>d_gamma := jed(d_gamma, factor, 0):

Vypoéet ¥ koeficientd potfebnych pro Petrovovu klasifikaci
>NPr():
Vlastn{ uréen{ Petrovova typu
>petr();
Petrov type D

Petroviv typ pro piipad, Ze se hodnota poloméru r blizi nekone¢nu (dosté-
vame plochy prostorodas) uréime nasledovné:

>petrLim(r, infinity);

Forr — infinity
Petrov type 0
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