Integralni pocet

Neurcity integral

Integrovani je opa¢ny pocetni vykon k diferencovani, tj. pii integrovani
hleddme k dané funkci takovou funkci, jejiz derivace je rovna funkci inte-
grované.

Je-li spojitd funkce f(z) definovéna v otevieném intervalu (a,b) a také
funkce F'(x) ve vSech bodech intervalu (a,b) a plati-li

F'(x) = f(),

pak je funkce F(z) primitivnd funkci k funkci f(z) a funkce F(z) se nazyva
neurcéitym integrdlem funkce f(x), tj.

F(x)z/f(x)dx

Pravé strana této rovnosti je neuréity integral funkce f(z), integrovanou
funkci (integrandem) je f(z), integra¢ni proménnou je x a integracnim zna-
ménkem je [.

Protoze [F(z) + C| = F'(x) +0 = F'(z), je primitivni funkeci také
F(z) + C, kde C je kazdé redlné &islo, kterému fikame integracni kon-
stanta. Neur¢itym integralem funkce f(z) definované v intervalu (a,b) je
tedy mnozina vSech primitivnich funkci

/f(a:) dz = F(z) + C.

Tento zapis geometricky predstavuje nekoneéné mnozstvi integralnich kii-
vek rovnobézné posunutych ve sméru osy y.

Vypocet neurcitého integralu je obtiznéjsi nez pocitani derivaci a nee-
xistuje pro néj zadny obecny predpis. Musime znat zékladni vzorce diferen-
ciadlniho poctu, znat vlastnosti neurcitého integralu shrnuté do zakladnich
vét a prakticky poznat integracni metody.

Vypocet neurcitych integral provadime pomoci nékolika zakladnich po-
stupt, na které se nyni podivame bliz.
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1. Pf¥imou integraci, kterd pouziva vysledka diferencidlniho poctu

shrnutych do zékladnich (tabulkovych) vzorct neurcitych integralti, které
je nutné umét z paméti. Jsou to:

n+1
1. /x"dx:x +C

2. /ldo::ln|:c\+c
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cotgrdr = In|sinz| + C

7, de =tgz+C
cos

dx = —cotgx + C
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coshxdr = sinhx + C

tghaxdax =In|cosha| + C

/cotghxdx =In|sinhz| +C

= —cotghx + C

dx =tghz + C
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2. Pomoci vlastnosti neurcitého integralu

a| [ s a] = sy
[ a1 = r@)+c.
/kf(x)dx = k/f(x)dx, k#£0,
[15@ £9@) do = [ @) ot [ ooy
Nelze-li ihned pouzit vzorci uvedenych ad 1. a ad 2., upravujeme integro-
vanou funkci vhodnymi zpisoby; nejéastéji pouzivané jsou tyto:

e Integrovanou funkci upravime (kdyz to jde) na algebraicky soucet funkei
jednoduchych, jejichz integraly vypocteme pomoci zakladnich vzorct

2 2 4 2
/(x +1) dx:/x + 2z —|—1d B

3 3 r=
1 1
/xdm+2/fdx+/—3dm=
T T
-2

2
+C3 =

%+Cl+2lnm+02+%
z2 1
?+21nx72—m2+0;

integracni konstanty C, Cy, C5 jsou slouc¢eny do integracni konstanty C'

e Je-li integrovana funkce zlomek, podivame se, jestli neni c¢itatel zlomku
derivaci jmenovatele nebo neda-li se dovolenymi Gpravami na takovy
pripad pfevést

T
/x3—3dx:
1 2x 1 2z 1
= [ dr==[] -2 dz=ZInlz?®-
/2x2f3dx 2/9:2*3@ g Inlr =3I+
1
1 - Inz)’
/ dm:/idx:/ﬂdlenﬂnﬂ—i—a
zlnz Inx Inx
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e Muzeme-li integrovanou funkci vyjadrit jako soucin dvou funkci ve tvaru
[f()]"™ f'(2),

tj. prvni souinitel je mocnina funkce f(z) a druhy je derivaci f'(x),
potom je

[v@r rea - L
Konkrétné
/(Sx?’ +4z)dx = /(2:102 + 1) dxda = w +C.

e Upravou diferencialu lze pfejit pfi vypoétu na jednoduchy integral

2 1 1
/sin2x:/sin2zd (;) = §/sin2xd(2x) = 7§COS21‘+C.

3. Substituéni metodou (je zalozena na derivaci slozenych funkci),
kterou zavadime za vhodnou ¢ast nebo za celou funkci novou proménnou
(obvykle ¢ nebo z) a v nové proménné vyjadiime i diferencidl dz. Substituci
provedeme substituc¢ni rovnici, kterou proto musime diferencovat. Jsou dvé
moznosti substituce

t=p(x) nebo z=g(t),
oznacované jako prvni nebo druhé pravidlo o substituci. Které z nich pou-

zijeme zalezi na konkrétnim ptikladeé.
Podle prvniho pravidla o substituci zjednodusime integral

[ fletae' @) az
substituci
t=p(z)= ¢ (x)de = dt,
takze je

[e@ie@as = [
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Integral na pravé strané fesime a do vysledku dosadime za ¢t = p(z), ¢imz
se vratime k ptvodni proménné.

Konkrétné vypocitejme [(2z — 3)'°dz, z € (—o0, 00). Povysit dvojélen
v zavorce na desatou a pocitat jednotlivé integraly jeho ¢lend by bylo velmi
zdlouhavé. Proto polozime

t=¢(z) =2x—3.
Tuto substituéni rovnici diferencujeme

dt = 2zdx = dx:%dt

1 1
/(2x—3)10dx:/t10-§dt:i/tlodt:

(dostali jsme jednoduchy integral, ktery fesime pfimou integraci a ve vy-
sledku se vratime k ptivodni proménné x)

a dosadime

1t 1
=-—+C=—_(2e-3)"+C.
511 T 5y (22 —3) +

Podle vyse uvedeného druhého substituc¢niho pravidla prevadime feseni
integralu [ f(z)dz substituci
r=g(t)= do=g(t)dt

na vypocet integralu na pravé strané rovnosti

[ t@yae= [ siaw)gar

Do vysledku pak za ¢t dosadime inverzni funkci k funkei @ = g(t).

Napiiklad [(a? — 2%)!/2dz, a # 0, |z| < a. Substituéni rovnice je x =
asint, kterou diferencujeme (dx = acostdt) a hned si najdeme inverzni
funkei k funkci = asint (sint = x/a, t = arcsin(z/a)) pro dosazeni do
vysledku.

/ 1 q / 1 acostdt
—_—dr = | ——]/—— —=
Va? — z? Va2 — a%sin®t ay/1—sin*t

t
:/ﬂdt:/dt:t:arcsinf—i—a
cost a

acostdt =
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4. Metodou per partes (tj. integraci po ¢astech), kterd je zalozena
na derivaci sou¢inu dvou funkeci. Pro funkce u(x) a v(x) — zkrdcené pséno
u a v — které maji v néjakém intervalu spojité derivace, plati pro derivaci
jejich soucinu vzorec

(wv) = v'v +uw'.

Integraci této rovnice dostaneme [(uv) dz = [w'vdz + [wv'dz a z toho

vyplyva, ze
/u/v dz = uv — /uv’ dx.

Tento vzorec predepisuje postup pii integrovani metodou per partes. Inte-
grovanou funkci rozlozime na soucin u'v tak, aby se integral funkce u’ dal
pomérné snadno urcit (nejlépe ze zékladnich integréald, je-li to mozné), ddle
uré¢ime derivaci druhého ¢initele soucinu v. Vypocet je pak ziejmy z pravé
strany vzorce, tj. tu ¢ast funkce, kterou jsme oznacili v’ integrujeme (do-
staneme u) a Gast, kterou jsme oznadili v derivujeme (dostaneme v’). Za
znaménko rovnosti napiSeme souéin «-v a od ného odec¢teme (pozor na zna-
ménko) integral [ wv’ dz, ktery vypocitame. Metoda mé smysl tehdy, je-li
integral [uv’dx na pravé strané vzorce jednodussi nez integral [ «'vdx na
strané levé. V nékterych pripadech musime postup opakovat vicekrat a je
proto nutné volit (misto pismen u a v) dalsi pismena /', s, ¢/, p atd., aby
byl postup feseni piehledny a lépe kontrolovatelny. Vypocet provedeme na
dvou typickych prikladech.

1. [Inzdz, > 0; integrovanou funkeci Inz rozloZime na souéin 1 - Inx
a polozime ' = 1 a v = Inz. Uréime v = [1dz = [dz = z a
v/ = (Inz)’ = 1/z. Dosadime do vzorce a dostaneme

1
/lnxdx:wlnx—/x;dm:xlnx—x:x(lnx—1) =

=z(lnx —Ine) = zln” +C.
e

2. [(2?/e")dx, x € (—00,00). v/ =1/e", v =2 = [e*dzx=—1/e",

v =2z
2 1 1 2
x—d:z::ffof/foxdx:—xf_wLQ/gdz.
ev ev ev ev ev
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Postup znovu opakujeme s jinymi pismeny: ' = e™*, s =z = r =
Je " dx = —e™®, ¢ = 1 a pokracujeme v dosazovani podle vzorce,
takze dostaneme

2 1 1 2 1
—x+2<—x—/—dx> :_x+2(_x_> =
=——+C.

P1i vypoctu nékterého integralu je casto nutné uvedené metody kombino-
vat.

Integrovani redlnych raciondlnich funkci

Pfi integrovani redlnych racionalnich funkci jde vlastné o integrovani
mnohoélenti a ¢4steénych (parcidlnich) zlomki. KaZzdou neryze racionalni
funkci f(x) = P(z)/Q(x), kde P(z) a Q(x) jsou mnohocleny (stupeii mno-
ho¢lenu P(x) je vy$$i nebo stejny jako stuperi mnohoclenu Q(x)), lze po
déleni Citatele jmenovatelem rozlozit na mnohoclen a funkci ryze racionalni,
tj.

R(z) je mnohoéclen (podil), S(z) je zbytek po déleni a S(z)/Q(x) je funkce
ryze racionélni. Ryze raciondlni funkci rozlozime na parcidlni zlomky. Ty
miizeme rozdélit na ¢tyfi typy:
e A/(x—a), A, a jsou redlna ¢isla, « jsou riizné redlné kofeny jmenovatele
Q(x),
e A/(z —a)*, k> 1 piirozené a a je k-nasobny realny koien jmenovatele
Q(x),
e (Bx+C)/(x? + px + q), diskriminant D < 0, tj. jmenovatel zlomku mé
komplexni kofeny,
e (Br+C)/(2®> +pr+q)F, D <0, k > 1 celé a jmenovatel zlomku mé
k-nasobné komplexni kofeny.
Koeficienty A, B, C najdeme bud porovnanim nebo vypocétem. Integraly
prvnich dvou typt pocitdme mezi integraly zakladni:

1
/ de=lnlz—a|+C, z#aq,

r—«
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1 1 )
/(x—a)kdx:(]_fk)(xfa)kfl +Ca 1'3’&047 k > 1 celé.

(a) Je-li stuper ¢itatele integrovaného zlomku vyssi (nebo stejny) nez
stupen jmenovatele, délime citatele jmenovatelem:

23 3
/ x dx:?/ x de, = # -1,
z+1 z+1

1
3 2
: 1) =2"— 1-—
2 (z+1)=a"—x+ 1
nebo tpravou
z3 P+1-1 23+1 1 9 1
= = — =X _x—i_]-_ .
z+1 r+1 r+1 r+1 z+1

Je tedy

x3 9 1
2 dx =2 z“—z+1— —— | dz=
rx+1 r+1
1
:2/:172da:72/zdx+2/dx72 ——dx =
r+1

2
:§x3—x2+2x721n\x+1|+0.

[(3z% — 10z + 4)/(2® — 2® — 4o + 4)dz, x # 1, © # £2; jmenovatele
upravime vytykanim:

322 — 10z + 4 322 — 10z + 4
dzr = dr =
a3 —a2 —4r+4 22(x—1)—4(zx-1)
/ 322 — 10z + 4
= dz;
(r—1)(z+2)(z—2)
322 — 10z + 4 A . B L C
(z—1)(z+2)(z-2) z-1 z+2 z-2
Koeficienty A, B, C' uréime nejprve porovnanim a potom vypoctem. Vy-
nasobenim jmenovatelem dostaneme
372 —10r +4 =
=Alz+2)(z—2)+Blz—1)(z—-2)+Clx—1)(z+2) =
= Az® —4A+ Ba? — 3Bz + 2B+ C2® + Cz — 2C =
=(A+B+C)2? + (=3B + C)z + (—4A + 2B - 20)
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Vznikla rovnice je identicky platna pro kazdou hodnotu proménné z a koe-
ficienty stejnych mocnin na obou stranach se sobé rovnaji, tj.

A+B+C=3
—-3B+C=-10
—2A+B-C=2

Resenim tohoto systému rovnic dostavame
A=1 B=3, C=-1.
Proto

3z% — 10z + 4 1 1 1
dr= [ ——dz+3 dz — [ ——dz =
/x37x2—4x+4 . /xfl T /:z:+2 v /zfQ v

=lnlz—1]+3Injz+2|—Injz - 2| =
(z —1)(z+2)3
T —2

=1In + C.

Vypoctem dostaneme:

32% — 10z + 4 A n B n c
(z—D(z+2)(z—-2) -1 2+2 z-2

Abychom vypoéitali A, vynasobime rovnici vyrazem x — 1. Dostaneme

3x2—10m+4_A+(x_1) B N C
(x+2)(x—2) r+2 x-2)°

Polozime-li x = 1 na obou stranich, bude soucin na pravé strané roven

nule:
3~12—10-1+4_

=A=1
1+2)(1-2)
Koeficienty B a C' vypoc¢itdme stejnym postupem (pfi vypoétu B ndsobime

z 4+ 2 a dosadime do obou stran rovnice z = —2, pfi vypoc¢tu C nasobime
x — 2 a dosadime x = 2); B=3, C = —1.

(b) M&-li jmenovatel ryze racionalni funkce S(z)/Q(x) redlny vice-
nasobny kofen «, pak maji parcidlni zlomky tvar A/(x — «)*. Funkci
S(x)/Q(x) potom muzeme rozlozit na

10
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S(Z‘) Ak Ak—l Ak_g - Al
Q@)  @—af  @-af 1 (@-a)? T«

a koeficienty Ay, Ax_1,... muzeme pocitat podle vzorce

A=t [(Sl(fx)))m]x_a

nebo (a to je Castéjsi) porovnénim, p¥ipadné vypocétem jako v piedchozim
prikladé.

(3% — 1422 4 272 — 16)/((2? — 4z + 4)(2% — 22))dz, x # 0, x # 2.
Integrovanou funkci rozloZime na elementarni zlomky. JelikoZ jmenovatele
upravime na (z — 2)2z(zx — 2) = z(x — 2)3, bude

3333 - 14332 + 27x — 16 A3 A2 A1 B
= + + + =
(x —2)3z (x—2)8 (z—-22 z-2 =z

Pouzitim vzorce Ay_, spocitame koeficienty As, Ao, Ay, B:

A3 =A3 o=

1 [(3@3 — 1422 + 272 — 16>(0)
X

0!

(nultd derivace je taz funkce)

=2

1 24—56+54—16_§_3
1 2 T v

1| /323 — 1422 + 272 — 16\’
A2 = A371 = — =
1! T

16\’
(39:2 — 14z + 27 — )
X

12-14+4=2.

r=2

16
=[<6x—14+0+2>} -
z r=2

r=2

11
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1 16\"
A1:A32:l<3m2—14x+27—>] =
21 T
r=2
1 16\’ 1 32
=2 -
1 32 1
= (6-)=2(6-4)=1.
2(6 8> 2(6 )
3 _ 2 _ _
B 3z 142 + 27x — 16 _ 16 _q
(x —2)3 w0 (0—2)3

Resenim je tedy

/33:3 — 1422 4+ 27x — 16
dx =

(22 — 4o + 4)(2? — 22)

3 2 1 2

1 1
1—3)@—272 (1—2)(x—2)+n|”3 [+ 21n 2]
L— 2 nfe—2+2mfe|+C

= —— — n - n .
2(@—22 =z-2 7 “

(¢) V piipadé, ze ma jmenovatel raciondlni lomené funkce kromé re-
alnych souciniteli také kvadraticky trojclen, jehoZ diskriminant D < 0,
je rozlozitelny na sdruzené komplexni soucinitele. Jeden (p¥ipadné i vic)
z parcialnich zlomki bude tiettho typu (Bxz +C) /(22 + px +q), jak uvidime
z nésledujiciho prikladu.

J(@? =3z +1)/((z +3)(2? — 22 + 5)) dz. Integrovanou funkci rozlozime
na parcialni zlomky:

2 —3x+1 A Bx+C ,

= : 3 —2x+5

(x+3)(x%2 — 22+ 5) 1’+3+x272x+5 ‘ ($+ )(CL‘ x+5)
22 =3z +1=A* -2 +5)+(Br+CO)(z+3) =

=(A+ B)z® — (2A—3B - C)z + (54 +30)

12
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Rovnice plati identicky pro kazdou hodnotu x. Porovname-li soucinitele pfi
stejnych mocninich, dostaneme systém jehoz feSenim jsou ¢isla A = 19/20,
B =1/20 a C' = —25/20. Danou funkeci tedy muzeme rozlozit na

2?2 —3x+1 _Q 1 +i x—25
(r+3)(22 -2z +5) 20x+3 2022 —-2z+5’

cili

/ 2?2 —3x+1 da 19 1 q +1/ r— 25 d
= — X —_— _— =
(z +3)(x2 — 22 1 5) 20/ z+3 20/ 2 _2:45"

19 1 z—25
- 3+ — [ =122 qg
50 T+ |+20/x2—2m+5 o

Integrél [(z—25)/(z*—2z+5)dz je typu [(Mz+N)/(2*+pr+q) dz v némz
je diskriminant jmenovatele D < 0, tj. p?/4 — ¢ < 0. Integrovanou funkci
rozlozime tak, aby prvni ¢ast byla typu f/(z)/f(x) a druha 1/(z% + pz + q)
a to pomoci neurcitych koeficientt ki a ko

0o o w2 1
2—22+5 ‘22 _2:+5 202 _2r 15

k1 a ko se uréi z identické rovnice

k1(2$—2)+k‘2 =z — 25,
2k1$—2k1 +k2 =z — 25.

Odtud dostaneme porovnanim u stejnych mocnin, ze k; = 1/2 a ko = —24,
takze

i/ xr — 25 do —
0) 2—2045
1 /1 2% — 2 1
N (e S S FORE V) N, 1o g
20 <2/m2—2x+5 v /x2—2x+5 x)
1 2% — 2 24 1
40/x2—2x+5 . 20/x2—2x+5 o

1 6 1
=—In|2* - 20 +5|— - | ————dz.
g0 e — 20+ 5] 5/x2—2x+5 o

13
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Zbyva tedy jesté vypocitat posledni integral, coz provedeme tpravou jme-
novatele a jednoduchou substituci:

Q/;d _ §/;d _
5] 22—2245 07 5) 222w +1+4°" 7

_79/ 1 dpo|T-1=2
5 ) (z—-124+4 7 | dv=2dt

6 1 5 1
5/4t2+4 3/1+t2

——garct t——§arct r—1
T Tpuest T mparte T

Celkové feseni je tedy

/ 22 -3z +1
dr =
(x + 3)(2% — 22 + 5)

1 1 -1
:2—3ln\m+3|+4—oln\x272x+5|fgarctg%qLC.

Pozndmka. Integral [1/(z? + pz + ¢)dz, D < 0, je nutné si zapamatovat
jako integral zakladni:

p
2

5 dx = = arctg =
V 4 V 4

Integrovani parcialniho zlomku étvrtého typu (Bz 4 C) /(2% + px + ),
k > 1 celé, provadime pomoci rekurentniho vzorce

Bz +C B B 1 Bp
/ @rprtdf T -1 Erperil (C 2) e

kde

1
I = —d =
k /<x2+px+q>k g

P
TEy 1 2k —3

+C.

14
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Jako pitklad vypoéitejme [(3z+2)/(z? + 2 +1)2dz, 2?2 + 2+ 1 #0.

/ Br+2 3 L (31,
r = — . _— =
(22 +x +1)2 22-1) 22+z+1 2 )72

3 1 1
R I
1
A S
B $+% 1 4-3 L
2(2—1)(1—1> Ztatl 2(2—1)(1—)
2z + 1 1 2

= : + 21

3 224+x+1 3
Integral I je ale zékladni integral z poznamky predchazejiciho pfikladu,
proto pouzitim jeho vzorce dostavame, ze

/ . f’f+* 2x+1
arc .
$2+$+1 / & / \/g

Konec¢né je tedy zadany integral roven

/ 3x + 2 d
—_— dx =
(22 + 2+ 1)2

3 1 1(2x+1 1 4 2:c+1)_
- 5 -

2 2 rrotl 3 .x2+x+1+3f

1 3+2x+1 ; 20+1
= _—— —_— arc =
?2+x+1\ 2 6 3[ 873 V3
1 x—4 2 2z +1
= . + arctg +C.

V3

(d) Metoda Ostrogradského je vyhodna pfi integrovani funkei ryze raci-
onalnich lomenych (je-li funkce neryze racionalni, postupujeme tak, jak uz
bylo uvedeno), jejichz rozklad jmenovatele na kofenové Cinitele nezname,
ale 1ze ji pouzit i kdyz je zname.

22 +z+1 3 3V3
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Integral raciondlni funkce f(x) = P(z)/Q(x), jejiz jmenovatel Q(x) ma
vicenasobné koreny, je

x B (x) Py(z) ..
[ o= o+ ] g 0

kde mnohocleny P;(z) a P2(x) jsou stupné o jednotku niz$iho nez mnoho-
¢leny Q1(x) a Qa(x). Koeficienty téchto mnohoclentt se uréi pomoci neur-
¢itych koeficientd porovnanim z rovnosti

P(x) [ Pi(x)\ | P(z)
Q@‘(@@)*@@V

kterou dostaneme z rovnosti (1) derivovanim. Postup ukazeme na konkrét-
nim pitkladé [2?/(2? + 2z + 2)?dz, 2? + 2z + 2 # 0. Podle rovnosti (1)

je
/ x? do — Ax + B +/ Cx+ D du
(22 4+224+2)2 7 22 +2r+2 2+20+2

Tuto rovnost zderivujeme:

x? _ A(2? 422+ 2) — (Az + B) (22 + 2) Czx+D
(22 + 22 +2)2 (22 + 2z + 2)2 22+ 20+2°

Vynésobenim jmenovatelem (22 + 22 + 2)? a jednoduchou tpravou dosta-
neme

2% = Ca® + (~A+2C + D)z? + (2C — 2B + 2D)x + (2A — 2B + 2D).
Porovnanim koeficient pfi stejnych mocninach na obou stranach dosta-

neme soustavu ¢tyt linearnich rovnic jejimz feSenim jsou ¢isla A =0, B =
1, C =0, D = 1. Proto m4 integral reseni

/ x? q 1 +/ 1 q
Xr = €r =
(22 4 2z + 2)? 2242z +2 2242z +2
1 n 1 z+1
242242 212
1

= m + arctg(x + 1) + C.
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Integrovani iraciondlnich a transcendentnich funkci

Integrovanim iracionalnich funkci dostaneme elementarni funkce jen
v nékterych pripadech a takové integraly mtizeme vhodnou substituci
prevést na integraly funkci racionalnich. Uvedeme je ve stru¢ném piehledu
s ukdzkovymi pfiklady, nebot pii feseni téchto ptikladt jde o to, poznat,
kterému typu zadany integral odpovida.

a) integral typu

/R (m, 18/ Ziig) dz, ad —bc# 0, s > 2 celé,

kde a, b, ¢, d jsou konstanty. Pismeno R znamena, Ze integrovana funkce
vznikla raciondlnimi podetnimi tkony (séitdnim, od¢itdnim, nisobenim a
délenim) vyrazl, obsahujicich z a uvedené odmocniny. Takové integrily

TeSime substituci
slar +b
t= 1/ :
cr+d

z niz vypocCteme z a diferencujeme:

(ad — be)sts—1

d =
v (a — ct®)?

Tomuto typu odpovidaji napiiklad tyto integraly:

/x2—\/2x+1
z—3V2r+1

1+2
/f/ T e a=2 b=1, c=-3 d=2 s=3
1+ 3x

5z2 — 3
V3 — 5z
Méme vypoditat integral [(z+1)/(3z+1)}/3dr, 2 # —1/3, kdea =3, b=
1, c=0, d=1, s = 3. Resime ho substituci
t=v3x+1,
r=(t3-1)/3,
dz = * dt.

dz, kdea=2, b=1, c=0, d=0, s =2;

dz, a=-5,b=3,¢c=0,d=1, s=4.

17
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Ptvodni integral jesté upravime a dosadime:

Lﬂdx_/Ldﬁ/;dx_
Br+r1 ) ¥Brr1 Br+1

1 2 1 2
== (=t dt+= [tdt== [ *de Al/tdt:
3/< ) +3/' 3/ e

22 1, 1
=t T = Y Bar 1P+ oY Br 1) =
TR AT (Jc+)+3 3z +1)
(Bx+1)2 [3x+1 JBx+1)2 3(xz+2)
= +1| = .
3 5 3 )
2)d/(3 1)2
_ LY

18
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b) Integraly typu

/R(az,x/awz—i—bx—i—c), a#0,

(napt. [(1—22)Y2da, [2%/(2? —1)Y2dz, [(22 —10)/(1 + 2 — 22)'/2 da,
[(z+1+ (2% + 3z + 6)/2) /(2% + 3z + 6)1/2 dz. Narozdil od uvedenych,
integral [(1+ x + (22 + 32 + 6)1/2)/(2? — 3z + 6)'/2 dz uvedeného typu
neni, protoze kvadratické trojéleny pod odmocninou nejsou stejné) se raci-
onalizuji Eulerovymi substitucemi:

t=+vax2+bx+c+xva, proa >0,
xt = Vax?2 +br+c++/c, proc>0.

Jsou-li @ a 3 dva rtizné realné koreny kvadratické rovnice az? + bz +c = 0,

pouzijeme substituci
T —
t=1fat=2
T—«

Substituce (2) pouzivame tehdy, kdyZ nemé kvadraticky trojc¢len pod od-
mocninou realné kofeny, ale je pro vsechna = kladny. Vypoéty pomoci Eu-
lerovych substituci jsou dost zdlouhavé a proto, pokud to jde, se snazime
najit jednodussi feseni.

(2)

Piiklad: [(2? + 62 +5)"Y/2dz, o € [(—o00, —5); (—1, 00)].

Resent:
e Eulerovou substituci
Vii+6r+5=t—z
22+ 6x+5=1t>— 2z + 22
6z + 5 = t? — 2tx,

tuto rovnici diferencujeme
6dr = 2tdt — 2t dz — 2z dt,

a upravime na
(t+3)de=(t—x)dt
dz dt
t—x  (t+3)
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Po dosazeni do pivodniho integralu dostaneme:

1 d¢
——dz = | —— =Inlt+3| =
/\/m2+6x+5 v /t+3 nft+3
:ln’\/x2+6x+5+x+3‘+0.

e Doplnénim na tplny ¢tverec

1
VaZ+6x+5 Viz+3)2 -4
1 1
= | ———2dt= | ——dt = [ (argcosht) dt =
/\/4t2f4 /\/tzfl /( 8 )
2
it VE T = gg+3Jr <m+3> 1l =

2

r+3=2t _
de=2dt|

z+3+Vx2+6x+5
:ln’ 5 ‘:ln’x+3+\/x2—|—6x+5‘+0,

kde je In 2 zahrnut do integrac¢ni konstanty.

c) Integraly nasledujicich typu se racionalizuji goniometrickymi sub-
stitucemi f R(x, (a® — x2)1/2) dz pomoci substituce x = asint a integraly
[ R(z, (a* + 22)1/?) da substituci z = atgt.

Naptiklad [Va? —22dz, |z| < a:

— asint
Va2 —x2dx = v asm V1 —sin?t costdt =
dx = acostdt

1 2t 2 2
:a2/cos2tdt:a2/+c%dt:%tJraZsinZt:

2 2 2 2 2
a a a T  a‘x T
—t—i——sin\/l—sinzt— arcsmf—i——f 1—— =
2 2 2 2 a a?

2

a Lx oz
= —arcsin— 4+ —vVa2 —z22+C.
2 a a
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d) Metoda neurditych koeficientt je vhodna pro integraly typu

dz, ax? +bx +c >0,

/\/ax2+bx+c

kde P(x) je mnohoé¢len stupné n > 1. Je zaloZena na vété, kterd tvrdi, Ze
pro mnohoc¢len P(x) je mozné ur¢it mnohoclen Q(z) stupné o jednu nizsiho
(tedy n — 1) a ¢islo k tak, ze plati

1
/ )V az? +bm+c+k/ dx
\/ax2—|—bx+c vazr? +bx +c

Derivaci této rovnosti a po odstranéni zlomkt dostaneme vyraz

P(r) = [Q(x)\/amz—kbx—kc}/-\/ax2—|—ba:—|—c—|—k,

z néhoZ porovnanim koeficienti na obou stranach uréime koeficienty mno-
hoclenu Q(z) a k. Napiiklad [(z%+4z)/(2? + 2z +2)/2dz, 22+ 25 +2 >
0, € (—00,00). V tomto pitkladu je P(x) = 22 + 4z, tedy Q(z) = ax + b,
kde a, b jsou zatim neurcené koeficienty a proto, jak bylo feceno vyse,
piseme

244
ﬁdxz(am—kb)ﬂﬁ#—Qm—f—?—kk/
xr x

Tuto rovnost déale zderivujeme

1
—_— dx
VaZ 4+ 2z +2

22 + 4z (az +b)(xz +1) k
———=aVa22+ 22+ 2+ + )
Va2 +2x + 2 V2 +2z+2 Va2 42z +2

odstranime zlomky a porovnanim koeficientti u stejnych mocnin x uréime
jednotlivé koeficienty: a = 1/2, b = 5/2, k = —7/2. Po jejich dosazeni
dostévame

2+ 4 <1x+5)\/:v2+2x+ —z/;dx
N Rl TR 2) Vit 2z +2
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Posledni integral vypocteme doplnénim na tplny ¢tverec a pomoci Eulerovy

l

substituce
1 1 1=t
/7dx=/—dx: T =
22 + 27 + 2 (x+1)2+1 dz = dt
_/ 1 df = VE24+1l=2z—t
T ) VEFL | 1=22-22t |

Derivaci posledni rovnosti v Eulerové substituci zjistime, ze dt = ((z —
t)/z) dz. Po dosazeni proto dostéavime

d
—Z:1n|z|:1n’\/t2+1+t‘:ln’\/(m+1)2+l+:p+1’:
z
:ln’\/$2+2x+2+x+l‘.

Potom reseni ptivodniho integralu je:

22 + 4z

7(11‘:
Vaz+2x+2
5 7
:x; a:2+2q;+2—51n‘x+1+\/x2+2m+2’+0.

e) Integral typu

M N
/ T+ A

(x —a)Vax? +bx+c

se racionalizuje substituci  — a = 1/t. Napiiklad [1/((z 4+ 1)(z* + 2z +
2)1/2)dx, x # —1 (v tomto piipadé je M = 0, N = 1); apravou kvadratic-
kého trojclenu pod odmocninou dostavame

1 1
/ dx—/ d
(x+ 1DV +2z+2 (z4+1)/(z+1)2+1
1
ety /1(1&)/10“
1 1 /1 2 VE+1

dz = ——=dt
=41
t? Ve ™
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Tento integral vyfesime opét pomoci Eulerovy substituce

Vi2+1=2z—t, z=1t+ V2 +1,

1 =22 —2zt,
d
= dt:(z_t)f.

Proto je konecné feseni integralu

1 dz
Y S PR e - _ 2 _
/ t2—|—1dt_ = In|z| = ln‘t+ t +1‘—

1 1 1+ Va2 +22+2
=—In + +1=—1In =
x+1 (x+1)2 z+1
1
=In T +C.
1+ Va2 +22+2
f) Binomicky integral
/xm(a + ba™)P de,

kde m, n, p jsou raciondlni ¢isla, miizeme prevést na integral z racionalni
funkce, jestlize alespoii jedno z ¢isel p, (m+1)/n, (m+1)/n+ p je éislem
celym.

Je-li p ¢islo celé kladné, rozvineme (a + bz™)P podle binomické véty do
fady, jednotlivé ¢leny fady vynasobime 2™ a integrujeme ¢len po ¢lenu. Je-
li p ¢islo celé zaporné, najdeme nejmensi spolecny nasobek s jmenovateli
zlomkid m a n a zavedeme substituci x = t°.

Je-li (m + 1)/n &islo celé, pouzijeme substituce a 4+ bz™ = t° (s je jme-
novatel zlomku p). Podle toho, jaky je exponent integrované funkce po
substituci, tj. kladny nebo zaporny, volime dalsi postup tak, jak je uvedeno
v predchozim odstavci.

Je-li (m+1)/n+p celé &islo, pouzijeme substituce az~"+b = t, kdyz jsme
predtim vyraz a + bz™ upravili vytknutim 2™, tj. a + bz™ = 2" (ax™"™ + b).
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Napitklad [2=%/3(1

21/6)3dz, 2 > 0, je binomicky integréal, kde p = 3

— tedy celé kladné ¢islo. Proto provedeme umocnéni tfemi, vynasobime
vysledek prvnim ¢lenem a integrujeme ¢len po ¢lenu.

]._5 3 2 1 1 1
/de:/m*§ (1—3mg +3x§—x§> dx =

L,

24

V3

ol

:/x_%dx—3/x_%dx+3/x_ —/%:
T
2

9
= \F f \f —In|z| + C.

[273(1 + 22)7Y2dz, = # 0 je binomicky integral, kde a = 1, b =
m= -3, n=2, p=—1/2, ktery jesté dale upravime:

- dz= / (142?77 zde L+a? =4t
_ T ) _ _
x3\/1+x2 rdr =tdt
—/1dt—/t2dt—/1dt
)@= ) (12 —-1)2 2—1
Il I2
u’ t v=t
t 7 _ -
I = tdt (t 1) —
(t2—1)2 1 1 /
— :1
22 -1
1 t 1
22 -1 /t2—1

1
2
1t 1 1 1 t
—= - dt—= [ ——dt=
2t2—1+2/t71 2/752*1

1t 1 1.,
—§ﬁ+*n|t—l|—fln|t —1|=
1\/1 2 1

-3 tr 5 ‘\/1+x2—1‘771n|x|
1\/1—1—132 1 1+22-1

A B Y Al

2  z2 2 z
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1 1 1 1 1
Lh=— | —dt=—zc [ —dt+> [ — =
2 /t2—1 2] 19 2 )

t 1
:—fln|t—1|—|—fln\t+1\—fl ’ +
1+ 22
—h Vifa?—1|
Takze konecné feseni zadaného integrélu je:
_ d
=
231 4 22
1\/1+x2+11 1+22-1 1+ 22
frg = - In|l—MM8
2 a2 2 x 2 ‘/1+$271
1\/1+x2+1 V1i+a2+1 e
2 a2 2 || )

Pozndmka. Binomické integraly [ 2™ (a + bz™)P dz, kde ani jedno z &isel
p, (m+1)/n, (m+1)/n+ p neni celé ¢islo, nelze vyjadiit pomoci elemen-
tarnich funkci. Ditkaz provedl rusky matematik Cebysev.

g) Integraly typu

/ R(sinz, cos ) d,

se racionalizuji substituci ¢ = tg(z/2), * = 2arctgt, pficemz plati, Ze
sinx = 2t/(1+t2), cosz = (1—t2)/(1+¢?), dz = 2/(1+t?)dt. V nékterych
pripadech je vhodnéjsi pouzit substituce sinx =t, cosxz =t, tgx = t.

Obecné plati nasledujici tvrzeni:

o Jestlize je funkce R(cosz,sinx) lichd vzhledem k funkci sin z, tj. plati-
i R(cosz,sinz) = —R(cosz,—sinz), lze k racionalizaci integralu
| R(cos z,sin z) dz pouzit substituce cosz = t.

o Jestlize je funkce R(cosz,sinz) lichd vzhledem k funkci cos z, tj. plati-
i R(cosz,sinz) = —R(—cosz,sinx), lze k racionalizaci integralu
J R(cos z,sin ) dz pouzit substituce sinz = ¢.
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o Jestlize je funkce R(cosz,sinz) sudd vzhledem k obéma funkcim,
tj. plati-li R(cosz,sinz) = R(—cosz,—sinz), lze pozit substituci
tgx =1t.

Integrély typu
/ sin” x cos™ x dx,

kde m a n jsou celd &isla, feSime, je-li n (resp. m) liché ¢islo substituci
cosxz =t (resp. sinx = t).

Piiklad: [cotgz/(sinx + cosz — 1)dz, x # 7/2 + kn. Pouzijeme sub-
stituce tg(z/2) = t a vztaht sinx = 2t/(1 + t2), cosz = (1 — t2) /(1 + ¢?),
cotgz = (1 —t%)/(2¢).

1—¢2

t 2
/ i CO gCC dx:/ 2t 5 . dt:
sinxz +cosz — 1 2t 1—t¢ { 1—¢2

1+t2+1+t2

12 1 /1 1 (1 1 1
= " qt=- [ Sdt+ - [ Tdt=—— 4+ “Injt| =
/2t2(1—t) 2/t2 +2/t 5 Tl

1 1
- x+fln‘tg§‘+0.

h) Integraly typu

/R(az)dx, /R(ez)dx,

Fesime substituci t = ¢, dz = 1/(t-Ilna) dt, respektive t = e*, dz = 1/t dt.

Integral [ R(Inz)/x dx fesime substituci ¢ = Inz, 1/zdz = dt. Integral
[ e+t P(z) dz, kde P(z) je mnohoé¢len n-tého stupné, se vihodné vypodité
metodou neurcitych koeficientd na zakladé rovnosti

/e‘“”b P(z)dz = Q(z)e®™*’ 4+ C,

26



Integrdlni pocet
kde Q(z) je mnohoélen n-tého stupné. Po derivaci této rovnosti porovname

koeficienty na obou stranach. Napiiklad [(2® + 2? — z + 4)e* dz, z €
(=00, 00):

/(x3 + a2 —x+4)e3 do = (Az® + Ba® + Cx + D) e3* 4 const.
Tuto rovnost zderivujeme
(2®+ 22—z +4)e¥ = (342> +2Br + C) 3* +(A2® + Ba® + Cx + D) - 3¢*7,
a porovnanim koeficient u stejnych mocnin x ucime hledané koeficienty:

A=1/3, B=0,C = —-1/3, D = 13/9. Dosazenim téchto koeficientd do
mnoho¢lenu Q(z) pak dostavame konecné feseni zadaného integralu

3x
/(:173+x27x+4)63x dx:(3x373x+13)%+0.
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Resené priklady

1 2
T 4y Ax+B\/1—2a:—4x2+k/
V1 -2z —4z2

Provedeme derivaci, ¢imz dostavame

1 2 A B)(4 1 k
R ot N ey e e} | GV :
V1—2x — 422 V1—2x — 422 V1= 2z — 422

Porovnanim ¢lent u stejnych mocnin x uréime jednotlivé koeficienty: A =
—1/8, B =3/32 a k = 39/32. Dosazenim dostavame

1+ 22 < 1 3)
—_drx=|—=2+ 1— 22 — 422+
V1—2x — 422 8 32

\/172x74:c2

4+ —= | —————dx
32/\/1—2.’)3—41‘2

Posledni integrél jiz vyfesime doplnénim na uplny ¢tverec jednoduchou sub-
stituci:

1
1 20ty _gt
— dz= =
/\/1—2x—4x2 5 Lo Vo

1 1 4r +1
—arcsint = — arcsin .

\/1—162 T2 2 V5

Dosazenim pak dostavame konecné feseni integralu:

1 2 1 4 1
T d:r—( :v—|—3> 1—2x—412+§arcsin s )
V1—2x — 422 8 32 64 V5
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/ 1 d x =tgt / 1 1 "

—_— Tr = = . =

(1+2%)2 dr=—ar| J (@02 cost
cos“t

1 2t 2t
/cosztdt:/ + cos /dt—l— /cos2td(2> =

t 1 . 1 1 .
— + —sin2t = -t + ismtcost:

2 4 2
1 . +1 €T 1

= arc X .
2 M8 2Vita?z Vita?

Konec¢né feseni integralu mé tedy tvar
1 1 1 =z
——d — arct C
/(1+$2)2 T = 2arcg:c+21+ 5 T
1 dt
[, -/ =i
xV2ax — x? do — \/T 2at —

2at — 1 = 22 1 1

1
= z :—7/dz:—fz+C:—f\/2at—l+C:
dt:Edz a a a
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3z2+1 322 +1 3z2 4+ 1
at — 322 + 2z x(z3 — 3z +2) z(zx—1)2(x+2)
Posledni vyraz kviili integraci rozlozime na parcidlni zlomky podle na-
sledujiciho schematu:

322+ 1 A B C D

r—12@+2) 7 r—1 @12 zt2

Vynésobenim a porovnanim koeficienti u jednotlivych mocnin pro-
ménné x dostaneme soustavu rovnic

A+B+D=0
B+C-2D=3
—3A-2B+2C+D=0
2A=1

Jejim FeSenim dostaneme pro jednotlivé koeficienty hodnoty A = 1/2,
B=2/9,C=4/3 a D= —-13/18. Z toho plyne tvar pro vysledny integral:

/ 322 +1 d —
zt —3x2 +2¢
Az gy e WA
2) 2z 9)x-1 3) (x—12 18) x+2
4

1 2 13
] ‘Sz —1] - 21 o) 4C
plnfal+ghnle =1 = qglnfe+2| - g7 +

2 —3x+2 2?2 —3x+2 2?2 -3z +2
———dz= | ———F——=do= | ——dr =
x4+ 222+ x(z?2 +2x+1) x(z+1)2

— [12+ 25+ | 4
B x x+1 (x+41)2 *
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Vynésobenim a porovnanim koeficienti u jednotlivych mocnin x dosta-
neme soustavu rovnic

A+B=1
2A+B+C=-3
A=2
Jejim feSenim jsou koeficienty A = 2, B = —1 a C = —6, proto je feSeni

zadaného integralu jiz primocaré:

x? — 31+ 2 dx dx
—————dx =2 — =
a3+ 222+ x+1 (z+1)2

6 6 z?
=2ln|z|-Injlz+1|+ —+C = +1In +C
x+1 r+1 |z + 1]
/ 2® — 6% + 11z — 5 /x3—6x2+11x—5d
= x
x4 — 8x3 + 2422 — 322 + 16 (x —2)*

Posledni vyraz rozlozime podle néasledujciciho schematu na parcialni
zlomky:

3 —6x2+1lz—5 A B C D

(x —2)* _x—2+(ac—2)2+(x—2)3+(x—2)4

Porovnanim koeficinet dostaneme soustavu rovnic
A=1
—6A+B=-6
12A—-4B+C =11
—-8A+4B—-2C+D = -5

Jejim feSenim jsou potom koeficienty A =1, B=0,C=—-1aD = 1.
Integral je jiz snadné vytesit:
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/x36x2+11x5d _/ dx _/ dx +/ dx B
(x —2)4 S R (x —2)3 (r—2)%

1 1 3r—38

=1 -2 — C=1 - 2l+ ——< +C.
nle =204 5r o T3 ogp T O Tl At g t
t=t z = d —Ldt
1 +sinz ) T 212+l dt
1—sinz . 2t 12 -2t+1 14¢2
sinx =
1+1¢2
242t +1 2 1
=2 —m8M————dt =2 — dt =
/(t—1)2(1+t2) /[(t—1)2 1+t2]
4 4
=——— —2arctgt = —— —z + C.
t—1 1—tg=
2
t=+t z = d 2dt
— - rT = ——
/Sinxcosx &35 1+ ¢t2
——dz = =
sinx + cosx . 2t 1—¢2
Slnx—m, COS.’L‘—@

B 4t(1 — t2)
B / (142t — t2)(1 + t2)2 di

Nyni provedeme rozlozeni vyrazu na parcialni zlomky, podle schematu

4¢(1 —12) At+ B Ct+D Et+F

(14+2t—12)(1+12)2  1+2t—12 1412 (1+12)2
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Integrdlni pocet

Porovnanim koeficientd u jednotlivych mocnin = dostaneme nasledujici
soustavu rovnic:

A-C=0
B+2C-D=0
2A+2D—-E=—-4
2B+2C+2E—-F =0
A+C+2D+E+2F =4
B+D+F=0

Jejim feSenim jsou koeficienty A =0, B=-1,C=0,D=-1, F =2
a F' = 2. Tim se integral redukuje na nasledujici tvar:

4¢(1 —t2) 1 1 2t +2
(1+2t—t2)(1+t2)2dt: T2 1 (@rep di =

—/7(“ —arct t—l—/i%dt +2/7dt
) -2t -1 8 (1+1¢2)2 (1+12)2

| S ——
I I I

U le-n2—2 | dt=V2du| V2 ) wr—1
1 /( 1 1 )d 1 1 u—1
= —_ U= ——m|l——-\ =
24/2 u—1 u+1 2v/2  |u+1
1 | t—1—+2
= n
2V2 |t—1+V2
o [ 2dt_14=u|_ fdu_ 11
T A+ |2ndt=du|l ) w2 w1442
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Integrdlni pocet

t=tgu

1 1
— = . d
1—|—t2 dt = du / (1+tgu)? cos?u “

/ cos? u
3t

cos? u du — /1—|—cos2ud u+sin2u
= —_—du = — =
2 2 4

u+sinucosu 1 + t—|—
-4+ ———— = —ar
2 2 o A8

21412

Vyuzitim predchozich vysledki dostaneme Feseni pro zadany integral:

/ sin x cos x t—1 1 t—1—+v2
—_—dAr = n =
sinx + cosx 1+ 292 |t—1++v2
B tgf—l 1 tgf—l—\/i B
T 14t o2 tgl —1+v2|
7sin:cfcosx71+ 1 tgg—l—ﬂ e
2 203 -1+V2
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Integrdlni pocet

/L_ T T1y2 |
3sinz —4cosx | | 2t _1—t2
s1nac—1+t2 cosac_l_’_t2
¢ 3 5
B ECEST=ri -l N
2(t+-) —— dt = - du
(+5) -5 1
2 du 1 1 1 1 w—1
- w2—_1_ 5§ - du=-1In =
5 ur=1" 5/ \u-1 u+1 5 ut1
z T
1, |2t—1] 1. |2t85—1] 1 |2tg5—1
_711’1 :71n —_— :71n —s +C
5 2t +4 5 th§+4 5 tg§—|—2
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Integrdlni pocet

Vypocitejte integral

kde U = —a/r. (Jedné se o rozptyl na potencialu.)

Reseni tohoto integralu je pomérné snadné, dilezité je jen jeho tvar
spravné upravit, aby integrace pomoci substitu¢ni metody vedla nejkratsi
cestou k cili. To znamen4, Ze jmenovatele upravime na ¢tverec:

a IL? L ma\? m2a?
(L ma)2
2 2 T T
<m2a +2mE>~ o L)
m°o
2 +2mE
L L
—dr

\/ om (E + f) -2
r 2.2
L2 e
Iz +2mFE

Odtud uz je integrace pfima, po substituci

L L

T 2

= 22— = do= _;2— ’
meq meq
I +2mE Iz +2mE

jiz dostavame zakladni, snadno FeSitelny integral
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Integrdlni pocet

= arccosx =

=

L ma
(p = arccos L L + konst.
m2a?
7 + 2mE
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