Parcialni diferencialni rovnice 1. radu

Méjme rovnici
ay(x1, Tay .oy Ty Ugy + a2(x)Ugy + ... = 0.

Kdyz teda mame rovnici, hodilo by se ji vyfesit. Toz to jdeme na to.

Obecné je vice metod, ja takovou rovnici vytesit. Nejjednodussi pripady jsou takové, kde
funkce a; jsou konstantni, pfipadné specialnich tvard. To se ucilo v predmétu Matematicka
analyza 2. Témi se tu zabyvat nebudeme. Podivame se na jinou metodu, a to na metodu
charakteristik.

Metoda charakteristik

Nejprve budeme uvazovat pripad dvou proménnych. Pak méame diferencialni rovnici,
jejimz vyfesenim ziskame néjaky predpis, ktery bodim roviny xy prifadi vysku. Snad to
jako priblizeni staci. Kdyz si to trochu promyslime, ziskali jsme néjaky predpis, ktery nam
urcuje né€jakou 2-rozmérnou varietu v 3-rozmérném prostoru. Takze plochu v prostoru.

To je zatim pékné, ale k ¢emu to je? My totiz miizeme najit predpis, ktery nam urcuje tvar
té plochy pro danou vysku. Jinak feceno, miizeme najit rovnici pro vrstevnici. Tedy néjakou
rovnici pro x,y tak, aby vyska byla konstantni. Celkovym vysledkem pak bude funkce, ktera
bude zavisla pravé na té funkci vrstevnice, a ne uz na dvou proménnych, coz je i celkem
logické.

Tak a zbyva otazka, jak néco takového viibec fesit. Mizeme predpokladat, Ze obé pro-
ménné z,y budou zaviste na né¢jakém parametru ¢. Nyni chceme najit vrstevnici, tedy néjaké
feseni, kde u(x(t),y(t)) = const. Pak ziskdme rovnici
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Porovnanim s rovnici na zacatku ziskame zajimavé rovnice.
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No a ty TeSime. Ziskame tak, ze x a y jsou néjak zavislé na t. Tento parametr jesté musime
vyloucit, coz je uz pod mou uroven to tady vysvétlovat :-)

Vysledkem bude jedna rovnice o dvou neznamych x,y s néjakou konstantou. A to jsme
prece chtéli, ne? Tu konstantu si vyjadiime pomoci = a y. A to je vse! Tato konstanta, to je
hodnota, pro kterou je funkce u konstantni. Vysledkem pak bude funkce, ktera bude zavisla
jen na hodnoté té konstanty.

No asi nejlepsi to bude ukazat na néjakém prikladé.
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Z rovnice (1) mame
t=s + Kl.

Z rovnice (2)
Tz = as + Ks.

Musime vyloucit parametr s :
s=t— Ky =zc=a(t—K|)+ K, =z —at = K.

Funkce u pak tedy nebude funkci proménnych x a ¢, ale jen jedné proménné z — at.
Jak tato funkce bude vypadat, se da zjistit z pocatec¢nich a okrajovych podminek, jak
uvidime v jednom z dalsich priklad.

. Nyni piejdeme k vice proménnym. Resme rovnici (z+y—z)v, + (2 +x —y)v,+2v, = 0.

Opét ziskame rovnice
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Z posledni rovnice méame z = Kie’.
Rovnice (1) a (2) seCteme:

W :2222K16t:>l‘+y:2K16t+K2 =z+y—2z=K,.
Uz se nam alespon z jedné rovnice povedlo vylouc¢it parametr .
Ty stejné rovnice od sebe odecteme:
WD) oty —a)= -2 —9) > (0 —y) = Ko™
Muzeme dosadit vysledek rovnice (3):
(x—y) =Kz > = (v —y)2* = K,.

Tak a médme druhou rovnici charakteristiky. Mame tii proménné, takze jsou potieba dvé
rovnice charakteristiky. Mamé obé. Vysledkem je tedy néjaka funkce dvou proménnych

U(ﬂ?, Y, Z) = @(;U +y— 227 (SL’ - y)zz)'
. Zkusime se podivat na néjaké pocatecni podminky. Vezméme si prvni priklad a dodejme

mu pocateéni podminku u(x,0) = sin x.

Vyslo ndm, ze u(x,t) = ®(x — at). Pak pro t = 0 madme ®(z) = sinz = d(x — at) =
sin (z — at) = u(x,t). Super, mame kompletné vyrieseno!



4. A podivame se na trochu obecnéjsi pripad. Méjme rovnici
2xu, + yuy = 4u + 1

s pocatecni podminkou u(z,1) = 22
Mame problém, na pravé strané je néjaka funkce u! Ale i tak se to da vyftesit.

Opét si sestavime soustavu rovnic, ales jednou drobnou zménou.
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Pridali jsme jednu rovnici. Jako obvykle vyfreSime, vylouc¢ime parametry. Napisu jen
vysledky.
xy? =K
4u+1
22
Ted jesté potiebujeme tyto dvé rovnice néjak sloucit. Vyuzijeme k tomu pocatecnich
podminek. Jejich aplikaci ziskdme
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Parada, ziskali jsme néjaky vztah mezi konstantami. Ziskali jsme jen jednu pozadova-
nou rovnici!!! No a protoze K7 i K5 zndme, muzeme dosadit.
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Tak a mame to za sebou.
Existuje jesté jeden zpiisob TeSeni, jakysi superobecny, ale doufam, Ze se to na pismece

neobjevi. Jesté k tomu nemam dost dobie propocitany priklady, proto tady nechcu néjak
balamutit.



