Kapitola 1

Uvod

1.1 Zakladni vlastnosti plazmatu

1.1.1 Definice plazmatu

plazma - makroskopicky neutralni, mnoho interagujicich nabitych ¢astic vykazujicich
kolektivni chovani (Coulombovské sily). Ne vzdy plazma pokud latka obsahuje nabité
castice = kritéria existence plazmatu!

Angl. plasma - z tectiny, néco roztaveného. Tonks a Langmuir (1929) = vnitini
oblasti zariciho ionizovan¢ho plynu v el. vybojové trubici.

V ¢estiné pojem zavedl J. E. Purkyné. Rozlisujeme ta plazma a to plazma.



1.1.2 Plazma jako ¢tvrté skupenstvi hmoty
¢tyt skupenstvi: pevné, kapalné, plynné a plazma.

pevného x kapalné x plynné skupenstvi = rozdil v sile vazeb, skupenstvi dano vnitini
kinetickou energii (tepelnou energii) ¢astic latky, tj. jeji teplotou. Zahfivanim pevné
nebo kapalné latky = tazovy prechod pii konstantni teploté

Dodani energii molekularnimu plynu = disociace, pak ionizace. Nejde o termody-
namicky fazovy prechod, déje se postupneé

1.1.3 Vytvareni plazmatu

e dostateéné zvyseni teploty plynu, v termodynamické rovnovaze je elektronova
teplota a stupen ionizace primo svazany (Sahova rovnice).

e ionizacni procesy zvysujici mnohonasobné stupen ionizace: fotoionizace a elek-
tricky vyboj v plynech. Pokud vypneme ionizujici zdroj, ionizace klesa diky rekom-
binaci = rovnovazna hodnota prislusna teploté.



1.1.4 Interakce castic a kolektivni jevy

Charakteristicky rys plazmatu - kolektivni jevy. Dynamika ¢astic je dana vnitinimi
poli (vysledek existence a pohybu ¢astic) a externé aplikovanymi poli. Zakladni typy
interakci = elmag charakter.

Rozlisujeme
e interakci dvou nabitych castic

e Interakel mezi nabitou ¢astic a neutralem

Plazma délime dle vzajemnych interakei na slabé a silné ionizované.

1.2 Kritéria pro definici plazmatu

1.2.1 Kvazineutralita

Pokud nejsou pritomy néjaké vnéjsi poruchy je plazma makroskopicky neutralni, tzv.
kvazineutralni. V opacném pripadé vznik velkych Coulombovskych sil obnovujicich
kvazineutralitu. Musely by byt vyvazovany enormné velkou kinetickou (tepelnou)
energii castic.

Priklad: Plazma o hustoté 10* m™>, hustota elektronti (n.) v kouli o poloméru



1073 m se lisf 0 1 % od hustoty iontil (n;). Jakd by musela byt teplota plazmatu, aby
se tato el. potencialni energii udrzela?

Odchylky od kvazineutrality jen na vzdalenostech, na kterych je mozné elstat. po-
tencialni energii vyvazit tepelnou energii castic ~ charakteristicka délkova mira v
plazmatu, tzv. Debyeovska délka.

1.2.2 Debyeovské stinéni

Debyeovska délka je dulezity fyzikalni parametr popisujici plazma: mira vzdalenosti,
na kterou nabita castice "pociti” vliv jiné nabité castice nebo plochy s nenulovym
potencidlem. Odstinéni je dusledkem kolektivniho chovani ¢astic.
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Ap = ( (1.1)

Pokud je v plazmatu néjaka sténa, jim vytvorena perturbace se muze Sitit do
vzdalenosti radoveé Ap od tohoto povrchu. Oblast v blizkosti stény, ktera se neda
povazovat za kvazineutralni se nazyva sténova vrstva (angl. sheath).



Ap je velmi malé
e vyboje v plynech T =10* Kan, =10 m™> = A\p =10"*m
eionosféra T =100 Kan,. =102 m3 = \p=10"3m

e mezihvézdné plazma = Debyeovska délka az nékolik metru

Definujeme Debyeovu kouli: koule uvniti plazmatu o poloméru Ap. Elstat. pole mimo
tuto kouli je odstinéno =- kazdy naboj v plazmatu interaguje kolektivné pouze s
nabitymi ¢asticemi v Debyeové kouli.

Pocet elektrontu v Debyeové kouli je roven

(1.2)
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Debyeovské stinéni je charakteristické pro vsSechny typy plazmatu = proni tre
kritériim pro definici plazmatu:

1. V médium musi byt dostatek prostoru pro kolektivni stinici efekt

L > \p, (1.3)

kde L jsou fyzikalni rozméry plazmatu.



2. pocet castic uvniti Debyeovy koule dostateéné velky

Definujeme plazmovy parametr
1
— 1.5

a podminka g < 1 je tzv. plazmovad aproximace.

3. Ackoliv vztah (1.3) jiz vyjadiuje podminku kvazineutrality casto se tato podminka
zduraznuje nezavisle:

Ne = 3 N;. (1.6)

1.2.3 Plazmova frekvence

Dulezitou vlastnosti plazmatu je stabilita jeho kvazineutrality. Pokud je plazma
vychylovano z rovnovaznych podminek, kolektivnich pohybu ¢astic kvili obnoveni
nabojové neutrality =-. charakterizovano prirozenou frekvenci, tzv. plazmouvd
frekvence. Perioda oscilaci = prirozené casové méritko pro srovnani s disipativnimi



mechanizmy potlacujicimi kolektivni pohyby elektronu.

Elektronova plazmova frekvence
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Cturtd podminka pro existenci plazmatu:
Srazky mezi elektrony a neutraly tlumi oscilace, ty nesmi byt potlacovany prilis

Vpe > Ven, (1.8)
kde v, je srazkova frekvence elektronu s neutrély, v, = wye/2m. Alternativne

WpeT > 1, (1.9)

kde 7 = 1/v., vyjadiuje prumérnou dobu, kterou elektron putuje mezi dvéma
srdazkami s neutrdly. Ctvrtd podminka pro existenci plazmatu také vyjadiuje, ze
prumeérna doba mezi srazkami elektron-neutral musi byt velka ve srovnani s charak-
teristickou dobou, béhem niz se méni fyzikalni parametry plazmatu.






Kapitola 2

Zaklady kineticka teorie plazmatu

2.1 Uvod

Plazma je systém obsahujici velké mnozstvi interagujicich castic, takze je vhodné
vyuzit pro jeho analyzu statisticky pristup.

2.2 Fazovy prostor

V kazdém casovém okamziku je castice plazmatu lokalizovana pomoci polohového
vektoru r

r =22 +yy+ 272, (2.1)



kde Z. ¥ a Z oznacuje jednotkové vektorv ve sméru os x. v a z. Rychlost tézisté castice
9 9
je dana vektorem

V = UL + Uy + V2, (2.2)
kde vy = dz/dt, vy = dy/dt a v, = dz/dL.

Analogicky ke konfiguraéni prostoru definovaném soutadnicemi poloh (x,y,z)
zavedeme rychlostni prostor (vy, vy, v,).

2.2.1 Jednocasticovy fazovy prostor

Klasicka mechanika - dynamicky stav kazdé castice uréen polohovym vektorem a
vektorem rychlosti = zvadime fazovy prostor (z,y, 2, vy, vy, v,) (u-prostor).

Dynamicky stav kazdé castice reprezentovan jednim bodem. Kdyz se castice pohy-
buje, jeji reprezentativni bod opisuje trajektorii ve fazovém prostoru. Systém N ¢astic
je v kazdém okamziku popsan N body fazového p-prostoru.

2.2.2 Vicecasticovy fazovy prostor

[-prostor: systém N castic bez vnitinich stupnu volnosti reprezentovan jednim
bodem v 6/N-dim prostoru, 3N soutadnice poloh (ry,rs,...,ryN) a 3N soutadnice



rychlosti (v, Vva,...,vN). Jeden bod v I'-prostoru koresponduje s mikroskopickym
stavem celého systému castic.

2.3 Objemové elementy

Maly objemovy element v konfigura¢nim prostoru je dan jako d*r = dx dy dz. Zde
konecné velky objemovy element obsahujici dostateéné mnozstvi ¢astic. Na druhou
stranu dostatecné maly ve srovnani s charakteristickymi rozméry prostorovych zmén
fyzikalnich veli¢in. Pokud v plynu obsahujicim 10'® molekul/m? vezmeme v tivahu
napt. d°r = 10712 m? (bod), nachdzi se v objemu d°r stéle jesté 10° molekul.

Ve fazovém prostoru (u-prostoru) je diferencialni objemovy element zobrazen jako
Sestidimenzionalni kostka:

d*r d*v = dx dy dz dvy dvy dv,, (2.3)

Pocet bodu uvnitt objemového elementu d°r d®v je obecné funkei ¢asu a polohy
objemového elementu ve fazovém prostoru. Souradnice r a v fazového prostoru jsou
navzajem nezavislé, protoze predstavuji polohu individualnich objemovych elementu
ve fazovém prostoru.



2.4 Rozdélovaci funkce

d°N,(r,v,t) pocet Eistic typu « uvniti objemového elementu d’rd*v kolem
souradnic fazového prostoru (r,v) v case t. Rozdélovaci funkce ve fazovém prostoru
je hustota bodu reprezentujicich ¢astice a

d6Na(r, v,t)
d3r d3v

falr,v, 1) = (2.4)

fa(r, v, t) je kontinudlni, kladna a kone¢na funkce svych argumentu. Klesa k nule,
kdyz se rychlost blizi k nejonecnu.

Rozdélovaci funkce je obecné funkei polohového vektoru r =- nehomogenni plazma.

V rychlostnim prostoru muze byt rozdélovaci funkce anizotropni, pokud zavisi na
orientaci vektoru rychlosti v, nebo izotropni pokud nezavisi na orientaci v, ale pouze
na jeho velikosti, tj. na rychlosti castice v =| v |.

Plazma v termodynamické rovnovaze je popsano homogenni, izotropni a casove
nezavislou rozdélovaci funkei.

Jeden ze zakladnich problému kinetické teorie je urceni rozdeélovaci funkce daného
systému.



2.5 Hustota a prumérna rychlost

Hustota n,(r, )
1
Ne(r, 1) = pom [ d°Ny(r,v,t) (2.5)
nebo za pouziti definice (2.4)

t) - /Uf&(I‘,V,t) (26)

Prumeérna (driftova) rychlost u,(r, t) je definovand jako makroskopicka rychlost toku
castic a v okoli bodu s polohym vektorem r v case ¢

1
N (r, t)d3r J
Pouzijeme-li definici rozdélovaci funkce (2.4) dostavame
1

v fo(r, v, t)dw. 2.8
n&(r7 t) /U fOé( ) ( )
Tento vztah reprezentuje obvykly statisticky postup pro vyjadrovani prumérnych
hodnot veli¢in.

u,(r,t) = vd’N,(r,v,1). (2.7)

u,(r,t) =

na(r,t) a u,(r, t) jsou makroskopické proménné, které zavisi pouze na souradnicich
(r at.



2.6 Boltzmannova kineticka rovnice

Zavislost rozdélovaci funkce na nezavislych proménnych (r, v) a t se tidi tzv. Boltz-
mannovou kinetickou rovnici (BKR). Zde odvodime bezsrazkovou BKR i obecnou
podobu BKR zahrnujici vliv interakei mezi ¢asticemi, aniz bychom explicitné odvodili
konkrétni vyraz pro srazkovy ¢len.

2.6.1 Bezsrazkova BKR
Pripomeneme si, ze
d°Ny(r,v,t) = fo(r,v,t)d’r d*v (2.9)

Predpokladejme, ze na kazdou castici pusobi vneéjsi sila F'. Bez interakei bude castice
za Ccas dt v bodeé:

r'(t+dt) = r(t) + vdt (2.10)

vi(t+dt) = v(t)+ adt, (2.11)
kde a = F/m,, je zrychleni ¢éstice a m,, jeji hmotnost. = ¢éstice o nachézejici se v

case t v okoli (r, v) uvnitt d’r d*v budou za ¢as dt zaujimat objem d*r’ d*v’ v okoli
bodu (', v'). Jde o stéle stejné ¢astice a neuvazujeme zadné srazky:

fo(r' V' t 4+ dt)d*r &V = fo(r, v, t)d’r d’v. (2.12)



Objemovy element d’r d*v muze mit zdeformovany tvar v dusledku pohybu ¢dstic:

dr' d*' =] J | dr d’v,

(2.13)

kde J oznacuje Jakobian transformace z (r, v) na (r', v'). Plati | J |= 1, takze

dr' v’ = d’r d’v
a 7 rovnice (2.12) dostavame

[fold V't +dt) — fo(r,v,t)]d* d®v = 0.

(2.14)

(2.15)

Prvni ¢len na levé strané rovnice (2.15) rozvineme do Taylorovy fady okolo f,(r, v, t):

_ 0fa 0fa Ofa
folr +vdt,v+adt,t +dt) = f(r,v,t) + | o + (vy o + vy o n

pricemz zanedbdvame cleny radu (dt)? a vyssi. Pouzijeme-li operdtor nabla

V—ngr*ngzg
- T 0x y@y 0z

(2.16)

(2.17)



a podobné definujeme nabla operator v rychlostnim prostoru

0 0 0
V,=2 j— + Z7—, 2.18
xavx+yavy+zavz ( )
dostavame z (2.16)
Ofalr,v,t
(4 vdt v + adt 1+dt) = fo(r.v. £+ 2 (gtv v Vvt a- Vol v.t)| dt
(2.19)
Po dosazeni do vztahu (2.15) mame
Ofal(r,v,t
J (gtv vV vit) +a Vo fa(r v, E) =0, (2.20)
coz je Boltzmannova kineticka rovnice v bezsrazkovém pripadeé.
Tuto rovnici muzeme prepsat do tvaru
Df.(r,v,t)
— 0 2.21
vl 2:21)
kde operator
D 0
—=—4+v-V+4+a-V, (2.22)

Dt Ot



predstavuje uplnou derivaci vzhledem k casu, ve fazovém prostoru. = zakon za-
chovani hustoty bodu ve fazovém prostoru, tzv. Liouvilluv teorém - srazky stejné
jako radiacni ztraty a procesy vzniku a zaniku ¢astic nepovazujeme za dulezité.

2.6.2 Jakobian transformace ve fazovém prostoru

2.6.3 Vliv interakci mezi ¢asticemi

Vliv interakel mezi ¢asticemi? = modifikace vztahu (2.20). Diky srazkam mohou
béhem casu dt nékteré castice o, které byly puvodné v d°r d®v, z tohoto elementu
zmizet a obracené jiné castice, které byly mimo tento objemovy element, se v ném
mohou objevit. Cisty zisk nebo tUbytek ¢éstic o z d°r d®v zpusobeny srazkami v
prubéhu ¢asového intervalu dt oznacime

O fo(r,v,t)
5%

kde (0 fo(r, v, t)/0t)sra-r predstavuje rychlost zmeény f,(r, v, t) diky srazkam. Pokud
tedy uvazujeme srazky, musime vztah (?7?) prepsat jako

O fo(r,v,t)
ot

) d°r dv dt, (2.23)
srazk

[ful V t 4+ dt) — folr, v, t)]dr d°v = ( ) drd*vdt  (2.24)
srazk



a Boltzmannova rovnice modifikovana pro tento pripad ma tvar

af“(r’v’t)+v.vfa(r,v,t)+a-vvf&(r,v,t):(5f“(r’v’t)) - (2:25)
ot ot srazk

Za pouziti operatoru uplného diferencialu podle ¢asu definovaného vztahem (2.22)
muzeme tento vztah prepsat do kompaktni podoby

Dfu(r,v,t) (dfalr,v,t)
Dt B ( ot )srazk.

(2.26)

Presna podoba srazkového ¢lenu neni znama.

2.7 Relaxaéni model pro srazkovy ¢len

Uvazujeme velmi jednoduché vyjadreni srazkového clenu, tzv. Krookuv model nebo
relaxacni model. Existuje i mnohem propracovanéjsi vyjadieni, napt. Boltzmannuv
srazkovy integral nebo Fokker-Planckuv srazkovy clen.

Predpoklada se, ze srazky obnovuji lokalni rovnovahu (lokélné rovnovéazna rozdélovaci
fece fao(r, v)). Pokud nepusobi externi sily, systém, ktery puvodné neni v rovnovéze a
je popséan rozdélovaci funkei f,(r, v,t), dosahne v prubéhu ¢asu diky srazkam lokalni
rovnovahy podle exponencialniho zakona. Doba charakteristicka pro tento proces je



tzv. relaxacni doba 7. Relaxaéni doba radové odpovida dobé mezi dvéma srazkami
a muZe byt rovnéz vyjadiena jako v, kde v je relaxaéni srézkova frekvence. Model
byl puvodné vyvinut Krookem:
Ofo(r, v, t —
( fOé( ) Y )) — _(fOé fOzO). (227>
ot srazk T

Podle tohoto vztahu pro srazkovy clen plati, ze kdyz f, = f,0 mame
(0 falr,v,1)/0t)srazie = 0, takze ve stavu lokalni rovnovahy se rozdélovaci funkce
diky srazkam nemeéni.

Fyzikalni smysl relaxac¢niho modelu? Uvazujme BKR se srazkovym c¢lenem bez
vnéjsich sil a prostorovych gradientu, f.,o a 7 jsou na ¢ase nezavislé:

%_ (foz_fozo)

= — 2.28
ot T ’ (2.28)
coz muzeme piepsat jako 5
Jo [ Ja a0
= —. 2.29
ot i T T (2.29)

Regenf této jednoduché nehomogenni diferencidlni rovnice dostaneme pomoci fegenf
pifslusné homogenni rovnice, tj. C'e!/7 (C' je konstanta). Kompletn{ fegen{ rovnice je
tedy

fa(Vit) = fao + [fa(v,0) = faole™"T. (2.30)



Tedy, rozdil mezi f, a f.o exponencielné klesa v ¢ase rychlosti, ktera odpovida re-
laxacni srazkové frekvenci v = 1/7.

Uziteény srazkovy model, v mnoha piipadech vede k vysledku témér identickym s
témi, které ziskame pomoci Boltzmannova srazkového integralu. Predevsim vhodny
pro slabé ionizované plazma (pouze srazky iontu s neutraly). Ale relaxac¢ni model se
da pouzit pouze pro srazky castic priblizné stejnych hmotnosti.

2.8 Vlasovova rovnice

Aproximace - pohyb c¢astic plazmatu je fizen jednak vnéjsimi silovymi poli a jednak
makroskopicky vystredovanymi

Vlasovova rovnice je parcialni diferencialni rovnice, ktera popisuje ¢asovy vyvo]
rozdélovaci funkce ve fazovém prostoru a kterd primo vyuziva makroskopicky
vystredovanych elektromagnetickych poli. Tuto rovnici muzeme ziskat z Boltzman-
novy rovnice (2.20), kdyz zahrneme do silového ¢lenu makroskopicka pole

df, 1
6{5 +v-Vf,+ m— [Fext + QOz(Emt +Vv X Bmt)] Vifa=0. (2'31>

Zde F., predstavuje wvnéjsi sily vcetné sily Lorentzovi odpovidajici externé
prilozenym elektrickym a magnetickym polim a E;,;, B, jsou vystiedované vnitini



elektrické a magnetické pole vznikajici v dusledku pritomnosti a pohybu vsech
nabitych ¢astic uvnitt plazmatu. Aby byly vnitini makroskopické elmag pole E;,;
a B;,; konzistentni s makroskopickym nabojem a proudy existujici v plazmatu, musi
splnovat Maxwellovy rovnice

V En = (2.32)
€0

V:-Bj: =0 (2.33)

aBint
VX E;; = — 2.34
X Liint By - (2.34)
V X Bint = Ho (J + &g a;nt) : (2.35)
kde hustota naboje v plazmatu p a hustota proudu v plazmatu J jsou dany vyrazy
p(r,t) = ¥ gana(r,t) = %q&/v folr, v, t)d* (2.36)
J(r,t) = 3 qana(r,t)ua(r,t) = %q&/vvf&(r, v, t)dv, (2.37)

kde sumace probiha pres ruzné nabité castice v plazmatu a u,(r, t) je makroskopicka
prumérna rychlost pro ¢astice typu a dand vztahem (2.8).

Rovnice (2.31 az (2.35) predstavuji kompletni soustavu self-konzistentnich rovnic,
které se musi tesit zaroven. Takze napf. v iterativni postupu zacneme s néjakymi
pribliznymi hodnotami E;(r,t) a Bju(r,t). Vyfesime rovnici (2.31 a ziskame



falr, v, t) pro ruzné typy castic. Z rovnic (2.36) a (2.37) pak za pouziti vypocitanych
rozdélovacich funkel f,, dostavame hustotu nédboje a proudu (p a J) v plazmatu. Je-
jich velikosti pak substitujeme do Maxwellovych rovnic, které tesime pro E;;(r,t) a
Bi.:(r,t). Nyni hodnoty vystredovanych makroskopickych elmag poli opét dosadime
do Vlasovovy rovnice a pokracujeme v postupu znovu dokola, abychom ziskali self-
konzistentni reseni pro rozdélovaci funkce jednotlivych typu ¢astic.

Ackoliv Vlasovova rovnice explicitné nezahrnuje srazkovy ¢len na pravé strané, tj.
nebere v tvahu kratkodosahové srazky, neni az tak v tomto sméru restriktivni, jak
by se mohlo zdat, protoze ¢ast efektu spojenych s interakei ¢astic je uz zahrnuta v
Lorentzoveé sile pres vnitini self-konzistetni vystredované elmag pole.



Kapitola 3

Stredni hodnoty a makroskopické veliciny

3.1 Stredni hodnota fyzikalni veli¢iny

Ke kazdé castici v plazmatu muzeme pritadit néjakou jeji vlastnost x(r, v, t).

Celkova velikost veliciny x(r, v, t) pro ¢astice a uvnitt objemového elementu fazového
prostoru d*r d3v je

X(r, v, ) d° Ny (r, v, t) = x(r, v, t) fu(r, v, t)dr d°v. (3.1)
Velikost této veliciny uvniti objemového elementu d*r nezévisle na rychlosti
d’r [ x(r,v,t) fo(r, v, t)d . (3.2)
StTedni hodnota
< x(r,v,t) >,= ! /Ux(r,v,t)fa(r,v,t)d%. (3.3)



3.2 Driftova a tepelna rychlost

Necht x(r,v,t) = v = stiedn{ neboli driftovd (undsivou) rychlost u,(r,t)
1

U, (r,t) =<V >,=
(B =<V Ze= 0 e h

[ v fa(r, v, t)d, (3.4)

Pokud x(r,v,t) je nezavisla na rychlosti ¢astic

< x(r,t) >0= x(rt), (3.5)

takze napr. < u, >= u,.

Rychlost tepelného neusporadaného pohybu neboli ndhodnd (zvldstni) rychlost je
definovana vzhledem k u,/(r,t) takto

V,=vVv—u,. (3.6)

Nésledné vzdy plati, ze < V, >= 0, nebot < v >,= u,.

3.3 Tok

Makroskopické veliciny hustota proudu ¢dstic (nebo tok ¢dstic), tenzor tlaku a vek-
tor toku tepla (nebo tok tepelné energie) zahrnuji vzdy tok néjaké mikroskopické



veliciny x(r,v,t). Tok x(r,v,t) je definovan jako velikost veliciny x(r,v,t)
prenesené skrze dany povrch na jednotku plochy a jednotku casu.

Uvazujme povrchovy element

dS = dSi, (3.7)

kde n je normala povrchového elementu: otevieny povrch = dvé moznosti orientace
normaly, uzavieny povrch =- kladna normala konvencné ven.

Céstice v plazmatu se pohybujf skrz povrchovy element dS nesouce s sebou vlastnost
x(r,v,t). Pocet téchto ¢astic typu za cas dt?

Céastice majic rychlost < v,v +dv > a projdou skize dS v ¢asovém intervalu
< t,t + dt > musi lezet v objemu hranolu o zakladné dS a sténé vdt. Objem
hranolu:

d’r =dS - vdt =1 - vdS dt. (3.8)
Pocet téchto c¢astic v tomto objemu:
folr, v, t)d’r d°v = fo(r,v, )i - vdS dt dv, (3.9)

= celkovou prenesena velikost x(r, v, t):

[ x(r, v, t) falr, v, )i - vd’vdS dt. (3.10)



Cisty zisk transportu (tok) velic¢iny x(r, v, t) ve sméru i
Dun(x) = [ X(r, v, 1) folr, v, )i - vdov (3.11)
nebo za pouziti symbolu pro stfedni hodnotu
DPon(X) = na(r,t) < x(r,v,t)n - v >,=ny, < XUy >q, (3.12)

kde v, = n - v oznacuje komponentu v ve sméru jednotkového vektoru n.

o x(r,v,t) je skaldrni velicina = ®,,(x) komponenta vektoru toku ®.,(x) ve
sméru n, tj.
Do (X) =1 - Pun(X), (3.13)
kde
D,(x) =ng < XV >, (3.14)

e x(r,Vv,1) je vektorovd velicina, spravné X(r,v,t) = tenzor (2. radu) toku

AN

P, (x)=na < XRV>,. (3.15)

o x(r,Vv,t) tenzor 2. radu = tok ve tvaru tenzoru 3. Tddu a tak dale.



Muzeme oddélit prispévek diky driftové rychlosti u,(r,t) a prispévek souvisejici s
ndahodnou tepelnou rychlosti V,:

Don(x) = Na < XVan > +1a < XUan >, (3.16)
kde V,, =n-V,au,, =1n-u,.

Je-li u, = 0 nebo zvolime dS v souradném systému, ktery se pohybuje driftovou

rychlosti u,
Pon(x) = 1o < XVan >, (3.17)

3.4 Tok c¢astic

Tok castic: pocet Castic, které projdou danym povrchem na jednotku plochy za
jednotku ¢asu. Vezmeme-li x(r,v,t) =1 ve vztahu (3.12):

Can(r,t) = ng < vy >0= Nalan, (3.18)
protoze < V,,, >= 0.

Jestlize u, = 0, muzeme uvazovat tok pouze z kladného sméru misto celkového

¢istého toku
It (r,t) = /U(Jr) i - Vo fo(r, v, t)d, (3.19)



kde integrujeme pouze pres rychlostin -V, > 0.

Néhodny tok hmoty v kladném sméru n je tedy dan vztahem m,I'7 . kde m, je

hmotnost ¢astic a.

an?

3.5 Tenzor toku hybnosti

-+« celkova hybnost prenesena skrze povrchovy element ndS na jednotku plochy a
casu.

—

Xj = MaV -], (3.20)
kde j jednotkovy vektor = slozka [To;n(r, t) tenzoru toku hybnosti
Hojn(r,t) =n4 < ma(j V)0 V) >0= 0ma < VjUn >a, (3.21)
kde 0,6 = nam, je hustota hmotnosti ¢astic a.
Plati (< u,V, >=u, < V, >=0)
Mejn(r,t) = 0ma < V;Vi > +0matijun, (3.22)
nebo v tenzorové podobé

II,(r,t) = 0ma < Va ® V4 > +0mau, ® U,. (3.23)



V kartézskych souradnicich (x, ¥y, z) muzeme tenzot toku hybnosti zapsat

II, = X® Xl + XYyl + X ® Zl,,. (3.24)
+ ¥ @ Xllyyy +y @ ¥llay, +y @ zllyy.
—I' Z® in@zx ‘|' Z® }_;Hozzy —|— Z® Zn@zz-

nebo podle pravidel maticového nasobeni

[ P Haxy oz
I, = (iv }_;7 Z) HOéW H@yy H@yz
oz Hcvzy a2z

(3.25)

N| <€ XL

Obvykle ovsem tenzor 2. fadu zapisujeme jen jako matici 3x3 obsahujici prvky Il,;;.

i = 1l = matice 3x3 je symetrickd = pouze 6 prvku tenzoru toku hybnosti
na sobé nezavislych.



3.6 Tenzor tlaku
3.6.1 Definice tlaku

Tlak plynu - sila na jednotku plochy vytvarena molekulami plynu diky srazkam se
sténou nadoby obsahujici plyn. Tato sila je rovna rychlosti prenosu hybnosti molekul
na sténu nadoby.

Definici tlaku zobecnime na jakykoliv bod uvnitt plynu (mysleny plosny element
dS = ndS pohybujici se stredni rychlosti toku uvniti plynu). Tlak na dS - tok
hybnosti na plochu dS diky ndhodnému pohybu castic.

Definujeme parcidini tlak kazdého druhu ¢éastic a.

Vezmeme-li x(r,v,t) = m,V,;, dostaneme prvek P,;, tenzoru tlaku

Pajn = Oma < Vajvan > . (326>
Tenzor tlaku je tedy dan jako
Po = 0ma < VaVy >. (3.27)

7 (3.25) ziskdme vztah mezi tenzorem tlaku P, a tenzorem toku hybnosti IT,

Pojn =11, — 0maUaU,. (3.28)



3.6.2 Sila na jednotku plochy

Méjme maly objemovy element ohraniceny uzavienym povrchem S a dS = ndS jako
element povrchu patrici k S, jehoz normala n sméfuje ven.

Predpokladejme na okamzik, Ze vsechny ¢astice o maji stejnou rychlost V.
e V, svird thel mensi nez 90° s n =
no(Vo-1)dS je pocet castic, které opoustéji objem = pokles hybnosti plazmatu
uzavieného povrchem S: —n,mq,(V, - 0)dS, protoze (V, - 1) > 0
o V, svira thel vétsi nez 90° s n =
no(Vy - N)dS je pocet castic, které prichazeji do objemu = wzrist hybnosti
plazmatu uzavieného povrchem S: —n,m.(V, - n)dS, protoze (V, - n) < 0

Zobecnénim, rychlost zmény hybnosti plazmatu v uzavieném objemu S, diky vymeéneé
castic a skrz povrchovy element nd.S':

—NoeMa < Vo(Vy 1) > dS =—-P,-ndS (3.29)

Sila na jednotku plochy £, pusobici na plosny element ndS' jako vysledek nahodného
pohybu ¢astic je
f,=Py - N=—0mna < Vao(V,-0) > . (3.30)



Jestlize vezmeme n = X, mame
—Po -0 =—XP,y — YPoys — ZFP, .1, (3.31)
kde P,z Je normala k plose = hydrostaticky tlak, zatimco prvky P,y a P, jsou

tlaky diky tangencialnim silam.

3.6.3 Sila na jednotku objemu

Silu na jednotku objemu uvniti plazmatu zpusobena nahodnym pohybem ziskame
integraci (3.29)

.1 .,
— éli%[v s P,iidS] = -V - P, (3.32)

a 7z Gaussova teorému

— | Py HdS = — [, VP, d%r (3.33)



3.6.4 Skalarni tlak a absoluti teplota

Dulezita makroskopicka veli¢ina je skaldarni tlak neboli stredni hydrostaticky tlak:

Pa = ;%Paz’,jfsz’,j = ;% Prii = ;(Pom:x + Py + Pazz), (3.34)
kde 0; ; je Kronekerovo delta.
Ze vztahu (3.26)
Pa = ;pm@ < V3 +VE+V. > (3.35)
Protoze V2 = V2 + V(fy + V2 dostaneme
Pa = ;pma <VZ> (3.36)

Dalsim dulezitym makroskopickym parametrem je teplota. Absolutni teplota T}, pro
castice o je mirou stredni kinetické energie nahodného pohybu castic. Z termody-
namiky: stiedni tepelna energie kT, ; /2 prislusi kazdému translaénimu stupni volnosti

(i=u1,y,2): 1 1
SHToi = Sma < V2> (3.37)

Jestlize je rozdéleni izotropni (napt. Maxwell-Boltzmannovo)
Pa = Poge = Pozyy = P, = Pma < Vo?z > (338)



a tedy dostavame stavovou rovnici pro idedlni plyn
Do = N kT, (3.39)

Pro Maxwell-Boltzmannovo rozdélelni

Po = (XX +¥Y + ZZ)pa = 1pa, (3.40)
kde 1 je jednotkovy tenzor
100
1={010 (3.41)
001
V tomto pripadée
0 0 0
—V'Pa:_—)—a#_—)—a_'__)—a:_v Qs 3.42
(X5 P Y, Pt 2.7 ) p (3.42)

takze pro izotropni rozdéleni rychlosti je sila na jednotkovy objem zpusobena
nahodnym pohybem dana gradientem skalarniho tlaku.

V nékterych praktickych prikladech predpokladame, ze

7304 — iip&azx + }_’)}—;P@yy - ZZP@ZZ (343>



nebo

P, axrx 0 0
Po=|0 Py, 0 , (3.44)
0 0 P,..

coz vyjadruje anizotropiz nahodnych rychlosti, ale nepritomnost tangencialnich sil,
tj. viskozity. V tomto pripadé mame rozdilnou absolutni teplotu 7;,; pro kazdy smeér.

3.7 Vektor toku tepla

Komponenta vektoru toku tepla g, je det. jako tok ndhodné neboli tepelné energie
skrz povrch s normdlou . Vezmeme x(r, v,t) = m,V,?/2 a dostaneme

1
Qon = Qo Bi = P < ViV,.1 > (3.45)

Vektor toku tepla je tedy

1
da = §pmoz < VO? Va > (346)



3.8 Tenzor toku tepelné energie

Standardné muzeme zavést tenzor 3. rddu toku tepelné energie

Qa = Pma < Va® V4@V, > (3.47)
a jeho slozky
Qaijk = Pma < VaiVaiVar > (3.48)
Za pouziti kartézskych souradnic
Qn = QuaX + Quy¥, + Q0.2 (3.49)

kde kazdy tenzor 2. rddu Qu, (n =z, y, z)

Qozan Qozxyn Qazen
Qom — Qozy:zm Qayyn Qayzn (350)
Qaza:n Qozzyn Qozzzn

Abychom ziskali vztah mezi vektorem toku tepla q, a tenzorem toku tepelné energie
Q., prepisme vztah (3.45) jako
1

Qo = 5p7m(< cixc(m > 4 < ciyc(m > 4+ < cizcom >) (3.51)

a tedy .
Qan — i(Qozx:zm =+ Qayyn =+ Qazzn) (352>



3.9 Tenzor toku celkové energie

Analogicky jako pri definici tenzoru toku tepelné energie
Em-jk(r, t) = Pma < ViUV >q, (353)
coz predstavuje jednu z 9 slozek tenzoru toku celkové energie E,(r,t). Tato slozka
je vlastné souctem tii vyrazu
< VUV > = < VaiVajV@k + um-V@jVak -+ U@jV@ka (354)
+ uozkvozz'vozj =+ uoziuozjvozk + uozjuozkvozz'
+ uozk;uozivcuj —+ UaiUaj Uk -

Nebot < g >= g a < Vi >= 0 a za pouzit{ (3.48) a (3.26)

Pma < ViVjVk >0= PmallaillajUak + (Was Pa)ijk + Qaijks (3.55)
kde jsme pouzili zapis
(Uas Pa)ijk = UaiPeaji + %aj Poki + Uk Paij- (3.56)
Takze vztah (3.53) muzeme zapsat ve tvaru tenzoru 3. fadu
Ea(l, 1) = pra < VVV >0= pralaUngl, + (Ug, P,) + Qa (3.57)

Tenzor celkového toku energie je tedy souctem toku energie prenesené konvektivnim
pohybem ¢astic (1. dva cleny) a toku tepelné energie Q. zpusobeného ndhodnym
tepelnym pohybem castic.



3.10 Vyssi momenty rozdélovaci funkce

Prvni ¢tyti momenty rozdélovaci funkce jsou hustota n,(r,t), driftova rychlost
Uai(T, t), tenzor 2. fadu toku hybnosti IL,;;(r, ) a tenzor 3. fadu toku celkové energie

Eoﬂ'jk(r, t):

na(r,t) = [ fulr,v,t)d’v (3.58)

1
aill, t) = < >4= ifalr, v, t)d’ 3.59
Uai(T, 1) v n@(r’wfvvf(rv)v (3.59)
[T0ij(r,t) = pma < Viv; >0= my [ v;0;fu(r, v, t)d* (3.60)
Em-jk(r,t) = Pma < ViUV > 0= moéfvvivjkaa(r,v,t)d% (361)

Jestlize uq;(r,t) = 0, mame v = V,, = z tenzoru toku hybnosti IT,;(r, t) se stane
tenzor tlaku P, a z tenzoru toku celkové energie E,;;(r,?) se stane tenzor toku
tepelné energie Q,,.

Jako formalni rozsiteni vyse uvedenych definici, muzeme, pokud je to nutné, zavést
vysSsi momenty rozdélovaci funkce

M) (0, t) = [ o). opfulr, v, t)dP, (3.62)
kde slozky rychlosti v; se v integralu objevi N-krat.



Kapitola 4

Rovnovazny stav

4.1 Rozdélovaci funkce v rovnovazném stavu

Predpokladejme
e pouze jeden druh c¢astic
ok =0
e homogenni rozdélovaci funkce

e Casove nezavislé reseni BKR

(4.1)



Pozdéji odvodime vyraz pro rovnovaznou rozdélovaci funkci pomoci Boltzmannova
srazkového integralu, ale nyni budeme jednoduSe pracovat s obecnym principem
detailni rovnovahy tak, jak se pouziva ve statistické fyzice.

4.1.1 Obecny princip detailni rovnovahy a binarni srazky

Za rovnovaznych podminek je pravdépodobnost vyskytu jakéhokoliv fyzikalniho jevu
rovna pravdépodobnosti jevu inverzniho (kompenzace).

ffid*vd*vy = [ f]d°v'dv) (4.2)
a protoze muzeme dokdzat, ze d>vd*v; = d*v'd>v] dostaneme

fv)five) = f/(v)) fi(vy) (4.3)

Predpoklad, Ze rychlosti ¢astic nejsou korelované je tzv. predpoklad molekuldarniho
chaosu. Dobre plati pokud hustota plynu je tak mala, ze stfedni volna draha je vétsi
néz dosah charakteristickych sil mezi ¢asticemi. Ackoliv toto obecné neni pripad
plazmatu, experiment ukazuje, ze Maxwell-Boltzmannova rozdélovaci funkce je casto
pouzitelna.



4.1.2 Sumacni invariant
X(v) +x(v1) = x(v') + x(v1) (4.4)

Ze zakona zachovani hmotnosti, hybnosti a energie = jsou to sumacni invarianty:

m+m; = m—+m (4.5)
mv +mivy = mv +mv; (4.6)

1 1 1 1
§mv2 + §mw% = 5m(U’)Q + §m1(v’1)2 (4.7)
(4.8)

4.1.3 Maxwell-Boltzmannovska rozdélovaci funkce
Pouzijeme prirozeny logaritmus na rovnici (4.3)
Inf+Infi=Inf +Inf (4.9)

= In f je sumacni invariant srazkového procesu
= linedrn{ kombinace sumacnich invariantt m, mv a mv?/2:

In f = m(ag+a; - v — ay?/2), (4.10)

kde ag, a1 = a1,X + a1,y + a1,y a as jsou konstanty.



In f = mlag + (af, + af, + ai.)/(2a2)
_;m@[(vl‘ — 1,/a2)* + (v, — ary/as)* + (v, — ar./as)* =
= mlag + a*/(2ay)] — ;mag(v —aj/ay)’

a definujeme konstanty
InC' = mlag + ai/(2as)]
Vo = aj/ap,

takze
1

f= Cexp[—§ma2(V —vo)7,

coz je Mazwell-Boltzmannovo nebo Mazwellovo rozdéleni.



4.1.4 Urceni konstatnich koeficientu

Pii uréeni péti neznamych konstantnich koeficientu v Maxwellové rozdéleni
vychazime z

n = [ fdv (4.17)

1
u=<v>=_—/[fvdv (4.18)

n

3 1 1
inkT = jnm < VEi>= §m/U fVidv. (4.19)
Nasledné dostavame
m \3/2 mV?

fV)=n (27rkT> b (_ sz) | (4.20)

Uvédomme si, ze n a T jsou konstanty nezavislé na r a t.

4.1.5 Lokalni Maxwell-Boltzmannova rozdélovaci funkce

Casto sice nejsme ve stavu termodynamické rovnovahy, ale velmi blizko. Dobrou
aproximaci je pak zavedeni lokdlni Maxwell-Boltzmannovy rozdélovaci funkce

m 3/2 m[v — u(r, t)]?
f(r,v,t) =n(r,t) (27r/~cT(r, t)) exp (— KT (r.t . (4.21)



4.2 Vlastnosti Maxwell-Boltzmannovy rozdélovaci funkce

Predpokladame, ze u = 0 nebo se pozorovatel pohybuje stredni rychlosti plynu =

v=V: s )
5 m mu’\
fw)d’v=mn <27rkT> exp ( 2kT) d°v. (4.22)

4.2.1 Rozdéleni komponenty rychlosti

g(vy)dv, = /Uy ). f(w)dv.dv,dv, (4.23)

a dosazenim M .-B. rozdélovaci funkce

3/2 2
g(vy)dv, =n ( m ) exp ( s ) dvx/ exp ( T ) dvy/ exp ( - ) dv.,.

2k T 2kT 2kT 2kT
(4.24)
Kazdy integral je roven (2rkT /m)'/?, takze
m \1/2 muv?
glvo)dvs = <27rkT> exp( 2kT) ? (4.25)

= kazda komponenta rychlosti ma Gaussovské rozdéleni, které je symetrické kolem
<v; >=0proi=uxz,y,z Ale < v? > je kladné a vyjadiuje disperzi
kT

1
2 +00 2
<V >= — i -di——. 4.26
v; n/_oo g(’U )’UZ v m ( )



Tento vysledek je v souladu s ekvipartiénim teorémem

1

4.2.2 Rozdéleni rychlosti

Protoze M.-B. rozdéleni je izotropni, muzeme definovat rozdéleni rychlosti v = |v]|.
Prejdeme do sférickych souradnic

d>v = v*sin OdOd¢p. (4.28)
Rozdélovaci funkce rychlosti F'(v)
v)dv = J, [, f(v)v?sin 0dOdpdv (4.29)
a tedy ,
m \3/2 o [ MU
F(v) = 4mn <27rkT> exp v (_/-CT) (4.30)

4.2.3 Stredni hodnoty souvisejici s rychlosti molekul

Stredni hodnota rychlosti

<v>= —/ fod*v = —/0 v)vdv (4.31)



a po vypoctu

< v >= (8/m) V2 (ET /m)/?

Stredni hodnota ¢tverce rychlosti

1
2 —+00 9
= — fvdv,dv,dv, = —
<v>n///_ v dvu,dv,dv nov

a tedy

coz odpovidé také vztahu v* = v2 + Uz +v¥a < v >=< US >=< 02 >,

< v? >=3kT/m,

Nejpravdepodobnéjsi rychlost vy

a tedy

4.2.4 Nahodny tok castic

Tok castic

),

v, = (2kT /m)"/2.

Fn:n<vn>:/1)fV°ﬁd?’v

(v)dv

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)



je pro nahodny pohyb ¢astic roven nule. Jaky je tok na jednu stranu myslené plochy?

['=n (2]{7:”)1/2 = len <v > (4.38)
4.2.5 Kineticky tlak a tok tepla
7, definice tenzoru kinetického tlaku
P =pn <cc>=m/[ VVfd (4.39)
a vektoru toku tepla
q = ;Pm <V?V >= ;mfv VAV fd’v (4.40)

dostaneme za pouziti M.-B. rozdéleni

P=pu(< V) >XX4 <V} > yy+ < V! > 7Z) = nkT(XX + yy + ZZ) (441)

q=0, (4.42)

protoze integraly s lichymi integrandy jsou rovny nule. Skalarni tlak je tedy

p=nkT. (4.43)



4.3 Rovnovaha za pritomnosti vnéjsich sil

Plyn za rovnovaznych podminek vlozeny do pole konzervativnich sil je popsan
rozdélovaci funkci, ktera se lisi od M.-B. rozdélovaci funkce exponencialnim tzv.
Boltzmannovym faktorem. Pole konzervativnich sil popiseme pomoci potencialni
energie U(r):

F(r)=—-VU(r). (4.44)
Protoze jde pouze o funkei r, predpokladame, ze reseni BKR je ve tvaru
f(r,v) = fo(v)y(r), (4.45)

kde fo(v) je M.-B. rovnovazna rozdél. fce. Uréime neznamou funkei ¢(r) z BKR za
rovnovaznych podminek v pritomnosti konzervativnich sil:

VL)) — - VU@L, o)) =0 (4.46)
Ze vztahu pro fo(v) muzeme overit
Vufulv) = =5 folw), (147)

takze rovnice (4.46) se zjednodusuje

1
fot)v-[V(x) + o (x) VU (r)] = 0 (4.48)



a odtud

Vi(r) 1
= ——VU(r).
o)~ kYW
Protoze di) = V1 - dr, muzeme vztah (4.49) prepsat jako
dy(r) 1
= ———d
o) R
a Teseni této rovnice je
Ulr)
— Ay exp[—
0(r) = Agexpl~ 0]
kde Ay uréime z
J, f(x,v)d’v = n(r),
takze Ur)
r
n(r) = Ay exp|— T | [ folv)dv.

(4.49)

(4.50)

(4.51)
(4.52)

(4.53)

Oznaéime ng hustotu v oblasti, kde U(r) = 0 za rovnovaznych podminek, takze

ny = [, fo(v)d°v,

(4.54)

kde jsme museli zvolit Ag = 1. Za rovnovaznych podminek, pro u = 0 a v pritomnosti

konzervativnivh sil mame tedy rozdélovaci funkci ve tvaru

(%va +U

e, ) = folwyexpl= ) = mo (1) expl-

(4.55)



Hustota castic v systému s touto rozdélovaci tunkei je popsana vztahem:
Ul(r)

kT |

Faktor exp|—Ur/kT], ktery urcuje nehomogenitu f(r,v) je Boltzmannuv faktor.

n(r) = ngexp[— (4.56)

Dulezitym pripadem v plazmatu je pritomnost elstat. pole

E=—-Vo¢(r), (4.57)
kde ¢(r) je elstat. skalarni potencial. Potencialni energie je
Ulr) = qo(r) (4.58)
a hustota ¢astic s nabojem ¢ v rovnovazném stavu
q¢(r)

n(r) = ngexp[— ]. (4.59)

kT



4.4 Stupen ionizace za rovnovazného stavu a Sahova rovnice

Ze statistické mechaniky muzeme urcit stupen ionizace plynu v termodynam.
rovnovaze za teploty 1" bez znalosti detailu ionizacniho procesu. Pouze musime
rozumeét pojmu ionizacni energie (potencidl), ktery se udava v elektronvoltech.
Hodnoty 1. ioniza¢niho potencialu nékterych atomu:

Element |U(eV)
Helium (He) | 24.59
Argon (Ar) 15.76
Nitrogen (N) | 14.53
Oxygen (O) | 13.62

Hydrogen (H) | 13.60
Mercury (Hg) | 10.44

Iron (Fe) 7.87

Sodium (Na) | 5.14
Potassium (K) | 4.34
Cesium (Cs) | 3.89

Tepelna energie kKT velikosti 1 eV ~ 11600 K =- pouze pri velmi vysokych teplotach
tepelna enrgie castice 3kT/2 dosdhne ionizacni energie. Presto muzeme dosahnout
znacného stupné ionizace i pri nizsich teplotach < castice z ocasu Maxwellova
rozdéleni u vysokych energii maji dostatecnou energii!



Pouzijeme vztah (4.56), ale musime uvazovat kvantové-mechanicky:

R _ oy (Ua= )
n, G KT

kde g, a gy jsou statistické vahy stavu s energiemi U, a Uy, tj. degenerace téchto

stavu. Pro konkrétni priklad systému majictho pouze tyto dva stavy je ¢ast o vSech

castic s vyssi energii Uy:

I (4.60)

1
L (n + 1) (4.61)
(ng +np)  mp \ny

nebo z (4.60) a pro U = U, — U,

O = (ga/gb) exp(—U/kT) (462)

(9a/gv) exp(=U/ET) + 1

P1i reseni problému ionizace vezmeme stav a jako stav iont-elektronového paru a stav
b jako stav neutralniho atomu = U = U, — U, je ionizacni energie a « je stupen
ionizace. Teplota, pri niz je o = 0.5 =

Ya U
9¢ oxp(— —1, 4.63
” p( kT1/2> (4.63)
£,
U
Iy (4.64)

~ kIn(ga/gv)



Procento ¢astic v ionizovaném stavu se méni z témér nuly na témér jednicku v tizkém
teplotnim intervalu, ktery muzeme odhadnout. Aproximujme «(7T') piimkou a hlede-
jme interval AT nanémz a=0a a = 1:

da(T 1
( d(T >)T1/2 = (4.65)
Ze vztahu (4.62) za predpokladu d(g,/gp)/dT = 0
da(T) Ua? U
( dT )T1/2 - {T2<9a/gb> exp(—U/KT) Ty N 4T12/27 (4.66)
takze ATy, e
AT - (4.67)

- kIn(ge/g)  [kIn(ga/g0))?
odkud vidime, ze ¢im vyssi je g./gp, tim mensi je AT = (degenerace ionizovaného
stavu je mnohem vyssi) témeéi skokovd fee kolem T7 jo.



Degeneraci (vah a g, stavi musime urcit kvantové-mechanicky. Zde jen vysledek
a b

pro zanedbani malé interakce mezi volnym elektronem a iontem a zanedbani vnitinich

stupnu volnosti vsech c¢astic:

Ja 2rmkT 3/2 1
gb:( 12 ) —, (4.68)

Uz
kde h je Planckova konstanta a n; je hustota iontu. Dosazenim do (4.60) dostavame
Sahovu rovnict

n; 2rm k> 1 U
— = ‘ 32— exp(——). 4.69
o (TEE) T e (4.69)
Nebo vyjadienim konstatnich faktort, teploty 7' v eV a n; v m™
n; 1 U
—1 =3.00 x 10732~ exp(——,). 4.70
nn o exp(—) (4.70)

= Pokud je celkova hustota n = n; + n,, nizka, muzeme i pri teplotach hodné pod
ionizacni energii dosahnout znacného stupné ionizace.



Kapitola 5

Interakce c¢astic v plazmatu

5.1 Uvod

Slova srdazka a interakce mohou byt pouzivany v mikroskopickém svété jako syn-
onyma. Srazky délime na

e clastické, tj. pruiné - plati zakon zachovani hmotnosti, hybnosti a energie
takovym zpusobem, ze nedochéazi ke zménam vnitinich stavu ¢astic, vzniku ani
zaniku c¢astic.

e neelastické, tj. mepruiné - zména vnitiniho stavu nékolika nebo vSech
zucastnénych castic, moznost vzniku nebo zaniku castic; rekombinace nabitych
castic za vzniku ¢astice neutralni; zachyt nabité castice castici neutralni za vzniku
vetsi nabité castice; energie elektronu atomu se muze zvysit = excitace elektronu
do vyssiho stavu nebo dokonce oddéleni elektronu od atomu, tj. zonizace.



V plazmatu musi predevsim rozlisovat

e interakce mezi nabitymi ¢ésticemi: podle Coulombova zdkona, tj. zavislost 1/r?
= dalekodosahové interakce = mnohonasobné interakce

e interakce mezi nabitou Castici a neutralem nebo dvéma neutraly: silové pole
neutralni castice dostatecné silné pouze v oblasti elektronového obalu =
krdtkodosahové interakce =- neutralni castice neinteraguji casto s dalsimi
¢asticemi a naprosto ziidka s vice ¢asticemi zaraz =- predevsim bindrni srazky

Mnoha-casticové Coloumbovské interakce muze popsat také jako soucasné binarni
interakce, v praxi jako sérii naslednych binarnich interakci s malym tuhlem. Tyto in-
terakce jsou dulezité pro chovani plazmatu. Nicméneé ve slabé ionizovaném plazmatu
nehraji nékolikanasobné interakce velkou roli a jednoduché binarni srazky adektavné
popisuji jevy v plazmatu. Nejvétsi roli v téchto typech plazmatu pak hraji elektrony,
protoze rychle reaguji na el. a mg. pole.



5.2 Binarni srazky

Uvazujme pruznou srazku dvou ¢astic o hmotnosti m a mq o rychlostech v a vy pred
srazkou a v’ a v po srazce. V nasledujicim textu budou veliciny s édrkou oznacovat
veli¢iny po srazce.

Muzeme pracovat v laboratornim systému soutfadnic, ale konvecné spise v systému,
kde castice m je v klidu a ¢astice mq se priblizuje relativni rychlosti

g=vVvy— V. (5.1)

Po srazce je relativni rychlost
/

g =vi—V. (5.2)
Zameérna vzddlenost b je definovana jako definovana jako minimalni vzdalenost
priblizeni, pokud by nedoslo k interakci. Uhel rozptylu je x a uhel orientace or-
bitdlni roviny (nebo roviny srdzky) vzhledem k néjakému danému sméru kolmému
na orbitalni rovinu je €.

Rychlost téziste srazejicich se castic pred srazkou je
mv + mivy

— 5.3
co m -+ my ( )




a Po srazce
mv' +m vy

Cy =
m -+ my

Pocatecni rychlosti muzeme vyjadrit pomoci cg a g

vV = Co—%g

Vi = Cp+ ﬁg,
my

kde p oznacuje redukovanou hmotnost

B miny
B my
Podobné obdrzime i rychlosti po srazce
V=ch- g
m
vl = ¢+ ig’ .
my

Ze zakona zachovani hybnosti béhem pruzné srazky

/ /
mv +mivy = mv + mivy



nebo ze vztaht (5.3) a (5.4)

takze

Ze zakona zachovani energie béhem pruzné srazky mame
1 1

i(mv2 +mvi) = i[m(v’)2 +mq(v}))?]
a primou upravou vztahu (5.5), (??), (5.8) a (5.9)
1 1 1
2 2
1 "2 oy op2 | L 2
@) 4 (1)) = m - m)(ch2)

Protoze ¢y = ¢ dostdvame

2

/
9=29,

tedy velikost, ale nikoliv smér, je zachovana pri binarnich pruznych srazkach.

~(mv® + myvi) = §(m + e+ g’

+5ulg)”.

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

Uhel Y mezi g a g’ je uhel rozptylu nebo také deflekéni whel. Abychom dostali vztah
mezi vektory g a g’, zvolime napr. kartézké souradnice s osou z ve sméru g. Mame



tedy

gx =gy =10
9.=9=4¢

g.. = gsin y cose
g, = gsin xsine
g, = g cos X,

5.17)
5.18)

/N 7N N N

5.19)
5.20)
(5.21)

kde € urcuje relativni orientaci roviny srazky. Pokud tedy zname pocatecni rychlosti
a uhel rozptylu y muzeme urcit rychlosti po srazce. Opacné, pokud zname konecéné
rychlosti a x, muzeme urcit puvodni rychlosti. Tento fakt umoznuje jednoduse
uvazovat o tnverzni srdzce, protoze x je stejné jako pro primou srazku (b, vzajemna

sila a g jsou stejné).

Uhel rozptylu je jedina velicina, kterd zavisi na detailech srazkového procesu. V
pripadé vzajemné sily, ktera zavisi pouze na vzdalenosti mezi interagujicimi ¢asticemi,

X zavisi na nasledujicich parametrech:
1. zakon vzajemného silového pusobeni
2. velikost vzajemné rychlosti g

3. zamerna vzdalenost b.



5.3 Dynamika binarni srazky

Dynamika binarni srazky je rizena zakonem vzajemného silového pusobeni. Pro kazdé
b existuje odpovidajici x a jejich vztah je nezavisly na zakonu vzajemnych sil. Tento
vztah je obsazen v diferencidalnim ucinném prurezu definovaném v odstavei 77,

Uvazujme srazku dvou castic m a m; v souradném systému castice m. Polohovy
vektor ¢astice my bude r. Predpokl., Ze sila interakce je centralni sila, tj.

F(r) = F(r)r (5.22)
a potenialni energii 1ze tedy vyjadrit takto

oU (r)
or

F(r)= -VU({r) = - g, (5.23)

Pro centralni silu je torze N = r x F(r) nulova, a protoze jde o Casovou zménu

momentu hybnosti L=r X p

dL
N=— 5.24
dt? ( )

= moment hybnosti je pohybova konstanta; r je stale kolmé na konstantni smér L
= pohyb lezi v roviné.



Pouzijeme polarni soutradnice (r,6) a uvédomime si, ze jednotkové vektory r a q
zavisi na 0: o4 =g 1=
r r r T r
— = —T4+7r— = —— 5.25
dt dtt " dt at' T dpdr (5:25)
Protoze dr'/df =

dr dr df -
Sl i 2
o dtrJerte (5.26)

nebo jinak zapsano o
I =771+ 6. (5.27)

Trajektorii Castice nalezneme ze zakona zachovani energie a momentu hybnost:
pomoci analogie s jednoc¢asticovym problémem. Kineticka energie relativniho pohybu
je

1

1 .
Ey = §,u1" T = §,u(7'"2 + r26%). (5.28)

Ze 11K ! !
§,u(7'“2 +7r20%) + U(r) = §,ug2. (5.29)



Moment hybnosti vzhledem k poc¢atku je dan

L=rx (uf)= . (5.30)
Puvodni hodnota momentu hybnosti je bug, a tedy
20 = byg. (5.31)
Pomoci predchozich vztaht ziskdme diferencidlni rovnici pro drahu r(6). Napiseme
dr  drdf
= 5.32
dt  dfdt’ (5.32)
pouzijeme (5.31) a (5.29) k eliminaci df /dt a dr/dt. Diferencidlni rovnice trajektorie:
dr\* ot 2U
(7”) T ) (5.33)
do b? r?2  pg?
coz preskupime takto
b w2 20
PP P I O] B (5.34)
2 r2 g

Vybér znaménka se musi udélat z fyzikalniho nahledu. Kladné znaménko se pouzije
pro 6 > 0,,, zaporné pro 6 < 6,,, kde 6,, je ihel v bodé nejvétsiho priblizent (verteza



trajektorie). Polohovy vektor v tomto bodé oznacime ry,.

Vzdélenost nejvétsiho priblizeni r,, dostaneme z (5.33), kdyz si uvédomime dr/df =
0ar=mry:

v’ - 2U(rm)

1 — =0 5.3
T MY (5.3
tedy
o ()12
P = b {1 - (7; ) (5.36)
Mg
Abychom urcili whel rozptylu y, uvéedomme si, ze
X =7 — 20, (5.37)
a integrujme vztah (5.34) od 6, po jiny thel 6:
L b [ 20(x)]
0— 0, =+[ —|1-" — @) g (5.38)
Tm 2 72 1g?

(stejnd konvence znamének). Pro r — oo mdme 6_y — 0, zatimco 01 — 20,,,
takze

dr (5.39)



a uhel rozptylu je

~1/2

b
dr. (5.40)

x(b.g) =m =2/

v*  2U(r)
=5~ 2

r Ky
Abychom mohli vypoéitat x musime znat zamérnou vzdalenost b, pocatecéni rychlosti
g a vzajemnou potencialni energii intergajicich castic U(r).

5.4 Vyjadreni uhlu rozptylu

Ukéazeme si dvé konkrétni pouziti vztahu (5.40) k urceni thlu rozptylu x pomoci
zamerné vzdalenosti b a pocatecni rychlosti g.

5.4.1 Dveé perfektné elastické tuhé koule

Uvazujme srazku dvou perfektné elastickych tuhych kouli o poloméru R; a Ry. Po-
tencialni energie je dana

U(r) = Opror > Ry + R (5.41)
= oopror < Ry + Rs.



Protoze koule nemohou do sebe pronikat je jejich vzdalenost r > R; + Ry a tedy

zjednodusime vztah (5.40) jako
b2 —1/2
b=

s b

X:W_Q/rmﬁ

Pouzijeme substituci y = b/r:
b/rm —
x=m =2 (L =yt Ry,
coz dava
X =7 —2sin ' (b/ry).

dr.

(5.42)

(5.43)

(5.44)

Pro b > Ry + Rs nedochazi k zadné interakci = r,, = b. Pro b < R; + R» se koule

srazi = r,, = R; + Rbs.
b

R+ Ry
= Oprob > R; + Ry

X = 7r—2arcsin(

5.4.2 Coulombovsky interakéni potencial

) prob < Ry + R,

(5.45)

Uvazujme pripad Coulombovského pole, jehoz interakéni potencialni energie je

I qq
Ulr) = —— 1
(T> 477'80 T 7

(5.46)



kde g a ¢ jsou elektrické naboje castic o hmotnosti m a m;. Dosazenin do vztahu
(5.40) dostaneme

o0 b bQ qq1 _1/2
"m 2 r2  2meougir

dr. (5.47)

Vzdélenost nejblizsiho priblizeni 7, muzeme dostat z (5.36) a (5.46). Zavedeme kon-

stantu
qqi

~ dmepug?’
takze by vyjadiuje vzdalenost, na které je el. potencialni energii interakce dvakrat veétsi
nez relativni kineticka energie nekonecénu. Substituci proménné y = 1/r a pouzitim
by ve vztahu (5.47) dostaneme

x(b,g) =7 —2b /Ol/rm(—b2y2 — 2bgy + 1) 2dy. (5.49)

Pouzijeme standardni vztah pro integraci (Rektorys):

bo (5.48)

1 —2ax —
2 20y = i 5.50
[(ax” + Bz + ) T T arcsin (57— 212 (5.50)
kde v nasem piipadé o = —b%, 8 = —2by a v = 1. PouZijeme meze integralu, kde r,,
je dano vztahem (?77):
. bo
x(b, g) = 2 arcsin b+ b2)1/2] . (5.51)




Tato rovnice se ekvivalentné da prepsat jako

tan(;x) _ b (5.52)

ox=T=0b=0

o x=7/2=0b=0b

ox=0=0b— 00

e znaménko naboje ¢astic stejné = by a y jsou kladné

e znaménko naboje castic ruzné = by a y jsou zaporné

5.5 Ijéinny prurez

Zatim interakce pouze dvou castic ALE ucinny prurez definovan ve smyslu svazku
totoznych castic dopadajicich na ter¢ = méjme svazek castic o hmotnosti my
rovnomerné rozprostienych v prostoru dopadajicich rychlosti g = vi — v na castici
m. Céstice se zdmérnou vzdalenost{ b se rozptyluji pod thlem y, se vzdélenosti b+ db
pod thlem x + dy. Pocet ¢éstic rozptylenych za 1s do (x, x + dx) zavisi na toku
castic I



5.5.1 Diferencialni Gicinny prirez

Pocet castic rozptylenych za jednotku casu do prostorového uhlu df2 vyjadreného

pomoci thliu y a €:

dN
E = J(X,&‘)FdQ, (553)

kde o(x, ) je diferencidlni ucinny prurez nebo whlovd rozdélovaci funkce. Stejny
pocet castic dopadd pred srazkou z oblasti dané intervaly (b, b+ db) a (e, e + de):

CZZZ = T'bdb de. (5.54)
A tedy
o(x,e)d2 = bdbde. (5.55)
Protoze df) = sin ydyde:
o(x,e)sin xdy = bdb (5.56)
a dale b 1db
o(x,€) = iy dy (5.57)

Absolutni hodnota je pouzita, protoze b klesa, kdyz y stoupa ALE dif. i¢inny prutez
vyjadiuje kladnou veli¢inu - pocet rozptylenych ¢astic. Velicinu db/dx vyjadiime ze
vztahu (5.40), jestlize budeme znat U(r). o(x, €) mé rozmér plochy.



5.5.2 Celkovy G¢inny prurez rozptylu

ot je definovan jako pocet ¢astic rozptyleny za jednotku casu a jednotku toku éastic
do vsech smeéru od rozptylového centra:

= |yo(x,e)dd = /0 de [} o(x, €) sin xdx. (5.58)

Uéinny prufez samoziejme zavisi na relativni rychlosti g.
Ve specialnim piipadé, kdy je interakcni potecial izotropni (napt. Coulombovsky),
mame
oy =27 [y o(x) sin xdx. (5.59)

5.5.3 ﬂéinny prurez pro prenos hybnosti

Ucinny prutez lze definovat pro ruzné interakcéni procesy. Jeden z dulezitych je prenos

hybnosti:
prenos hybnosti za sekundu

(5.60)

Om — . .
dopadajici tok hybnosti

kde hybnosti pred srazkou je I'ug. Po srazce je hybnost ve sméru dopadu pg cos y;,
takze prenesena hybnost je pg(1—cos x). Celkovy prenos hybnosti véemi dopadajicimi
¢asticemi

T'ug Jo(1 — cos x)o(x, €)dS, (5.61)



a protoze celkovy tok hybnosti dopadajicich castic je I'ug

Om = Jo(1 — cosx)o(x, €)dSL. (5.62)
V pripadé izotropni interakce a vyuzitim d) = sin ydyde
om =21 [, (1 — cos x)o(x) sin xdx. (5.63)

Protoze o(x) muzeme chapat jako thlovou rozdélovaci funkei lze ji brat jako
vahovou funkei pro vypocet stredni hodnoty jakékoliv funkce F(x) zavislé na ihlu
rozptylu:

lo F'(x)o (x)dS
F = 5.64
(Fl) =T (5.64)
coz muzeme psat jako
2m .

(FO) = F)o(x) sin xdy (5.65)

a podle definice stfedni hodnoty
om = 0y{l — cos x). (5.66)

5.6 Dalsi srazkové parametry

Uvazujme tok I' = nw ¢astic o hmotnosti m, hustoté n a konstantni rychlosti v
dopadajicich z jedné strany na terc slozeny z "nekoneéné” hmotnych ¢astic o hustoté



ng, které jsou v klidu. Pak g = v. Necht dn je pocet dopadajicich ¢éstic na jednotku
objemu ve vzdalenosti x, které interaguji s ¢asticemi terce na vzdalenosti dx a jsou
tedy odstranény ze svazku dopadajicich ¢astic (proto znaménko minus):

dn = —onngdz, (5.67)

kde konstanta imérnosti oy je celkovy ucinny prutrez. Podobny vztah pro tok ziskame
vynasobenim (5.67) rychlosti v

dl' = —o'ng.dx (5.68)
neboli Ird
n
== —ngodx (5.69)
a po Integraci
['(x) = Tyexp(—ngox) = Iyexp(—x /), (5.70)
kde !
A= (5.71)
Ng0y

je stredni volnd draha ubytku castic v dopadajicim svazku. Stredni doba mezi in-
terakcemi je

T =—. (5.72)



Jeji prevracena hodnota je interakcéni neboli srazkovd frekvence
_ -1
V=T = ngoyw, (5.73)

coz je pocet interakci za jednu sekundu, které ma dopadajici ¢astice, s ¢asticemi terce.
Muzeme také definovat srazkovou frekvenci na jednotku hustoty

K = o, (574)
coz se nazyva rychlostni konstanta. Samoziejmeé

v = Kn,. (5.75)

5.7 Ucinné prurezy pro srazku tuhych kouli
5.7.1 Diferencialni Gi¢inny prurez pro rozptyl

Vyuzijeme vztah (5.45) pro thel rozptylu a b < Ry + Ry
1
b= (Rl + Rg) COS(§X) (576)

a tedy

db 1 !



Dosazenim do vztahu (5.57)
1
o= Z(R1 + Ry)? (5.78)

5.7.2 Celkovy G¢inny prurez pro rozptyl

1 .
or = 2 | Z(Rl + Ry)?*sin xdy = m(Ri + Ry)? (5.79)

Dva specidlni piipady: elektron s molekulou o poloméru R, o = R*/4 a oy = TR
dvé stejné molekuly o priméru D, o = D?/4 a 0, = 7 D*.

Uvédomme si, ze pro srazku tuhych kouli existuje mezni hodnota b, nad kterou
nedochazi ke srazce. Pravé toto zpusobi, ze celkovy uéinny pruiez o; neni nekoneéna
hodnota.

5.7.3 ﬂéinny prurez pro prenos hybnosti
Ze vztahu (5.63) pro u¢inny prutez pro prenos hybnosti a ze vztahu (5.78)
1 , 1 . T :
Om = 2T |, 1(R1+R2)2(1—COS X) sin xdy = §7T(R1-|-R2)2(/0 sin xdx— [, cos x sin xdy).
(5.80)

Po integraci
Oy = 7T<R1 + R2>2 (581)



Stredni hodnota zmény hybnosti na jednu ¢éstici je dana vztahem (5.65)

(pg(l —cosx)) = — /0 pg(1 — cos x)o(x)sin xdx (5.82)
a dle vztahu (5.63)
Om
(ng(1 —cos x)) = Ho (5.83)

coz zjednodusime za pouziti vyrazu pro ucinné prutezy (5.81) a (5.79)

(ng(1 —cos x)) = g (5.84)

5.8 Ucinné prurezy pro Coulombovsky potencial
5.8.1 Diferencialni GCinny pruarez

Derivaci vztahu (5.52)

~ 2b, COS2(X/2) (5.85)

takze diferenc. ucinny prufez je

olx) = ’

2bg sin x cos?(x/2)

(5.86)



nebo za pouziti tan x/2 = by /b

b5
— 5.87
O(X) 4 Sin4(X/2>7 ( )
coZ je vztah pro Rutherfordovsky rozptyl. Protoze 2sin®(x/2) = (1 — cosx), mame
P — 559
o(x) = .
X (1 — cos x)?

5.8.2 Celkovy ucinny prurez pro rozptyl

Protoze dif. G¢inny prurez prudce roste pro y — 0, bude celkovy tu¢inny prufez oy
nekonecny. Ze vztahu (5.59) a (77)

- sin Y

or=2m [ o(x)sinxdy = 27b; [ 1~ cor X)de, (5.89)
kde ymin = 0. Integrovanim
1
— b —1 5.90
Ot m O[Sin2<Xmin/2> ]7 ( )

coz jasné dava oy = 00 pro Ymin = 0. Prispévek castic s velmi malymi deflek¢nimi
uhly cini tedy celkovy téinny prurez nekonecnym.



5.8.3 ﬂéinny prurez pro prenos hybnosti

Substituci (?7) do (5.63) dostavame

o =21 [ (1 —cosx)o(x)sin xdy = oy [” A dx, (5.91)

Xmin (1 — cos y)
kde opét xmin = 0 a integraci mame

1
SmQ(Xmin/Q)

Om = 47h; 1n] ], (5.92)

coz opet dava o, = 00 pro Xmin = 0.

5.9 Stinéni Coulombovského potencialu

Nekoneéné hodnoty pro oy a o, pro Coulombovsky potencial jsou interpretovany
jako chybéjici mezni hodnota zamérné vzdéalenosti b (malé y — velké b). Abychom
tedy ziskali rozumné hodnoty oy a o, musime néjak modifikovat nase uvahy a na
zakladé rozumného duvodu zavést max. hodnotu zamérné vzdalenosti b = b,.

Ze vztahu o(y, €)dS) = bdbde a definice celk. uc¢inného prifezu (5.58):

or =27 [°b db, (5.93)



kde jsem zavedli max. hodnotu b = b, takze
op = b2 (5.94)

Zavedeni max. hodnoty < nedochazi k interakcim pro ¢astice ve vzdalenostech b > b,
Rozptyl pro thly (7 /1, mrangle, tj. (0, by) se obvykle nazyva rozptyl pod velkymi
uhly nebo tésné srdazky. Pokud se budou brat v ivahu pouze tésné srazky, mame

T velke = 7Tb(2) L (/2 < x <), (5.95)

kde by = qq1/(4meopg?).
Vime, ze v pripadé nabitych castic v plazmatu dojde k jejich stinéni oblakem castic
s opacnym znaménkem. Mira efektivnosti tohoto stinéni je Debyeova délka:

GQkT 1
AD = 2, 5.96
b= () (5.96)
Koule o poloméru Ap je Debyeova koule. Vezmeme-li do tivahy toto stinéni:
1 qq r
U(r) = — —— 5.97
(1) = o P exp(—) (5.97)

tedy pro r < Ap jde o potencialni energii velmi blizka Coulombovské, zatimco pro
r > Ap je to témér nula.

Vypocet o za pouziti Debyovské potencialni energie je velmi komplikovany
a vyzaduje numerické TeSeni. Je ovSsem mozné pouzit alternativni zjednodusujici



pristup, ktery vede k dobrému souhlasu s resenim numerickym: Coulombovsky po-
tencial pro r < Ap a nula pror > Ap = b. = Ap - obecné totiz

Ap > by. (5.98)

Rozptyl pro by < b < Ap vedouci k x < 7/2 se nazyva rozptyl pod malymi ihly a
jeho prispévek k celk. icinnému prutezu je

Ormale =27 [0 db=m(\) —b3) 1 (x <7/2). (5.99)

Porovname-li

Ot m \? \?
e 7D 17D (5.100)
Ot velke b() b()
= dulezité jsou srazky zpusobujici rozptyl pod malymi uhly =
o = TS (5.101)

Zavedeme max. hodnotu b. = Ap 1 pro ucinny prufez pro prenos hybnosti a ze
vztahu (5.92) mame

)\2
o = 2mb3 In(1 + b—f), (5.102)
0
protoze
1 bz \—1/2
sm(§xc) = (1+ ﬁ) . (5.103)
0



Pouzijeme oznaceni

A=22 (5.104)

pricemz A > 1, takze
om = 4mhiIn A (5.105)

Funkce A se méni relativné pomalu, pro vétsinu laboratornich typu plazmatu je
In A = 10-20. Abychom mohli vypocitat A uvazujme zjednodusené:

®qg=—6¢q =¢€
e 1 hustota elektronu a iontu
e I teplota obou

e Maxwell. rozdéleni pro oba typy castic, zadna driftova rychlost

1 3/€T kT
(9°) = ﬁ/”/vl fefii(vi — v)*d*vdv, = —/ fe( +v%)d*v = e (5.106)
0 my;
a tedy
e e
by = = 5.107
! dreoulg®)  12mekT ( )
£
12megkT
A= O N = 127meA3, = 9N, (5.108)

e2



T/ny | 10% | 10° | 10° | 10* | 10 | 108 | 10**
102 | 12.8 1 9.43 | 5.97

10° | 16.3|12.8 | 9.43 | 5.97

10* | 19.7 ] 16.3 | 12.8 | 9.43 | 5.97

10° | 23.2]19.7]16.3 | 12.8 | 9.43 | 5.97

10 | 26.3122.8(19.3| 159|124 |8.96 | 5.54
107 | 285|251 ]21.6|18.1|14.7|11.2 | 7.85
10® | 309|274 ]24.0|20.5|17.0 13.6 | 10.1

kde Np je pocet ¢astic v Debyoveé kouli.
Hodnoty parametru A pro teploty T'v K a n, v.ecm™:

3






Kapitola 6

Makroskopické transportni rovnice

6.1 Momenty Boltzmannovy rovnice

Pokud zname rozdélovaci fci = makroskopické veliciny jako hustota, stredni rychlost,
teplota apod. V termodynamické rovnovaze = Maxwell-Boltzmannova rozd. fce. V
jiném pripadé musime resit komplikovanéjsi BKR.

ALE rovnice pro casové a prostorové zmény makroskopickych proménnych mohou
byt odvozeny z BKR bez jejiho feseni = makroskopické transportni rovnice

Makroskopické veli¢iny souvisi s momenty rozdélovaci fce a trasportni rovnice pro
tyto proménné ziskame z momentu Boltzmannovy rovnice. Prvni tfi momenty:
vyndsobenim rovnice vyrazy mg, moVv a mav?/2 a integraci pres rychlostni pros-
tor = zakon zach. hmotnosti, hybnosti a energie. Vzdy se nam ale objevi néjaka
neznama makrskop. veli¢ina navic, takze abychom mohli soustavu vytesit, musime



udelat néjaké vhodné predpoklady o nejvyssim momentu rozdél. fce.
Pro kazdy typ castic vlastni transportni rovnice.

Existuje mnoho moznosti vytvoreni soustavy transportnich rovnic podle
zjednodusujicich predpokladu, napt. model studeného nebo teplého plazmatu.

6.2 Obecna transportni rovnice

Uvazujme fyzikalni vlastnost castic v plazmatu x(v) a vezméme obecnou BKR:

dfa 5fa) .
Ot 0t /sraz

Kazdy clen BKR vynasobime x(v) a z analogie vypoctu stredni hodnoty x(v)
udelame totéz s celou BKR

+v-Vf,+a- Vf@—( (6.1)

/ x d3v—|— L xv - Vfad®v + [ xaV,fad’v = [ x (55];“) d>v- (6.2)

Dale upravime kazdy ¢len rovnice zv14st.

Proni clen:

dfa 0 0
/ X J d3’U = ot (/U Xfadg’v) — /Ufoza—fdgv (6.3)



Posledni ¢len je nula a z definice stredni hodnoty:

Druhy clen:

[xv - Viudo =V - ([ vxfod®) = [ fovVxd® — [ foxV-vdv  (6.5)
Clen V - v a Vy jsou nula:

L xv - Voad®v = V - (na{xv)a) (6.6)

Treti clen:
[ xa-V,fod®v = [ V,-axfoud’v — [ faa - Vyxd®v — [ fuxV,-ad’v  (6.7)

Posledni integral vymizi pokud
1
Vy-a=—V, -F =0, (6.8)
Mg
slozka vektoru sily F; nezavisi na prislusné slozce rychlosti v;, kde 2 = x, y 2. Toto

omezeni nevylucuje mg. silu F,, = ¢, v X B:

F, =q.(v,B. —v.B)) (6.9)



Prvni integral na pravé strané rovnice (?7) je souc¢tem ti1 trojnych integralu:

[V, (axfa)d’v = Z/// )dv,dv,dv., . (6.10)
Pro kazdy z téchto ti{ integralu (i = x, y, z) mame
/[ (% (axX fo)dvedv,dv, = [ [T dvydv,(asx fal T2) = 0, (6.11)

protoze fo(r,v,t) — 0 pro v; — £o0o. Protoze prvni a posledni integral vztahu (6.7)
je roven nule, mame

fyxa- Vi fadv = —ng(a- Vox)a (6.12)
Kombinaci predchozich vysledku dostavame obecnou transportni rovnici
0 0
a(na@O&) + V- (na(XV)a) — nafa- Vyx)a = a(na@d&) ; (6.13)

kde ¢len na pravé strané oznacuje rychlost zmény veliciny x na jednotku objemu v
dusledku srazek:
0 fa

et = (), 619



6.3 Zakon zachovani hmotnosti

6.3.1 Odvozeni rovnice kontinuity z BKR

Rovnici (6.13) zde vyuzijeme pro x = my,,. Vyjadiime

(X)a = mMa (6.15)
<XV>04 — My <V>oz — MaUgy
Vox = Vymg =0

a dostaneme rovnici kontinuity

a mao
gt +V - (pmalle) = Sa. (6.16)
kde ppma = nam, a srazkovy clen
S, = m [0 b — (‘W’“) (6.17)
o a fy 5t coll 5t . .

vyjadiuje rychlost produkce nebo ztraty castic a na jednotku objemu v dusledku
interakci. Pokud k nim nedochézi

OPma
. _ 1
neboli p
Moy ¥ () = 0 (6.19)

ot



Rovnici zdakona zachovani naboje odtud dostaneme nasobenim nabojem q,:

0P B
v +V-J,) =0, (6.20)

kde po = naq. je hustota naboje a J, = p,u, je hustota el. proudu.

6.3.2 Odvozeni pomoci dynamiky tekutin

Uvazujme objem tekutiny V' uzavieny plochou S s elementem plochy dS = ndS.
Stredni pocet ¢astic opoustéjici objem V' skrz dS za jednotku casu je

NaUg + dS (6.21)
= pocet ¢astic opoustéjici cely objem:
o Nally - dS. (6.22)
Celkovy pocet ¢astic v objemu:
o nad’r. (6.23)

Pokud nedochazi k produkci nebo ztraté castic v objemu, musi platit
0
fonatg - dS = —5 i N d°r (6.24)

a za pouziti Gaussova teorému divergence

fonaug - dS = V(nouy)dr (6.25)



dostaneme p
/ gto‘ V- (nguy)| dr =0, (6.26)

coz musi platit pro libovolny objem V', takze dostavame rovnici kontinuity (6.19).

6.3.3 Srazkovy clen

Procesy spojené se zménou poctu ¢astic = obvykle nepruzné srazky (ionizace, rekom-
binace, zachyceni naboje). Jak je muzeme reprezentovat v rci kontinuity:

e cfekt tonizace - rychlostni koeficient pro ionizaci Kj, tj. pocet paru elektron/iont

produkovanych za jednotku casu je Kineng, kde ny je hustota neutralniho plynu.

Ve slabé lonizovaném plazmatu je mozné povazovat n, za konstantni a pocet
vzniklych paru zapsat pomoci srazkové frekvence vin,

e cfekt rekombinace - rychlostni koeficient pro rekombinaci K, tj. ubytek paru

elektron /iont za jednotku casu, za predpokl. jednoho druhu iontu (n; = ne) je
K.n?
o cfekt zdchytu zdporného naboje - rychlost ubytku elektronu Kynen, neboli
podobné jako pro ionizaci v,n,
—
Se = me(vine — K;nZ — vane) (6.27)



6.4 Zakon zachovani hybnosti

6.4.1 Odvozeni pohybové rovnice

Nahradime x(v) vyrazem m,v v (6.13). Vezmeme-li v tvahu, ze v.= V., + u, a

(V) = 0, muzeme ¢leny transportni rovnice upravit takto:

9, ou, OPma
E(pma<v>a) = pm&ﬁ T Uq ot

V- (pma<VV> )=V [pmoz(uozua + uoz<V > + <V04>u04 +
_|_<V04Voz>>] V. <,0mozuozuoz + pmy, <Vava>>

0 0 0
_noz<F . vvv>cu — _ncv<( av FQ@T + F, av ) > -
T Y 2

—n(FoX+ F,¥y + F.2), = —no(F),

A dosadime-li do (6.13), dostaneme rovnici zachovani hybnosti

auoz 1 6)pmoz
mao uOé
Pma” g5, ot

+ Y (pmozuozucv> + \Y& (pmoz<Vonoz>) - noz<F>cv — Aom

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)



kde A, oznacuje srazkovy ¢len

B = o [ ¥( )y = APl (6.32)
Vyraz pma{VaVa) je tenzor kinetického tlaku P
V- (pua(VaVa)) = V- P, (6.33)
Tteti ¢len na levé strané rovnice (6.31) muzeme rozepsat takto
V- (Dmallata) = - (Patiartia) + —(Pmatiogta) + - (Pmatinsbfua)(634)
ox oy 0z
= pma(uw%l;()‘ + uay(z;;o‘ + uw%? + u@[é’(p %zum) o %Zuo‘y) Lo Tg);“o‘z)] -

pma(Ua - Vg + [V - (praa)]
Dosazenim (6.33) a (6.34) do (6.31) a za pouziti rovnice kontinuity (6.16) dostavame

ou,
pma[ﬁ _|_ (Ha ° V>U@] —i_ v ¢ Pa - n@<F>a — A'Oé - uaS@. (635)
Clen v hranaté zdvorce miizeme zapsat pomoci totalntho diferencidlu:

D 9
Dt Ot

+u,-V, (6.36)



coz odpovida casové zméné pozorované ze souradného systému pohybujiciho se
stredni rychlosti u,,.

Jestlize uvazujeme elektromg. Lorentzovu silu a gravitacni silu, je posledni ¢len rce

(6.35)
—n0(F)o = —noqo(E+u, X B) — nym,g, (6.37)

kde pole E a B predstavuji vyhlazené makroskopické pole. Pohybova rovnice je tedy

Du
,Omozﬁ — nozqoz(E =+ U, X B) + pmag T v ) 7304 + Aa T uasa (638>
Fyzikalni vyznam: ¢asova zména hybnosti v kazdém elementu kapaliny je zpusobena
externimi silami, tfenim (viskozitou) a tlakovymi silami samotné kapaliny a dale

vnitinimi silami, které odpovidaji interakcim = z.z. hybnosti

Casto muzeme viskozitu zanedbat, tj. neuvazujeme nediagonalni ¢leny P,. Pokud je
navic rozdélovaci funkce izotropni, jsou diagonalni ¢leny P, stejné a rovné skalarnimu
kinetickému tlaku p,. Zanedbame-li dale ¢len vedouci k tvorbé nebo zaniku c¢astic,
mame

Du,
pmozﬁ — naQa<E + Uy X B) + Pma8 — vPoz + Aa (639>



6.4.2 Srazkovy clen

Clen A, oznacuje rychlost zmény stfedn{ hodnoty hybnosti na jednotku objemu
zpusobenou srazkami. Dusledek zachovani celkové hybnosti pii elastickych srazkach
stejnych castic = A, = 0. ALE pro kapalinu slozenou z ruznych c¢astic A, # 0.

Casto pouzivany vztah pro prenos hybnosti srazkami (nemusi platit vzdy, predp.
Maxwell. 1. fce a relatiné maly rozdil strednich rychlosti ¢astic):

A, = —DPna % V(w(ua — u5>, (640)

kde konstanta umeérnosti v,g je srdazkovd frekvence pro prenos hybnosti mezi
casticemi o a 3. Protoze béhem srazky se musi zachovavat celkova hybnost

PmaVas(Ua — Ug) + pmpvsa(us — u,) = 0. (6.41)

PmaVaf = PmpVba (6.42)



6.5 Zakon zachovani energie

6.5.1 Odvozeni rovnice pro transport energie

Nahradime x(v) vyrazem m,v?/2 v (6.13). Plati

1

§pma<vg2> =+ SPmally, = _(Spoz =+ pmoﬂ%)

1
VX = §maVU(V.V) = My(V - V,)V=myVv

Na(X)a =

Cleny na pravé strané obecné transportn{ rovnice (6.13) jsou tedy

0 30 01
a(n&<X>a) _5 ot 615( Pmal a)

V- (na(xv)e) = V- Lo

PV V)¥)

—na((F/ma) - Vix)a = —na(F - v),

Souctem téchto clenu ziskame rovnict zachovani energie

36’pa 01 1 _
2 Ot 8t<2pmau )+ V- [ PV - V)V)a] = na(F - v), = My,

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)



kde M, je rychlost zmény hustoty energie v dusledku srazek

1 5fa 0(3pma(v?)a)
M _ 2
= 5Ma 0" st 5t

sraz dSU = (649)

Sraz

Alternativné se muze rovnice také zapsat jinak, viz dale. Vezméme nejprve tieti ¢len
(6.48) av =V, +uy,:

([((ug + Vo) - (ug + Vo)l(u, + Vy)) = (6.50)
= {(u? +2u, - Vo + V) (u, + V,)) =
= ulu, + (VHu, + 2(VVe) - u, + (VAV,).

Clen Pma{Va ® V) predstavuje tenzor kinetického tlaku P, a %pm&<Vo?Va> je
vektor toku tepla qq,. Ukézali jsme, ze 5pma(V.2) = 3pa/2. Proto

1

Ve [5ma{(v - v)V)a] = (6.51)
1 1
v ) [§Pmauiua + i(gpo)uoz + Poz " Uy =+ qa] —
1
V- (§pm&ug¢ua) +

;(Sp&)(v ‘U,) + ;(ua V)(3pa) + V- (Py-uy)+V-qa



Dosazenim do (6.48) a za pouziti oznaceni D /Dt pro uplny diferencial, méame

D 3p. 3Da 0 1 9 1 2
D) (09 e+ 2 i) + V- Cpaitu) = (652

V- (Py-u,)+V-qu—n.(F-v),=M,

2

Tteti a ¢tvrty ¢len na levé strané muzeme psat jako

0 1 1
9, 9 a(ﬁpmaua ' uoz) + V- [(§pma(ua ' ua)u@] — (6'53)
1 mo «Q 1
1 2 Pma Uq
- v ’ mao Yo maUPa *

Za pouziti rovnice kontinuity (6.16) a pohybové rovnice (6.36) muzeme posledni vztah
prepsat jako
1

5“35& + Ny - (F)og —uy - (V-Py)+us - Ay — uiSa. (6.54)



Dosazenim zpét do (6.52)

2(3&) Sp@
Dt 2
na<F ) V)a> + NoUqy - <F>Oz + V- 9o =
1

= Ma — Uy - A& + §UiS&

TTeti a ¢tvrty ¢len muzeme kombinovat jako
Ve(Pata) —ua- (V-Py)=(Pa-V)-u
a podobné paty a sesty:
—no(F - V)o + noly - (F)o = —no(F - V),
protoze
(F-v)o=(F-(u,+ V) = (Flo-us+ (F- V).
V pripadé sily nezavislé na rychlosti je vyraz (6.57) roven nule:
(F- Vo) =F- (Vo) =0
V pripadé mg. sily zjistime totéz:
(F-Va) = qa{(vxB)-Vy)

= qo(uy X B) - (Vo) + ¢ ((Va X B) - V) =0,

—V-u,+V:(P,-uy) —u, - (V-P,) —

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)



kde oba cleny jsou rovny nule, protoze (V,) = 0 a (V, x B) je kolmé na V.
Dostavame tedy tu alternativni formu rovnice zachovani energie

D 3p..  3pa
-, P, - ‘u, L, = 61
Dt(2)—|—2Vu—|—( V)u—l—qu (6.61)

6.5.2 Fyzikalni interpretace

e Prvni clen - celkova zména hustoty tepelné energie v objemovém elementu pohy-
bujicim se driftovou rychlosti u, (3pa/2 = pma(V.2)/2).

e Druhy clen (6.61) - zména hustoty tep. energie diky vstupu castic o stredni
rychlosti u,, do objemového elementu.

e Treti clen - prace vykonana na jednotkovém objemu diky tenzoru tlaku, ktery
pusobi na povrch tohoto objemu

e Ctvrty ¢len - zména hustoty tepelné energie diky srazkam (pro pouze jeden druh
castic je ¢len roven nule)

Prvni dva cleny muzeme jesté zkombinovat pomoci rce kontinuity (6.16), kde



rozepiseme clen V - (ppala)

0
(57 T 8a V)P + puaV - ta = So, (6.62)
takze D
meé
V-ou, =— — Sa). 6.63
: pma< Dt ) (6.63)
Dosazenim (6.63) do (6.61) a pouzitim rovnosti pne = NaMa, Pa = NokTy,

dostaneme dalsi alternativni tvar rovnice energie vyjadrené pomoci teploty T,

3 DT, 1 3kT,
“nok —I—(P&°V)-u&—I—V-qa:M&—u&.A&—I—(§ui—§m

). (6.64)

6.5.3 Zjednodusujici predpoklady

Podle okolnosti muzeme uplatnit ruzné zjednodusujici predpoklady

e srazkovy clen je nula nebo zanedbatelny; driftova rychlost u, je nula; vezmeme
vektoru toku tepla

do = —KVI, (6.65)
= rce (6.64) se redukuje na difuznd rovnici pro Ty,
3 D1,
—nak =V . (KVT,), (6.66)

2 Dt



kde K je koeficient tepelné vodivosti (souvisi s koeficientem viskozity)

e srazkovy clen je nula nebo zanedbatelny; neviskozni kapalina; tenzor tlaku se
redukuje na skaldarni tlak; neuvazujeme tepelnou vodivost (q, = 0); vztah (6.61)
=

2(%) + %
Dt 2 2
Dosazenim (6.63) za V - u, pro S, = 0 dava

(V-u,) +pa(V-u,) =0. (6.67)

D 3pa SPa D pma
—(—) — =0 6.68
Dt( 2 ) 20ma Dt (6.68)
tedy
Dp.,  5Dpma
Do _ 2 ZPma _ (6.69)
Da 3 Dt
a po Integraci
Pa Pmao %
— = (—)3, 6.70
Do (me) (6:70)
kde pg a pmo jsou konstanty, takze
Pap2? = konst. (6.71)

Toto je adiabatickd rovnice energie pro plyn, v némz je specifické teplo pri konst.
tlaku a konst. objemu v = 5/3.



Parametr ~ fci poc¢tu stupnu volnosti N
v=(2+4+ N)/N. (6.72)

Pro castice, které nemaji vnitini stupné volnosti (jednoatomovy plyn), je N = 3.
Adiabatickd rovnice energie pouzivana v termodynamice je obecné ve tvaru

pp, | = konst. (6.73)
Derivovanim
P dp — PP, dpy, = 0 (6.74)
nebo
dp= (P dp,, = V2 dpy, (6.75)
kde jsme definovali P, o
Vi = (yp/pm)"? = (KT /m)"/?, (6.76)

coz je adiabaticka rychlost zvuku kapaliny.

e idealni plyn; konstantni teplota kapalin =- 1zotermdini rovnice energie.
Vezmeme stavovou rovnici pro idealni plyn p = nkl" a pro T’ = konst

dp = kT dn = (p/pm) dpm = V7 dpp, (6.77)
kde 2zotermdln? rychlost zvuku je
Vi = (p/pu)"'* = (KT /m)"” (6.75)



6.5.4 Model studeného plazmatu

e 1. moment BKR = rce kontinuity = hustota ¢astic n, (nebo hustota hmotnosti
Po) Ve vztahu s driftovou rychlosti u, = 2 makroskopické veli¢iny = pottebujeme
2 makroskopické transportni rce

e 2. moment BKR = pohybovd rce (rce zachovani hybnosti) = driftova rychlost
u, ve vztahu s hustotou castic n, a tenzorem kinetického tlaku P, = 3
makroskopické veli¢iny = potiebujeme 3 makroskopické transportni rce

e 3. moment BKR = rce energie = neznamé veli¢iny n,, u,, P, a vektoru toku
tepla q,

— Zadny koneény systém transportnich rovnic nemuze tvoiit uzavieny systém,
takze musime zavést néjaké aproximace. Nejjednodussi model je model studeného
plazmatu. Model pouziva pouze rovnici kontinuity a hybnosti. Tenzor tlaku se polozi
roven nule, tj. zanedbava se vliv tepelného pohybu ¢astic a sila zpusobena zménou
tlaku. Mame tedy dvé transportni rce:

(pmatia) = S, (6.79)

i ’I’Laqa<E + U,y X B) + Pma8 + Acv — ucvSOé (68())



Pokud muzeme navic zanedbat vznik a ztratu c¢astic « = S, = 0. Vztah pouzivany
pro srazkovy clen pro prenos hybnosti A, je dan vztahem (6.40).

Model vlastné predpoklada, ze teplota plazmatu je nulova, takze rozdélovaci fce je
Diracova delta fee f,(r,v,t) =0|v —u(r,t)|.

6.5.5 Model teplého plazmatu

Zde se uvazuji tri transportni rovnice a ve treti rci se zanedbava clen s vektorem
toku tepla V - q, = 0. Tato aproximace se nazyva adiabatickd aproximace. Protoze
tepelna vodivost je nula, neni plazma viskézni a nediagonalni ¢leny tenzoru tlaku
jsou nula. Déle s predpoklada, ze V - P, =V - p,.

V modelu teplého plazmatu tedy mame tyto tii transportni rce

a Mo
p +V - (Pmalla) = Sy (6.81)
ot
Du,,
pmaﬁ = naqa(E —+ u, X B) + Pma8 — VP& —+ A& — uaS& (682)
D 3pa. DPa 1,
—(— —(V-uy) =M, —u, — A, +— 0 0.83
Dt<2>+2<v u,) u +2u@S (6.83)



Pokud navic predpokladame, ze zména energie v dusledku srazek je zanedbatelna,
redukuje se rovnice (6.83) na adiabatickou rovnici

PaPr. = konst. (6.84)



Kapitola 7

Makroskopické rovnice pro vodivou kapalinu

7.1 Makroskopické proménné pro plazma jako vodivou kapalinu

Uvazujme plazma jako celek a celkové makroskopické veliciny. Hustota hmotnosti:

P =3 Pma = X MM, (7.1)
hustota naboje:
p =3 Nada; (7.2)
stredni rychlost kapaliny u:
PmA = %} Pmala- (7.3)

Stredni rychlost kazdého typu ¢astic uvazovana vzhledem k celkové stredni rychlosti

plazmatu u je difuzni rychlost w,,
1
Wo=Uy,—U=1Uy, — — Pmaly (7.4)
Pm @



Hustota toku hmotnosti neboli hmotnostni tok
Jn = > NaMala = Pl (7.5)
a hustota el. proudu neboli tok naboje
J = > Nafally = (7.27)pu + > NaGaWa (7.6)
Tenzor kinetického tlaku jednotlivych komponent plazmatu jsme definovali jako
Pao = pma(VaVa), (7.7)

kde V, = v — u, je ndhodna rychlost. Jde vlastné o prenos hybnosti ¢asticemi
skrze povrchovy element pohybujici se driftovou rychlosti. Pro celé plazma definujeme
alternativni nahodnou rychlost Vg pro ¢astice a vzhledem k celkové stredni rychlosti
plazmatu u

VaO =V —u. (78)
Celkovy tlak je tedy definovan jako rychlost prenosu hybnosti vsemi casticemi plaz-

matu skrze element povrchu pohybujici se celkovou stredni rychlosti u. Tenzor
celkového kineticého tlaku P je tedy

P = %; Pma <V040V040>' (79)

Plati
Va() = Va —+ W, (710)



a tedy
P = %}Pma«va +Wo) (Vo +Wwa)),

coz roznasobime jako

P = %:pmoz(<vozvoz> T <V04W04> + <W@V04> + <WO‘WO‘>)'

7 definice w,, vidime, ze (w,) = W, a proto
P = %}7)04 + %; PmaWaWq-
Celkovy skalarni kineticky tlak p je

1 1 1
P = § %: Pm — g %: %} ,Omoz<voz0ivoz0i> — § %} pmoz<vg20>
Pomoci (7.13)
1
P = %}p(x + g%ﬂmawi
Definujeme vektor celkového toku tepla (7.27)q
1
q = B 2 pmoz<c(2xoVOzO>
a hustotu tepelné energie
3p 1 9
- A mao %
9 9 %} P < a0>

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)



Je uziteéné najit vztah mezi

1

qo = 5Pma<V@2V@> (718)

a q. Takze pomoci V9 = V, + W, dostaneme

A= 5 5 pnal(VaVa) +wolVa) +2((wa - Vo) Vo) + (7.19)

—|—<V@2>Wa + ’wiwa +2({(Va) - W)W,

O | —

pricemz (V,) = 0, takze

1
Q=3 %}pma[<V@2Va> + 2w, - (Vo) Vo) + (VAW + wiw,] (7.20)

Ze vztahu (7.18), (7.7) a pa = pma(V.?) /3 piepiSeme piedchozi vztah jako

3 1
q p— %(q& —I_ WCK * ,Pa —I_ §pOKWCk —I_ §pmawiwa) (721)
Pro izotropni pripad
5 1 5
q= %}(qa + §PaWa + ipmawgwa>- (722)



7.2 Rovnice kontinuity

Rovnici kontinuity pro jednotlivé ¢astice sumujeme

a mo
> gt + 3V (Pmalla) = X Sa, (7.23)

coz dava 5
LV - (pa) = 0, (7.24)

nebot suma S,lpha je nula diky zachovani celkové hmostnosti v systému. Rovnici
muzeme také prepsat pomoci D/Dt = /0t +u - V jako
Dpn,

Veou=0 7.25
gy temVou (7.25)

7.3 Pohybova rovnice

Podobné postupuje i v pripadé rovnice z.z. hybnosti:

du,
S ol a4 (W - V)] = S 000 B + Sigga(ua x B)+ (720)

ot
+Z@pm&g_%v°Pa+%Aa_%:u&Sa



Protoze celk. hybnost vSech castic se zachovava je srazk. clen nula.

du,
> ool + (U - V)ug] = pE+J x B+ pug — V- P+ (7.27)

ot
- %} V- (pmawawoz> — %} uaSoz

Clen obsahujici S, muzeme eliminovat pomoci rovnice kontinuity. Zapiseme rovnost

OPma
ot

coz kombinujeme se cleny na levé strané rovnice (7.27) a clenem v, u,S, na jeji pravé
stran¢. Dostavame vyraz

> u,S, = > u,| + V- (Pmala)], (7.28)

2[6 (Pmalla)

a ot
kde vyuzijeme vztah pro celkovou stredni rychlost (7.3), druh7 4len expandujeme
nahrazenim u, = w, + u. Vidime, ze

+ V - (PmaaUy)], (7.29)

> PmaWa = %pm@(ua —u) = pu— pru=0. (7.30)
Vztah (7.29) upravime tedy jako

I(pmu)
ot

[a(pmaua)

5 + V- (ppuu)+  (7.31)

%} + V- (pmozuozuoz>] =



ou 00
FEV - (praWaWa) = pul s+ (w- V)ul £ u[=0 4 V- (p,0)] +
Du

+ %} V - (pmozwawoz) — pmﬁ + Z V- <'0mO‘WO‘WO‘)’

kde jsme vyuzili rci kontinuity. Potom pohybova rovnice je

Du

7.4 Rovnice energie

Opét sumujeme rovnici energie pro jednotlivé typy ¢astic:

@gt(;pmd o) + XV - (1pma<vzv> )= Y (F - v, = 0, (7.33)

(07

kde srazkovy clen M, sumovany pres vSsechny ¢astice je nula. Nahradime v = V +u
a expandujeme kazdy clen rovnice. Pro pruni ¢len mame

0,1 o 1 , ,
gt< 12Pma<V V)a) aaf[z ,Oma(<‘gao>3+u 22:% -u) (7.34)
== 2 2 p 2
B @t(% 2pma(<V o))+ @t<2pmau ) = 615( ) + 8t(2pmu ),



kde jsme pouzili vztah (7.17) a fakt, ze T praWae = 0
Pred upravou druhého clenu si uvédomime, ze

(V* V) = (V3 +u* + 2V 40 - 1)) (7.35)
- <V0420V04)> + UQWoz + 2<V040V040> Ut
Vilu + v'u + 2(w, - u)u,
a0

protoze Va0 = V4 + Wy a (V) = 0. Proto

1 1
V(5 00 (0)) = V- (5 L pa (VA Vao)) + (7.36)
1
+V - (% Pma{VaoVao) - 1) + V- (% §pm0z<vo?0>u> +

1
V- (g 5pméuQu)

Kdyz pouzijeme definici celkového toku tepla q a tenzoru celkového kinetického tlaku
P, muzeme toto dale upravit jako

1
V(2 §pm&<v2v>a) =V-q+ V- (P-u+t) (7.37)
3 1
+V.(?pu) + V.(§pm&u2u)



Pro treti ¢len mame

%:na<F V) = %na[Qa<E ' V>Oz + o) (VX B)-v), + m@<g ' V>Oz]:

(7.38)

kde jsme uvazovali elmag silu a silu gravitaéni. Protoze (v,) = u, a pro lib. vektor

v plati (v x B) - v =0, mame
%na<F°V>a:J°E+Jmog,
kde E a g jsou vystredovana makroskopicka pole.

Kombinovanim ptredchozich vysledku dostaneme

0 3p 3p 0 1 1 5
&t< )—l—V( U_) at<2pmu)+v( muu>+

\YE q+V (P-u)—J-E—-J,-g=0.

Tieti a étvrty’ ¢len zkombinujeme jako

0,1 1 5 apm Du

coz dale upravime za pouzm’ rce kontmulty a pohybové rovnice:
pu-E4+u-(JxB)+Jy-g—u-(V-P).

Tento vysledek pouzijeme opét v rci energie a dostaneme tvar
D 3p
Dt( 2

3
)+ 2pV-u+V-q+(73-V)-u:J-E—u.(JxB)—pu-E.

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)



e 1. Clen - casova zména celk. hustoty tepelné energie vzhledem k referenénimu
systému pohybujicim se celkovou stfedni rychlosti u

e 2. Clen - prispiva ke zméné celk. hustoty tepelné energie diky prenosu tepelné
energie v objem. elementu v dusledku pohybu castic

e 3. clen - tok tepla

e 4. ¢len - prace vykonand na objem. elementu tlakovymi silami (normélovymi i
tecnymi)

e Cleny na pravé strané - prace vykonana na objem. elementu el. silami existujicimi
v referen¢nim systému pohybujicim se celkovou stredni rychlosti u. Tyto cleny
mohou byt déle zkombinovany (viz nize).

Pred dalsi upravou si uvédomme, Ze hustota el. proudu se sklada ze dvou casti
J = %} Naqala = %} NaqaWa + %} NafdaU = J' + pu, (744)

kde pu je hustota el. proudu konvekcéni, tj. tok prostorového naboje s rychlosti u a
J’ je hustota el. proudu vodivostn, tj. hustota el. proudu v systému pohybujicim se
rychlosti u. Na druhé strané muzeme psat

u-(JxB)=-J-(uxB)=-J"(ux B). (7.45)



Dosazenim obou hornich Vyrazﬁ do rce energie dostaneme

D 3p

Dt( 2
kdevE’ = E+4+ux B jeel pole existujici v sour. systému pohybujicim se rychlosti
u. Clen J' - E' predstavuje tedy rychlost zmény hustoty energie diky Joulovskému
ohrevu.

)—I— LY ut+v. q+(P-V)-u=J" E, (7.46)



7.5 Elektrodynamické rovnice pro vodivou kapalinu

Makroskopické transportni rovnice pro vodivou kapalinu netvori uzavieny systém
(podobné jako u transportnich rovnic pro jednotlivé typy ¢astic). Navic obsahuji
elektrodynamické veliciny E, B, J a p = kromé hydrodynamickych transportnich
rovnic potifebujeme elektrodynamické rovnice.

7.5.1 Maxwellovské rovnice rotace

0B
VxE=-"" (7.47)
E
V x B = pug(J+ an@t> (7.48)

7.5.2 Zakon zachovani el. naboje

ziskame z rovnice kontinuity pro jednotlivé typy ¢astic vynasobeni rovnice vyrazem
qo/ M & sumaci pres vSechny castice:

0 a
(5 n0.) + V- (£ 7agatte) = )80, (7.49)



7 ¢cehoz p
0
— -J =0 7.50

Musime si uveédomit, ze tato rovnice se da odvodit i z Maxwell. rce (7.47) a z Maxwell.
rovnice pro divergenci E

v.E=" (7.51)

Vezmeme divergenci (7.48)

V-J+ Eoi(v : E) — O, (752)

zkombinujeme s (7.51) a dostavame (7.50). = rovnice (7.51) tedy neni nezavisla na
rovnici (7.50).
Déle si uvédomime, ze udélame-li divergenci vztahu (7.47), dostaneme

9,
~“(V-B)=0 7.53
(VB (759
neboli
V - B = konst. (7.54)
Takze Maxwellova rovnice
V-B=0 (7.55)

je vlastné pocatecni podminkou rovnice (7.47).



7.5.3 Zobecnény Ohmiuv zakon

Postupujeme stejné jako u zakona zach. el. naboje - vezmeme pohybovou rovnici
(zakon zach. hybnosti) pro jednotlivé typy ¢astic, vynasobime ¢,/m, a sumujeme
pres vSechny c¢astice:

6’u@ «
Snadal( "5, ") + S naga(Ua - V)ug = %na(;{b—)(F)a - (7.56)
o qo o
VIS0 Pa 30 ) A = 2 S (7.57)

Uprava druhého clenu na pravé strané rovnice (7.56):
Definujeme tenzor elektrokinetického tlaku PE pro céstice a

7)5 — (%)P@ — nozqoz<V04Voz> (758)

(87

a pro plazma jako vodivou kapalinu mame analogicky
PE = %775 + %} NaqaWaWeq. (759)

Tedy

-V [%j( )P =—-V -PF+V. (%} NaGaWoWe) (7.60)

da
Ma



Uprava c¢turtého ¢élenu na pravé strané rovnice (7.56):
Pouzijeme rovnici kontinuity a u, = w, +u

o ~vw ? _ . _
%(ma)uaS& = §W&8t (Maqa) %}W&[V (MaGaWa)] (7.61)
0
~ X Wo[V - (nagout)] - ua—’t) —u(V-J) (7.62)
Podobné pruni a druhy ¢lenu na levé strané rovnice (7.56) upravime jako:
ow,, 0
> n@q@% + %(naqaw@ -V)w, + %(n@q@u V) -w, + pa—? + (J.V)u (7.63)
Zjednoduseni celé rovnice (7.56):
Pouzijeme nasledujici vztah pro dva vektory:
V-(ab) =b(V-a)+ (a-V)b, (7.64)
vyuzijeme vyjadieni hustoty el. proudu (7.44) a predchozi zjednodusené vyrazy:
0J q q
— (uJ +J : = Y no(—)(F), A, .
6t+v (' +Ju)+V - Pp=>n <m@>< ) +%(m@) (7.65)

Rovnice (7.47), (7.48), (7.50) a (7.65) tvori soustavu deseti rovnic, které
doplnuji rovnici zachovani hmotnosti, hybnosi a energie pro vodivou kapalinu.



Rovnice (7.65) je ale stale v obecném, pro praxi nepouzitelném tvaru. Jednoduchy
a pouzivany tvar této rovnice muzeme ziskat pro plné ionizované plazma s jednim
druhem iontu:

Vyjadiime hustotu el. proudu a naboje jako

J = > Nafalla = e(n;u; — Nele) (7.66)
p =2 Nala = e(n; — ne). (7.67)
Globalni stredni rychlost je
u = pl(pmeue + Pmili, (7.68)
kde pm = Pme + Pmi- Zkombinovanim této rovnice s (7.66) dava
= PPy (7.69)

Pmi  Me €

v = (P (7.70)

Pme T € 7

kde pr = mem; /(mem;) oznacuje redukovanou hmotnost.

Dale predpokladame, ze stredni rychlosti elektronu a iontu vztazené ke globalni
stredni rychlosti u, tj. difuzni rychlosti w, a w;, jsou malé ve srovnani s tepelnymi.



Pak zjednodusime vztah (7.59) takto
Pi P

my; me

PE =PEF L PE = ¢ ) (7.71)

Silovy clen v rovnici (7.65) nahradime elekromagnetickym polem

do da
20 (F)0 = 202 g0 (E + . x B) 7.72)
= 62(7% + ne)E +- 62(&111 + Eue) x B.
m,; me m; me

V ném nahradime u, a u; ze vztahu (7.70) a (7.69) a zjednodusime

5 (L) (FY, = 2 B 2y ) B e(—— —— )T x B. (7.73)

o My my; mMe e my; my; e

Tento vztah dale zjednodusime za pouziti nasledujicich aproximaci (m; > m., ne =
n; =mn):

11 1
o~ (7.74)

m; M, Me

i e 1 (7.75)

m; M, Me

i g Be o (7.76)



takze méame PY = —(e/m.)P. a z (7.73)

77,62

Sna( 2 F), = “ (E+uxB)— —JxB (7.77)

@ Ma Me Me

Srazkovy ¢len v (7.65) napiseme ve drive uvedeném tvaru

Ae = —pmelei(Ue — 1) (7.78)
Ai — —pmz-yz-e(ui — ue), (779)
pricemz plati ppmiVie = Pmelei, takze
o 1 1
- Aa — metei\Ue — WUj - = eiJa 7.80
S A = epperiile — w)( ) = v 7.50)

kde jsem pouzili (7.66) pro J, n. = n; = n a aproximaci m; > m..
Nyni muzeme pouzit vysledky z (7.71), (7.77) a (7.80) a dosadit je do (7.65)

0J e
(W +JU - Cv.p— 781
5tV (I I0) - VP (7.81)
2
" EtuxB)- “JIxB-uv.J.
Me Me

Protoze jsme predpokladali n, = n;, musi p = 0 a J = J'. V urcitych situacich se da
predpokladat, ze J a u jsou malé perturbace, a proto je jejich soucin zanedbatelny.



Dale zavedeme oznaceni ,

o) =, (7.82)
Melei
coz predstavuje podélnou el. vodivost. Pak dostavame z (7.81)
e 0J 1 1 1
e V.P,=E+uxB- -~ JxB- 1. (7.83)
ne2 ot ne ne o

Tato rovnice se nazyva zobecnény Ohmuv zdkon. V magnetohydrodynamice se ob-
vykle ¢leny na levé strané zanedbavaji, coz ovsem neni vzdy dost dobte zduvodnitelné.
Pokud se J neméni v ¢ase, tj. za ustdlenych podminek, mame 0J/dt = 0. Pokud
dale predpokladame, Ze jsou zanedbatelné prostorové zmény tlaku, tj. V - P, = 0,
pak dostavame zjednoduseni

J=0)E+uxB)— 2] xB. (7.84)

ne

Posledni ¢len v této rovnici vyjadiuje Halluv jev. Tento clen je maly pokud oy|B| <
ne. Pak
J=0¢(E+uxB) (7.85)

a bez pritomnosti mg. pole
J = O'oE, (786)

coz je obecné znamy Ohmuv zdkon.



7.6 ZjednoduSené magnetohydrodynamické rovnice

Rovnice kontinuity, zjednodusSena pohybova rovnice, adiabatickd rovnice energie,
Maxwellovy rovnice pro el. intenzitu a mg. indukei (zde zenadbavame ¢as. zménu
el. intenzity) a zjednoduseny Ohmuv zakon:

0pm

Du
m— = B — .
Py J x Vp (7.88)
dp = ngpm (7.89)
0B
E=—— 7.90
V X gy (7.90)
V xB= ,u()J (791)
J=oyE+uxB)— ‘I xB (7.92)

ne



Kapitola 8

Vodivost plazmatu a difuze

8.1 Langevin rovnice

Predtim nez budeme diskutovat dva dulezité jevy v plazmatu, vodivost a difuzi,
uvedeme si velmi jednoduchou pohybovou rovnici pro slabé ionizované (n. < ng)
studené plazma - Langevinovu rovnici. Predpokladame, Ze co se tyce interakci, bude
dominantni interakce nabitych ¢astic s neutraly. Dale uvazujeme pouze el. a mg.
silu (zanedbavame gravitacni pole a silu zpusobené gradienty tlaku). Difve uvedena
pohybova rovnice

Du,
pmaﬁut — nonoz(E + Uy X B) + Pma& — Vo + Ag (81>
se tedy zjednodusuje jako
D e A'e
Mo = —¢(E +ue x B) + —<.(8.2)

Dt Ne



Makroskopicky srazkovy clen A./n, muzeme vyjadrit

A,
- — _cheue, (83)
ne

kde v, je srazkova frekvence pro prenos hybnosti mezi elektrony a tézkymi neutralnimi
¢asticemi. V tomto vztahu jsme zanedbali stiedni rychlosti neutralnich ¢astic, protoze
tyto ¢astice jsou mnohem hmotnéjsi nez elektrony (ALE nezanedbavame jejich te-
pelnou rychlost). Dosadime srazkovy clen a dostavame Langevinovu rovnici

Du,
Dt

M = —e(E+ ue x B) — vomeue (8.4)

Fyzikalni smysl srazkového ¢lenu? Pokud nepusobi el. a mg. sila

Du,
Dy = Vel (8.5)
coz muzeme vytesit
Ue(t) = Ue(0)exp(—r,t). (8.6)

Tedy srazky elektronu s neutraly snizuji stfedni rychlost elektronu exponencielné
rychlosti odpovidajici srazkové frekvenci.



Rovnici analogickou k (??7) muzeme napsat pro ionty
Du;
Dtl — ZG(E + u; X B) — VinInjuy, (87)

kde Ze je naboj iontu. V mnoha pripadech jako je napt. vysokofrekvenéni plazma,
muzeme zanedbat pohyb iontu, tj. u; = 0. Plazma, v nemz je dulezity pouze pohyb
elektrontu se obvykle nazyva Lorentzuv plyn.

my;

8.2 Linearizace Langevinovy rovnice

Langevinova rovnice ve tvaru (8.4) obsahuje nelinearni ¢leny - soucin dvou
proménnych. V mnoha pripadech muzeme situaci zjednodusit linearizaci téchto clenu,
ktera je pouzitelna v pripadé zmén o malych amplitudach.
e Totalni diferencidl u. obsahuje ¢len (u, - V)u,. Zanedbani tohoto ¢lenu je mozné
pokud jsou stredni rychlost a jeji prostorové zmény malé nebo pokud je stredni
rychlost kolmd na svuj gradient (transverzalni viny)

e V nelinearni ¢lenu u, x B budeme separovat mg. indukci B(r, ¢) na dva ¢leny
B(r,t) = Bg + B'(r, 1), (8.8)

takze
¢(E+ue x B) = ¢(E + ue X Bg+ ue x B). (8.9)



Pokud muzeme predpokladat, ze
lu. x B'| < |E] (8.10)
muzeme ¢len [ue X B’| v (8.9) zanedbat.

S vyuzitim dvou vyse uvedenych linearizacnich zjednoduseni ziskavame nasledujici
Langevinovu rci

Ou,
ot

V mnoha praktickych problémech se proménné E. B’ a ue méni harmonicky v case
i prostoru. Vyuzijeme rovinnych vin, protoze jde o jednoduchy pripad a jakakoliv
fyzikalné realizovatelna vina se da vyjadrit jako superpozice rovinnych vin.

E, B’ ue o< expli(k - r — wt)], (8.12)

M, = —e(E + ue x Bg) — vymeue (8.11)

kde w je kruhova frekvence, k vinovy vektor ve sméru sireni viny. Diferencialni
operatory V a 0/0t se pak transformuji na ik a —iw. Dosazenim (8.8) do Maxwell.
rce V X E = —0B/0t dostaneme

ik x E = iwB’, (8.13)

takze kxE
X
B’ = . (8.14)
W




Nyni{ muzeme ovérit nerovnost (8.10)
lue X (k X E)/w| < |E|. (8.15)

Velikost nelinearniho ¢lenu |ue x B’| muze byt tedy rovna nebo mensi nez
|(ueck E) /w]. Nelinearni ¢len muzeme zanedbat pokud

lue(k/w)| < 1 (8.16)
nebo ekvivalentné

ue| < |w/kl, (8.17)
kde w/k predstavuje fazovou rychlost rovinné vlny. Protoze tento ¢len obvykle
dosahuje rychlosti svétla, zatimco amplituda stfedni rychlosti elektronti u, je mnohem
mensi, muzeme skutecné nelinedarni clen zanedbavat. Pokud ale dojde k rezonanci, je

w/k velmi malé, zatimco u, se stava velké. V tomto pripadé se pak nelinearni ¢len
zanedbat neda.

8.3 Stejnosmeérna vodivost a pohyblivost elektronu

Pouzijeme Langevinovu rovnici pro ustaleny stav, abychom odvodili stejnosmérnou
vodivost plazmatu. V této kapitole predpokladame slabé ionizované homogenni
plazma, ve kterém muzeme pouzit model Lorentzova plynu. Predpokladame, Ze ap-
likované el. pole je konstantni a homogenni.



8.3.1 Izotropni plazma

Pokud nepusobi mg. sila, muzeme Langevinovu rci pro ustaleny stav zapsat jako

—eE — m.r.ue = 0. (8.18)
Hustota el. proudu
J = —enu,. (8.19)
Kombinaci predchozich dvou rovnic
2
j=""g (8.20)
meye
Z Ohmova zakona J = ogE muzeme pak vyjadrit stejnosmeérnou wvodivost pro
izotropni elektronovy plyn
nee’
oy = : (8.21)
mGVC
Pohyblivost elektronu g, je definovand jako
Ue
e = —, 8.22
He = (8.22)
takze dostavame . -
M, =— S (8.23)




8.3.2 Anizotropni magnetoplazma

V pripadé pritomnosti mg. pole se plazma stava anizotropni. Langevinova rce pro
ustaleny stav je

—e(E + u. X By) — mevoue = 0, (8.24)
kde By je konstantni a homogenni mg. pole. Pouzijeme (8.19)
Mee 3 — ¢(E + ue x Bo), (8.25)
M€
takze
J = O'()(E + Ue X B()), (826)

coz je zjednodusena podoba Ohmova zakona.
Chteli bychom prepsat tento zakon tak, aby hustota el. proudu byla primo imeérna
aplikovanému el. poli. Definujeme tedy tenzor stejnosmerné vodivosts S

J=S-E. (8.27)

Abychom ziskali jeho vyjadreni, uvazujme kartézské souradnice a mg. pole rovnobézné
s osou z, tj. By = Byz. Nahradime u, = —J/(en,) v (8.26)

B
J:O'QE—O-O L

(J x Z). (8.28)

eNn,



Uvédomime si, ze

Jxz=JXx—-Jy (8.29)
a dostavame tuto soustavu rovnic
X J, =ogE, — SZCGJy (8.30)
y J, = ooE, + SiceJx (8.31)
7 J, = ooF., e (8.32)

kde Q. = eBy/m. oznacuje elektronovou cyklotronovou frekvenci. Z prnich dvou
roviic dostavame

V2 V2
Jx = 5 5 O'oEx — 5 5 O'oEy (833)
(VC —|_ QCG) (VC —|— QC@)
V2 V2
Jy — (V2 n 02 )O'oEx + (V2 T 0?2 )O'()Ey. (834)
V maticové podobé tedy
V02 V?ch
Ji ) e V| (B
| =0 Gk waten O || (8:35)
Sz 0 0o 1)\




Tenzor ss vodivosti je tedy

o, —og 0
S=|og o 0|, (8.36)
0 0 O‘H
kde
2
v
T ) 537
20
on = e g0 (8.38)
(V7 + €22,
2
o = op = (8.39)
meye

Abychom pochopili fyzikalni smysl komponent tenzoru S je vhodné rozlozit el. in-
tenzitu do sméru rovnobézného s By a kolmého. Element o se nazyva kolmd nebo
transverzdlni vodivost (rovnéz Pedersonova vodivost), protoze tidi tok el. proudu
ve smeru rovnobézném s K a kolmém na By, zatimco oy (Hallova vodivost) tidi
tok. el. proudu ve sméru kolmém na el. 1 mg. pole. Element o je podélnd vodivost,
protoze urcuje tok el. proudu ve sméru rovnobézném s mg. polem.



Dale odvodime vztah pro pohyblivost elektronu. Diky anizotropii pujde o tenzor
u. = M., - E. (8.40)

Protoze J = —en.u, = SE, mame

M, = -1 (8.41)

Ne€

8.4 Stridava vodivost a elektronova pohyblivost

Predpokladejme nyni, ze el. pole E(r,t) a sttedni rychlost elektront u.(r,t) se har-
monicky méni s casem jako exp(—iwt). Linearizovanou Langevinovu rovnici (8.11)

—iwmele = —e(E + ue X Bg) — meveue (8.42)
muzeme tedy prepsat jako
—e(E 4+ ue X Bg) — me(ve — iw)ue =0 (8.43)

Tato rovnice je analogicka k rovnici (8.24) az na zménu clenu srazkové frekvence, tj.
misto V. na v, — iw. Takze podobné dostavame tenzor tlaku, kde frekvencné zavisla

kolma vodivost, Hallova vodivost a podélna vodivost jsou

(v, — iw)?

8.44
(Ve —iw)? + ngo (8.44)

o] —



(Ve — 1W)$ee
(Ve —iw)? + ngo

nee> B nee*(v, — iw)

og — (845)

(8.46)

o0 = me(Ve — iw) N me(v? + w?)

Pohyblivost dostdvame opét analogicky podle vztahu (8.41).

Pokud muzeme zanedbat elektron-neutral srazkovou frekvenci (v, = 0), dostdvame

w2

o] — (wQ — Qg6)0'0 (847)
1S e
oy = (2 — Qge)ao (8.48)
2
oy = i (8.49)
Mew

8.5 Vodivost pri uvazovani pohybu iontu

Vezmeme v uvahu pohyb iontu. Linearizovana Langevinova rovnice pro castice typu

o
du,,
My, ; = ¢(E + u, X Bg) — maleaug, (8.50)




kde v, je efektivni srazkova frekvence neboli tlumici ¢len, jenz je vysledkem srazek
castic a s neutrdly. Langevinova rovnice pro jednotlivé typy nabitych ¢astic jsou
nezavislé. Celkovy proud je tedy dan jako

J = > NaGalla = %}J@ = (%} S,) - E (8.51)
a celkovy tenzor vodivosti je jednoduse

S=Y5, (8.52)

(07

Pro plazma obsahujici elektrony a nékolik typu iontu (index j) dostavame ze vztahu
(8.44), (8.45) a (8.46) pomoci plazmové frekvence wy, a g

W2 (Ve — iw) w2 (Vei — iw)
= pe = L 8.53
7L 60[(VC€ — iw)2 + Qge " %: (ch - iw)2 + ng] ( )
w2 Q) w2
= a— — o 8.54
H 60[(”66 — iw>2 + Q?:e %: (ch _ iw>2 + ng] ( )
w? w2
= = £ 8.55
d 60[(%6 — W) i %: (Vej — zw)] (8:55)



8.6 Plazma jako dielektrikum

Az doposud jsme ale uvazovali o nabitych c¢asticich pohybujicich se ve vlastnich
vnitinich polich, takze jsme brali v uvahu tyto rovnice

B = uoH, (8.57)

které jsou pouzivané pro volny prostor bez naboju. Efekt existence plazmatu se pak
projevoval pohybem a interakci nabitych ¢astic uvniti plazmatu.

Pokud neuvazujeme vnitini pohyb ¢astic, muzeme plazma popisovat jako dielek-
trikum charakterizované dielektrickym tenzorem. Pak nas zajimaji pouze obecné
makroskopické vlastnosti a nikoliv elementarni pohyb castic. Misto Langevinovy
rovnice vezméme Maxwellovu rovnici

OE
a zde zahrnme efekt plazmatu pomoci tenzoru vodivosti S definovaném vztahem
J=§"E. (8.59)

Dosadime do Maxwellovy rovnice a predpokladame casové proménné harmonické

variace el. pole:
V x B =muyS - E — iwppeoE. (8.60)



Pokud 1 ozna¢ime jednotkovy tenzor

S
V x B = —iwupep(1 + ) E (8.61)
WE
nebo ekvivaletné
V x B = —iwuy€ - E, (8.62)
kde S
£ =1+ 2 (8.63)
WE

se nazyva dielektricky tenzor plazmatu. Pouzivani tohoto tenzoru predstavuje jiny
pristup pro popisovani plazmatu nez jsme pouzivali doposud:

D=¢E. (8.64)
Poznamenejme, ze £ zavisi na frekvenci w a muzeme ho zapsat v maticové podobé
€1 €9 0
E = €| €2 €1 0 , (865)
0 0 €3
kde
7
€ = 14+ —0, (8.66)

WE



€, = — 0y (8.67)
WE

e3 = 14+ —wp (8.68)
WE

8.7 Difuze volnych elektronu

Pritomnost gradientu tlaku v transportni rovnici hybnosti predstavuje silu, ktera
vyrovnava jakékoliv nehomogenity hustoty plazmatu. Difuze castic je vysledkem této
sily.

Zde dovodime difuzni koeficient pro elektrony v "teplém” slabé ionizavaném plaz-
matu.

e trasportni pohybova rovnice pro elektrony s konstantni elektron-neutral srazkovou
frekvenci

e odchylky od rovnovahy zptsobené nehomogenitami v hustoté jsou velmi malé
ne(r,t) = ng + n.(r,t), (8.69)

kde |nl| < ng je velicina prvniho tadu "malosti”, takze tyto odchylky muzeme
ve druhém radu zanedbat



e tenzor tlaku P, nahradime skalarnim tlakem p.
pe(r,t) = ne(r, )T, = (ng +n)kT, (8.70)

e E a B jsou nula, T, =konst

Protoze u, je veli¢ina prvnho radu "malosti”, muzeme rovnici kontinuity zapsat

8 /
;‘f 4V - ue = 0, (8.71)
kde jsme zanedbali soucin n_u.. Podobné pro transportni rovnici hybnosti
Ou,
neme[a—l;lf + (Ue - V)ue] = =Vp, — n.M — ev, ue (8.72)
dostaneme po linearizaci
Ou, kT,
g (; = Vn., — ngv Ue. (8.73)
Vezmeme divergenci této rovnice
OV - ue KT,
ng V- ue) = ——°V*n! — g,V - ue (8.74)

ot Me
a dosadime za ngV - ue z (8.71)

e (8.75)



coz muzeme prepsat i jako

on/ 1 0%*n!
¢ =DV, — —F 8.76
ot Vo v, Ot (8.76)
kde jsme definovali koeficient difuze volnych elektronu
kT
D, = *° (8.77)
M,

Chceme ziskat odhad velikosti jednotlivych clenu v rovnici (8.76). Necht 7 a L

predstavuji charakteristicky cas a délku, na které se vyznamné meéni n, = pros-

torova derivace je velikosti fadu L' a casova derivace velikosti fadu 771

on, n.
S~ £ 8.78
ot T (8.78)
ne
D.V?n, ~ D~ (8.79)
1 0*n. n,

— ~ 8.80
v, Ot? VT2 (8.80)

Porovname-li (8.78) a (8.80) vidime, ze je-li v,7 > 1, tj. prumérny pocet srazek
elektronu s neutraly béhem casového intervalu 7 je dosti velky, muzeme posledni



clen v (8.76) zanedbat a dostavame difuzni rovnici

on,,
ot

Takze pokud je rychlost zmény hustoty pomala ve srovnani se srazkovou frekvenci,
je hustota elektronu fizena difuzni rovnici, v niz je difuzni koeficient dan vztahem
(8.77).

Podminka v,7 > 1 znamena zanedbani ¢lenu zrychleni v transportni pohybové
rovnici, tj. zanedbani du,/0t. Pokud zanedbavame casové zmény u, dostavame z
linearizované pohybové rovnice (8.73)

= D.V*n.. (8.81)

neVele = ——— V., (8.82)
Me
coz muzeme napsat jako
.= —DeVn’e, (8.83)

kde T, = ngu. je linearizovany tok elektrontu. Vztah (8.83) je analogicky k
jednoduchému Ohmovu zakonu J = oyE, takze tok elektront zpusobeny gradientem
hustoty je analogicky k el. proudu zpusobenému el. polem, pokud uvazujeme ustaleny
stav pro ue.



8.8 Difuze elektronu v mg. poli

Uvazujme nyni konst. a homogenni pole By. Udélame podobné zjednoduseni jako v

predchozim a zanedbame du,./dt. Z linearizované pohybové rovnice dostavame
e

I'e=—-D.Vn, — (Te x By). (8.84)
meVe
Uvazujeme kartézskou soustavu souradnic, osa z ve sméru By, tj. Bg = Byz:
QCG

T.=—D,Vn. — ““(T, x 2). (8.85)
1%

Tato rovnice je analogickd k (8.28), kde I', nahradime J, D, nahradime o, a —Vn/,
nahradime E. Dale Q../v. = 0¢9By/(en.). Takze analogicky s vyrazem J = S - E
muzeme psat

I'e=-D- -Vn., (8.86)
kde D je tenzor difuze v mg. poli
D, Dy 0
D= —-Dy D, 0 |, (8.87)
0 0 D
pricemz
2
D, = <D (8.88)

2 2 €
Vc—l_ch



VCQC€

Dy = D

7RV
KT,

DH = De — (890)
Mmele

(8.89)

Podobné jako v predchozi kapitole muzeme odvodit difuzni rovnici pro n). Nejprve

zapiseme rovnici kontinuity (8.71) jako
on.,

-T'e = 0.
6t+v

Dosadime (8.86) za I,

on., .
5 = V- (D-Vn,).

Za pouziti matice (8.87) a vypoctu v kartézskych souradnicich dostaneme

(8.91)

(8.92)

(8.93)

(8.94)

(8.95)



Protoze D, < D, a protoze D, klesa s rostoucim €)../v,. (podobné jako o), je
difuze ¢astic ve sméru kolmém na mg. pole vzdy mensi nez ve sméru rovnobézném.

Transportni pohybova rovnice pro elektronovy plyn, pokud zanedbame clen zrychleni
ale vezmeme v tivahu elmag silu, je obecné (konst. teplota)

r-M.(nE+TexB)— D.Vn,. (8.96)

Vidime, ze tok elektronu je vysledkem obojiho, elmag sily i gradientu tlaku. Podil
skalarni pohyblivosti M, a difuzniho koeficientu je znam jako Einsteinova relace

_ (8.97)




8.9 Ambipolarni difuze

Ukazali jsme si, ze casové ustalena transportni rovnice hybnosti v pripadé
nepfritomnosti elmag sil a konst. teploté dava tuto difuzni rovnici pro elektrony:

e =—-D.Vn., (8.98)
kde difuzni koeficient volnych elektroni je definovan
kT,
D, = . (8.99)
meyce

Pokud budeme uvazovat podobnou rovnici pro ionty ve slabé ionizovaném plazmatu
mame

I; = —D.Vn!, (8.100)
kde -
D; = (8.101)
mMiVe;

oznacuje difuzni koeficient volngch iontu.

—> neuvazovali jsme interakci mezi elektrony a ionty ALE elektrony difunduji rychleji
a zanechavaji za sebou kladny naboj. Difuze, pri které neuvazujeme prostorovy naboj,
se nazyva volna difuze.



V mnoha pripadech ovsem nemuZeme zanedbat prostorovy naboj, vzniklé el. pole
ja dano Maxwellovou rovnici

V.Ezﬁze(ni_ne)

€0 €0

(8.102)

Odhadneme dulezitost prostorového naboje pro difuzi = pouzijeme bezrozmeérnou

analyzu: L je char. délka, na které se podstatné méni hustota naboje. Ze vztahu
(8.102)

L
E~T (8.103)
€0
takze el. sila na jednotk. hmotnost
E 2nL
fr=—~ "2 (8.104)
m mey
”Difuzni sila” na jednotk. hmotnost z (8.98)
kT kTn
= —|Vn| ~ : 8.105
/o mn0| d mngL ( )
= El. pole prostorového naboje muze byt zanedbano pokud fr < fp, tj.
kT
2« O — N2 (8.106)

noe?



kde Ap je Debyeova délka. To je splnéno ziidka a musime uvazovat tzv. ambipoldrni
difuzi.
Predp., Zze zmény hustoty elektronu i iontu jsou prvniho radu "malosti”

na(r,t) = ng +n,(r,t), (8.107)

kde « = e, i an), < ng, a ze u, maji velmi malou amplitudu. Pouzijeme linearizo-

vanou rovnici kontinuity
on.,

o +nyV-u, =0 (8.108)
a linearizovanou rovnici hybnosti za predp. konstantnich teplot a bez mg. pole
0 Q Q kToz
4 — q— — vn,@ — VeaUq, (8109)
ot My, Moo

kde pole prostorového néaboje spliuje rci (8.102). Rovnéz predp. ze sttedni rychlost
neutralt je nulova a zanedbavame srazky elektron-iont. Vezmeme divergenci (8.109)
a pouzijeme rovnici kontinuity:

o0°n/ qam0 kT, on’
¢ =-—""(V-E VPN, — nea—2 8.110
ot? Me ( )+ Me Mo = W ot ( )
Nahradime V - E 7z (8.102) a dostavame soustavu rovnic
0°n; 201y, Fleos On,
e Wye(M; — M) + . Vn, — Vee gy (8.111)



at; = —wy(n; —ng) + m;v n; — ”Cea—tz' (8.112)
Musime provést dalsi zjednoduseni. Podobné jako drive jestlize v.7 > 1, kde 7 je
charakteristicka doba difuze, muzeme ¢leny na levé strané rovnic zanedbat. Jejich

zkombinovanim tedy dostavame

on/ on
kT.Nn, + KT,Vn) — mvee— & — mive— = 0. 8.113
n, + M= Melee g, — Milei—, ( )
Pomoci dalsi aproximace n,, = n, = n’
2.1 872’
K(T,+T,)Vn' — (mevee + mchi)E = 0, (8.114)
coz muzeme piepsat jako
o’ _ D,V*n/ (8.115)
at _ a ) .
kde LT 4T
p, = MI+T) (8.116)

MeVee + MV
je koefictent ambipolarni difuze.






Kapitola 9

Boltzmannuv a Fokker-Planckuv srazkovy ¢len

Odvodime Boltzmannuv srazkovy ¢len pro bindrni srazky. Srazkovy ¢len obsahuje
integraly pres rychlosti ¢astic, takze BKR je vlastné integro-diferencialni rovnice.
Platnost omezena na slabé ionizované plazma. Coulombovské interakce muzeme
ale zapocitat jako sérii po sobé nasledujicich slabych binarnich srazek a dostavame
Fokker-Planckuv srazkovy ¢len.



9.1 Boltzmannova rovnice

9.1.1 Odvozeni Boltzmannova srazkového integralu

Srazk. clen (0 fo /0t)srazi predstavuje zmeénu rozdél. fee v dusledku srazek. Jde o bilanci
castic AN, uvnitt objemového elementu dr d*v kolem (r, v) za cas dt

0 fa
AN, = (f) Brdvdt. (9.1)
0t srazk
Je vyhodné separovat AN, do dvou ¢asti
AN, = AN — AN_, (9.2)

kde AN oznacuje piiristek cdstic lezicich v d>r, které majf po srdzce rychlost lezic
v objemu d*v a AN oznacuje tibytek ¢dstic lezicich v d>r, které maji pred srdzkou
rychlost lezici v intervalu d?v.

Vyjaditme AN . Uvazujme ¢astice lezici v d’r kolem r, které maji rychlost lezici v
d*v kolem v. Tyto jsou rozptyleny srdzkami s jinymi ¢dsticemi (nemusi jit o ¢astice
) lezicimi ve stejném prostorovém elementu a majicimi rychlost z d®v; kolem vy.
Uvazujme, zZe jde o ¢astice (8 a jejich tok dopadajici na castice « je

[y = fa(r, vy, t)dvi|vy — v| = f5(r, ve, t)dv1g. (9.3)
Prumérny pocet interakei jedné c¢astice o v cas. intervalu dt je

Cabdbdedt = f4(r, vy, t)dPv1gbdbde dt, (9.4)



kde zamérna vzdalenost lezi v intervalu b a b+ db a rovina srazky mezi thly € a e+ de.
Predpokladame, Ze cas dt je velky ve srovnani s interakéni dobou ¢astic. Pocet srazek
castic 3 se viemi cdsticemi o lezicl v d3rd®v kolem (r, v) za ¢as dt je ddn soucinem

folr, v, )d*rd*v f5(r, v, t)d>vig bdb de dt. (9.5)
Zde jsme predpokladali, Zze pocet srazek pocet srazek téchto dvou druhu srazek
je umeérny soucinu (r,v,t) fs(r,vy,t). Takze zanedbavame jakoukoliv korelaci =

molekuldrni chaos. Celkovy pocet castic, které jsou rozptyleny dostaneme integraci
a sumaci

AN = fa(r,v,t)d?’rd%dt% Lo b [ fa(r,va, )dPvig bdbde (9.6)

Podobné vyjadiime AN Uvazujeme inverzni srdzku v prostorovém elementu d°r
kolem r, v nfZ se ¢astice o s puvodni rychlosti v d®v’ kolem v’ srdzi s ¢ésticemi
3 majicimi pivodni rychlost z d*v}. Vysledek je rozptyl ¢dstic o do d’v kolem v.
Prumérny pocet srazek mezi jednou c¢astici «v a ¢asticemi (3 je

fa(r, v}, t)d*vig' bdbde dt. (9.7)

Potom

ANT = f@(r,v’,t)d?’?“d%’dt%/vi b L fa(r, v, t)d* v g' bdb de. (9.8)



Vime, ze ¢’ = g = |v1 — v| a z teorie Jakobianu

V' d*v] = |J|d*vd ;. (9.9)
V nasledujici podkapitole ukazeme, ze |J| = 1, takze
dv'd*) = dPodPuy. (9.10)
Vztah (9.11) muzeme tedy zapsat jako
ANT = f@(r,v’,t)d?’?“d%dt%/vl/bfefg(r, v, t)d°vig bdbde. (9.11)

Nyni zkombinujeme vyrazy pro AN_ a AN a vyraz bdbde nahradime vyrazem
a(Q)dSQ, takze dostavame vyraz pro Boltzmannuv srazkovy integral

(5]"@) B (AN; — ANOj)
0t srazk B d3rd3vdt
= %/Ul o (fofh = fafs)d’vigo(Q)d,

kde jsme pouzili oznaceni

—~ (9.12)

f(; — foz( ( )
fé1 - fﬁ( ( )
fo = folr,v, 1) (9.15)
( (9.16)

(9.17)

fﬁl — fﬁ I',Vl,t)



Explicitné tedy muzeme BKR zapsat jako

a Q I r!
8]; v Viata Vofo =3, hlfofi = fafs)d oigo(Q)d2,

takze jde o integro-diferencidlni rovnici

9.1.2 Jakobian transformace
Transformace pouzita v predchozi podkapitole je
d*v' d*v) = |J| d*v doy,
kde
O(v',vy) _ Ovg, vy, vZ, v, vy, V1)

J = _ yr Yz
a("? Vl) a(?}x, Uy, Uz, Ulg, Uly, Ulz) 7

coz muzeme vyjadrit jako

ovy, Oy . 0,
Ovy 81}; OV
(J) = | Ovy Ouy vy
vy, Oy vl

(9.18)

(9.19)

(9.20)

(9.21)



Pomoci vztaht zavedenych v kapitole o interakeich ¢dstic muzeme d’v d*vy vyjadiit
pomoci tepelné Vi a vzajemné g rychlosti pred srazkou

v d*vy = |J|d*Vy d°g, (9.22)
kde J. je Jakobian transformace. Uvazujme nejprve pouze x-komponentu v (9.22):
6(”% le)
dv, dv, = dcog dg,. 9.23
=D Vo, ) 02
Vypocitame determinant naznacené matice 2x2
dv, dvi, = (X + By avi, dg, = dVi, dg,. (9.24)
my m

Soucin vSech tif komponent odpovidajicich x. y a z slozkam dava
v d’vy = &V d’g. (9.25)

Podobné

d*v' d*v) = &’V d°g’. (9.26)
Videéli jsme, ze Vy = V{. Vektory g a g’ se lisi pouze smérem, ale maji stejnou velikost,
takze d®g = d°¢’. V dusledku tedy

v d’v; = d*v' d°v) (9.27)



9.1.3 Rychlost zmény fyzikalni veliciny v dusledku srazek

Rychlost zmeény fyzikdlni veliciny x(v) na jednotkovy objem v dusledku srazek
vyjadiime jako

5(”@<X>@>] Ofa 5
= Jy X(3 srazk d70. 9.28
5t srazk /UX( at ) k@0 ( )
Za pouziti Boltzmannova srazk. integralu dostavame
O(na{X)a
( 5<t ! - %/Q oy J(fofin — fafor)x go(2) dS2 d*vy d*v. (9.29)
srazk

Uvédomime si, ze ke kazdé srazce existuje srazka inverzni se stejnym ucinnym
prurezem. Takze

- Jo by, fofiix 9o () dQ dPvy dPv = (9.30)
= %/Q /v1 |, fafa1x go(€2) dS2 vy dv,

kde jsme pouzili d*vjd*v' = d’vid’v a ¥ = x(Vv'). PouZijeme-li vztah (9.30)
dostavame alternativni vyjadreni pro zmeénu velic¢iny y v dusledku srazek.

5(na5<tx>@) =3 oo by fal (X = X)go () dQd*vy d. (9:31)

srazk



9.2 Boltzmannuv srazkovy c¢len ve slabé ionizovaném plazmatu

Predp., ze
e rozdeél. fce neutralnich castic je homogenni a izotropni

e vneéjsi sily pusobici na elektrony jsou malé, takze elektrony nejsou prilis vzdaleny
od rovnovazného stavu = jejich rozdeél. fce neni prilis prostorové nehomogenni a
anizotropni

e za rovnovaznéeho stavu elektrony nevykazuji zadnou driftovou rychlost a jejich
rozdél. fce je homogenni a izotropni

9.2.1 Rozvoj rozdélovaci funkce ve sférickou harmonickou radu

Oznaéime (v, ¢, 0) sférické souradnice v rychlostnim prostoru. Podle predpokladu je
zavislost f(r,v,t) na ¢ a 6 velmi mald, takze je mozné rozvinout f(r,v,t) v radu
podle thlovych rychlostnich souradnic ¢ a 6 a vzit pouze prvnich par ¢lenu tohoto
rozvoje. Provedeme tedy rovoj do sférické harmonické rady pomoci Fourierovského
rozvoje v ¢ a asociovanych Legendrovych polynomi P (cos8) v 6:

Fr,v,t) = m§0n§0 P (c0s0) - [frn(r, v, t) cos(m@) + gun(r, v, ) sin(me)], (9.32)

kde funkce f,,, a gmn jsou koeficienty rozvoje.



e Prvni ¢len v (9.32) odpovidd m = 0 a n = 0, a protoze Py (cosf) = 1, je roven
foo(r,v,t). Toto je izotropni rozdélovaci fece odpovidajici rovnovaznému stavu.

e Clen s m = 1 an = 0 se rovna nule, protoze Pj(cosf) = 0

e Dalsf vyssi clen je pro m = 0 a n = 1, pficemz Py (cosf) = cos @, takze je to
for(r,v,t) cos

Vezmeme-li tedy do uvahy pouze prvni dva nenulové ¢leny rozvoje

f(I‘, V, t) = f()o(I‘, U, t) f01(I' (V) t) (933)

kde jsme cos 6 nahradili vyrazem (v - ¥,) /v

VV

9.2.2 Aproximativni vyjadreni Boltzmannova srazkového ¢lenu

Boltzmannuv srazkovy ¢len je dan vztahem (9.12) a pro bindrni srazky elektront s
neutraly jej muzeme zapsat jako

3.
) i = L AaFFy — Fofr) g b dedPo 934

kde jsme o(€2)d) nahradili bdbde. Zde f,. reprezentuje nerovnovaznou rozdél. fei
elektronu a f, je izotropni rovnovazna rozdél. fce neutralnich ¢astic. V prvni aproxi-
maci predp., ze neutralni castice jsou v klidu a nejsou ovlivnény srazkami s elektrony.



Tedy
vi=v]=0
f nl — f 721
a rovnici (9.34) prepiseme jako

0 € 2m o0/ pf
( 5{5 srazk /vl fn1d3vl dE/O (fe — fe) g bdb.

Protoze hustota neutralnich castic je

— /1}1 fnl dgvl

dale upravime

0 fe
(5]; )Srazk Ty 0 d /O f f@>gbdb

Rozdélovaci fce pro elektrony pred srazkou je

fe — fe(I‘,V,t) — f()o(I‘,U,t) +

V-V

Z
t
N fOl(rava )

a Po srazce
v -V

fé = fe(I', Vlvt) - fOO(r7 Ul? t) +

= fo()(I‘, U, t) -+

v -V

— foi(r, v, t) =
me(r, v, t)

(9.38)

(9.39)

(9.40)

(9.41)



V poslednim vztahu jsme predpokladali, Ze v" = v, nebot elektrony neztrceji energii,
protoze neutraly jsou mnohem tézsi a jsou v klidu. Vysledné tedy piseme

fo—fe= “fou(r,v,t). (9.42)

Beze ztraty na obecnosti muzeme zvoht osu v, paralelné s puvodni vzijemnou
rychlosti g elektronu, takze

(v’ —V)

(Vi =v)-Vv,=(g —g) - V.=glcosxy — 1) = v(cos x — 1), (9.43)
kde x je rozptylovy thel (ihel mezi g a g’). Dosazenim (9.43) do (9.42) dostavame
fr— fo=—(1—=cosx)for(r,v,t), (9.44)
takze srazkovy ¢len muzeme zapsat jako
o fe n
(5ft)smzk —ny, g for(r, v, t) 2 de/o (1 — cosx)bdb. (9.45)

Protoze u¢inny prufez pro prenos hybnosti mezi elektrony a neutraly je definovan
jako
= |o(1 —cosx)o /27T de [, (1 — cos x) bdb (9.46)

muzeme () psat takto

((;]Ze)cou = —np g om Jor (T, v, ). (9.47)



Pokud substituujeme fy(r,v,t) v () pomoci () a uvédomime si, ze v pouzité aprox-
imaci stacionarnich iontu (v - ¥,) /v = (g -V,)/g = 1, pak

0 fe
)t = =mavon(f. = Fi) = ~5 ). ~ fuo). (9.4)

kde jsme zavedli rychlostné zavislou srazkovou frekvenci pro prenos hybnosti v,.(v) =
n, Vo, a foo byla nahrazena symbolem f,q, tak jak jsme to pouzivali drive. Vyjadreni
srazkového clenu (9.48) je podobné relaxacnimu Krookovu modelu az na fakt, ze
srazkova frekvence je zavisla na rychlosti.

9.2.3 Rychlost zmény hybnosti v disledku srazek

Podle definice srazkového clenu A, v transportni pohybové rovnici mame

5(10”51;116)]60” = me/v V(%)Cou d3?}. (949)

Ae:[ 5t

Dosadime (9.48) a dostavame
Ac=—m, | v () fod®v + me |, v, (V) faod v, (9.50)

Pokud bychom predpokladali, Ze srazkova frekvence v, nezavisi a rychlosti a pokud
el. plyn nema zadnou driftovou rychlost v rovnovazném stavu, tj.

1
Ueo = — [,V o d’v =0, (9.51)
Uz



mame

Ao = —nemelple = — Ppel/pUe, (9.52)
kde u, je prumeérna rychlost elektront v nerovnovazném stavu. Tato rovnice odpovida
vztahu, ktery jsme pouzili v Langevinové rovnici.

9.3 Fokker-Planckova rovnice

Uvazujeme Coloumbovské interakce. Vychyleni nabitych ¢astic s velkym deflekénim
thlem v dusledku Coulombovskych interakei nahradime radou po sobé nasledujicich
slabych binarnich srazek, tj. srazek s malym tuhlem rozptylu. Fokker-Planckuv
srazkovy ¢len muze byt tedy primo odvozen z Boltzmannova srazk. ¢lenu. Uvazujeme
srazky mezi ¢asticemi « a 3.

9.3.1 Odvozeni Fokker-Planckova srazkového ¢lenu

Velicina x(v) je libovolna funkce rychlosti asociovana s ¢asticemi a. Zména této
veliciny na jednotkovy objem v dusledku srazek je

/U X(V><%];&>srazk d’v = /Q /111 A(féfél — faSp)xg0o(82) dS2 d*vy d*v = (9.53)

o /vl L, fafs (X" = x)go () d2 d*vy d*v



, kde X’ = x(v') je jedina funkce rychlosti po srazce. Pro slabé srazky muzeme psat
vi=v+ Av, (9.54)

kde Av je mala veli¢ina. Protoze
X = x(v) = x(v+ Av), (9.55)

muzeme rozvinout x’ do Taylorovy rady

0% 1 0%
Av) = Av; Av;Av; + - - - 9.56
x(v+ Av) = x(v) - Do, v + = %(%2(%] v Av; + (9.56)
Dosazenim (9.56) do (9.53) dostdvame
0 fa
/ ( ot )srazk dgv — /Q /711/ fozfﬁl (957)
1_ 0% _
+= %avzavjAviAvj)g o (§2) dS) d’vy dv,

kde jsme zanedbali vyssi ¢leny rozvoje. Nyni se musime snazit vyloucit libovolnou
fci x. Integrujeme jedenkrat per partes prvni skupinu integralu obsahujici 0y /0v;
a dvakrdt per partes druhou skupinu obsahujici 9%y /(9v;0v;). Pro z-komponentu
prvni skupiny integralu obsahujl’cich dx/0v; mame

o /vl

(V) fs1(v1) g o(Q) dQ d*vy d*v = (9.58)

()



b, o 2% 1, 011,190 ©) () o

Ve ¢lenu v hranaté zavorce muzeme substituovat

_ Ox(v)
dV = 0. dv, (9.59)
a
U=, —v,)fa(v)go(Q2)d (9.60)
a integrovat pres v, per partes, takze dostavame
/ a(?;(") dv, (v, —0,) fu(V)go(Q) d2 = (9.61)
i Ux
0
= — 9
XV (0 = ) fo(¥)go () D) s,

kde integrovany ¢len je roven nule, protoze f musi jit k nule pro z00. Takze integral
(9.58) je

Avxfa( ) f81(v1)go(§2) dQ vy v = (9.62)
6’

o /Ul/
:_&&/X

(v)go () dQ f3(v1) dPvy d’v.



Podobnym zptisobem integrujeme per partes ostatni integraly v (9.57) a dostaneme

srazkovy Clen v tomto tvaru

0 fq 5 0
/ (at )srazkdv—__/g = O v;
82

+ ) Joy o 2X > &Uzﬁ [AvAv; fog0(Q) dQ) fa1 d*vid*v =

Av; fago(Q) dQ) fa1 dPvy v +
| g 3

vl

=[x ; % (fa fo f, Aviga () d2f 1 dvi]d’ +

1 0?

25 0v;0v; (fo o fy, Avidv; fago (82 ) dQf 51 dPvp)]dv

+ [ x5

Definujeme veliciny

(Avi)ay = Jy |, Aviga () dQ f d*v

AV;AV;) gy = Av;Av;go () dQ fa doy
< J> /Q /@1 79 ( ) 15 )

(9.63)

(9.64)

(9.65)

coz jsou vlastné modifikované stredni hodnoty pres uhel rozptylu a rozdél. fce

narazejicich ¢astic. Pomoci téchto veli¢in dostavame

0 f, 9,
/ (;;)srazkd% = _/ X[z = v, (falAv;)av) +

(9.66)



1 0?
+= ANV AV )P
9 % avzavj<f < v v]> )] v
Protoze tato rovnice plati pro libovolnou fci y, pro x = 1 plati

Ofay 9 1 o
(E)Srazk - XZ: avi(foz<A/Uz>av) + 5 % c‘?vic‘?vj (foz<A/UzA/Uj>av)- (9'67>

Toto je srazkovy clen Fokker-Planckovy rounice. Stiedni hodnoty (Awv;)g, a
(Av;Av;) 4y jsou tzv. Fokker-Planckovy koeficienty dynamického treni a difuze v

rychlostnim prostoru. Vyjadiuji stiednf rychlost zmény Av; a Av;Av; v dusledku
mnoha po sobé nasledujicich Coulombovskych srazek.



