
Kapitola 1

Úvod

1.1 Základńı vlastnosti plazmatu

1.1.1 Definice plazmatu

plazma - makroskopicky neutrálńı, mnoho interaguj́ıćıch nabitých částic vykazuj́ıćıch
kolektivńı chováńı (Coulombovské sily). Ne vždy plazma pokud látka obsahuje nabité
částice ⇒ kritéria existence plazmatu!

Angl. plasma - z řečtiny, něco roztaveného. Tonks a Langmuir (1929) = vnitřńı
oblasti zář́ıćıho ionizovaného plynu v el. výbojové trubici.

V češtině pojem zavedl J. E. Purkyně. Rozlǐsujeme ta plazma a to plazma.



1.1.2 Plazma jako čtvrté skupenstv́ı hmoty

čtyř skupenstv́ı: pevné, kapalné, plynné a plazma.

pevného × kapalné × plynné skupenstv́ı = rozd́ıl v śıle vazeb, skupenstv́ı dáno vnitřńı
kinetickou energíı (tepelnou energíı) částic látky, tj. jej́ı teplotou. Zahř́ıváńım pevné
nebo kapalné látky ⇒ fázový přechod při konstantńı teplotě

Dodáńı energii molekulárńımu plynu ⇒ disociace, pak ionizace. Nejde o termody-
namický fázový přechod, děje se postupně

1.1.3 Vytvářeńı plazmatu

• dostatečné zvýšeńı teploty plynu, v termodynamické rovnováze je elektronová
teplota a stupeň ionizace př́ımo svázány (Sahova rovnice).

• ionizačńı procesy zvyšuj́ıćı mnohonásobně stupeň ionizace: fotoionizace a elek-
trický výboj v plynech. Pokud vypneme ionizuj́ıćı zdroj, ionizace klesá d́ıky rekom-
binaci ⇒ rovnovážná hodnota př́ıslušná teplotě.



1.1.4 Interakce částic a kolektivńı jevy

Charakteristický rys plazmatu - kolektivńı jevy. Dynamika částic je dána vnitřńımi
poli (výsledek existence a pohybu částic) a externě aplikovanými poli. Základńı typy
interakćı = elmag charakter.

Rozlǐsujeme

• interakci dvou nabitých částic

• interakci mezi nabitou částic a neutrálem

Plazma děĺıme dle vzájemných interakćı na slabě a silně ionizované.

1.2 Kritéria pro definici plazmatu

1.2.1 Kvazineutralita

Pokud nejsou př́ıtomy nějaké vněǰśı poruchy je plazma makroskopicky neutrálńı, tzv.
kvazineutrálńı. V opačném př́ıpadě vznik velkých Coulombovských sil obnovuj́ıćıch
kvazineutralitu. Musely by být vyvažovány enormně velkou kinetickou (tepelnou)
energíı částic.

Př́ıklad: Plazma o hustotě 1020 m−3, hustota elektron̊u (ne) v kouli o poloměru



10−3 m se lǐśı o 1 % od hustoty iont̊u (ni). Jaká by musela být teplota plazmatu, aby
se tato el. potenciálńı energii udržela?

Odchylky od kvazineutrality jen na vzdálenostech, na kterých je možné elstat. po-
tenciálńı energii vyvážit tepelnou energíı částic ≈ charakteristická délková mı́ra v
plazmatu, tzv. Debyeovská délka.

1.2.2 Debyeovské st́ıněńı

Debyeovská délka je d̊uležitý fyzikálńı parametr popisuj́ıćı plazma: mı́ra vzdálenosti,
na kterou nabitá částice ”poćıt́ı” vliv jiné nabité částice nebo plochy s nenulovým
potenciálem. Odst́ıněńı je d̊usledkem kolektivńıho chováńı částic.
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Pokud je v plazmatu nějaká stěna, j́ım vytvořená perturbace se může š́ı̌rit do
vzdálenosti řádově λD od tohoto povrchu. Oblast v bĺızkosti stěny, která se nedá
považovat za kvazineutrálńı se nazývá stěnová vrstva (angl. sheath).



λD je velmi malé

• výboje v plynech T = 104 K a ne = 1016 m−3 ⇒ λD = 10−4 m

• ionosféra T = 103 K a ne = 1012 m−3 ⇒ λD = 10−3 m

• mezihvězdné plazma ⇒ Debyeovská délka až několik metr̊u

Definujeme Debyeovu kouli: koule uvnitř plazmatu o poloměru λD. Elstat. pole mimo
tuto kouli je odst́ıněno ⇒ každý náboj v plazmatu interaguje kolektivně pouze s
nabitými částicemi v Debyeově kouli.

Počet elektron̊u v Debyeově kouli je roven
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Debyeovské st́ıněńı je charakteristické pro všechny typy plazmatu ⇒ prvńı tři
kritéríım pro definici plazmatu:

1. V médium muśı být dostatek prostoru pro kolektivńı st́ıńıćı efekt

L≫ λD, (1.3)

kde L jsou fyzikálńı rozměry plazmatu.



2. počet částic uvnitř Debyeovy koule dostatečně velký

neλ
3
D ≫ 1. (1.4)

Definujeme plazmový parametr

g =
1

neλ3
D

(1.5)

a podmı́nka g ≪ 1 je tzv. plazmová aproximace.

3. Ačkoliv vztah (1.3) již vyjadřuje podmı́nku kvazineutrality často se tato podmı́nka
zd̊urazňuje nezávisle:

ne =
∑

i
ni. (1.6)

1.2.3 Plazmová frekvence

Důležitou vlastnost́ı plazmatu je stabilita jeho kvazineutrality. Pokud je plazma
vychylováno z rovnovážných podmı́nek, kolektivńıch pohyb̊u částic kv̊uli obnoveńı
nábojové neutrality ⇒. charakterizováno přirozenou frekvenćı, tzv. plazmová
frekvence. Perioda oscilaćı = přirozené časové měřitko pro srovnáńı s disipativńımi



mechanizmy potlačuj́ıćımi kolektivńı pohyby elektron̊u.

Elektronová plazmová frekvence

ωpe =









nee
2

meε0









1/2

. (1.7)

Čtvrtá podmı́nka pro existenci plazmatu:
Srážky mezi elektrony a neutrály tlumı́ oscilace, ty nesmı́ být potlačovány př́ılǐs

νpe > νen, (1.8)

kde νen je srážková frekvence elektron̊u s neutrály, νpe = ωpe/2π. Alternativně

ωpeτ > 1, (1.9)

kde τ = 1/νen vyjadřuje pr̊uměrnou dobu, kterou elektron putuje mezi dvěma
srážkami s neutrály. Čtvrtá podmı́nka pro existenci plazmatu také vyjadřuje, že
pr̊uměrná doba mezi srážkami elektron-neutrál muśı být velká ve srovnáńı s charak-
teristickou dobou, během ńıž se měńı fyzikálńı parametry plazmatu.





Kapitola 2

Základy kinetická teorie plazmatu

2.1 Úvod

Plazma je systém obsahuj́ıćı velké množstv́ı interaguj́ıćıch částic, takže je vhodné
využ́ıt pro jeho analýzu statistický př́ıstup.

2.2 Fázový prostor

V každém časovém okamžiku je částice plazmatu lokalizována pomoćı polohového
vektoru r

r = x~x + y~y + z~z, (2.1)



kde ~x, ~y a ~z označuje jednotkové vektory ve směru os x, y a z. Rychlost těžǐstě částice
je dána vektorem

v = vx~x + vy~y + vz~z, (2.2)

kde vx = dx/dt, vy = dy/dt a vz = dz/dt.

Analogicky ke konfiguračńı prostoru definovaném souřadnicemi poloh (x,y,z)
zavedeme rychlostńı prostor (vx, vy, vz).

2.2.1 Jednočásticový fázový prostor

Klasická mechanika - dynamický stav každé částice určen polohovým vektorem a
vektorem rychlosti ⇒ zvád́ıme fázový prostor (x, y, z, vx, vy, vz) (µ-prostor).

Dynamický stav každé částice reprezentován jedńım bodem. Když se částice pohy-
buje, jej́ı reprezentativńı bod opisuje trajektorii ve fázovém prostoru. SystémN částic
je v každém okamžiku popsán N body fázového µ-prostoru.

2.2.2 Vı́cečásticový fázový prostor

Γ-prostor: systém N částic bez vnitřńıch stupň̊u volnosti reprezentován jedńım
bodem v 6N -dim prostoru, 3N souřadnice poloh (r1, r2, ..., rN) a 3N souřadnice



rychlost́ı (v1,v2, ...,vN). Jeden bod v Γ-prostoru koresponduje s mikroskopickým
stavem celého systému částic.

2.3 Objemové elementy

Malý objemový element v konfiguračńım prostoru je dán jako d3r = dx dy dz. Zde
konečně velký objemový element obsahuj́ıćı dostatečné množstv́ı částic. Na druhou
stranu dostatečně malý ve srovnáńı s charakteristickými rozměry prostorových změn
fyzikálńıch veličin. Pokud v plynu obsahuj́ıćım 1018 molekul/m3 vezmeme v úvahu
např. d3r = 10−12 m3 (bod), nacháźı se v objemu d3r stále ještě 106 molekul.

Ve fázovém prostoru (µ-prostoru) je diferenciálńı objemový element zobrazen jako
šestidimenzionálńı kostka:

d3r d3v = dx dy dz dvx dvy dvz, (2.3)

Počet bod̊u uvnitř objemového elementu d3r d3v je obecně funkćı času a polohy
objemového elementu ve fázovém prostoru. Souřadnice r a v fázového prostoru jsou
navzájem nezávislé, protože představuj́ı polohu individuálńıch objemových element̊u
ve fázovém prostoru.



2.4 Rozdělovaćı funkce

d6Nα(r,v, t) počet částic typu α uvnitř objemového elementu d3r d3v kolem
souřadnic fázového prostoru (r,v) v čase t. Rozdělovaćı funkce ve fázovém prostoru
je hustota bod̊u reprezentuj́ıćıch částice α

fα(r,v, t) =
d6Nα(r,v, t)

d3r d3v
(2.4)

fα(r,v, t) je kontinuálńı, kladná a konečná funkce svých argument̊u. Klesá k nule,
když se rychlost bĺıž́ı k nejonečnu.

Rozdělovaćı funkce je obecně funkćı polohového vektoru r ⇒ nehomogenńı plazma.

V rychlostńım prostoru může být rozdělovaćı funkce anizotropńı, pokud záviśı na
orientaci vektoru rychlosti v, nebo izotropńı pokud nezáviśı na orientaci v, ale pouze
na jeho velikosti, tj. na rychlosti částice v =| v |.

Plazma v termodynamické rovnováze je popsáno homogenńı, izotropńı a časově
nezávislou rozdělovaćı funkćı.

Jeden ze základńıch problémů kinetické teorie je určeńı rozdělovaćı funkce daného
systému.



2.5 Hustota a pr̊uměrná rychlost

Hustota nα(r, t)

nα(r, t) =
1

d3r

∫

v d
6Nα(r,v, t) (2.5)

nebo za použit́ı definice (2.4)

nα(r, t) =
∫

v fα(r,v, t) (2.6)

Pr̊uměrná (driftová) rychlost uα(r, t) je definovaná jako makroskopická rychlost toku
částic α v okoĺı bodu s polohým vektorem r v čase t

uα(r, t) =
1

nα(r, t)d3r

∫

v vd
6Nα(r,v, t). (2.7)

Použijeme-li definici rozdělovaćı funkce (2.4) dostáváme

uα(r, t) =
1

nα(r, t)

∫

v vfα(r,v, t)d
3v. (2.8)

Tento vztah reprezentuje obvyklý statistický postup pro vyjadřováńı pr̊uměrných
hodnot veličin.

nα(r, t) a uα(r, t) jsou makroskopické proměnné, které záviśı pouze na souřadnićıch
(r a t.



2.6 Boltzmannova kinetická rovnice

Závislost rozdělovaćı funkce na nezávislých proměnných (r, v) a t se ř́ıd́ı tzv. Boltz-
mannovou kinetickou rovnićı (BKR). Zde odvod́ıme bezsrážkovou BKR i obecnou
podobu BKR zahrnuj́ıćı vliv interakćı mezi částicemi, aniž bychom explicitně odvodili
konkrétńı výraz pro srážkový člen.

2.6.1 Bezsrážková BKR

Připomeneme si, že
d6Nα(r,v, t) = fα(r,v, t)d

3r d3v (2.9)

Předpokládejme, že na každou částici p̊usob́ı vněǰśı śıla F. Bez interakćı bude částice
za čas dt v bodě:

r′(t + dt) = r(t) + vdt (2.10)

v′(t + dt) = v(t) + adt, (2.11)

kde a = F/mα je zrychleńı částice a mα jej́ı hmotnost. ⇒ částice α nacházej́ıćı se v
čase t v okoĺı (r, v) uvnitř d3r d3v budou za čas dt zauj́ımat objem d3r′ d3v′ v okoĺı
bodu (r′, v′). Jde o stále stejné částice a neuvažujeme žádné srážky:

fα(r
′,v′, t + dt)d3r′ d3v′ = fα(r,v, t)d

3r d3v. (2.12)



Objemový element d3r d3v může mı́t zdeformovaný tvar v d̊usledku pohybu částic:

d3r′ d3v′ =| J | d3r d3v, (2.13)

kde J označuje Jakobián transformace z (r, v) na (r′, v′). Plat́ı | J |= 1, takže

d3r′ d3v′ = d3r d3v (2.14)

a z rovnice (2.12) dostáváme

[fα(r
′,v′, t + dt) − fα(r,v, t)]d

3r d3v = 0. (2.15)

Prvńı člen na levé straně rovnice (2.15) rozvineme do Taylorovy řady okolo fα(r,v, t):

fα(r + vdt,v + adt, t + dt) = fα(r,v, t) + [
∂fα
∂t

+ (vx
∂fα
∂x

+ vy
∂fα
∂y

+ (2.16)

vz
∂fα
∂z

) + (ax
∂fα
∂vx

+ ay
∂fα
∂vy

+ az
∂fα
∂vz

)]dt,

přičemž zanedbáváme členy řádu (dt)2 a vyšš́ı. Použijeme-li operátor nabla

∇ = ~x
∂

∂x
+ ~y

∂

∂y
+ ~z

∂

∂z
(2.17)



a podobně definujeme nabla operator v rychlostńım prostoru

∇v = ~x
∂

∂vx
+ ~y

∂

∂vy
+ ~z

∂

∂vz
, (2.18)

dostáváme z (2.16)

fα(r + vdt,v + adt, t+dt) = fα(r,v, t)+









∂fα(r,v, t)

∂t
+ v · ∇fα(r,v, t) + a · ∇vfα(r,v, t)








dt.

(2.19)
Po dosazeńı do vztahu (2.15) máme

∂fα(r,v, t)

∂t
+ v · ∇fα(r,v, t) + a · ∇vfα(r,v, t) = 0, (2.20)

což je Boltzmannova kinetická rovnice v bezsrážkovém př́ıpadě.

Tuto rovnici můžeme přepsat do tvaru

Dfα(r,v, t)
Dt = 0, (2.21)

kde operátor
D
Dt =

∂

∂t
+ v · ∇ + a · ∇v (2.22)



představuje úplnou derivaci vzhledem k času, ve fázovém prostoru. ⇒ zákon za-
chováńı hustoty bod̊u ve fázovém prostoru, tzv. Liouvill̊uv teorém - srážky stejně
jako radiačńı ztráty a procesy vzniku a zániku částic nepovažujeme za d̊uležité.

2.6.2 Jakobián transformace ve fázovém prostoru

2.6.3 Vliv interakćı mezi částicemi

Vliv interakćı mezi částicemi? ⇒ modifikace vztahu (2.20). Dı́ky srážkám mohou
během času dt některé částice α, které byly p̊uvodně v d3r d3v, z tohoto elementu
zmizet a obráceně jiné částice, které byly mimo tento objemový element, se v něm
mohou objevit. Čistý zisk nebo úbytek částic α z d3r d3v zp̊usobený srážkami v
pr̊uběhu časového intervalu dt označ́ıme









δfα(r,v, t)

δt









srazk

d3r d3v dt, (2.23)

kde (δfα(r,v, t)/δt)srazk představuje rychlost změny fα(r,v, t) d́ıky srážkám. Pokud
tedy uvažujeme srážky, muśıme vztah (??) přepsat jako

[fα(r
′,v′, t + dt) − fα(r,v, t)]d

3r d3v =









δfα(r,v, t)

δt









srazk

d3r d3v dt (2.24)



a Boltzmannova rovnice modifikována pro tento př́ıpad má tvar

∂fα(r,v, t)

∂t
+ v · ∇fα(r,v, t) + a · ∇vfα(r,v, t) =









δfα(r,v, t)

δt









srazk

. (2.25)

Za použit́ı operátoru úplného diferenciálu podle času definovaného vztahem (2.22)
můžeme tento vztah přepsat do kompaktńı podoby

Dfα(r,v, t)
Dt =









δfα(r,v, t)

δt









srazk

. (2.26)

Přesná podoba srážkového členu neńı známa.

2.7 Relaxačńı model pro srážkový člen

Uvažujeme velmi jednoduché vyjádřeńı srážkového členu, tzv. Krook̊uv model nebo
relaxačńı model. Existuje i mnohem propracovaněǰśı vyjádřeńı, např. Boltzmann̊uv
srážkový integrál nebo Fokker-Planck̊uv srážkový člen.

Předpokládá se, že srážky obnovuj́ı lokálńı rovnováhu (lokálně rovnovážná rozdělovaćı
fce fα0(r,v)). Pokud nep̊usob́ı exterńı śıly, systém, který p̊uvodně neńı v rovnováze a
je popsán rozdělovaćı funkćı fα(r,v, t), dosáhne v pr̊uběhu času d́ıky srážkám lokálńı
rovnováhy podle exponenciálńıho zákona. Doba charakteristická pro tento proces je



tzv. relaxačńı doba τ . Relaxačńı doba řádově odpov́ıdá době mezi dvěma srážkami
a může být rovněž vyjádřena jako ν−1, kde ν je relaxačńı srážková frekvence. Model
byl p̊uvodně vyvinut Krookem:









δfα(r,v, t)

δt









srazk

= −(fα − fα0)

τ
. (2.27)

Podle tohoto vztahu pro srážkový člen plat́ı, že když fα = fα0 máme
(δfα(r,v, t)/δt)srazk = 0, takže ve stavu lokálńı rovnováhy se rozdělovaćı funkce
d́ıky srážkám neměńı.

Fyzikálńı smysl relaxačńıho modelu? Uvažujme BKR se srážkovým členem bez
vněǰśıch sil a prostorových gradient̊u, fα0 a τ jsou na čase nezávislé:

∂fα
∂t

= −(fα − fα0)

τ
, (2.28)

což můžeme přepsat jako
∂fα
∂t

+
fα
τ

=
fα0

τ
. (2.29)

Řešeńı této jednoduché nehomogenńı diferenciálńı rovnice dostaneme pomoćı řešeńı
př́ıslušné homogenńı rovnice, tj. C et/τ (C je konstanta). Kompletńı řešeńı rovnice je
tedy

fα(v, t) = fα0 + [fα(v, 0) − fα0]e
−t/τ . (2.30)



Tedy, rozd́ıl mezi fα a fα0 exponencielně klesá v čase rychlost́ı, která odpov́ıdá re-
laxačńı srážkové frekvenci ν = 1/τ .

Užitečný srážkový model, v mnoha př́ıpadech vede k výsledk̊u téměř identickým s
těmi, které źıskáme pomoćı Boltzmannova srážkového integrálu. Předevš́ım vhodný
pro slabě ionizované plazma (pouze srážky iont̊u s neutrály). Ale relaxačńı model se
dá použ́ıt pouze pro srážky částic přibližně stejných hmotnost́ı.

2.8 Vlasovova rovnice

Aproximace - pohyb částic plazmatu je ř́ızen jednak vněǰśımi silovými poli a jednak
makroskopicky vystředovanými

Vlasovova rovnice je parciálńı diferenciálńı rovnice, která popisuje časový vývoj
rozdělovaćı funkce ve fázovém prostoru a která př́ımo využ́ıvá makroskopicky
vystředovaných elektromagnetických poĺı. Tuto rovnici můžeme źıskat z Boltzman-
novy rovnice (2.20), když zahrneme do silového členu makroskopická pole

∂fα
∂t

+ v · ∇fα +
1

mα
[Fext + qα(Eint + v × Bint)] · ∇vfα = 0. (2.31)

Zde Fext představuje vněǰśı śıly včetně śıly Lorentzovi odpov́ıdaj́ıćı externě
přiloženým elektrickým a magnetickým poĺım a Eint, Bint jsou vystředované vnitřńı



elektrické a magnetické pole vznikaj́ıćı v d̊usledku př́ıtomnosti a pohybu všech
nabitých částic uvnitř plazmatu. Aby byly vnitřńı makroskopické elmag pole Eint

a Bint konzistentńı s makroskopickým nábojem a proudy existuj́ıćı v plazmatu, muśı
splňovat Maxwellovy rovnice

∇ · Eint =
ρ

ε0
(2.32)

∇ · Bint = 0 (2.33)

∇× Eint = −∂Bint

∂t
(2.34)

∇× Bint = µ0





J + ε0
∂Eint

∂t





 , (2.35)

kde hustota náboje v plazmatu ρ a hustota proudu v plazmatu J jsou dány výrazy

ρ(r, t) =
∑

α
qαnα(r, t) =

∑

α
qα

∫

v fα(r,v, t)d
3v (2.36)

J(r, t) =
∑

α
qαnα(r, t)uα(r, t) =

∑

α
qα

∫

v vfα(r,v, t)d
3v, (2.37)

kde sumace prob́ıhá přes r̊uzné nabité částice v plazmatu a uα(r, t) je makroskopická
pr̊uměrná rychlost pro částice typu α daná vztahem (2.8).

Rovnice (2.31 až (2.35) představuj́ı kompletńı soustavu self-konzistentńıch rovnic,
které se muśı řešit zároveň. Takže např. v iterativńı postupu začneme s nějakými
přibližnými hodnotami Eint(r, t) a Bint(r, t). Vyřeš́ıme rovnici (2.31 a źıskáme



fα(r,v, t) pro r̊uzné typy částic. Z rovnic (2.36) a (2.37) pak za použit́ı vypoč́ıtaných
rozdělovaćıch funkćı fα dostáváme hustotu náboje a proudu (ρ a J) v plazmatu. Je-
jich velikosti pak substitujeme do Maxwellových rovnic, které řeš́ıme pro Eint(r, t) a
Bint(r, t). Nyńı hodnoty vystředovaných makroskopických elmag poĺı opět dosad́ıme
do Vlasovovy rovnice a pokračujeme v postupu znovu dokola, abychom źıskali self-
konzistentńı řešeńı pro rozdělovaćı funkce jednotlivých typ̊u částic.

Ačkoliv Vlasovova rovnice explicitně nezahrnuje srážkový člen na pravé straně, tj.
nebere v úvahu krátkodosahové srážky, neńı až tak v tomto směru restriktivńı, jak
by se mohlo zdát, protože část efekt̊u spojených s interakćı částic je už zahrnuta v
Lorentzově śıle přes vnitřńı self-konzistetńı vysťredované elmag pole.



Kapitola 3

Středńı hodnoty a makroskopické veličiny

3.1 Středńı hodnota fyzikálńı veličiny

Ke každé částici v plazmatu můžeme přǐradit nějakou jej́ı vlastnost χ(r,v, t).

Celková velikost veličiny χ(r,v, t) pro částice α uvnitř objemového elementu fázového
prostoru d3r d3v je

χ(r,v, t)d6Nα(r,v, t) = χ(r,v, t)fα(r,v, t)d
3r d3v. (3.1)

Velikost této veličiny uvnitř objemového elementu d3r nezávisle na rychlosti

d3r
∫

v χ(r,v, t)fα(r,v, t)d
3v. (3.2)

Středńı hodnota

< χ(r,v, t) >α=
1

nα(r, t)

∫

v χ(r,v, t)fα(r,v, t)d
3v. (3.3)



3.2 Driftová a tepelná rychlost

Necht’ χ(r,v, t) = v ⇒ středńı neboli driftová (unášivou) rychlost uα(r, t)

uα(r, t) =< v >α=
1

nα(r, t)

∫

v vfα(r,v, t)d
3v, (3.4)

Pokud χ(r,v, t) je nezávislá na rychlosti částic

< χ(r, t) >α= χ(rt), (3.5)

takže např. < uα >= uα.

Rychlost tepelného neuspořádaného pohybu neboli náhodná (zvláštńı) rychlost je
definována vzhledem k uα(r, t) takto

Vα = v − uα. (3.6)

Následně vždy plat́ı, že < Vα >= 0, nebot’ < v >α= uα.

3.3 Tok

Makroskopické veličiny hustota proudu částic (nebo tok částic), tenzor tlaku a vek-
tor toku tepla (nebo tok tepelné energie) zahrnuj́ı vždy tok nějaké mikroskopické



veličiny χ(r,v, t). Tok χ(r,v, t) je definován jako velikost veličiny χ(r,v, t)
přenesené skrze daný povrch na jednotku plochy a jednotku času.

Uvažujme povrchový element

dS = dS~n, (3.7)

kde ~n je normála povrchového elementu: otevřený povrch ⇒ dvě možnosti orientace
normály, uzavřený povrch ⇒ kladná normála konvenčně ven.

Částice v plazmatu se pohybuj́ı skrz povrchový element dS nesouce s sebou vlastnost
χ(r,v, t). Počet těchto částic typu za čas dt?

Částice maj́ıćı rychlost < v,v + dv > a projdou skrze dS v časovém intervalu
< t, t + dt > muśı ležet v objemu hranolu o základně dS a stěně vdt. Objem
hranolu:

d3r = dS · vdt = ~n · vdS dt. (3.8)

Počet těchto částic v tomto objemu:

fα(r,v, t)d
3r d3v = fα(r,v, t)~n · vdS dt d3v, (3.9)

⇒ celkovou přenesená velikost χ(r,v, t):
∫

v χ(r,v, t)fα(r,v, t)~n · vd3v dS dt. (3.10)



Čistý zisk transportu (tok) veličiny χ(r,v, t) ve směru ~n:

Φαn(χ) =
∫

v χ(r,v, t)fα(r,v, t)~n · vd3v (3.11)

nebo za použit́ı symbol̊u pro středńı hodnotu

Φαn(χ) = nα(r, t) < χ(r,v, t)~n · v >α= nα < χvn >α, (3.12)

kde vn = ~n · v označuje komponentu v ve směru jednotkového vektoru ~n.

• χ(r,v, t) je skalárńı veličina ⇒ Φαn(χ) komponenta vektoru toku Φαn(χ) ve
směru ~n, tj.

Φαn(χ) = ~n · Φαn(χ), (3.13)

kde

Φα(χ) = nα < χv >α . (3.14)

• χ(r,v, t) je vektorová veličina, správně X(r,v, t) ⇒ tenzor (2. řádu) toku

Φ̂α(χ) = nα < X⊗ v >α . (3.15)

• χ(r,v, t) tenzor 2. řádu ⇒ tok ve tvaru tenzoru 3. řádu a tak dále.



Můžeme oddělit př́ıspěvek d́ıky driftové rychlosti uα(r, t) a př́ıspěvek souvisej́ıćı s
náhodnou tepelnou rychlost́ı Vα:

Φαn(χ) = nα < χVαn > +nα < χuαn >, (3.16)

kde Vαn = ~n · Vα a uαn = ~n · uα.

Je-li uα = 0 nebo zvoĺıme dS v souřadném systému, který se pohybuje driftovou
rychlost́ı uα

Φαn(χ) = nα < χVαn >, (3.17)

3.4 Tok částic

Tok částic: počet částic, které projdou daným povrchem na jednotku plochy za
jednotku času. Vezmeme-li χ(r,v, t) = 1 ve vztahu (3.12):

Γαn(r, t) = nα < vn >α= nαuαn, (3.18)

protože < Vαn >= 0.

Jestliže uα = 0, můžeme uvažovat tok pouze z kladného směru mı́sto celkového
čistého toku

Γ+
αn(r, t) =

∫

v(+) ~n · Vαfα(r,v, t)d
3v, (3.19)



kde integrujeme pouze přes rychlosti ~n · Vα > 0.

Náhodný tok hmoty v kladném směru ~n je tedy dán vztahem mαΓ
+
αn, kde mα je

hmotnost částic α.

3.5 Tenzor toku hybnosti

· · · celková hybnost přenesená skrze povrchový element ~ndS na jednotku plochy a
času.

χj = mαv ·~j, (3.20)

kde ~j jednotkový vektor ⇒ složka Παjn(r, t) tenzoru toku hybnosti

Παjn(r, t) = nα < mα(~j · v)(~n · v) >α= ̺mα < vjvn >α, (3.21)

kde ̺mα = nαmα je hustota hmotnosti částic α.

Plat́ı (< uαVα >= uα < Vα >= 0)

Παjn(r, t) = ̺mα < VjVn > +̺mαujun (3.22)

nebo v tenzorové podobě

Πα(r, t) = ̺mα < Vα ⊗ Vα > +̺mαuα ⊗ uα. (3.23)



V kartézských souřadnićıch (x, y, z) můžeme tenzot toku hybnosti zapsat

Πα = ~x ⊗ ~xΠαxx + ~x ⊗ ~yΠαxy + ~x ⊗ ~zΠαxz (3.24)

+ ~y ⊗ ~xΠαyx + ~y ⊗ ~yΠαyy + ~y ⊗ ~zΠαyz

+ ~z ⊗ ~xΠαzx + ~z ⊗ ~yΠαzy + ~z ⊗ ~zΠαzz.

nebo podle pravidel maticového násobeńı

Πα = (~x, ~y,~z)

















Παxx Παxy Παxz

Παyx Παyy Παyz

Παzx Παzy Παzz

































~x
~y
~z

















(3.25)

Obvykle ovšem tenzor 2. řádu zapisujeme jen jako matici 3x3 obsahuj́ıćı prvky Παij.

Παij = Παji ⇒ matice 3x3 je symetrická ⇒ pouze 6 prvk̊u tenzoru toku hybnosti
na sobě nezávislých.



3.6 Tenzor tlaku

3.6.1 Definice tlaku

Tlak plynu - śıla na jednotku plochy vytvářená molekulami plynu d́ıky srážkám se
stěnou nádoby obsahuj́ıćı plyn. Tato śıla je rovna rychlosti přenosu hybnosti molekul
na stěnu nádoby.

Definici tlaku zobecńıme na jakýkoliv bod uvnitř plynu (myšlený plošný element
dS = ~n dS pohybuj́ıćı se středńı rychlost́ı toku uvnitř plynu). Tlak na dS - tok
hybnosti na plochu dS d́ıky náhodnému pohybu částic.

Definujeme parciálńı tlak každého druhu částic α.

Vezmeme-li χ(r,v, t) = mαVαj, dostaneme prvek Pαjn tenzoru tlaku

Pαjn = ̺mα < VαjVαn > . (3.26)

Tenzor tlaku je tedy dán jako

Pα = ̺mα < VαVα > . (3.27)

Z (3.25) źıskáme vztah mezi tenzorem tlaku Pα a tenzorem toku hybnosti Πα

Pαjn = Πα − ̺mαuαuα. (3.28)



3.6.2 Śıla na jednotku plochy

Mějme malý objemový element ohraničený uzavřeným povrchem S a dS = ~ndS jako
element povrchu patř́ıćı k S, jehož normála ~n směřuje ven.

Předpokládejme na okamžik, že všechny částice α maj́ı stejnou rychlost Vα.

• Vα sv́ırá úhel menš́ı než 90◦ s ~n ⇒
nα(Vα ·~n)dS je počet částic, které opouštěj́ı objem ⇒ pokles hybnosti plazmatu
uzavřeného povrchem S: −nαmα(Vα · ~n)dS, protože (Vα · ~n) > 0

• Vα sv́ırá úhel větš́ı než 90◦ s ~n ⇒
nα(Vα · ~n)dS je počet částic, které přicházej́ı do objemu ⇒ vzr̊ust hybnosti
plazmatu uzavřeného povrchem S: −nαmα(Vα · ~n)dS, protože (Vα · ~n) < 0

Zobecněńım, rychlost změny hybnosti plazmatu v uzavřeném objemu S, d́ıky výměně
částic α skrz povrchový element ~ndS:

−nαmα < Vα(Vα · ~n) > dS = −Pα · ~ndS (3.29)

Śıla na jednotku plochy fα p̊usob́ıćı na plošný element ~ndS jako výsledek náhodného
pohybu částic je

fα = Pα · ~n = −̺mα < Vα(Vα · ~n) > . (3.30)



Jestliže vezmeme ~n = ~x, máme

−Pα · ~n = −~xPαxx − ~yPαyx − ~zPαzx, (3.31)

kde Pαxx je normála k ploše ⇒ hydrostatický tlak, zat́ımco prvky Pαyx a Pαzx jsou
tlaky d́ıky tangenciálńım silám.

3.6.3 Śıla na jednotku objemu

Śılu na jednotku objemu uvnitř plazmatu zp̊usobená náhodným pohybem źıskáme
integraćı (3.29)

− lim
V→0

[
1

V

∮

S Pα~ndS] = −∇ · Pα (3.32)

a z Gaussova teorému
−

∮

S Pα.~ndS = −
∫

V ∇Pαd
3r (3.33)



3.6.4 Skalárńı tlak a absolut́ı teplota

Důležitá makroskopická veličina je skalárńı tlak neboli středńı hydrostatický tlak :

pα =
1

3

∑

i,j
Pαi,jδi,j =

1

3

∑

i
Pαi,i =

1

3
(Pαxx + Pαyy + Pαzz), (3.34)

kde δi,j je Kronekerovo delta.
Ze vztahu (3.26)

pα =
1

3
ρmα < V 2

αx + V 2
αy + V 2

αz > (3.35)

Protože V 2
α = V 2

αx + V 2
αy + V 2

αz, dostaneme

pα =
1

3
ρmα < V 2

α > (3.36)

Daľśım d̊uležitým makroskopickým parametrem je teplota. Absolutńı teplota Tα pro
částice α je mı́rou středńı kinetické energie náhodného pohybu částic. Z termody-
namiky: středńı tepelná energie kTα i/2 př́ısluš́ı každému translačńımu stupni volnosti
(i = x, y, z):

1

2
kTαi =

1

2
mα < V 2

αi > (3.37)

Jestliže je rozděleńı izotropńı (např. Maxwell-Boltzmannovo)

pα = Pαxx = Pαyy = Pαzz = ρmα < V 2
αi > (3.38)



a tedy dostáváme stavovou rovnici pro ideálńı plyn

pα = nαkTα (3.39)

Pro Maxwell-Boltzmannovo rozdělelńı

Pα = (~x~x + ~y~y + ~z~z)pα = 1pα, (3.40)

kde 1 je jednotkový tenzor

1 =

















1 0 0
0 1 0
0 0 1

















(3.41)

V tomto př́ıpadě

−∇ · Pα = −(~x
∂

∂x
pα + ~y

∂

∂y
pα + ~z

∂

∂z
pα) = −∇pα, (3.42)

takže pro izotropńı rozděleńı rychlosti je śıla na jednotkový objem zp̊usobená
náhodným pohybem dána gradientem skalárńıho tlaku.

V některých praktických př́ıkladech předpokládáme, že

Pα = ~x~xPαxx + ~y~yPαyy + ~z~zPαzz (3.43)



nebo

Pα =

















Pαxx 0 0
0 Pαyy 0
0 0 Pαzz

















, (3.44)

což vyjadřuje anizotropii náhodných rychlost́ı, ale nepř́ıtomnost tangenciálńıch sil,
tj. viskozity. V tomto př́ıpadě máme rozd́ılnou absolutńı teplotu Tα i pro každý směr.

3.7 Vektor toku tepla

Komponenta vektoru toku tepla qαn je def. jako tok náhodné neboli tepelné energie
skrz povrch s normálou ~n. Vezmeme χ(r,v, t) = mαV

2
α /2 a dostaneme

qαn = qα.~n =
1

2
ρmα < V 2

α Vα.~n > (3.45)

Vektor toku tepla je tedy

qα =
1

2
ρmα < V 2

α Vα > . (3.46)



3.8 Tenzor toku tepelné energie

Standardně můžeme zavést tenzor 3. řádu toku tepelné energie

Qα = ρmα < Vα ⊗ Vα ⊗ Vα > (3.47)

a jeho složky
Qα ijk = ρmα < VαiVαjVαk > (3.48)

Za použit́ı kartézských souřadnic

Qα = Qαx~x + Qαy~y,+Qαz~z (3.49)

kde každý tenzor 2. řádu Qαn (n = x, y, z)

Qαn =

















Qαxxn Qαxyn Qαxzn

Qαyxn Qαyyn Qαyzn

Qαzxn Qαzyn Qαzzn

















(3.50)

Abychom źıskali vztah mezi vektorem toku tepla qα a tenzorem toku tepelné energie
Qα, přepǐsme vztah (3.45) jako

qαn =
1

2
ρmα(< c2αxcαn > + < c2αycαn > + < c2αzcαn >) (3.51)

a tedy

qαn =
1

2
(Qαxxn +Qαyyn +Qαzzn) (3.52)



3.9 Tenzor toku celkové energie

Analogicky jako při definici tenzoru toku tepelné energie

Eαijk(r, t) = ρmα < vivjvk >α, (3.53)

což představuje jednu z 9 složek tenzoru toku celkové energie Eα(r, t). Tato složka
je vlastně součtem tř́ı výraz̊u

< vivjvk >α = < VαiVαjVαk + uαiVαjVαk + uαjVαkVαi (3.54)

+ uαkVαiVαj + uαiuαjVαk + uαjuαkVαi
+ uαkuαiVαj + uαiuαjuαk.

Nebot’ < uαi >= uαi a < Vαi >= 0 a za použit́ı (3.48) a (3.26)

ρmα < vivjvk >α= ρmαuαiuαjuαk + (uα,Pα)ijk +Qαijk, (3.55)

kde jsme použili zápis

(uα,Pα)ijk = uαiPαjk + uαjPαki + uαkPαij. (3.56)

Takže vztah (3.53) můžeme zapsat ve tvaru tenzoru 3. řádu

Eα(r, t) = ρmα < vvv >α= ρmαuαuαuα + (uα,Pα) + Qα (3.57)

Tenzor celkového toku energie je tedy součtem toku energie přenesené konvektivńım
pohybem částic (1. dva členy) a toku tepelné energie Qα zp̊usobeného náhodným
tepelným pohybem částic.



3.10 Vyšš́ı momenty rozdělovaćı funkce

Prvńı čtyři momenty rozdělovaćı funkce jsou hustota nα(r, t), driftová rychlost
uαi(r, t), tenzor 2. řádu toku hybnosti Παij(r, t) a tenzor 3. řádu toku celkové energie
Eαijk(r, t):

nα(r, t) =
∫

v fα(r,v, t)d
3v (3.58)

uαi(r, t) = < vi >α=
1

nα(r, t)

∫

v vifα(r,v, t)d
3v (3.59)

Παij(r, t) = ρmα < vivj >α= mα

∫

v vivjfα(r,v, t)d
3v (3.60)

Eαijk(r, t) = ρmα < vivjvk >α= mα

∫

v vivjvkfα(r,v, t)d
3v (3.61)

Jestliže uαi(r, t) = 0, máme v = Vα ⇒ z tenzoru toku hybnosti Παij(r, t) se stane
tenzor tlaku Pα a z tenzoru toku celkové energie Eαijk(r, t) se stane tenzor toku
tepelné energie Qα.

Jako formálńı rozš́ı̌reńı výše uvedených definićı, můžeme, pokud je to nutné, zavést
vyšš́ı momenty rozdělovaćı funkce

M
(N)
αij...k(r, t) =

∫

v vivj...vkfα(r,v, t)d
3v, (3.62)

kde složky rychlosti vi se v integrálu objev́ı N -krát.



Kapitola 4

Rovnovážný stav

4.1 Rozdělovaćı funkce v rovnovážném stavu

Předpokládejme

• pouze jeden druh částic

• Fext = 0

• homogenńı rozdělovaćı funkce

• časově nezávislé řešeńı BKR







δf

δt





 = 0 (4.1)



Později odvod́ıme výraz pro rovnovážnou rozdělovaćı funkci pomoćı Boltzmannova
srážkového integrálu, ale nyńı budeme jednoduše pracovat s obecným principem
detailńı rovnováhy tak, jak se použ́ıvá ve statistické fyzice.

4.1.1 Obecný princip detailńı rovnováhy a binárńı srážky

Za rovnovážných podmı́nek je pravděpodobnost výskytu jakéhokoliv fyzikálńıho jevu
rovna pravděpodobnosti jevu inverzńıho (kompenzace).

ff1d
3vd3v1 = f ′f ′1d

3v′d3v′1 (4.2)

a protože můžeme dokázat, že d3vd3v1 = d3v′d3v′1 dostaneme

f(v)f1(v1) = f ′(v′)f ′1(v
′
1) (4.3)

Předpoklad, že rychlosti částic nejsou korelované je tzv. předpoklad molekulárńıho
chaosu. Dobře plat́ı pokud hustota plynu je tak malá, že středńı volná dráha je větš́ı
něž dosah charakteristických sil mezi částicemi. Ačkoliv toto obecně neńı př́ıpad
plazmatu, experiment ukazuje, že Maxwell-Boltzmannova rozdělovaćı funkce je často
použitelná.



4.1.2 Sumačńı invariant

χ(v) + χ(v1) = χ(v′) + χ(v′
1) (4.4)

Ze zákona zachováńı hmotnosti, hybnosti a energie ⇒ jsou to sumačńı invarianty:

m +m1 = m +m1 (4.5)

mv +m1v1 = mv′ +m1v
′
1 (4.6)

1

2
mv2 +

1

2
m1v

2
1 =

1

2
m(v′)

2
+

1

2
m1(v

′
1)

2 (4.7)

(4.8)

4.1.3 Maxwell-Boltzmannovská rozdělovaćı funkce

Použijeme přirozený logaritmus na rovnici (4.3)

ln f + ln f1 = ln f ′ + ln f ′1 (4.9)

⇒ ln f je sumačńı invariant srážkového procesu
⇒ lineárńı kombinace sumačńıch invariant̊u m, mv a mv2/2:

ln f = m(a0 + a1 · v − a2v
2/2), (4.10)

kde a0, a1 = a1x~x + a1y~y + a1y~y a a2 jsou konstanty.



ln f = m[a0 + (a2
1x + a2

1y + a2
1z)/(2a2)] (4.11)

−1

2
ma2[(vx − a1x/a2)

2 + (vy − a1y/a2)
2 + (vz − a1z/a2)

2 = (4.12)

= m[a0 + a2
1/(2a2)] −

1

2
ma2(v − a1/a2)

2 (4.13)

a definujeme konstanty

lnC = m[a0 + a2
1/(2a2)] (4.14)

v0 = a1/a2, (4.15)

takže

f = C exp[−1

2
ma2(v − v0)

2], (4.16)

což je Maxwell-Boltzmannovo nebo Maxwellovo rozděleńı.



4.1.4 Určeńı konstatńıch koeficient̊u

Při určeńı pěti neznámých konstantńıch koeficient̊u v Maxwellově rozděleńı
vycháźıme z

n =
∫

v fd
3v (4.17)

u = < v >=
1

n

∫

v fvd
3v (4.18)

3

2
nkT =

1

2
nm < V 2 >=

1

2
m

∫

v fV
2d3v. (4.19)

Následně dostáváme

f(V ) = n




m

2πkT





3/2
exp








−mV

2

2kT








. (4.20)

Uvědomme si, že n a T jsou konstanty nezávislé na r a t.

4.1.5 Lokálńı Maxwell-Boltzmannova rozdělovaćı funkce

Často sice nejsme ve stavu termodynamické rovnováhy, ale velmi bĺızko. Dobrou
aproximaćı je pak zavedeńı lokálńı Maxwell-Boltzmannovy rozdělovaćı funkce

f(r,v, t) = n(r, t)









m

2πkT (r, t)









3/2

exp








−m[v − u(r, t)]2

2kT (r, t)








. (4.21)



4.2 Vlastnosti Maxwell-Boltzmannovy rozdělovaćı funkce

Předpokládáme, že u = 0 nebo se pozorovatel pohybuje středńı rychlost́ı plynu ⇒
v = V:

f(v)d3v = n




m

2πkT





3/2
exp








−mv

2

2kT








d3v. (4.22)

4.2.1 Rozděleńı komponenty rychlosti

g(vx)dvx =
∫

vy

∫

vz
f(v)dvxdvydvz (4.23)

a dosazeńım M.-B. rozdělovaćı funkce

g(vx)dvx = n




m

2πkT





3/2
exp








−mv

2
x

2kT








dvx

∫ +∞
−∞ exp








−mv

2
y

2kT








dvy

∫ +∞
−∞ exp








−mv

2
z

2kT








dvz.

(4.24)
Každý integrál je roven (2πkT/m)1/2, takže

g(vx)dvx = n




m

2πkT





1/2
exp









−mv
2
x

2kT









dvx (4.25)

⇒ každá komponenta rychlosti ma Gaussovské rozděleńı, které je symetrické kolem
< vi >= 0 pro i = x, y, z. Ale < v2

i > je kladné a vyjadřuje disperzi

< v2
i >=

1

n

∫ +∞
−∞ g(vi)v

2
i dvi =

kT

m
. (4.26)



Tento výsledek je v souladu s ekvipartičńım teorémem

1

2
mv2

i =
1

2
kT (4.27)

4.2.2 Rozděleńı rychlost́ı

Protože M.-B. rozděleńı je izotropńı, můžeme definovat rozděleńı rychlosti v ≡ |v|.
Přejdeme do sférických souřadnic

d3v = v2 sin θdθdφ. (4.28)

Rozdělovaćı funkce rychlost́ı F (v)

F (v)dv =
∫

θ

∫

φ f(v)v2 sin θdθdφdv (4.29)

a tedy

F (v) = 4πn




m

2πkT





3/2
exp v2








−mv

2

kT








(4.30)

4.2.3 Středńı hodnoty souvisej́ıćı s rychlost́ı molekul

Středńı hodnota rychlosti

< v >=
1

n

∫

v fvd
3v =

1

n

∫ ∞
0 F (v)vdv (4.31)



a po výpočtu
< v >= (8/π)1/2(kT/m)1/2. (4.32)

Středńı hodnota čtverce rychlosti

< v2 >=
1

n

∫ ∫ ∫ +∞
−∞ fv2dvxdvydvz =

4π

n

∫ ∞
0 v4f(v)dv (4.33)

a tedy
< v2 >= 3kT/m, (4.34)

což odpov́ıdá také vztahu v2 = v2
x + v2

y + v2
z a < v2

x >=< v2
y >=< v2

z >.

Nejpravděpodobněǰśı rychlost vp:








dF (v)

dv









v=vp

= 0 (4.35)

a tedy
vp = (2kT/m)1/2. (4.36)

4.2.4 Náhodný tok částic

Tok částic
Γn = n < vn >=

∫

v fv · ~nd3v (4.37)



je pro náhodný pohyb částic roven nule. Jaký je tok na jednu stranu myšlené plochy?

Γ = n






kT

2πm







1/2

=
1

4
n < v > (4.38)

4.2.5 Kinetický tlak a tok tepla

Z definice tenzoru kinetického tlaku

P = ρm < cc >= m
∫

v VVfd3v (4.39)

a vektoru toku tepla

q =
1

2
ρm < V 2V >=

1

2
m

∫

v V
2Vfd3v (4.40)

dostaneme za použit́ı M.-B. rozděleńı

P = ρm(< V 2
x > ~x~x+ < V 2

y > ~y~y+ < V 2
z > ~z~z) = nkT (~x~x + ~y~y + ~z~z) (4.41)

a
q = 0, (4.42)

protože integrály s lichými integrandy jsou rovny nule. Skalárńı tlak je tedy

p = nkT. (4.43)



4.3 Rovnováha za př́ıtomnosti vněǰśıch sil

Plyn za rovnovážných podmı́nek vložený do pole konzervativńıch sil je popsán
rozdělovaćı funkćı, která se lǐśı od M.-B. rozdělovaćı funkce exponenciálńım tzv.
Boltzmannovým faktorem. Pole konzervativńıch sil poṕı̌seme pomoćı potenciálńı
energie U (r):

F(r) = −∇U (r). (4.44)

Protože jde pouze o funkci r, předpokládáme, že řešeńı BKR je ve tvaru

f(r, v) = f0(v)ψ(r), (4.45)

kde f0(v) je M.-B. rovnovážná rozděl. fce. Urč́ıme neznámou funkci ψ(r) z BKR za
rovnovážných podmı́nek v př́ıtomnosti konzervativńıch sil:

v.∇[f0(v)ψ(r)] − 1

m
[∇U (r)].∇v[f0(v)ψ(r)] = 0. (4.46)

Ze vztahu pro f0(v) můžeme ověřit

∇vf0(v) = −mv

kT
f0(v), (4.47)

takže rovnice (4.46) se zjednodušuje

f0(v)v.[∇ψ(r) +
1

kT
ψ(r)∇U (r)] = 0 (4.48)



a odtud
∇ψ(r)

ψ(r)
= − 1

kT
∇U (r). (4.49)

Protože dψ = ∇ψ · dr, můžeme vztah (4.49) přepsat jako

dψ(r)

ψ(r)
= − 1

kT
dU (r) (4.50)

a řešeńı této rovnice je

ψ(r) = A0 exp[−U (r)

kT
], (4.51)

kde A0 urč́ıme z
∫

v f(r, v)d3v = n(r), (4.52)

takže

n(r) = A0 exp[−U (r)

kT
]

∫

v f0(v)d
3v. (4.53)

Označ́ıme n0 hustotu v oblasti, kde U (r) = 0 za rovnovážných podmı́nek, takže

n0 =
∫

v f0(v)d
3v, (4.54)

kde jsme museli zvolit A0 = 1. Za rovnovážných podmı́nek, pro u = 0 a v př́ıtomnosti
konzervativńıvh sil máme tedy rozdělovaćı funkci ve tvaru

f(r, v) = f0(v) exp[−U (r)

kT
] = n0





m

2πkT





2
3
exp[−(1

2
mv2 + U )

kT
]. (4.55)



Hustota částic v systému s touto rozdělovaćı funkćı je popsána vztahem:

n(r) = n0 exp[−U (r)

kT
]. (4.56)

Faktor exp[−Ur/kT ], který určuje nehomogenitu f(r, v) je Boltzmann̊uv faktor.

Důležitým př́ıpadem v plazmatu je př́ıtomnost elstat. pole

E = −∇φ(r), (4.57)

kde φ(r) je elstat. skalárńı potenciál. Potenciálńı energie je

U (r) = qφ(r) (4.58)

a hustota částic s nábojem q v rovnovážném stavu

n(r) = n0 exp[−qφ(r)

kT
]. (4.59)



4.4 Stupeň ionizace za rovnovážného stavu a Sahova rovnice

Ze statistické mechaniky můžeme určit stupeň ionizace plynu v termodynam.
rovnováze za teploty T bez znalosti detail̊u ionizačńıho procesu. Pouze muśıme
rozumět pojmu ionizačńı energie (potenciál), který se udává v elektronvoltech.
Hodnoty 1. ionizačńıho potenciálu některých atomů:

Element U(eV)

Helium (He) 24.59

Argon (Ar) 15.76

Nitrogen (N) 14.53

Oxygen (O) 13.62

Hydrogen (H) 13.60

Mercury (Hg) 10.44

Iron (Fe) 7.87

Sodium (Na) 5.14

Potassium (K) 4.34

Cesium (Cs) 3.89

Tepelná energie kT velikosti 1 eV ∼ 11600 K ⇒ pouze při velmi vysokých teplotách
tepelná enrgie částice 3kT/2 dosáhne ionizačńı energie. Přesto můžeme dosáhnout
značného stupně ionizace i při nižš́ıch teplotách ⇔ částice z ocasu Maxwellova
rozděleńı u vysokých energíı maj́ı dostatečnou energii!



Použijeme vztah (4.56), ale muśıme uvažovat kvantově-mechanicky:

na
nb

=
ga
gb
exp[−(Ua − Ub)

kT
], (4.60)

kde ga a gb jsou statistické váhy stav̊u s energiemi Ua a Ub, tj. degenerace těchto
stav̊u. Pro konkrétńı př́ıklad systému maj́ıćıho pouze tyto dva stavy je část α všech
částic s vyšš́ı energíı Ua:

α =
na

(na + nb)
=
na
nb







na
nb

+ 1






−1

(4.61)

nebo z (4.60) a pro U = Ua − Ub

α =
(ga/gb) exp(−U/kT )

(ga/gb) exp(−U/kT ) + 1
(4.62)

Při řešeńı problému ionizace vezmeme stav a jako stav iont-elektronového páru a stav
b jako stav neutrálńıho atomu ⇒ U = Ua − Ub je ionizačńı energie a α je stupeň
ionizace. Teplota, při ńıž je α = 0.5 ⇒

ga
gb

exp(− U

kT1/2
) = 1, (4.63)

tj.

T1/2 =
U

k ln(ga/gb)
(4.64)



Procento částic v ionizovaném stavu se měńı z téměř nuly na téměř jedničku v úzkém
teplotńım intervalu, který můžeme odhadnout. Aproximujme α(T ) př́ımkou a hlede-
jme interval ∆T , na němž α = 0 a α = 1:









dα(T )

dT









T1/2

=
1

∆T
. (4.65)

Ze vztahu (4.62) za předpokladu d(ga/gb)/dT = 0








dα(T )

dT









T1/2
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Uα2

T 2(ga/gb) exp(−U/kT )









T1/2

=
U

4T 2
1/2

, (4.66)

takže

∆T =
4T1/2

k ln(ga/gb)
=

4U

[k ln(ga/gb)]2
(4.67)

odkud vid́ıme, že č́ım vyšš́ı je ga/gb, t́ım menš́ı je ∆T ⇒ (degenerace ionizovaného
stavu je mnohem vyšš́ı) téměř skoková fce kolem T1/2.



Degeneraci (váhy) ga a gb stav̊u muśıme určit kvantově-mechanicky. Zde jen výsledek
pro zanedbáńı malé interakce mezi volným elektronem a iontem a zanedbáńı vnitřńıch
stupň̊u volnosti všech částic:

ga
gb

=






2πmekT

h2







3/2 1

ni
, (4.68)

kde h je Planckova konstanta a ni je hustota iont̊u. Dosazeńım do (4.60) dostáváme
Sahovu rovnici

ni
nn

=






2πmek

h2







3/2

T 3/2 1

ni
exp(− U

kT
). (4.69)

Nebo vyjádřeńım konstatńıch faktor̊u, teploty T v eV a ni v m−3

ni
nn

= 3.00 × 1027T 3/2 1

ni
exp(−U

T
). (4.70)

⇒ Pokud je celková hustota n = ni + nn ńızká, můžeme i při teplotách hodně pod
ionizačńı energíı dosáhnout značného stupně ionizace.



Kapitola 5

Interakce částic v plazmatu

5.1 Úvod

Slova srážka a interakce mohou být použ́ıvány v mikroskopickém světě jako syn-
onyma. Srážky děĺıme na

• elastické, tj. pružné - plat́ı zákon zachovańı hmotnosti, hybnosti a energie
takovým zp̊usobem, že nedocháźı ke změnám vnitřńıch stav̊u částic, vzniku ani
zániku částic.

• neelastické, tj. nepružné - změna vnitřńıho stavu několika nebo všech
zúčastněných částic, možnost vzniku nebo zániku částic; rekombinace nabitých
částic za vzniku částice neutrálńı; záchyt nabité částice částićı neutrálńı za vzniku
větš́ı nabité částice; energie elektronu atomu se může zvýšit ⇒ excitace elektronu
do vyšš́ıho stavu nebo dokonce odděleńı elektronu od atomu, tj. ionizace.



V plazmatu muśı předevš́ım rozlǐsovat

• interakce mezi nabitými částicemi: podle Coulombova zákona, tj. závislost 1/r2

⇒ dalekodosahové interakce ⇒ mnohonásobné interakce

• interakce mezi nabitou částićı a neutrálem nebo dvěma neutrály: silové pole
neutrálńı částice dostatečně silné pouze v oblasti elektronového obalu ⇒
krátkodosahové interakce ⇒ neutrálńı částice neinteraguj́ı často s daľśımi
částicemi a naprosto zř́ıdka s v́ıce částicemi zaráz ⇒ předevš́ım binárńı srážky

Mnoha-částicové Coloumbovské interakce může popsat také jako současné binárńı
interakce, v praxi jako sérii následných binárńıch interakćı s malým úhlem. Tyto in-
terakce jsou d̊uležité pro chováńı plazmatu. Nicméně ve slabě ionizovaném plazmatu
nehraj́ı několikanásobné interakce velkou roli a jednoduché binárńı srážky adektávně
popisuj́ı jevy v plazmatu. Největš́ı roli v těchto typech plazmatu pak hraj́ı elektrony,
protože rychle reaguj́ı na el. a mg. pole.



5.2 Binárńı srážky

Uvažujme pružnou srážku dvou částic o hmotnosti m a m1 o rychlostech v a v1 před
srážkou a v′ a v′

1 po srážce. V následuj́ıćım textu budou veličiny s čárkou označovat
veličiny po srážce.

Můžeme pracovat v laboratorńım systému souřadnic, ale konvečně sṕı̌se v systému,
kde částice m je v klidu a částice m1 se přibližuje relativńı rychlost́ı

g = v1 − v. (5.1)

Po srážce je relativńı rychlost

g′ = v′
1 − v′. (5.2)

Záměrná vzdálenost b je definována jako definována jako minimálńı vzdálenost
př́ıbĺıžeńı, pokud by nedošlo k interakci. Úhel rozptylu je χ a úhel orientace or-
bitálńı roviny (nebo roviny srážky) vzhledem k nějakému danému směru kolmému
na orbitálńı rovinu je ε.

Rychlost těžǐstě srážej́ıćıch se částic před srážkou je

c0 =
mv +m1v1

m +m1
(5.3)



a po srážce

c′0 =
mv′ +m1v

′
1

m +m1
(5.4)

Počátečńı rychlosti můžeme vyjádřit pomoćı c0 a g

v = c0 −
µ

m
g (5.5)

v1 = c0 +
µ

m1
g, (5.6)

kde µ označuje redukovanou hmotnost

µ =
mm1

m +m1
. (5.7)

Podobně obdrž́ıme i rychlosti po srážce

v′ = c′0 −
µ

m
g′ (5.8)

v′
1 = c′0 +

µ

m1
g′. (5.9)

Ze zákona zachováńı hybnosti během pružné srážky

mv +m1v1 = mv′ +m1v
′
1 (5.10)



nebo ze vztah̊u (5.3) a (5.4)

(m +m1)c0 = (m +m1)c
′
0, (5.11)

takže
c0 = c′0 (5.12)

Ze zákona zachováńı energie během pružné srážky máme

1

2
(mv2 +m1v

2
1) =

1

2
[m(v′)2 +m1(v

′
1)

2] (5.13)

a př́ımou úpravou vztah̊u (5.5), (??), (5.8) a (5.9)

1

2
(mv2 +m1v

2
1) =

1

2
(m +m1)c

2
0 +

1

2
µg2 (5.14)

1

2
[m(v′)2 +m1(v

′
1)

2] =
1

2
(m +m1)(c

′
02)2 +

1

2
µ(g′)2. (5.15)

Protože c0 = c′0 dostáváme
g = g′, (5.16)

tedy velikost, ale nikoliv směr, je zachována při binárńıch pružných srážkách.

Úhel χ mezi g a g’ je úhel rozptylu nebo také deflekčńı úhel. Abychom dostali vztah
mezi vektory g a g’, zvoĺıme např. kartézké souřadnice s osou z ve směru g. Máme



tedy

gx = gy = 0 (5.17)

gz = g = g′ (5.18)

g′x = g sinχ cos ε (5.19)

g′y = g sinχ sin ε (5.20)

g′z = g cosχ, (5.21)

kde ε určuje relativńı orientaci roviny srážky. Pokud tedy známe počátečńı rychlosti
a úhel rozptylu χ můžeme určit rychlosti po srážce. Opačně, pokud známe konečné
rychlosti a χ, můžeme určit p̊uvodńı rychlosti. Tento fakt umožňuje jednoduše
uvažovat o inverzńı srážce, protože χ je stejné jako pro př́ımou srážku (b, vzájemná
śıla a g jsou stejné).

Úhel rozptylu je jediná veličina, která záviśı na detailech srážkového procesu. V
př́ıpadě vzájemné śıly, která záviśı pouze na vzdálenosti mezi interaguj́ıćımi částicemi,
χ záviśı na následuj́ıćıch parametrech:

1. zákon vzájemného silového p̊usobeńı

2. velikost vzájemné rychlosti g

3. záměrná vzdálenost b.



5.3 Dynamika binárńı srážky

Dynamika binárńı srážky je ř́ızena zákonem vzájemného silového p̊usobeńı. Pro každé
b existuje odpov́ıdaj́ıćı χ a jejich vztah je nezávislý na zákonu vzájemných sil. Tento
vztah je obsažen v diferenciálńım účinném pr̊uřezu definovaném v odstavci ??.

Uvažujme srážku dvou částic m a m1 v souřadném systému částice m. Polohový
vektor částice m1 bude r. Předpokl., že śıla interakce je centrálńı śıla, tj.

F(r) = F (r)~r (5.22)

a poteniálńı energii lze tedy vyjádřit takto

F(r) = −∇U (r) = −∂U (r)

∂r
~r. (5.23)

Pro centrálńı śılu je torze N = r × F(r) nulová, a protože jde o časovou změnu
momentu hybnosti L = r × p

N =
dL

dt
, (5.24)

⇒ moment hybnosti je pohybová konstanta; r je stále kolmé na konstantńı směr L
⇒ pohyb lež́ı v rovině.



Použijeme polárńı souřadnice (r, θ) a uvědomı́me si, že jednotkové vektory ~r a ~θ
záviśı na θ:

dr

dt
=
dr

dt
~r + r

d~r

dt
=
dr

dt
~r + r

d~r

dθ

dθ

dt
. (5.25)

Protože d~r/dθ = ~θ
dr

dt
=
dr

dt
~r + r

dθ

dt
~θ (5.26)

nebo jinak zapsáno
ṙ = ṙ~r + rθ̇~θ. (5.27)

Trajektorii částice nalezneme ze zákona zachováńı energie a momentu hybnosti
pomoćı analogie s jednočásticovým problémem. Kinetická energie relativńıho pohybu
je

Ek =
1

2
µṙ · ṙ =

1

2
µ(ṙ2 + r2θ̇2). (5.28)

Ze ZZE
1

2
µ(ṙ2 + r2θ̇2) + U (r) =

1

2
µg2. (5.29)



Moment hybnosti vzhledem k počátku je dán

L = r × (µṙ) = µr2θ̇. (5.30)

Původńı hodnota momentu hybnosti je bµg, a tedy

r2θ̇ = bg. (5.31)

Pomoćı předchoźıch vztah̊u źıskáme diferenciálńı rovnici pro dráhu r(θ). Naṕı̌seme

dr

dt
=
dr

dθ

dθ

dt
, (5.32)

použijeme (5.31) a (5.29) k eliminaci dθ/dt a dr/dt. Diferenciálńı rovnice trajektorie:







dr

dθ







2

=
r4

b2








1 − b2

r2
− 2U (r)

µg2








, (5.33)

což přeskuṕıme takto

dθ = ± b

r2








1 − b2

r2
− 2U (r)

µg2









−1/2

dr. (5.34)

Výběr znaménka se muśı udělat z fyzikálńıho náhledu. Kladné znaménko se použije
pro θ > θm, záporné pro θ < θm, kde θm je úhel v bodě největš́ıho přibĺıžeńı (vertexa



trajektorie). Polohový vektor v tomto bodě označ́ıme rm.

Vzdálenost největš́ıho přibĺıžeńı rm dostaneme z (5.33), když si uvědomı́me dr/dθ =
0 a r = rm:

1 − b2

r2
m

− 2U (rm)

µg2
= 0 (5.35)

tedy

rm = b








1 − 2U (rm)

µg2









−1/2

(5.36)

Abychom určili úhel rozptylu χ, uvědomme si, že

χ = π − 2θm (5.37)

a integrujme vztah (5.34) od θm po jiný úhel θ:

θ − θm = ±
∫ r
rm

b

x2








1 − b2

x2
− 2U (x)

µg2









−1/2

dx, (5.38)

(stejná konvence znamének). Pro r → ∞ máme θ(−) → 0, zat́ımco θ(+) → 2θm,
takže

θm =
∫ ∞
rm

b

r2








1 − b2

r2
− 2U (r)

µg2









−1/2

dr (5.39)



a úhel rozptylu je

χ(b, g) = π − 2
∫ ∞
rm

b

r2








1 − b2

r2
− 2U (r)

µg2









−1/2

dr. (5.40)

Abychom mohli vypoč́ıtat χ muśıme znát záměrnou vzdálenost b, počátečńı rychlosti
g a vzájemnou potenciálńı energii intergaj́ıćıch částic U (r).

5.4 Vyjádřeńı úhlu rozptylu

Ukážeme si dvě konkrétńı použit́ı vztahu (5.40) k určeńı úhlu rozptylu χ pomoćı
záměrné vzdálenosti b a počátečńı rychlosti g.

5.4.1 Dvě perfektně elastické tuhé koule

Uvažujme srážku dvou perfektně elastických tuhých kouĺı o poloměru R1 a R2. Po-
tenciálńı energie je dána

U (r) = 0 pro r > R1 +R2 (5.41)

= ∞ pro r < R1 +R2.



Protože koule nemohou do sebe pronikat je jejich vzdálenost r ≥ R1 + R2 a tedy
zjednoduš́ıme vztah (5.40) jako

χ = π − 2
∫ ∞
rm

b

r2








1 − b2

r2









−1/2

dr. (5.42)

Použijeme substituci y = b/r:

χ = π − 2
∫ b/rm
0 (1 − y2)−1/2dy, (5.43)

což dává
χ = π − 2 sin−1(b/rm). (5.44)

Pro b > R1 + R2 nedocháźı k žádné interakci ⇒ rm = b. Pro b ≤ R1 + R2 se koule
sráž́ı ⇒ rm = R1 +R2.

χ = π − 2 arcsin






b

R1 +R2





 pro b ≤ R1 + R2 (5.45)

= 0 pro b > R1 +R2

5.4.2 Coulombovský interakčńı potenciál

Uvažujme př́ıpad Coulombovského pole, jehož interakčńı potenciálńı energie je

U (r) =
1

4πε0

qq1
r
, (5.46)



kde q a q1 jsou elektrické náboje částic o hmotnosti m a m1. Dosazeńın do vztahu
(5.40) dostaneme

χ(b, g) = π − 2
∫ ∞
rm

b

r2








1 − b2

r2
− qq1

2πε0µg2r









−1/2

dr. (5.47)

Vzdálenost nejbližš́ıho přibĺıžeńı rm můžeme dostat z (5.36) a (5.46). Zavedeme kon-
stantu

b0 =
qq1

4πε0µg2
, (5.48)

takže b0 vyjadřuje vzdálenost, na které je el. potenciálńı energii interakce dvakrát větš́ı
než relativńı kinetická energie nekonečnu. Substitućı proměnné y = 1/r a použit́ım
b0 ve vztahu (5.47) dostaneme

χ(b, g) = π − 2b
∫ 1/rm
0 (−b2y2 − 2b0y + 1)−1/2dy. (5.49)

Použijeme standardńı vztah pro integraci (Rektorys):
∫

(αx2 + βx + γ)−1/2dx =
1√−α arcsin









−2αx− β

(β2 − 4αγ)1/2








, (5.50)

kde v našem př́ıpadě α = −b2, β = −2b0 a γ = 1. Použijeme meze integrálu, kde rm
je dáno vztahem (??):

χ(b, g) = 2 arcsin









b0
(b20 + b2)1/2








. (5.51)



Tato rovnice se ekvivalentně dá přepsat jako

tan(
1

2
χ) =

b0
b
. (5.52)

• χ = π ⇒ b = 0

• χ = π/2 ⇒ b = b0

• χ = 0 ⇒ b→ ∞

• znaménko náboje částic stejné ⇒ b0 a χ jsou kladné

• znaménko náboje částic r̊uzné ⇒ b0 a χ jsou záporné

5.5 Účinný pr̊uřez

Zat́ım interakce pouze dvou částic ALE účinný pr̊uřez definován ve smyslu svazku
totožných částic dopadaj́ıćıch na terč ⇒ mějme svazek částic o hmotnosti m1

rovnoměrně rozprostřených v prostoru dopadaj́ıćıch rychlost́ı g = v1 − v na částici
m. Částice se záměrnou vzdálenost́ı b se rozptyluj́ı pod úhlem χ, se vzdálenost́ı b+db
pod úhlem χ + dχ. Počet částic rozptýlených za 1s do 〈χ, χ + dχ〉 záviśı na toku
částic Γ.



5.5.1 Diferenciálńı účinný pr̊uřez

Počet částic rozptýlených za jednotku času do prostorového úhlu dΩ vyjádřeného
pomoćı úhl̊u χ a ε:

dN

dt
= σ(χ, ε)ΓdΩ, (5.53)

kde σ(χ, ε) je diferenciálńı účinný pr̊uřez nebo úhlová rozdělovaćı funkce. Stejný
počet částic dopadá před srážkou z oblasti dané intervaly 〈b, b + db〉 a 〈ε, ε + dε〉:

dN

dt
= Γb db dε. (5.54)

A tedy
σ(χ, ε)dΩ = b db dε. (5.55)

Protože dΩ = sinχdχdε:
σ(χ, ε) sinχdχ = b db (5.56)

a dále

σ(χ, ε) =
b

sinχ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

db

dχ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (5.57)

Absolutńı hodnota je použita, protože b klesá, když χ stoupá ALE dif. účinný pr̊uřez
vyjadřuje kladnou veličinu - počet rozptýlených částic. Veličinu db/dχ vyjádř́ıme ze
vztahu (5.40), jestliže budeme znát U (r). σ(χ, ε) má rozměr plochy.



5.5.2 Celkový účinný pr̊uřez rozptylu

σt je definován jako počet částic rozptýlený za jednotku času a jednotku toku částic
do všech směr̊u od rozptylového centra:

σt =
∫

Ω σ(χ, ε)dΩ =
∫ 2π
0 dε

∫ π
0 σ(χ, ε) sinχdχ. (5.58)

Účinný pr̊uřez samozřejmě záviśı na relativńı rychlosti g.
Ve speciálńım př́ıpadě, kdy je interakčńı poteciál izotropńı (např. Coulombovský),

máme
σt = 2π

∫ π
0 σ(χ) sinχdχ. (5.59)

5.5.3 Účinný pr̊uřez pro přenos hybnosti

Účinný pr̊uřez lze definovat pro r̊uzné interakčńı procesy. Jeden z d̊uležitých je přenos
hybnosti:

σm =
prenos hybnosti za sekundu

dopadajici tok hybnosti
, (5.60)

kde hybnosti před srážkou je Γµg. Po srážce je hybnost ve směru dopadu µg cosχ,
takže přenesená hybnost je µg(1−cosχ). Celkový přenos hybnosti všemi dopadaj́ıćımi
částicemi

Γµg
∫

Ω(1 − cosχ)σ(χ, ǫ)dΩ, (5.61)



a protože celkový tok hybnosti dopadaj́ıćıch částic je Γµg

σm =
∫

Ω(1 − cosχ)σ(χ, ǫ)dΩ. (5.62)

V př́ıpadě izotropńı interakce a využit́ım dΩ = sinχdχdε

σm = 2π
∫ π
0 (1 − cosχ)σ(χ) sinχdχ. (5.63)

Protože σ(χ) můžeme chápat jako úhlovou rozdělovaćı funkci lze ji brát jako
váhovou funkci pro výpočet středńı hodnoty jakékoliv funkce F (χ) závislé na úhlu
rozptylu:

〈F (χ)〉 =
∫

ΩF (χ)σ(χ)dΩ
∫

Ω σ(χ)dΩ
, (5.64)

což můžeme psát jako

〈F (χ)〉 =
2π

σt

∫ π
0 F (χ)σ(χ) sinχdχ (5.65)

a podle definice středńı hodnoty

σm = σt〈1 − cosχ〉. (5.66)

5.6 Daľśı srážkové parametry

Uvažujme tok Γ = nv částic o hmotnosti m, hustotě n a konstantńı rychlosti v
dopadaj́ıćıch z jedné strany na terč složený z ”nekonečně” hmotných částic o hustotě



ng, které jsou v klidu. Pak g ≡ v. Necht’ dn je počet dopadaj́ıćıch částic na jednotku
objemu ve vzdálenosti x, které interaguj́ı s částicemi terče na vzdálenosti dx a jsou
tedy odstraněny ze svazku dopadaj́ıćıch částic (proto znaménko mı́nus):

dn = −σtnngdx, (5.67)

kde konstanta úměrnosti σt je celkový účinný pr̊uřez. Podobný vztah pro tok źıskáme
vynásobeńım (5.67) rychlost́ı v

dΓ = −σtΓngdx (5.68)

neboli
dΓ

Γ
=
dn

n
= −ngσtdx (5.69)

a po integraci
Γ(x) = Γ0 exp(−ngσtx) = Γ0 exp(−x/λ), (5.70)

kde

λ =
1

ngσt
(5.71)

je středńı volná dráha úbytku částic v dopadaj́ıćım svazku. Středńı doba mezi in-
terakcemi je

τ =
λ

v
. (5.72)



Jej́ı převrácená hodnota je interakčńı neboli srážková frekvence

ν ≡ τ−1 = ngσtv, (5.73)

což je počet interakćı za jednu sekundu, které má dopadaj́ıćı částice, s částicemi terče.
Můžeme také definovat srážkovou frekvenci na jednotku hustoty

K = σtv, (5.74)

což se nazývá rychlostńı konstanta. Samozřejmě

ν = Kng. (5.75)

5.7 Účinné pr̊uřezy pro srážku tuhých kouĺı

5.7.1 Diferenciálńı účinný pr̊uřez pro rozptyl

Využijeme vztah (5.45) pro úhel rozptylu a b ≤ R1 +R2

b = (R1 +R2) cos(
1

2
χ) (5.76)

a tedy

| db
dχ

| =
1

2
(R1 +R2) sin(

1

2
χ). (5.77)



Dosazeńım do vztahu (5.57)

σ =
1

4
(R1 + R2)

2 (5.78)

5.7.2 Celkový účinný pr̊uřez pro rozptyl

σt = 2π
∫ π
0

1

4
(R1 +R2)

2 sinχdχ = π(R1 + R2)
2 (5.79)

Dva speciálńı př́ıpady: elektron s molekulou o poloměru R, σ = R2/4 a σt = πR2;
dvě stejné molekuly o pr̊uměru D, σ = D2/4 a σt = πD2.

Uvědomme si, že pro srážku tuhých kouĺı existuje mezńı hodnota b, nad kterou
nedocháźı ke srážce. Právě toto zp̊usob́ı, že celkový účinný pr̊uřez σt neńı nekonečná
hodnota.

5.7.3 Účinný pr̊uřez pro přenos hybnosti

Ze vztahu (5.63) pro účinný pr̊uřez pro přenos hybnosti a ze vztahu (5.78)

σm = 2π
∫ π
0

1

4
(R1+R2)

2(1−cosχ) sinχdχ =
1

2
π(R1+R2)

2(
∫ π
0 sinχdχ−

∫ π
0 cosχ sinχdχ).

(5.80)
Po integraci

σm = π(R1 +R2)
2 (5.81)



Středńı hodnota změny hybnosti na jednu částici je dána vztahem (5.65)

〈µg(1 − cosχ)〉 =
2π

σt

∫ π
0 µg(1 − cosχ)σ(χ) sinχdχ (5.82)

a dle vztahu (5.63)

〈µg(1 − cosχ)〉 = µg
σm
σt
, (5.83)

což zjednoduš́ıme za použit́ı výraz̊u pro účinné pr̊uřezy (5.81) a (5.79)

〈µg(1 − cosχ)〉 = µg (5.84)

5.8 Účinné pr̊uřezy pro Coulombovský potenciál

5.8.1 Diferenciálńı účinný pr̊uřez

Derivaćı vztahu (5.52)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

db

dχ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
b2

2b0 cos2(χ/2)
, (5.85)

takže diferenc. účinný pr̊uřez je

σ(χ) =
b3

2b0 sinχ cos2(χ/2)
(5.86)



nebo za použit́ı tanχ/2 = b0/b

σ(χ) =
b20

4 sin4(χ/2)
, (5.87)

což je vztah pro Rutherfordovský rozptyl. Protože 2 sin2(χ/2) = (1 − cosχ), máme

σ(χ) =
b20

(1 − cosχ)2
(5.88)

5.8.2 Celkový účinný pr̊uřez pro rozptyl

Protože dif. účinný pr̊uřez prudce roste pro χ → 0, bude celkový účinný pr̊uřez σt

nekonečný. Ze vztah̊u (5.59) a (??)

σt = 2π
∫ π
χmin

σ(χ) sinχdχ = 2πb20
∫ π
χmin

sinχ

(1 − cosχ)2
dχ, (5.89)

kde χmin = 0. Integrováńım

σt = πb20[
1

sin2(χmin/2)
− 1], (5.90)

což jasně dává σt = ∞ pro χmin = 0. Př́ıspěvek částic s velmi malými deflekčńımi
úhly čińı tedy celkový účinný pr̊uřez nekonečným.



5.8.3 Účinný pr̊uřez pro přenos hybnosti

Substitućı (??) do (5.63) dostáváme

σm = 2π
∫ π
χmin

(1 − cosχ)σ(χ) sinχdχ = 2πb20
∫ π
χmin

sinχ

(1 − cosχ)
dχ, (5.91)

kde opět χmin = 0 a integraćı máme

σm = 4πb20 ln[
1

sin2(χmin/2)
], (5.92)

což opět dává σm = ∞ pro χmin = 0.

5.9 St́ıněńı Coulombovského potenciálu

Nekonečné hodnoty pro σt a σm pro Coulombovský potenciál jsou interpretovány
jako chyběj́ıćı mezńı hodnota záměrné vzdálenosti b (malé χ → velké b). Abychom
tedy źıskali rozumné hodnoty σt a σm muśıme nějak modifikovat naše úvahy a na
základě rozumného d̊uvodu zavést max. hodnotu záměrné vzdálenosti b = bc.

Ze vztahu σ(χ, ε)dΩ = b db dε a definice celk. účinného pr̊uřezu (5.58):

σt = 2π
∫ bc
0 b db, (5.93)



kde jsem zavedli max. hodnotu b = bc, takže

σt = πb2c. (5.94)

Zavedeńı max. hodnoty ⇔ nedocháźı k interakćım pro částice ve vzdálenostech b > bc
Rozptyl pro úhly 〈π/1, πrangle, tj. 〈0, b0〉 se obvykle nazývá rozptyl pod velkými

úhly nebo těsné srážky. Pokud se budou brát v úvahu pouze těsné srážky, máme

σt,velke = πb20 ; (π/2 < χ < π), (5.95)

kde b0 = qq1/(4πε0µg
2).

V́ıme, že v př́ıpadě nabitých částic v plazmatu dojde k jejich st́ıněńı oblakem částic
s opačným znaménkem. Mı́ra efektivnosti tohoto st́ıněńı je Debyeova délka :

λD = (
ǫ0kT

n0e2
)

1
2 . (5.96)

Koule o poloměru λD je Debyeova koule. Vezmeme-li do úvahy toto st́ıněńı:

U (r) =
1

4πǫ0

qq1
r

exp(− r

λD
) (5.97)

tedy pro r ≪ λD jde o potenciálńı energii velmi bĺızká Coulombovské, zat́ımco pro
r ≫ λD je to téměř nula.

Výpočet σt za použit́ı Debyovské potenciálńı energie je velmi komplikovaný
a vyžaduje numerické řešeńı. Je ovšem možné použ́ıt alternativńı zjednodušuj́ıćı



př́ıstup, který vede k dobrému souhlasu s řešeńım numerickým: Coulombovský po-
tenciál pro r < λD a nula pro r > λD ⇒ bc = λD - obecně totiž

λD ≫ b0. (5.98)

Rozptyl pro b0 < b < λD vedoućı k χ < π/2 se nazývá rozptyl pod malými úhly a
jeho př́ıspěvek k celk. účinnému pr̊uřezu je

σt,male = 2π
∫ λD
b0

b db = π(λ2
D − b20) ; (χ < π/2). (5.99)

Porovnáme-li
σt,male

σt,velke
=
λ2
D

b20
− 1 ≃ λ2

D

b20
. (5.100)

⇒ d̊uležité jsou srážky zp̊usobuj́ıćı rozptyl pod malými úhly ⇒
σt = πλ2

D (5.101)

Zavedeme max. hodnotu bc = λD i pro účinný pr̊uřez pro přenos hybnosti a ze
vztahu (5.92) máme

σm = 2πb20 ln(1 +
λ2
D

b20
), (5.102)

protože

sin(
1

2
χc) = (1 +

b2c
b20

)−1/2. (5.103)



Použijeme označeńı

Λ =
λD
b0
, (5.104)

přičemž Λ ≫ 1, takže
σm = 4πb20 ln Λ (5.105)

Funkce Λ se měńı relativně pomalu, pro většinu laboratorńıch typ̊u plazmatu je
ln Λ = 10–20. Abychom mohli vypoč́ıtat Λ uvažujme zjednodušeně:

• q = −e, q1 = e

• n0 hustota elektron̊u a iont̊u

• T teplota obou

• Maxwell. rozděleńı pro oba typy částic, žádná driftová rychlost

〈g2〉 =
1

n2
0

∫

v

∫

v1
fefi1(v1 − v)2d3vd3v1 =

1

n0

∫

v fe(
3kT

mi
+ v2)d3v =

3kT

µ
(5.106)

a tedy

b0 =
e2

4πǫ0µ〈g2〉 =
e2

12πǫ0kT
(5.107)

tj.

Λ =
12πǫ0kT

e2
λD = 12πn0λ

3
D = 9ND, (5.108)



T/n2 103 106 109 1012 1015 1018 1021

102 12.8 9.43 5.97
103 16.3 12.8 9.43 5.97
104 19.7 16.3 12.8 9.43 5.97
105 23.2 19.7 16.3 12.8 9.43 5.97
106 26.3 22.8 19.3 15.9 12.4 8.96 5.54
107 28.5 25.1 21.6 18.1 14.7 11.2 7.85
108 30.9 27.4 24.0 20.5 17.0 13.6 10.1

kde ND je počet částic v Debyově kouli.
Hodnoty parametru Λ pro teploty T v K a ne v cm−3:





Kapitola 6

Makroskopické transportńı rovnice

6.1 Momenty Boltzmannovy rovnice

Pokud známe rozdělovaćı fci ⇒ makroskopické veličiny jako hustota, středńı rychlost,
teplota apod. V termodynamické rovnováze ⇒ Maxwell-Boltzmannova rozd. fce. V
jiném př́ıpadě muśıme řešit komplikovaněǰśı BKR.
ALE rovnice pro časové a prostorové změny makroskopických proměnných mohou
být odvozeny z BKR bez jej́ıho řešeńı ⇒ makroskopické transportńı rovnice

Makroskopické veličiny souviśı s momenty rozdělovaćı fce a trasportńı rovnice pro
tyto proměnné źıskáme z moment̊u Boltzmannovy rovnice. Prvńı tři momenty:
vynásobeńım rovnice výrazy mα, mαv a mαv

2/2 a integraćı přes rychlostńı pros-
tor ⇒ zákon zach. hmotnosti, hybnosti a energie. Vždy se nám ale objev́ı nějaká
neznámá makrskop. veličina nav́ıc, takže abychom mohli soustavu vyřešit, muśıme



udělat nějaké vhodné předpoklady o nejvyšš́ım momentu rozděl. fce.

Pro každý typ částic vlastńı transportńı rovnice.

Existuje mnoho možnost́ı vytvořeńı soustavy transportńıch rovnic podle
zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u, např. model studeného nebo teplého plazmatu.

6.2 Obecná transportńı rovnice

Uvažujme fyzikálńı vlastnost částic v plazmatu χ(v) a vezměme obecnou BKR:

∂fα
∂t

+ v · ∇fα + a · ∇vfα =






δfα
δt







sraz
· (6.1)

Každý člen BKR vynásob́ıme χ(v) a z analogie výpočtu středńı hodnoty χ(v)
uděláme totéž s celou BKR

∫

v χ
∂fα
∂t

d3v +
∫

v χv · ∇fαd3v +
∫

v χa∇vfαd
3v =

∫

v χ






δfα
δt







sraz
d3v· (6.2)

Dále uprav́ıme každý člen rovnice zvlášt’.

Prvńı člen:
∫

v χ
∂fα
∂t

d3v =
∂

∂t

(∫

v χfαd
3v

)

−
∫

v fα
∂χ

∂t
d3v (6.3)



Posledńı člen je nula a z definice středńı hodnoty:

∫

v χ
∂fα
∂t

d3v =
∂

∂t
(nα〈χ〉) (6.4)

Druhý člen:
∫

v χv · ∇fαd3v = ∇ · (
∫

v vχfαd
3v) −

∫

v fαv∇χd3v −
∫

v fαχ∇ · vd3v (6.5)

Člen ∇ · v a ∇χ jsou nula:
∫

v χv · ∇vαd3v = ∇ · (nα〈χv〉α) (6.6)

Třet́ı člen:
∫

v χa · ∇vfαd
3v =

∫

v∇v · aχfαd3v −
∫

v fαa · ∇vχd
3v −

∫

v fαχ∇v · ad3v (6.7)

Posledńı integrál vymiźı pokud

∇v · a =
1

mα
∇v · F = 0, (6.8)

složka vektoru śıly Fi nezáviśı na př́ıslušné složce rychlosti vi, kde i = x, y z. Toto
omezeńı nevylučuje mg. śılu Fα = qαv × B:

Fx = qα(vyBz − vzBy) (6.9)



Prvńı integrál na pravé straně rovnice (??) je součtem tř́ı trojných integrál̊u:

∫

v∇v · (aχfα)d3v =
∑

i

∫ ∫ ∫ +∞
−∞

∂

∂vi
(aiχfα)dvxdvydvz. (6.10)

Pro každý z těchto tř́ı integrál̊u (i = x, y, z) máme

∫ ∫ ∫ +∞
−∞

∂

∂vx
(axχfα)dvxdvydvz =

∫ ∫ +∞
−∞ dvydvz(axχfα|+∞

−∞) = 0, (6.11)

protože fα(r,v, t) → 0 pro vi → ±∞. Protože prvńı a posledńı integrál vztahu (6.7)
je roven nule, máme

∫

v χa · ∇vfαd
3v = −nα〈a · ∇vχ〉α (6.12)

Kombinaćı předchoźıch výsledk̊u dostáváme obecnou transportńı rovnici

∂

∂t
(nα〈χ〉α) + ∇ · (nα〈χv〉α) − nα〈a · ∇vχ〉α =







δ

δt
(nα〈χ〉α)







sraz
, (6.13)

kde člen na pravé straně označuje rychlost změny veličiny χ na jednotku objemu v
d̊usledku srážek:







δ

δt
(nα〈χ〉α)







sraz
=

∫

v χ






δfα
δt







sraz
d3v (6.14)



6.3 Zákon zachováńı hmotnosti

6.3.1 Odvozeńı rovnice kontinuity z BKR

Rovnici (6.13) zde využijeme pro χ = mα. Vyjádř́ıme

〈χ〉α = mα (6.15)

〈χv〉α = mα〈v〉α = mαuα
∇vχ = ∇vmα = 0

a dostaneme rovnici kontinuity

∂ρmα
∂t

+ ∇ · (ρmαuα) = Sα, (6.16)

kde ρmα = nαmα a srážkový člen

Sα = mα

∫

v(
δfα
δt

)colld
3v =







δρmα

δt







sraz
(6.17)

vyjadřuje rychlost produkce nebo ztráty částic α na jednotku objemu v d̊usledku
interakćı. Pokud k nim nedocháźı

∂ρmα
∂t

+ ∇ · (ρmαuα) = 0 (6.18)

neboli
∂nα
∂t

+ ∇ · (nαuα) = 0 (6.19)



Rovnici zákona zachováńı náboje odtud dostaneme násobeńım nábojem qα:

∂ρα
∂t

+ ∇ · Jα) = 0, (6.20)

kde ρα = nαqα je hustota náboje a Jα = ραuα je hustota el. proudu.

6.3.2 Odvozeńı pomoćı dynamiky tekutin

Uvažujme objem tekutiny V uzavřený plochou S s elementem plochy dS = n̂dS.
Středńı počet částic opouštěj́ıćı objem V skrz dS za jednotku času je

nαuα · dS (6.21)

⇒ počet částic opouštěj́ıćı celý objem:
∮

S nαuα · dS. (6.22)

Celkový počet částic v objemu:
∫

V nαd
3r. (6.23)

Pokud nedocháźı k produkci nebo ztrátě částic v objemu, muśı platit
∮

S nαuα · dS = − ∂

∂t

∫

V nαd
3r (6.24)

a za použit́ı Gaussova teorému divergence
∮

S nαuα · dS =
∫

V ∇(nαuα)d
3r (6.25)



dostaneme
∫

V







∂nα
∂t

+ ∇ · (nαuα)




 d3r = 0, (6.26)

což muśı platit pro libovolný objem V , takže dostáváme rovnici kontinuity (6.19).

6.3.3 Srážkový člen

Procesy spojené se změnou počtu částic ⇒ obvykle nepružné srážky (ionizace, rekom-
binace, zachyceńı náboje). Jak je můžeme reprezentovat v rci kontinuity:

• efekt ionizace - rychlostńı koeficient pro ionizaci Ki, tj. počet pár̊u elektron/iont
produkovaných za jednotku času je Kineng, kde ng je hustota neutrálńıho plynu.
Ve slabě ionizovaném plazmatu je možné považovat ng za konstantńı a počet
vzniklých pár̊u zapsat pomoćı srážkové frekvence νine

• efekt rekombinace - rychlostńı koeficient pro rekombinaci Kr, tj. úbytek pár̊u
elektron/iont za jednotku času, za předpokl. jednoho druhu iont̊u (ni = ne) je
Krn

2
e

• efekt záchytu záporného náboje - rychlost úbytku elektron̊u Kaneng neboli
podobně jako pro ionizaci νane

=⇒
Se = me(νine −Krn

2
e − νane) (6.27)



6.4 Zákon zachováńı hybnosti

6.4.1 Odvozeńı pohybové rovnice

Nahrad́ıme χ(v) výrazem mαv v (6.13). Vezmeme-li v úvahu, že v = Vα + uα a
〈Vα〉 = 0, můžeme členy transportńı rovnice upravit takto:

∂

∂t
(ρmα〈v〉α) = ρmα

∂uα
∂t

+ uα
∂ρmα
∂t

(6.28)

∇ · (ρmα〈vv〉α) = ∇ · [ρmα(uαuα + uα〈Vα〉 + 〈Vα〉uα + (6.29)

+〈VαVα〉)] = ∇ · (ρmαuαuα + ρmα〈VαVα〉)

−nα〈F · ∇vv〉α = −nα〈(Fx
∂

∂vx
+ Fy

∂

∂vy
+ Fz

∂

∂vz
)v〉α = (6.30)

−nα〈Fx~x + Fy~y + Fz~z〉α = −nα〈F〉α
A dosad́ıme-li do (6.13), dostaneme rovnici zachováńı hybnosti

ρmα
∂uα
∂t

+ uα
∂ρmα
∂t

+ ∇ · (ρmαuαuα) + ∇ · (ρmα〈VαVα〉) − nα〈F〉α = Aα, (6.31)



kde Aα označuje srážkový člen

Aα = mα

∫

v v(
δfα
δt

)sraz d
3v =









δ(ρmαuα)

δt









sraz

(6.32)

Výraz ρmα〈VαVα〉 je tenzor kinetického tlaku Pα:

∇ · (ρmα〈VαVα〉) = ∇ · Pα (6.33)

Třet́ı člen na levé straně rovnice (6.31) můžeme rozepsat takto

∇ · (ρmαuαuα) =
∂

∂x
(ρmαuαxuα) +

∂

∂y
(ρmαuαyuα) +

∂

∂z
(ρmαuαzbfuα) =(6.34)

= ρmα(uαx
∂uα
∂x

+ uαy
∂uα
∂y

+ uαz
∂uα
∂z

+ uα[
∂(ρmαuαx)

∂x
+
∂(ρmαuαy)

∂y
+
∂(ρmαuαz)

∂z
] =

ρmα(uα · ∇)uα + uα[∇ · (ρmαuα)]
Dosazeńım (6.33) a (6.34) do (6.31) a za použit́ı rovnice kontinuity (6.16) dostáváme

ρmα[
∂uα
∂t

+ (uα · ∇)uα] + ∇ · Pα − nα〈F〉α = Aα − uαSα. (6.35)

Člen v hranaté závorce můžeme zapsat pomoćı totálńıho diferenciálu:

D

Dt
=
∂

∂t
+ uα · ∇, (6.36)



což odpov́ıdá časové změně pozorované ze souřadného systému pohybuj́ıćıho se
středńı rychlost́ı uα.

Jestliže uvažujeme elektromg. Lorentzovu śılu a gravitačńı śılu, je posledńı člen rce
(6.35)

−nα〈F〉α = −nαqα(E + uα × B) − nαmαg, (6.37)

kde pole E a B představuj́ı vyhlazené makroskopické pole. Pohybová rovnice je tedy

ρmα
Duα
Dt

= nαqα(E + uα × B) + ρmαg −∇ · Pα + Aα − uαSα (6.38)

Fyzikálńı význam: časová změna hybnosti v každém elementu kapaliny je zp̊usobena
exterńımi silami, třeńım (viskozitou) a tlakovými silami samotné kapaliny a dále
vnitřńımi silami, které odpov́ıdaj́ı interakćım ⇒ z.z. hybnosti

Často můžeme viskozitu zanedbat, tj. neuvažujeme nediagonálńı členyPα. Pokud je
nav́ıc rozdělovaćı funkce izotropńı, jsou diagonálńı členy Pα stejné a rovné skalárńımu
kinetickému tlaku pα. Zanedbáme-li dále člen vedoućı k tvorbě nebo zániku částic,
máme

ρmα
Duα
Dt

= nαqα(E + uα × B) + ρmαg −∇pα + Aα (6.39)



6.4.2 Srážkový člen

Člen Aα označuje rychlost změny středńı hodnoty hybnosti na jednotku objemu
zp̊usobenou srážkami. Důsledek zachováńı celkové hybnosti při elastických srážkách
stejných částic ⇒ Aα = 0. ALE pro kapalinu složenou z r̊uzných částic Aα 6= 0.

Často použ́ıvaný vztah pro přenos hybnosti srážkami (nemuśı platit vždy, předp.
Maxwell. r. fce a relatině malý rozd́ıl středńıch rychlost́ı částic):

Aα = −ρmα ∑

β
ναβ(uα − uβ), (6.40)

kde konstanta úměrnosti ναβ je srážková frekvence pro přenos hybnosti mezi
částicemi α a β. Protože během srážky se muśı zachovávat celková hybnost

ρmαναβ(uα − uβ) + ρmβνβα(uβ − uα) = 0. (6.41)

⇒
ρmαναβ = ρmβνβα (6.42)



6.5 Zákon zachováńı energie

6.5.1 Odvozeńı rovnice pro transport energie

Nahrad́ıme χ(v) výrazem mαv
2/2 v (6.13). Plat́ı

nα〈χ〉α =
1

2
ρmα〈V 2

α 〉 +
1

2
ρmαu

2
α =

1

2
(3pα + ρmαu

2
α) (6.43)

∇vχ =
1

2
mα∇v(v.v) = mα(v · ∇v)v = mαv (6.44)

Členy na pravé straně obecné transportńı rovnice (6.13) jsou tedy

∂

∂t
(nα〈χ〉α) =

3

2

∂pα
∂t

+
∂

∂t
(
1

2
ρmαu

2
α) (6.45)

∇ · (nα〈χv〉α) = ∇ · [1
2
ρmα〈(v · v)v〉α] (6.46)

−nα〈(F/mα) · ∇vχ〉α = −nα〈F · v〉α (6.47)

Součtem těchto člen̊u źıskáme rovnici zachováńı energie

3

2

∂pα
∂t

+
∂

∂t
(
1

2
ρmαu

2
α) + ∇ · [1

2
ρmα〈(v · v)v〉α] − nα〈F · v〉α = Mα, (6.48)



kde Mα je rychlost změny hustoty energie v d̊usledku srážek

Mα =
1

2
mα

∫

v v
2(
δfα
δt

)sraz d
3v =









δ(1
2ρmα〈v2〉α)

δt









sraz

(6.49)

Alternativně se může rovnice také zapsat jinak, viz dále. Vezměme nejprve třet́ı člen
(6.48) a v = Vα + uα:

〈[(uα + Vα) · (uα + Vα)](uα + Vα)〉 = (6.50)

= 〈(u2
α + 2uα · Vα + V 2

α )(uα + Vα)〉 =

= u2
αuα + 〈V 2

α 〉uα + 2〈VαVα〉 · uα + 〈V 2
αVα〉.

Člen ρmα〈Vα ⊗ Vα〉 představuje tenzor kinetického tlaku Pα a 1
2ρmα〈V 2

αVα〉 je
vektor toku tepla qα. Ukázali jsme, že 1

2
ρmα〈V 2

α 〉 = 3pα/2. Proto

∇ · [1
2
ρmα〈(v · v)v〉α] = (6.51)

∇ · [1
2
ρmαu

2
αuα +

1

2
(3pα)uα + Pα · uα + qα] =

∇ · (1
2
ρmαu

2
αuα) +

1

2
(3pα)(∇ · uα) +

1

2
(uα · ∇)(3pα) + ∇ · (Pα · uα) + ∇ · qα



Dosazeńım do (6.48) a za použit́ı označeńı D/Dt pro úplný diferenćıál, máme

D

Dt
(
3pα
2

) + (
3pα
2

)∇ · uα +
∂

∂t
(
1

2
ρmαu

2
α) + ∇ · (1

2
ρmαu

2
αuα) + (6.52)

∇ · (Pα · uα) + ∇ · qα − nα〈F · v〉α = Mα

Třet́ı a čtvrtý člen na levé straně můžeme psát jako

∂

∂t
(
1

2
ρmαuα · uα) + ∇ · [(1

2
ρmα(uα · uα)uα] = (6.53)

1

2
u2
α

∂ρmα
∂t

+ ρmαualpha ·
∂uα
∂t

+
1

2
u2
α∇ · (ρmαuα + ρmαuα · [(uα · ∇)uα] =

1

2
u2
α[
∂ρmα
∂t

+ ∇ · (ρmαuα)] + ρmαuα ·
Duα
Dt

Za použit́ı rovnice kontinuity (6.16) a pohybové rovnice (6.36) můžeme posledńı vztah
přepsat jako

1

2
u2
αSα + nαuα · 〈F〉α − uα · (∇ · Pα) + uα · Aα − u2

αSα. (6.54)



Dosazeńım zpět do (6.52)

D

Dt
(
3pα
2

) +
3pα
2
∇ · uα + ∇ · (Pα · uα) − uα · (∇ · Pα) − (6.55)

nα〈F · v)α〉 + nαuα · 〈F〉α + ∇ · qα =

= Mα − uα · Aα +
1

2
u2
αSα.

Třet́ı a čtvrtý člen můžeme kombinovat jako

∇ · (Pα · uα) − uα · (∇ · Pα) = (Pα · ∇) · uα (6.56)

a podobně pátý a šestý:

−nα〈F · v〉α + nαuα · 〈F〉α = −nα〈F · Vα〉, (6.57)

protože
〈F · v〉α = 〈F · (uα + Vα)〉 = 〈F〉α · uα + 〈F · Vα〉. (6.58)

V př́ıpadě śıly nezávislé na rychlosti je výraz (6.57) roven nule:

〈F · Vα〉 = F · 〈Vα〉 = 0 (6.59)

V př́ıpadě mg. śıly zjist́ıme totéž:

〈F · Vα〉 = qα〈(v × B) · Vα〉 = (6.60)

= qα(uα × B) · 〈Vα〉 + qα〈(Vα × B) · Vα〉 = 0,



kde oba členy jsou rovny nule, protože 〈Vα〉 = 0 a (Vα × B) je kolmé na Vα.
Dostáváme tedy tu alternativńı formu rovnice zachováńı energie

D

Dt
(
3pα
2

) +
3pα
2
∇ · uα + (Pα · ∇) · uα + ∇ · qα = (6.61)

= Mα − uα − Aα +
1

2
u2
αSα

6.5.2 Fyzikálńı interpretace

• Prvńı člen - celková změna hustoty tepelné energie v objemovém elementu pohy-
buj́ıćım se driftovou rychlost́ı uα (3pα/2 = ρmα〈V 2

α 〉/2).

• Druhý člen (6.61) - změna hustoty tep. energie d́ıky vstupu částic o středńı
rychlosti uα do objemového elementu.

• Třet́ı člen - práce vykonaná na jednotkovém objemu d́ıky tenzoru tlaku, který
p̊usob́ı na povrch tohoto objemu

• Čtvrtý člen - změna hustoty tepelné energie d́ıky srážkám (pro pouze jeden druh
částic je člen roven nule)

Prvńı dva členy můžeme ještě zkombinovat pomoćı rce kontinuity (6.16), kde



rozeṕı̌seme člen ∇ · (ρmαuα)

(
∂

∂t
+ uα · ∇)ρmα + ρmα∇ · uα = Sα, (6.62)

takže

∇ · uα = − 1

ρmα
(
Dρmα
Dt

− Sα). (6.63)

Dosazeńım (6.63) do (6.61) a použit́ım rovnost́ı ρmα = nαmα, pα = nαkTα,
dostaneme daľśı alternativńı tvar rovnice energie vyjádřené pomoćı teploty Tα

3

2
nαk

DTα
Dt

+ (Pα · ∇) · uα + ∇ · qα = Mα − uα.Aα + (
1

2
u2
α −

3

2

kTα
mα

)Sα (6.64)

6.5.3 Zjednodušuj́ıćı předpoklady

Podle okolnost́ı můžeme uplatnit r̊uzné zjednodušuj́ıćı předpoklady

• srážkový člen je nula nebo zanedbatelný; driftová rychlost uα je nula; vezmeme
vektoru toku tepla

qα = −K∇Tα (6.65)

⇒ rce (6.64) se redukuje na difuzńı rovnici pro Tα
3

2
nαk

DTα
Dt

= ∇ · (K∇Tα), (6.66)



kde K je koeficient tepelné vodivosti (souviśı s koeficientem viskozity)

• srážkový člen je nula nebo zanedbatelný; neviskózńı kapalina; tenzor tlaku se
redukuje na skalárńı tlak; neuvažujeme tepelnou vodivost (qα = 0); vztah (6.61)
⇒

D

Dt
(
3pα
2

) +
3pα
2

(∇ · uα) + pα(∇ · uα) = 0. (6.67)

Dosazeńım (6.63) za ∇ · uα pro Sα = 0 dává

D

Dt
(
3pα
2

) − 5pα
2ρmα

Dρmα
Dt

= 0 (6.68)

tedy
Dpα
pα

=
5

3

Dρmα
Dt

= 0 (6.69)

a po integraci
pα
p0

= (
ρmα
ρm0

)
5
3, (6.70)

kde p0 a ρm0 jsou konstanty, takže

pαρ
−5/3
mα = konst. (6.71)

Toto je adiabatická rovnice energie pro plyn, v němž je specifické teplo při konst.
tlaku a konst. objemu γ = 5/3.



Parametr γ fćı počtu stupň̊u volnosti N

γ = (2 +N)/N. (6.72)

Pro částice, které nemaj́ı vnitřńı stupně volnosti (jednoatomový plyn), je N = 3.
Adiabatická rovnice energie použ́ıvaná v termodynamice je obecně ve tvaru

pρ−γm = konst. (6.73)

Derivováńım
ρ−γm dp− γpρ−(γ+1)

m dρm = 0 (6.74)

nebo
dp = (

γp

ρm
) dρm = V 2

s dρm, (6.75)

kde jsme definovali Pα

Vs = (γp/ρm)1/2 = (γkT/m)1/2, (6.76)

což je adiabatická rychlost zvuku kapaliny.

• ideálńı plyn; konstantńı teplota kapalin ⇒ izotermálńı rovnice energie.
Vezmeme stavovou rovnici pro ideálńı plyn p = nkT a pro T = konst

dp = kT dn = (p/ρm) dρm = V 2
T dρm, (6.77)

kde izotermálńı rychlost zvuku je

VT = (p/ρm)1/2 = (kT/m)1/2 (6.78)



6.5.4 Model studeného plazmatu

• 1. moment BKR ⇒ rce kontinuity ⇒ hustota částic nα (nebo hustota hmotnosti
ρα) ve vztahu s driftovou rychlost́ı uα ⇒ 2 makroskopické veličiny ⇒ potřebujeme
2 makroskopické transportńı rce

• 2. moment BKR ⇒ pohybová rce (rce zachováńı hybnosti) ⇒ driftová rychlost
uα ve vztahu s hustotou částic nα a tenzorem kinetického tlaku Pα ⇒ 3
makroskopické veličiny ⇒ potřebujeme 3 makroskopické transportńı rce

• 3. moment BKR ⇒ rce energie ⇒ neznámé veličiny nα, uα, Pα a vektoru toku
tepla qα

=⇒ Žádný konečný systém transportńıch rovnic nemůže tvořit uzavřený systém,
takže muśıme zavést nějaké aproximace. Nejjednoduš̌śı model je model studeného
plazmatu. Model použ́ıvá pouze rovnici kontinuity a hybnosti. Tenzor tlaku se polož́ı
roven nule, tj. zanedbává se vliv tepelného pohybu částic a śıla zp̊usobená změnou
tlaku. Máme tedy dvě transportńı rce:

∂ρmα
∂t

+ ∇ · (ρmαuα) = Sα (6.79)

ρmα
Duα
Dt

= nαqα(E + uα × B) + ρmαg + Aα − uαSα (6.80)



Pokud můžeme nav́ıc zanedbat vznik a ztrátu částic α ⇒ Sα = 0. Vztah použ́ıvaný
pro srážkový člen pro přenos hybnosti Aα je dán vztahem (6.40).

Model vlastně předpokládá, že teplota plazmatu je nulová, takže rozdělovaćı fce je
Diracova delta fce fα(r,v, t) = δ|v − u(r, t)|.

6.5.5 Model teplého plazmatu

Zde se uvažuj́ı tři transportńı rovnice a ve třet́ı rci se zanedbává člen s vektorem
toku tepla ∇ ·qα = 0. Tato aproximace se nazývá adiabatická aproximace. Protože
tepelná vodivost je nula, neńı plazma viskózńı a nediagonálńı členy tenzoru tlaku
jsou nula. Dále s předpokládá, že ∇ · Pα = ∇ · pα.
V modelu teplého plazmatu tedy máme tyto tři transportńı rce

∂ρmα
∂t

+ ∇ · (ρmαuα) = Sα (6.81)

ρmα
Duα
Dt

= nαqα(E + uα × B) + ρmαg −∇Pα + Aα − uαSα (6.82)

D

Dt
(
3pα
2

) +
5pα
2

(∇ · uα) = Mα − uα − Aα +
1

2
u2
αSα. (6.83)



Pokud nav́ıc předpokládáme, že změna energie v d̊usledku srážek je zanedbatelná,
redukuje se rovnice (6.83) na adiabatickou rovnici

pαρ
−γ
mα = konst. (6.84)



Kapitola 7

Makroskopické rovnice pro vodivou kapalinu

7.1 Makroskopické proměnné pro plazma jako vodivou kapalinu

Uvažujme plazma jako celek a celkové makroskopické veličiny. Hustota hmotnosti:

ρm =
∑

α
ρmα =

∑

α
nαmα, (7.1)

hustota náboje:
ρ =

∑

α
nαqα, (7.2)

středńı rychlost kapaliny u:
ρmu =

∑

α
ρmαuα. (7.3)

Středńı rychlost každého typu částic uvažovaná vzhledem k celkové středńı rychlosti
plazmatu u je difuzńı rychlost wα

wα = uα − u = uα −
1

ρm

∑

α
ρmαuα (7.4)



Hustota toku hmotnosti neboli hmotnostńı tok

Jm =
∑

α
nαmαuα = ρmu (7.5)

a hustota el. proudu neboli tok náboje

J =
∑

α
nαqαuα = (7.27)ρu +

∑

α
nαqαwα (7.6)

Tenzor kinetického tlaku jednotlivých komponent plazmatu jsme definovali jako

Pα = ρmα〈VαVα〉, (7.7)

kde Vα = v − uα je náhodná rychlost. Jde vlastně o přenos hybnosti částicemi
skrze povrchový element pohybuj́ıćı se driftovou rychlost́ı. Pro celé plazma definujeme
alternativńı náhodnou rychlost Vα0 pro částice α vzhledem k celkové středńı rychlosti
plazmatu u

Vα0 = v − u. (7.8)

Celkový tlak je tedy definován jako rychlost přenosu hybnosti všemi částicemi plaz-
matu skrze element povrchu pohybuj́ıćı se celkovou středńı rychlost́ı u. Tenzor
celkového kineticého tlaku P je tedy

P =
∑

α
ρmα〈Vα0Vα0〉. (7.9)

Plat́ı
Vα0 = Vα + wα (7.10)



a tedy
P =

∑

α
ρmα〈(Vα + wα)(Vα + wα)〉, (7.11)

což roznásob́ıme jako

P =
∑

α
ρmα(〈VαVα〉 + 〈Vαwα〉 + 〈wαVα〉 + 〈wαwα〉). (7.12)

Z definice wα vid́ıme, že 〈wα〉 = wα, a proto

P =
∑

α
Pα +

∑

α
ρmαwαwα. (7.13)

Celkový skalárńı kinetický tlak p je

p =
1

3

∑

i
Pii =

1

3

∑

i

∑

α
ρmα〈Vα0iVα0i〉 =

1

3

∑

α
ρmα〈V 2

α0〉 (7.14)

Pomoćı (7.13)

p =
∑

α
pα +

1

3

∑

α
ρmαw

2
α (7.15)

Definujeme vektor celkového toku tepla (7.27)q

q =
1

2

∑

α
ρmα〈c2α0Vα0〉 (7.16)

a hustotu tepelné energie
3p

2
=

1

2

∑

α
ρmα〈V 2

α0〉 (7.17)



Je užitečné naj́ıt vztah mezi

qα =
1

2
ρmα〈V 2

αVα〉 (7.18)

a q. Takže pomoćı Vα0 = Vα + wα dostaneme

q =
1

2

∑

α
ρmα[〈V 2

αVα〉 + w2
α〈Vα〉 + 2〈(wα · Vα)Vα〉 + (7.19)

+〈V 2
α 〉wα + w2

αwα + 2(〈Vα〉 · wα)wα],

přičemž 〈Vα〉 = 0, takže

q =
1

2

∑

α
ρmα[〈V 2

αVα〉 + 2wα · 〈Vα)Vα〉 + 〈V 2
α 〉wα + w2

αwα] (7.20)

Ze vztahu (7.18), (7.7) a pα = ρmα〈V 2
α 〉/3 přeṕı̌seme předchoźı vztah jako

q =
∑

α
(qα + wα · Pα +

3

2
pαwα +

1

2
ρmαw

2
αwα). (7.21)

Pro izotropńı př́ıpad

q =
∑

α
(qα +

5

2
pαwα +

1

2
ρmαw

2
αwα). (7.22)



7.2 Rovnice kontinuity

Rovnici kontinuity pro jednotlivé částice sumujeme

∑

α

∂ρmα
∂t

+
∑

α
∇ · (ρmαuα) =

∑

α
Sα, (7.23)

což dává
∂ρm
∂t

+ ∇ · (ρmu) = 0, (7.24)

nebot’ suma Salpha je nula d́ıky zachováńı celkové hmostnosti v systému. Rovnici
můžeme také přepsat pomoćı D/Dt = ∂/∂t + u · ∇ jako

Dρm
Dt

+ ρm∇ · u = 0 (7.25)

7.3 Pohybová rovnice

Podobně postupuje i v př́ıpadě rovnice z.z. hybnosti:

∑

α
ρmα[

∂uα
∂t

+ (uα · ∇)uα] =
∑

α
nαqαE +

∑

α
nαqα(uα × B) + (7.26)

+
∑

αρmαg − ∑

α
∇ · Pα +

∑

α
Aα − ∑

α
uαSα



Protože celk. hybnost všech částic se zachovává je srážk. člen nula.

∑

α
ρmα[

∂uα
∂t

+ (uα · ∇)uα] = ρE + J × B + ρmg −∇ · P + (7.27)

+
∑

α
∇ · (ρmαwαwα) − ∑

α
uαSα

Člen obsahuj́ıćı Sα můžeme eliminovat pomoćı rovnice kontinuity. Zaṕı̌seme rovnost

∑

α
uαSα =

∑

α
uα[

∂ρmα
∂t

+ ∇ · (ρmαuα)], (7.28)

což kombinujeme se členy na levé straně rovnice (7.27) a členem ∑

α uαSα na jej́ı pravé
straně. Dostáváme výraz

∑

α
[
∂(ρmαuα)

∂t
+ ∇ · (ρmαuαuα)], (7.29)

kde využijeme vztah pro celkovou středńı rychlost (7.3), druh7 4len expandujeme
nahrazeńım uα = wα + u. Vid́ıme, že

∑

α
ρmαwα =

∑

α
ρmα(uα − u) = ρmu − ρmu = 0. (7.30)

Vztah (7.29) uprav́ıme tedy jako

∑

α
[
∂(ρmαuα)

∂t
+ ∇ · (ρmαuαuα)] =

∂(ρmu)

∂t
+ ∇ · (ρmuu) + (7.31)



+
∑

α
∇ · (ρmαwαwα) = ρm[

∂u

∂t
+ (u · ∇)u] + u[

∂ρm
∂t

+ ∇ · (ρmu)] +

+
∑

α
∇ · (ρmαwαwα) = ρm

Du

Dt
+

∑

α
∇ · (ρmαwαwα),

kde jsme využili rci kontinuity. Potom pohybová rovnice je

ρm
Du

Dt
= ρE + J × B + ρmg −∇ · P . (7.32)

7.4 Rovnice energie

Opět sumujeme rovnici energie pro jednotlivé typy částic:

∑

α

∂

∂t
(
1

2
ρmα〈v2〉α) +

∑

α
∇ · (1

2
ρmα〈v2v〉α) − ∑

α
nα〈F · v〉α = 0, (7.33)

kde srážkový členMα sumovaný přes všechny částice je nula. Nahrad́ıme v = Vα0+u
a expandujeme každý člen rovnice. Pro prvńı člen máme

∂

∂t
(

∑

α

1

2
ρmα〈v · v〉α) =

∂

∂t
[
∑

α

1

2
ρmα(〈V 2

α0〉 + u2 + 2wα · u)] (7.34)

=
∂

∂t
(

∑

α

1

2
ρmα(〈V 2

α0〉) +
∂

∂t
(
1

2
ρmαu

2) =
∂

∂t
(
3p

2
) +

∂

∂t
(
1

2
ρmu

2),



kde jsme použili vztah (7.17) a fakt, že ∑

α ρmαwα = 0

Před úpravou druhého členu si uvědomı́me, že

〈v2v〉α = 〈(V 2
α0 + u2 + 2Vα0 · u)〉 (7.35)

= 〈V 2
α0Vα)〉 + u2wα + 2〈Vα0Vα0〉 · u +

〈V 2
α0〉u + u2u + 2(wα · u)u,

protože Vα0 = Vα + wα a 〈Vα〉 = 0. Proto

∇ · (∑

α

1

2
ρmα〈v2v〉α) = ∇ · (

∑

α

1

2
ρmα〈V 2

α0Vα0〉) + (7.36)

+∇ · (∑

α
ρmα〈Vα0Vα0〉 · u) + ∇ · (∑

α

1

2
ρmα〈V 2

α0〉u) +

∇ · (∑

α

1

2
ρmαu

2u)

Když použijeme definici celkového toku tepla q a tenzoru celkového kinetického tlaku
P , můžeme toto dále upravit jako

∇ · (∑

α

1

2
ρmα〈v2v〉α) = ∇ · q + ∇ · (P · u+) (7.37)

+∇.(3p
2

u) + ∇.(1
2
ρmαu

2u)



Pro třet́ı člen máme
∑

α
nα〈F · v〉α =

∑

α
nα[qα〈E · v〉α + qα〉(v × B) · v〉α +mα〈g · v〉α], (7.38)

kde jsme uvažovali elmag śılu a śılu gravitačńı. Protože 〈vα〉 = uα a pro lib. vektor
v plat́ı (v × B) · v = 0, máme

∑

α
nα〈F · v〉α = J · E + Jm · g, (7.39)

kde E a g jsou vystředovaná makroskopická pole.
Kombinováńım předchoźıch výsledk̊u dostaneme

∂

∂t
(
3p

2
) + ∇ · (3p

2
u) +

∂

∂t
(
1

2
ρmu

2) + ∇ · (1
2
ρmu

2u) + (7.40)

∇ · q + ∇ · (P · u) − J · E − Jm · g = 0.

Třet́ı a čtvrtý člen zkombinujeme jako

∂

∂t
(
1

2
ρmu

2) + ∇ · (1
2
ρmu

2u) =
1

2
u2[
∂ρm
∂t

+ ∇ · (ρmu)] + u · (ρm
Du

Dt
), (7.41)

což dále uprav́ıme za použit́ı rce kontinuity a pohybové rovnice:

ρu · E + u · (J × B) + Jm · g − u · (∇ · P). (7.42)

Tento výsledek použijeme opět v rci energie a dostaneme tvar

D

Dt
(
3p

2
) +

3p

2
∇ · u + ∇ · q + (P · ∇) · u = J · E − u.(J × B) − ρu · E. (7.43)



• 1. člen - časová změna celk. hustoty tepelné energie vzhledem k referenčńımu
systému pohybuj́ıćım se celkovou středńı rychlost́ı u

• 2. člen - přisṕıvá ke změně celk. hustoty tepelné energie d́ıky přenosu tepelné
energie v objem. elementu v d̊usledku pohybu částic

• 3. člen - tok tepla

• 4. člen - práce vykonaná na objem. elementu tlakovými silami (normálovými i
tečnými)

• členy na pravé straně - práce vykonaná na objem. elementu el. silami existuj́ıćımi
v referenčńım systému pohybuj́ıćım se celkovou středńı rychlost́ı u. Tyto členy
mohou být dále zkombinovány (viz ńıže).

Před daľśı úpravou si uvědomme, že hustota el. proudu se skládá ze dvou část́ı

J =
∑

α
nαqαuα =

∑

α
nαqαwα +

∑

α
nαqαu = J′ + ρu, (7.44)

kde ρu je hustota el. proudu konvekčńı, tj. tok prostorového náboje s rychlost́ı u a
J′ je hustota el. proudu vodivostńı, tj. hustota el. proudu v systému pohybuj́ıćım se
rychlost́ı u. Na druhé straně můžeme psát

u · (J × B) = −J · (u × B) = −J′ · (u× B). (7.45)



Dosazeńım obou horńıch výraz̊u do rce energie dostaneme

D

Dt
(
3p

2
) +

3p

2
∇ · u + ∇ · q + (P · ∇) · u = J′ · E′, (7.46)

kde E′ = E + u × B je el. pole existuj́ıćı v souř. systému pohybuj́ıćım se rychlost́ı
u. Člen J′ · E′ představuje tedy rychlost změny hustoty energie d́ıky Joulovskému
ohřevu.



7.5 Elektrodynamické rovnice pro vodivou kapalinu

Makroskopické transportńı rovnice pro vodivou kapalinu netvoř́ı uzavřený systém
(podobně jako u transportńıch rovnic pro jednotlivé typy částic). Nav́ıc obsahuj́ı
elektrodynamické veličiny E, B, J a ρ ⇒ kromě hydrodynamických transportńıch
rovnic potřebujeme elektrodynamické rovnice.

7.5.1 Maxwellovské rovnice rotace

∇× E = −∂B
∂t

(7.47)

∇× B = µ0(J + ǫ0
∂E

∂t
) (7.48)

7.5.2 Zákon zachováńı el. náboje

źıskáme z rovnice kontinuity pro jednotlivé typy částic vynásobeńı rovnice výrazem
qα/mα a sumaćı přes všechny částice:

∂

∂t
(

∑

α
nαqα) + ∇ · (∑

α
nαqαuα) =

∑

α
(
qα
mα

)Sα, (7.49)



z čehož
∂ρ

∂t
+ ∇ · J = 0 (7.50)

Muśıme si uvědomit, že tato rovnice se dá odvodit i z Maxwell. rce (7.47) a z Maxwell.
rovnice pro divergenci E

∇ · E =
ρ

ǫ0
. (7.51)

Vezmeme divergenci (7.48)

∇ · J + ǫ0
∂

∂t
(∇ · E) = 0, (7.52)

zkombinujeme s (7.51) a dostáváme (7.50). ⇒ rovnice (7.51) tedy neńı nezávislá na
rovnici (7.50).
Dále si uvědomı́me, že uděláme-li divergenci vztahu (7.47), dostaneme

∂

∂t
(∇ · B) = 0 (7.53)

neboli
∇ · B = konst. (7.54)

Takže Maxwellova rovnice
∇ · B = 0 (7.55)

je vlastně počátečńı podmı́nkou rovnice (7.47).



7.5.3 Zobecněný Ohmův zákon

Postupujeme stejně jako u zákona zach. el. náboje - vezmeme pohybovou rovnici
(zákon zach. hybnosti) pro jednotlivé typy částic, vynásob́ıme qα/mα a sumujeme
přes všechny částice:

∑

α
nαqα(

∂uα
∂t

) +
∑

α
nαqα(uα · ∇)uα =

∑

α
nα(

qα
mα

)〈F〉α − (7.56)

−∇ · [∑
α
(
qα
mα

)Pα] +
∑

α
(
qα
mα

)Aα − ∑

α
(
qα
mα

)uαSα (7.57)

Úprava druhého členu na pravé straně rovnice (7.56):
Definujeme tenzor elektrokinetického tlaku PE

α pro částice α

PE
α = (

qα
mα

)Pα = nαqα〈VαVα〉 (7.58)

a pro plazma jako vodivou kapalinu máme analogicky

PE =
∑

α
PE
α +

∑

α
nαqαwαwα. (7.59)

Tedy

−∇ · [∑
α
(
qα
mα

)Pα] = −∇ · PE + ∇ · (∑

α
nαqαwαwα) (7.60)



Úprava čtvrtého členu na pravé straně rovnice (7.56):
Použijeme rovnici kontinuity a uα = wα + u

− ∑

α
(
qα
mα

)uαSα = − ∑

α
wα

∂

∂t
(nαqα) − ∑

α
wα[∇ · (nαqαwα)] − (7.61)

− ∑

α
wα[∇ · (nαqαu)] − u

∂ρ

∂t
− u(∇ · J) (7.62)

Podobně prvńı a druhý členu na levé straně rovnice (7.56) uprav́ıme jako:

∑

α
nαqα

∂wα

∂
+

∑

α
(nαqαwα · ∇)wα +

∑

α
(nαqαu · ∇) · wα + ρ

∂u

∂t
+ (J.∇)u (7.63)

Zjednodušeńı celé rovnice (7.56):
Použijeme následuj́ıćı vztah pro dva vektory:

∇ · (ab) = b(∇ · a) + (a · ∇)b, (7.64)

využijeme vyjádřeńı hustoty el. proudu (7.44) a předchoźı zjednodušené výrazy:

∂J

∂t
+ ∇ · (uJ′ + Ju) + ∇ · PE =

∑

α
nα(

qα
mα

)〈F〉α +
∑

α
(
qα
mα

)Aα. (7.65)

Rovnice (7.47), (7.48), (7.50) a (7.65) tvoř́ı soustavu deseti rovnic, které
doplňuj́ı rovnici zachováńı hmotnosti, hybnosi a energie pro vodivou kapalinu.



Rovnice (7.65) je ale stále v obecném, pro praxi nepoužitelném tvaru. Jednoduchý
a použ́ıvaný tvar této rovnice můžeme źıskat pro plně ionizované plazma s jedńım
druhem iont̊u:
Vyjádř́ıme hustotu el. proudu a náboje jako

J =
∑

α
nαqαuα = e(niui − neue) (7.66)

ρ =
∑

α
nαqα = e(ni − ne). (7.67)

Globálńı středńı rychlost je

u =
1

ρm
(ρmeue + ρmiui, (7.68)

kde ρm = ρme + ρmi. Zkombinováńım této rovnice s (7.66) dává

ui =
µ

ρmi
(
ρmu

me
+

J

e
) (7.69)

ue =
µ

ρme
(
ρmu

mi
+

J

e
), (7.70)

kde µ = memi/(memi) označuje redukovanou hmotnost.
Dále předpokládáme, že středńı rychlosti elektron̊u a iont̊u vztažené ke globálńı
středńı rychlosti u, tj. difuzńı rychlosti we a wi, jsou malé ve srovnáńı s tepelnými.



Pak zjednoduš́ıme vztah (7.59) takto

PE = PE
i + PE

e = e(
Pi

mi
− Pe

me
) (7.71)

Silový člen v rovnici (7.65) nahrad́ıme elekromagnetickým polem

∑

α
nα(

qα
mα

〈F〉α =
∑

α
nα(

qα
mα

)[qα(E + uα × B)] = (7.72)

= e2(
ni
mi

+
ne
me

)E + e2(
ni
mi

ui +
ne
me

ue) × B.

V něm nahrad́ıme ue a ui ze vztah̊u (7.70) a (7.69) a zjednoduš́ıme

∑

α
nα(

qα
mα

)〈F〉α = e2(
ni
mi

+
ne
me

)E+e2(
ni
me

+
ne
mi

)u × B+e(
1

mi
− 1

me
)J × B. (7.73)

Tento vztah dále zjednoduš́ıme za použit́ı následuj́ıćıch aproximaćı (mi ≫ me, ne =
ni = n):

1

mi
− 1

me
≃ − 1

me
(7.74)

ni
mi

+
ne
me

≃ n

me
(7.75)

ni
me

+
ne
mi

≃ n

me
, (7.76)



takže máme PE = −(e/me)Pe a z (7.73)

∑

α
nα(

qα
mα

)〈F〉α =
ne2

me
(E + u × B) − e

me
J × B (7.77)

Srážkový člen v (7.65) naṕı̌seme ve dř́ıve uvedeném tvaru

Ae = −ρmeνei(ue − ui) (7.78)

Ai = −ρmiνie(ui − ue), (7.79)

přičemž plat́ı ρmiνie = ρmeνei, takže

∑

α
(
qα
mα

)Aα = eρmeνei(ue − ui)(
1

mi
+

1

me
) = −νeiJ, (7.80)

kde jsem použili (7.66) pro J, ne = ni = n a aproximaci mi ≫ me.
Nyńı můžeme použ́ıt výsledky z (7.71), (7.77) a (7.80) a dosadit je do (7.65)

∂J

∂t
+ ∇ · (uJ′ + JU) − e

me
∇ · P = (7.81)

=
ne2

me
(E + u × B) − e

me
J × B − νeiJ.

Protože jsme předpokládali ne = ni, muśı ρ = 0 a J = J′. V určitých situaćıch se dá
předpokládat, že J a u jsou malé perturbace, a proto je jejich součin zanedbatelný.



Dále zavedeme označeńı

σ0 =
ne2

meνei
, (7.82)

což představuje podélnou el. vodivost. Pak dostáváme z (7.81)

me

ne2

∂J

∂t
− 1

ne
∇ · Pe = E + u × B − 1

ne
J × B − 1

σ0
J. (7.83)

Tato rovnice se nazývá zobecněný Ohm̊uv zákon. V magnetohydrodynamice se ob-
vykle členy na levé straně zanedbávaj́ı, což ovšem neńı vždy dost dobře zd̊uvodnitelné.
Pokud se J neměńı v čase, tj. za ustálených podmı́nek, máme ∂J/∂t = 0. Pokud
dále předpokládáme, že jsou zanedbatelné prostorové změny tlaku, tj. ∇ · Pe = 0,
pak dostáváme zjednodušeńı

J = σ0(E + u × B) − σ0

ne
J × B. (7.84)

Posledńı člen v této rovnici vyjadřuje Hall̊uv jev. Tento člen je malý pokud σ0|B| ≪
ne. Pak

J = σ0(E + u × B) (7.85)

a bez př́ıtomnosti mg. pole
J = σ0E, (7.86)

což je obecně známý Ohm̊uv zákon.



7.6 Zjednodušené magnetohydrodynamické rovnice

Rovnice kontinuity, zjednodušená pohybová rovnice, adiabatická rovnice energie,
Maxwellovy rovnice pro el. intenzitu a mg. indukci (zde zenadbáváme čas. změnu
el. intenzity) a zjednodušený Ohmův zákon:

∂ρm
∂t

+ ∇ · (ρmu) = 0 (7.87)

ρm
Du

Dt
= J × B −∇p (7.88)

dp = V 2
s dρm (7.89)

∇× E = −∂B
∂t

(7.90)

∇× B = µ0J (7.91)

J = σ0(E + u × B) − σ0

ne
J × B (7.92)



Kapitola 8

Vodivost plazmatu a difuze

8.1 Langevin rovnice

Předt́ım než budeme diskutovat dva d̊uležité jevy v plazmatu, vodivost a difuzi,
uvedeme si velmi jednoduchou pohybovou rovnici pro slabě ionizované (ne ≪ ng)
studené plazma - Langevinovu rovnici. Předpokládáme, že co se týče interakćı, bude
dominantńı interakce nabitých částic s neutrály. Dále uvažujeme pouze el. a mg.
śılu (zanedbáváme gravitačńı pole a śılu zp̊usobené gradienty tlaku). Dř́ıve uvedená
pohybová rovnice

ρmα
Duα
Dt

= nαqα(E + uα × B) + ρmαg −∇pα + Aα (8.1)

se tedy zjednodušuje jako

me
Due

Dt
= −e(E + ue × B) +

Ae

ne
.(8.2)



Makroskopický srážkový člen Ae/ne můžeme vyjádřit

Ae

ne
= −νcmeue, (8.3)

kde νc je srážková frekvence pro přenos hybnosti mezi elektrony a těžkými neutrálńımi
částicemi. V tomto vztahu jsme zanedbali středńı rychlosti neutrálńıch částic, protože
tyto částice jsou mnohem hmotněǰśı než elektrony (ALE nezanedbáváme jejich te-
pelnou rychlost). Dosad́ıme srážkový člen a dostáváme Langevinovu rovnici

me
Due

Dt
= −e(E + ue × B) − νcmeue (8.4)

Fyzikálńı smysl srážkového členu? Pokud nep̊usob́ı el. a mg. śıla

Due

Dt
= −νcue, (8.5)

což můžeme vyřešit
ue(t) = ue(0)exp(−νct). (8.6)

Tedy srážky elektron̊u s neutrály snižuj́ı středńı rychlost elektron̊u exponencielně
rychlost́ı odpov́ıdaj́ıćı srážkové frekvenci.



Rovnici analogickou k (??) můžeme napsat pro ionty

mi
Dui

Dt
= Ze(E + ui × B) − νinmiui, (8.7)

kde Ze je náboj iontu. V mnoha př́ıpadech jako je např. vysokofrekvenčńı plazma,
můžeme zanedbat pohyb iont̊u, tj. ui = 0. Plazma, v nemž je d̊uležitý pouze pohyb
elektron̊u se obvykle nazývá Lorentz̊uv plyn.

8.2 Linearizace Langevinovy rovnice

Langevinova rovnice ve tvaru (8.4) obsahuje nelineárńı členy - součin dvou
proměnných. V mnoha př́ıpadech můžeme situaci zjednodušit linearizaćı těchto člen̊u,
která je použitelná v př́ıpadě změn o malých amplitudách.

• Totálńı diferenciál ue obsahuje člen (ue · ∇)ue. Zanedbáńı tohoto členu je možné
pokud jsou středńı rychlost a jej́ı prostorové změny malé nebo pokud je středńı
rychlost kolmá na sv̊uj gradient (transverzálńı vlny)

• V nelineárńı členu ue × B budeme separovat mg. indukci B(r, t) na dva členy

B(r, t) = B0 + B′(r, t), (8.8)

takže
q(E + ue × B) = q(E + ue × B0 + ue × B′). (8.9)



Pokud můžeme předpokládat, že

|ue × B′| ≪ |E| (8.10)

můžeme člen |ue × B′| v (8.9) zanedbat.

S využit́ım dvou výše uvedených linearizačńıch zjednodušeńı źıskáváme následuj́ıćı
Langevinovu rci

me
∂ue

∂t
= −e(E + ue × B0) − νcmeue (8.11)

V mnoha praktických problémech se proměnné E, B′ a ue měńı harmonicky v čase
i prostoru. Využijeme rovinných vln, protože jde o jednoduchý př́ıpad a jakákoliv
fyzikálně realizovatelná vlna se dá vyjádřit jako superpozice rovinných vln.

E,B′,ue ∝ exp[i(k · r − ωt)], (8.12)

kde ω je kruhová frekvence, k vlnový vektor ve směru š́ı̌reńı vlny. Diferenciálńı
operátory ∇ a ∂/∂t se pak transformuj́ı na ik a −iω. Dosazeńım (8.8) do Maxwell.
rce ∇× E = −∂B/∂t dostaneme

ik × E = iωB′, (8.13)

takže

B′ =
k × E

ω
. (8.14)



Nyńı můžeme ověřit nerovnost (8.10)

|ue × (k × E)/ω| ≪ |E|. (8.15)

Velikost nelineárńıho členu |ue × B′| může být tedy rovna nebo menš́ı než
|(uekE)/ω|. Nelineárńı člen můžeme zanedbat pokud

|ue(k/ω)| ≪ 1 (8.16)

nebo ekvivalentně
|ue| ≪ |ω/k|, (8.17)

kde ω/k představuje fázovou rychlost rovinné vlny. Protože tento člen obvykle
dosahuje rychlosti světla, zat́ımco amplituda středńı rychlosti elektron̊u ue je mnohem
menš́ı, můžeme skutečně nelineárńı člen zanedbávat. Pokud ale dojde k rezonanci, je
ω/k velmi malé, zat́ımco ue se stává velké. V tomto př́ıpadě se pak nelineárńı člen
zanedbat nedá.

8.3 Stejnosměrná vodivost a pohyblivost elektron̊u

Použijeme Langevinovu rovnici pro ustálený stav, abychom odvodili stejnosměrnou
vodivost plazmatu. V této kapitole předpokládáme slabě ionizované homogenńı
plazma, ve kterém můžeme použ́ıt model Lorentzova plynu. Předpokládáme, že ap-
likované el. pole je konstantńı a homogenńı.



8.3.1 Izotropńı plazma

Pokud nep̊usob́ı mg. śıla, můžeme Langevinovu rci pro ustálený stav zapsat jako

−eE −meνcue = 0. (8.18)

Hustota el. proudu
J = −eneue. (8.19)

Kombinaćı předchoźıch dvou rovnic

J =
nee

2

meνe
E. (8.20)

Z Ohmova zákona J = σ0E můžeme pak vyjádřit stejnosměrnou vodivost pro
izotropńı elektronový plyn

σ0 =
nee

2

meνc
. (8.21)

Pohyblivost elektron̊u µe je definovaná jako

µe =
ue
E
, (8.22)

takže dostáváme
Me = − e

meνc
= − σ0

nee
(8.23)



8.3.2 Anizotropńı magnetoplazma

V př́ıpadě př́ıtomnosti mg. pole se plazma stává anizotropńı. Langevinova rce pro
ustálený stav je

−e(E + ue ×B0) −meνcue = 0, (8.24)

kde B0 je konstantńı a homogenńı mg. pole. Použijeme (8.19)

meνc
nee

J = e(E + ue × B0), (8.25)

takže

J = σ0(E + ue × B0), (8.26)

což je zjednodušená podoba Ohmova zákona.
Chtěli bychom přepsat tento zákon tak, aby hustota el. proudu byla př́ımo úměrná
aplikovanému el. poli. Definujeme tedy tenzor stejnosměrné vodivosti S

J = S · E. (8.27)

Abychom źıskali jeho vyjádřeńı, uvažujme kartézské souřadnice a mg. pole rovnoběžné
s osou z, tj. B0 = B0ẑ. Nahrad́ıme ue = −J/(ene) v (8.26)

J = σ0E − σ0B0

ene
(J × ẑ). (8.28)



Uvědomı́me si, že
J × ẑ = Jyx̂ − Jxŷ (8.29)

a dostáváme tuto soustavu rovnic

x̂ : Jx = σ0Ex −
Ωce

νe
Jy (8.30)

ŷ : Jy = σ0Ey +
Ωce

νe
Jx (8.31)

ẑ : Jz = σ0Ez, (8.32)

kde Ωce = eB0/me označuje elektronovou cyklotronovou frekvenci. Z prńıch dvou
rovnic dostáváme

Jx =
ν2
c

(ν2
c + Ω2

ce)
σ0Ex −

ν2
cΩce

(ν2
c + Ω2

ce)
σ0Ey (8.33)

Jy =
ν2
cΩce

(ν2
c + Ω2

ce)
σ0Ex +

ν2
c

(ν2
c + Ω2

ce)
σ0Ey. (8.34)

V maticové podobě tedy
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Tenzor ss vodivosti je tedy

S =

















σ⊥ −σH 0
σH σ⊥ 0
0 0 σ‖

















, (8.36)

kde

σ⊥ =
ν2
c

(ν2
c + Ω2

ce)
σ0 (8.37)

σH =
ν2
cΩce

(ν2
c + Ω2

ce)
σ0 (8.38)

σ‖ ≡ σ0 =
nee

2

meνe
. (8.39)

Abychom pochopili fyzikálńı smysl komponent tenzoru S je vhodné rozložit el. in-
tenzitu do směru rovnoběžného s B0 a kolmého. Element σ⊥ se nazývá kolmá nebo
transverzálńı vodivost (rovněž Pedersonova vodivost), protože ř́ıd́ı tok el. proudu
ve směru rovnoběžném s E⊥ a kolmém na B0, zat́ımco σH (Hallova vodivost) ř́ıd́ı
tok. el. proudu ve směru kolmém na el. i mg. pole. Element σ0 je podélná vodivost,
protože určuje tok el. proudu ve směru rovnoběžném s mg. polem.



Dále odvod́ıme vztah pro pohyblivost elektron̊u. Dı́ky anizotropii p̊ujde o tenzor

ue = Me · E. (8.40)

Protože J = −eneue = SE, máme

Me = − 1

nee
S. (8.41)

8.4 Stř́ıdavá vodivost a elektronová pohyblivost

Předpokládejme nyńı, že el. pole E(r, t) a středńı rychlost elektron̊u ue(r, t) se har-
monicky měńı s časem jako exp(−iωt). Linearizovanou Langevinovu rovnici (8.11)

−iωmeue = −e(E + ue × B0) −meνcue (8.42)

můžeme tedy přepsat jako

−e(E + ue × B0) −me(νc − iω)ue = 0 (8.43)

Tato rovnice je analogická k rovnici (8.24) až na změnu členu srážkové frekvence, tj.
mı́sto νc na νc − iω. Takže podobně dostáváme tenzor tlaku, kde frekvenčně závislá
kolmá vodivost, Hallova vodivost a podélná vodivost jsou

σ⊥ =
(νc − iω)2

(νc − iω)2 + Ω2
ce

σ0 (8.44)



σH =
(νc − iω)Ωce

(νc − iω)2 + Ω2
ce

σ0 (8.45)

σ0 =
nee

2

me(νc − iω)
=
nee

2(νc − iω)

me(ν2
c + ω2)

(8.46)

Pohyblivost dostáváme opět analogicky podle vztahu (8.41).

Pokud můžeme zanedbat elektron-neutrál srážkovou frekvenci (νc = 0), dostáváme

σ⊥ =
ω2

(ω2 − Ω2
ce)
σ0 (8.47)

σH =
iωΩce

(ω2 − Ω2
ce)
σ0 (8.48)

σ0 = i
nee

2

meω
(8.49)

8.5 Vodivost při uvažováńı pohybu iont̊u

Vezmeme v úvahu pohyb iont̊u. Linearizovaná Langevinova rovnice pro částice typu
α

mα
∂uα
∂t

= qα(E + uα × B0) −mανcαuα, (8.50)



kde νcα je efektivńı srážková frekvence neboli tlumı́ćı člen, jenž je výsledkem srážek
částic α s neutrály. Langevinova rovnice pro jednotlivé typy nabitých částic jsou
nezávislé. Celkový proud je tedy dán jako

J =
∑

α
nαqαuα =

∑

α
Jα = (

∑

α
Sα) · E (8.51)

a celkový tenzor vodivosti je jednoduše

S =
∑

α
Sα. (8.52)

Pro plazma obsahuj́ıćı elektrony a několik typ̊u iont̊u (index j) dostáváme ze vztah̊u
(8.44), (8.45) a (8.46) pomoćı plazmové frekvence ωpα a ε0

σ⊥ = ǫ0[
ω2
pe(νce − iω)

(νce − iω)2 + Ω2
ce

+
∑

j

ω2
pj(νcj − iω)

(νcj − iω)2 + Ω2
cj

] (8.53)

σH = ǫ0[
ω2
peΩce

(νce − iω)2 + Ω2
ce

− ∑

j

ω2
pjΩcj

(νcj − iω)2 + Ω2
cj

] (8.54)

σ‖ = ǫ0[
ω2
pe

(νce − iω)
+

∑

j

ω2
pj

(νcj − iω)
] (8.55)



8.6 Plazma jako dielektrikum

Až doposud jsme ale uvažovali o nabitých částićıch pohybuj́ıćıch se ve vlastńıch
vnitřńıch poĺıch, takže jsme brali v úvahu tyto rovnice

D = ǫ0E (8.56)

B = µ0H, (8.57)

které jsou použ́ıvané pro volný prostor bez náboj̊u. Efekt existence plazmatu se pak
projevoval pohybem a interakćı nabitých částic uvnitř plazmatu.

Pokud neuvažujeme vnitřńı pohyb částic, můžeme plazma popisovat jako dielek-
trikum charakterizované dielektrickým tenzorem. Pak nás zaj́ımaj́ı pouze obecné
makroskopické vlastnosti a nikoliv elementárńı pohyb částic. Mı́sto Langevinovy
rovnice vezměme Maxwellovu rovnici

∇× B = µ0(J + ǫ0
∂E

∂t
) (8.58)

a zde zahrňme efekt plazmatu pomoćı tenzoru vodivosti S definovaném vztahem

J = S · E. (8.59)

Dosad́ıme do Maxwellovy rovnice a předpokládáme časově proměnné harmonické
variace el. pole:

∇× B = mu0S · E − iωµ0ǫ0E. (8.60)



Pokud 1 označ́ıme jednotkový tenzor

∇× B = −iωµ0ǫ0(1 +
iS
ωǫ0

) · E (8.61)

nebo ekvivaletně
∇× B = −iωµ0E · E, (8.62)

kde

E = ǫ0(1 +
iS
ωǫ0

) (8.63)

se nazývá dielektrický tenzor plazmatu. Použ́ıváńı tohoto tenzoru představuje jiný
př́ıstup pro popisováńı plazmatu než jsme použ́ıvali doposud:

D = E · E. (8.64)

Poznamenejme, že E záviśı na frekvenci ω a můžeme ho zapsat v maticové podobě

E = ǫ0

















ǫ1 ǫ2 0
ǫ2 ǫ1 0
0 0 ǫ3

















, (8.65)

kde

ǫ1 = 1 +
i

ωǫ0
σ⊥ (8.66)



ǫ2 =
i

ωǫ0
σH (8.67)

ǫ3 = 1 +
i

ωǫ0
ω0 (8.68)

8.7 Difuze volných elektron̊u

Př́ıtomnost gradient̊u tlaku v transportńı rovnici hybnosti představuje śılu, která
vyrovnává jakékoliv nehomogenity hustoty plazmatu. Difuze částic je výsledkem této
śıly.

Zde dovod́ıme difuzńı koeficient pro elektrony v ”teplém” slabě ionizavaném plaz-
matu.

• trasportńı pohybová rovnice pro elektrony s konstantńı elektron-neutrál srážkovou
frekvenćı

• odchylky od rovnováhy zp̊usobené nehomogenitami v hustotě jsou velmi malé

ne(r, t) = n0 + n′e(r, t), (8.69)

kde |n′e| ≪ n0 je veličina prvńıho řádu ”malosti”, takže tyto odchylky můžeme
ve druhém řádu zanedbat



• tenzor tlaku Pe nahrad́ıme skalárńım tlakem pe

pe(r, t) = ne(r, t)kTe = (n0 + n′e)kTe (8.70)

• E a B jsou nula, Te =konst

Protože ue je veličina prvnho řádu ”malosti”, můžeme rovnici kontinuity zapsat

∂n′e
∂t

+ n0∇ · ue = 0, (8.71)

kde jsme zanedbali součin n′eue. Podobně pro transportńı rovnici hybnosti

neme[
∂ue

∂t
+ (ue · ∇)ue] = −∇pe − neM − eνcue (8.72)

dostaneme po linearizaci

n0
∂ue

∂t
= −kTe

me
∇n′e − n0νcue. (8.73)

Vezmeme divergenci této rovnice

n0
∂(∇ · ue)

∂t
= −kTe

me
∇2n′e − n0νc∇ · ue (8.74)

a dosad́ıme za n0∇ · ue z (8.71)

∂2n′e
∂t2

=
kTe
me

∇2n′e − νc
∂n′e
∂t
, (8.75)



což můžeme přepsat i jako

∂n′e
∂t

= De∇2n′e −
1

νc

∂2n′e
∂t2

, (8.76)

kde jsme definovali koeficient difuze volných elektron̊u

De =
kTe

meνc
(8.77)

Chceme źıskat odhad velikosti jednotlivých člen̊u v rovnici (8.76). Necht’ τ a L
představuj́ı charakteristický čas a délku, na které se významně měńı n′e =⇒ pros-
torová derivace je velikosti řádu L−1 a časová derivace velikosti řádu τ−1:

∂n′e
∂t

∼ n′e
τ

(8.78)

De∇2n′e ∼ De
n′e
L2

(8.79)

1

νc

∂2n′e
∂t2

∼ n′e
νcτ 2

. (8.80)

Porovnáme-li (8.78) a (8.80) vid́ıme, že je-li νvτ ≫ 1, tj. pr̊uměrný počet srážek
elektron̊u s neutrály během časového intervalu τ je dosti velký, můžeme posledńı



člen v (8.76) zanedbat a dostáváme difuzńı rovnici

∂n′e
∂t

= De∇2n′e. (8.81)

Takže pokud je rychlost změny hustoty pomalá ve srovnáńı se srážkovou frekvenćı,
je hustota elektron̊u ř́ızena difuzńı rovnićı, v ńıž je difuzńı koeficient dán vztahem
(8.77).

Podmı́nka νvτ ≫ 1 znamená zanedbáńı členu zrychleńı v transportńı pohybové
rovnici, tj. zanedbáńı ∂ue/∂t. Pokud zanedbáváme časové změny ue dostáváme z
linearizované pohybové rovnice (8.73)

n0νcue = −kTe
me

∇n′e, (8.82)

což můžeme napsat jako

Γe = −De∇n′e, (8.83)

kde Γe = n0ue je linearizovaný tok elektron̊u. Vztah (8.83) je analogický k
jednoduchému Ohmovu zákonu J = σ0E, takže tok elektron̊u zp̊usobený gradientem
hustoty je analogický k el. proudu zp̊usobenému el. polem, pokud uvažujeme ustálený
stav pro ue.



8.8 Difuze elektron̊u v mg. poli

Uvažujme nyńı konst. a homogenńı pole B0. Uděláme podobné zjednodušeńı jako v
předchoźım a zanedbáme ∂ue/∂t. Z linearizované pohybové rovnice dostáváme

Γe = −De∇n′e −
e

meνe
(Γe × B0). (8.84)

Uvažujeme kartézskou soustavu souřadnic, osa z ve směru B0, tj. B0 = B0ẑ:

Γe = −De∇n′e −
Ωce

νe
(Γe × ẑ). (8.85)

Tato rovnice je analogická k (8.28), kde Γe nahrad́ıme J, De nahrad́ıme σe a −∇n′e
nahrad́ıme E. Dále Ωce/νc = σ0B0/(ene). Takže analogicky s výrazem J = S · E
můžeme psát

Γe = −D · ∇n′e, (8.86)

kde D je tenzor difuze v mg. poli
















D =
D⊥ DH 0
−DH D⊥ 0

0 0 D‖

















, (8.87)

přičemž

D⊥ =
ν2
c

ν2
c + Ω2

ce

De (8.88)



DH =
νcΩce

ν2
c + Ω2

ce

De (8.89)

D‖ ≡ De =
kTe
meνc

(8.90)

Podobně jako v předchoźı kapitole můžeme odvodit difuzńı rovnici pro n′e. Nejprve
zaṕı̌seme rovnici kontinuity (8.71) jako

∂n′e
∂t

+ ∇ · Γe = 0. (8.91)

Dosad́ıme (8.86) za Γe

∂n′e
∂t

= ∇ · (D · ∇n′e). (8.92)

Za použit́ı matice (8.87) a výpočtu v kartézských souřadnićıch dostaneme

D · ∇n′e = x̂(D⊥
∂n′e
∂x

+DH
∂n′e
∂y

) + (8.93)

ŷ(−DH
∂n′e
∂x

+D⊥
∂n′e
∂y

) + ẑDe
∂n′e
∂z

. (8.94)

Tento výsledek dosad́ıme do (8.92)

∂n′e
∂t

= D⊥(
∂2n′e
∂x2

+
∂2n′e
∂y2

) +De
∂2n′e
∂z2

. (8.95)



Protože D⊥ < De a protože D⊥ klesá s rostoućım Ωce/νc (podobně jako σ⊥), je
difuze částic ve směru kolmém na mg. pole vždy menš́ı než ve směru rovnoběžném.

Transportńı pohybová rovnice pro elektronový plyn, pokud zanedbáme člen zrychleńı
ale vezmeme v úvahu elmag śılu, je obecně (konst. teplota)

ΓeMe(neE + Γe × B) −De∇ne. (8.96)

Vid́ıme, že tok elektron̊u je výsledkem oboj́ıho, elmag śıly i gradientu tlaku. Pod́ıl
skalárńı pohyblivosti Me a difuzńıho koeficientu je znám jako Einsteinova relace

Me

De
= − e

kTe
(8.97)



8.9 Ambipolarńı difuze

Ukázali jsme si, že časově ustálená transportńı rovnice hybnosti v př́ıpadě
nepř́ıtomnosti elmag sil a konst. teplotě dává tuto difuzńı rovnici pro elektrony:

Γe = −De∇n′e, (8.98)

kde difuzńı koeficient volných elektron̊u je definován

De =
kTe
meνce

. (8.99)

Pokud budeme uvažovat podobnou rovnici pro ionty ve slabě ionizovaném plazmatu
máme

Γi = −De∇n′i, (8.100)

kde

Di =
kTi
miνci

(8.101)

označuje difuzńı koeficient volných iont̊u.
=⇒ neuvažovali jsme interakci mezi elektrony a ionty ALE elektrony difunduj́ı rychleji
a zanechávaj́ı za sebou kladný náboj. Difuze, při které neuvažujeme prostorový náboj,
se nazývá volná difuze.



V mnoha př́ıpadech ovšem nem̊užeme zanedbat prostorový náboj, vzniklé el. pole
ja dáno Maxwellovou rovnićı

∇ · E =
ρ

ǫ0
=
e(ni − ne)

ǫ0
. (8.102)

Odhadneme d̊uležitost prostorového náboje pro difuzi ⇒ použijeme bezrozměrnou
analýzu: L je char. délka, na které se podstatně měńı hustota náboje. Ze vztahu
(8.102)

E ∼ enL

ǫ0
, (8.103)

takže el. śıla na jednotk. hmotnost

fE =
eE

m
∼ e2nL

mǫ0
. (8.104)

”Difuzńı śıla” na jednotk. hmotnost z (8.98)

fD =
kT

mn0
|∇n| ∼ kTn

mn0L
. (8.105)

⇒ El. pole prostorového náboje může být zanedbáno pokud fE ≪ fD, tj.

L2 ≪ ǫ0kT

n0e2
= λ2

D, (8.106)



kde λD je Debyeova délka. To je splněno zř́ıdka a muśıme uvažovat tzv. ambipolárńı
difuzi.
Předp., že změny hustoty elektron̊u i iont̊u jsou prvńıho řádu ”malosti”

nα(r, t) = n0 + n′α(r, t), (8.107)

kde α = e, i a n′α ≪ n0, a že uα maj́ı velmi malou amplitudu. Použijeme linearizo-
vanou rovnici kontinuity

∂n′α
∂t

+ n0∇ · uα = 0 (8.108)

a linearizovanou rovnici hybnosti za předp. konstantńıch teplot a bez mg. pole

∂uα
∂t

=
qα
mα

E − kTα
mαn0

∇n′α − νcαuα, (8.109)

kde pole prostorového náboje splňuje rci (8.102). Rovněž předp. že středńı rychlost
neutrál̊u je nulová a zanedbáváme srážky elektron-iont. Vezmeme divergenci (8.109)
a použijeme rovnici kontinuity:

∂2n′α
∂t2

= −qαn0

mα
(∇ · E) +

kTα
mα

∇2n′α − nucα
∂n′α
∂t

. (8.110)

Nahrad́ıme ∇ · E z (8.102) a dostáváme soustavu rovnic

∂2n′e
∂t2

= ω2
pe(n

′
i − n′e) +

kTe
me

∇2n′e − νce
∂n′e
∂t

(8.111)



∂2n′i
∂t2

= −ω2
pi(n

′
i − n′e) +

kTi
mi

∇2n′i − νce
∂n′i
∂t
. (8.112)

Muśıme provést daľśı zjednodušeńı. Podobně jako dř́ıve jestliže νcτ ≫ 1, kde τ je
charakteristická doba difuze, můžeme členy na levé straně rovnic zanedbat. Jejich
zkombinováńım tedy dostáváme

kTe∇2n′e + kTi∇2n′i −meνce
∂n′e
∂t

−miνci
∂n′i
∂t

= 0. (8.113)

Pomoćı daľśı aproximace n′e = n′i = n′

k(Te + Ti)∇2n′ − (meνce +miνci)
∂n′

∂t
= 0, (8.114)

což můžeme přepsat jako
∂n′

∂t
= Da∇2n′, (8.115)

kde

Da =
k(Te + Ti)

meνce +miνci
(8.116)

je koeficient ambipolárńı difuze.





Kapitola 9

Boltzmann̊uv a Fokker-Planck̊uv srážkový člen

Odvod́ıme Boltzmann̊uv srážkový člen pro binárńı srážky. Srážkový člen obsahuje
integrály přes rychlosti částic, takže BKR je vlastně integro-diferenciálńı rovnice.
Platnost omezená na slabě ionizované plazma. Coulombovské interakce můžeme
ale započ́ıtat jako sérii po sobě následuj́ıćıch slabých binárńıch srážek a dostáváme
Fokker-Planck̊uv srážkový člen.



9.1 Boltzmannova rovnice

9.1.1 Odvozeńı Boltzmannova srážkového integrálu

Srážk. člen (δfα/δt)srazk představuje změnu rozděl. fce v d̊usledku srážek. Jde o bilanci
částic ∆Nα uvnitř objemového elementu d3r d3v kolem (r, v) za čas dt

∆Nα =






δfα
δt







srazk
d3rd3vdt. (9.1)

Je výhodné separovat ∆Nα do dvou část́ı

∆Nα = ∆N+
α − ∆N−

α , (9.2)

kde ∆N+
α označuje př́ır̊ustek částic lež́ıćıch v d3r, které maj́ı po srážce rychlost lež́ıćı

v objemu d3v a ∆N−
α označuje úbytek částic lež́ıćıch v d3r, které maj́ı před srážkou

rychlost lež́ıćı v intervalu d3v.
Vyjádř́ıme ∆N−

α . Uvažujme částice lež́ıćı v d3r kolem r, které maj́ı rychlost lež́ıćı v
d3v kolem v. Tyto jsou rozptýleny srážkami s jinými částicemi (nemuśı j́ıt o částice
α) lež́ıćımi ve stejném prostorovém elementu a maj́ıćımi rychlost z d3v1 kolem v1.
Uvažujme, že jde o částice β a jejich tok dopadaj́ıćı na částice α je

Γβ = fβ(r,v1, t)d
3v1|v1 − v| = fβ(r,v1, t)d

3v1g. (9.3)

Pr̊uměrný počet interakćı jedné částice α v čas. intervalu dt je

Γβb db dǫ dt = fβ(r,v1, t)d
3v1g b db dǫ dt, (9.4)



kde záměrná vzdálenost lež́ı v intervalu b a b+db a rovina srážky mezi úhly ǫ a ǫ+dǫ.
Předpokládáme, že čas dt je velký ve srovnáńı s interakčńı dobou částic. Počet srážek
částic β se všemi částicemi α lež́ıćı v d3rd3v kolem (r, v) za čas dt je dán součinem

fα(r,v, t)d
3rd3vfβ(r,v1, t)d

3v1g b db dǫ dt. (9.5)

Zde jsme předpokládali, že počet srážek počet srážek těchto dvou druh̊u srážek
je úměrný součinu α(r,v, t) fβ(r,v1, t). Takže zanedbáváme jakoukoliv korelaci ⇒
molekulárńı chaos. Celkový počet částic, které jsou rozptýleny dostaneme integraćı
a sumaćı

∆N−
α = fα(r,v, t)d

3rd3vdt
∑

β

∫

v1

∫

b

∫

ǫ fβ(r,v1, t)d
3v1g b db dǫ (9.6)

Podobně vyjádř́ıme ∆N+
α . Uvažujeme inverzńı srážku v prostorovém elementu d3r

kolem r, v ńıž se částice α s p̊uvodńı rychlost́ı v d3v′ kolem v′ sráž́ı s částicemi
β maj́ıćımi p̊uvodńı rychlost z d3v′1. Výsledek je rozptyl částic α do d3v kolem v.
Pr̊uměrný počet srážek mezi jednou částićı α a částicemi β je

fβ(r,v
′
1, t)d

3v′1g
′ b db dǫ dt. (9.7)

Potom

∆N+
α = fα(r,v

′, t)d3rd3v′dt
∑

β

∫

v′1

∫

b

∫

ǫ fβ(r,v
′
1, t)d

3v′1g
′ b db dǫ. (9.8)



V́ıme, že g′ = g = |v1 − v| a z teorie Jakobiánu

d3v′d3v′1 = |J |d3vd3v1. (9.9)

V následuj́ıćı podkapitole ukážeme, že |J | = 1, takže

d3v′d3v′1 = d3vd3v1. (9.10)

Vztah (9.11) můžeme tedy zapsat jako

∆N+
α = fα(r,v

′, t)d3rd3vdt
∑

β

∫

v1

∫

b

∫

ǫ fβ(r,v
′
1, t)d

3v1g b db dǫ. (9.11)

Nyńı zkombinujeme výrazy pro ∆N−
α a ∆N+

α a výraz b db dǫ nahrad́ıme výrazem
σ(Ω)dΩ, takže dostáváme výraz pro Boltzmann̊uv srážkový integrál







δfα
δt







srazk
=









∆N+
α − ∆N−

α

d3rd3vdt








= (9.12)

=
∑

β

∫

v1

∫

Ω(f ′αf
′
β1 − fαfβ1)d

3v1gσ(Ω)dΩ,

kde jsme použili označeńı

f ′α = fα(r,v
′, t) (9.13)

f ′β1 = fβ(r,v1
′, t) (9.14)

fα = fα(r,v, t) (9.15)

fβ1 = fβ(r,v1, t) (9.16)

(9.17)



Explicitně tedy můžeme BKR zapsat jako

∂fα
∂t

+ v · ∇fα + a · ∇vfα =
∑

β

∫

v1

∫

Ω(f ′αf
′
β1 − fαfβ1)d

3v1gσ(Ω)dΩ, (9.18)

takže jde o integro-diferenciálńı rovnici

9.1.2 Jakobián transformace

Transformace použitá v předchoźı podkapitole je

d3v′ d3v′1 = |J | d3v dv1, (9.19)

kde

J =
∂(v′,v′

1)

∂(v,v1)
=
∂(v′x, v

′
y, v

′
z, v

′
1x, v

′
1y, v

′
1z)

∂(vx, vy, vz, v1x, v1y, v1z)
, (9.20)

což můžeme vyjádřit jako

(J) =



































∂v′x
∂vx

∂v′y
∂vx

· · · ∂v′1z
∂vx

∂v′x
∂vy
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· · · ∂v′1z
∂vy

· · · · · · · · · · · ·
∂v′x
∂v1z

∂v′y
∂v1z

· · · ∂v′1z
∂v1z



































. (9.21)



Pomoćı vztah̊u zavedených v kapitole o interakćıch částic můžeme d3v d3v1 vyjádřit
pomoćı tepelné V0 a vzájemné g rychlosti před srážkou

d3v d3v1 = |Jc|d3V0 d
3g, (9.22)

kde Jc je Jakobián transformace. Uvažujme nejprve pouze x-komponentu v (9.22):

dvx dv1x = |∂(vx, v1x)

∂(V0x, gx)
|dc0x dgx. (9.23)

Vypoč́ıtáme determinant naznačené matice 2x2

dvx dv1x = (
µ

m1
+
µ

m
) dV0x dgx = dV0x dgx. (9.24)

Součin všech tř́ı komponent odpov́ıdaj́ıćıch x, y a z složkám dává

d3v d3v1 = d3V0 d
3g. (9.25)

Podobně
d3v′ d3v′1 = d3V ′

0 d
3g′. (9.26)

Viděli jsme, že V0 = V ′
0 . Vektory g a g′ se lǐśı pouze směrem, ale maj́ı stejnou velikost,

takže d3g = d3g′. V d̊usledku tedy

d3v d3v1 = d3v′ d3v′1 (9.27)



9.1.3 Rychlost změny fyzikálńı veličiny v d̊usledku srážek

Rychlost změny fyzikálńı veličiny χ(v) na jednotkový objem v d̊usledku srážek
vyjádř́ıme jako









δ(nα〈χ〉α)
δt









srazk

=
∫

v χ(
∂fα
∂t

)srazk d
3v. (9.28)

Za použit́ı Boltzmannova srážk. integrálu dostáváme








δ(nα〈χ〉α)
δt









srazk

=
∑

β

∫

Ω

∫

v1

∫

v(f
′
αf

′
β1 − fαfβ1)χ gσ(Ω) dΩ d3v1 d

3v. (9.29)

Uvědomı́me si, že ke každé srážce existuje srážka inverzńı se stejným účinným
pr̊uřezem. Takže

∑

β

∫

Ω

∫

v1

∫

v f
′
αf

′
β1χ gσ(Ω) dΩ d3v1 d

3v = (9.30)

=
∑

β

∫

Ω

∫

v1

∫

v fαfβ1χ
′ gσ(Ω) dΩ d3v1 d

3v,

kde jsme použili d3v′1 d
3v′ = d3v1 d

3v a χ′ = χ(v′). Použijeme-li vztah (9.30)
dostáváme alternativńı vyjádřeńı pro změnu veličiny χ v d̊usledku srážek.









δ(nα〈χ〉α)
δt









srazk

=
∑

β

∫

Ω

∫

v1

∫

v fαfβ1(χ
′ − χ)gσ(Ω) dΩ d3v1 d

3v. (9.31)



9.2 Boltzmann̊uv srážkový člen ve slabě ionizovaném plazmatu

Předp., že

• rozděl. fce neutrálńıch částic je homogenńı a izotropńı

• vněǰśı śıly p̊usob́ıćı na elektrony jsou malé, takže elektrony nejsou př́ılǐs vzdáleny
od rovnovážného stavu ⇒ jejich rozděl. fce neńı př́ılǐs prostorově nehomogenńı a
anizotropńı

• za rovnovážného stavu elektrony nevykazuj́ı žádnou driftovou rychlost a jejich
rozděl. fce je homogenńı a izotropńı

9.2.1 Rozvoj rozdělovaćı funkce ve sférickou harmonickou řadu

Označ́ıme (v, φ, θ) sférické souřadnice v rychlostńım prostoru. Podle předpoklad̊u je
závislost f(r,v, t) na φ a θ velmi malá, takže je možné rozvinout f(r,v, t) v řadu
podle úhlových rychlostńıch souřadnic φ a θ a vźıt pouze prvńıch pár člen̊u tohoto
rozvoje. Provedeme tedy rovoj do sférické harmonické řady pomoćı Fourierovského
rozvoje v φ a asociovaných Legendrových polynom̊u Pm

n (cos θ) v θ:

f(r,v, t) =
∞
∑

m=0

∞
∑

n=0
Pm
n (cos θ) · [fmn(r, v, t) cos(mφ) + gmn(r, v, t) sin(mφ)], (9.32)

kde funkce fmn a gmn jsou koeficienty rozvoje.



• Prvńı člen v (9.32) odpov́ıdá m = 0 a n = 0, a protože P 0
0 (cos θ) = 1, je roven

f00(r, v, t). Toto je izotropńı rozdělovaćı fce odpov́ıdaj́ıćı rovnovážnému stavu.

• Člen s m = 1 a n = 0 se rovná nule, protože P 1
0 (cos θ) = 0

• Daľśı vyšš́ı člen je pro m = 0 a n = 1, přičemž P 0
1 (cos θ) = cos θ, takže je to

f01(r, v, t) cos θ

Vezmeme-li tedy do úvahy pouze prvńı dva nenulové členy rozvoje

f(r,v, t) = f00(r, v, t) +
v · v̂z

v
f01(r, v, t), (9.33)

kde jsme cos θ nahradili výrazem (v · v̂z)/v

9.2.2 Aproximativńı vyjádřeńı Boltzmannova srážkového členu

Boltzmann̊uv srážkový člen je dán vztahem (9.12) a pro binárńı srážky elektron̊u s
neutrály jej můžeme zapsat jako

(
δfe
δt

)srazk =
∫

b

∫

ǫ

∫

v1(f
′
ef

′
n1 − fefn1) g b db dǫ d

3v1, (9.34)

kde jsme σ(Ω)dΩ nahradili b db dǫ. Zde fe reprezentuje nerovnovážnou rozděl. fci
elektron̊u a fn je izotropńı rovnovážná rozděl. fce neutrálńıch částic. V prvńı aproxi-
maci předp., že neutrálńı částice jsou v klidu a nejsou ovlivněny srážkami s elektrony.



Tedy
v1 = v′

1 = 0 (9.35)

fn1 = f ′n1 (9.36)

a rovnici (9.34) přeṕı̌seme jako

(
δfe
δt

)srazk =
∫

v1 fn1d
3v1

∫ 2π
0 dǫ

∫ ∞
0 (f ′e − fe) g b db. (9.37)

Protože hustota neutrálńıch částic je

nn =
∫

v1 fn1 d
3v1 (9.38)

dále uprav́ıme

(
δfe
δt

)srazk = nn
∫ 2π
0 dǫ

∫ ∞
0 (f ′e − fe) g b db. (9.39)

Rozdělovaćı fce pro elektrony před srážkou je

fe = fe(r,v, t) = f00(r, v, t) +
v · v̂z

v
f01(r, v, t) (9.40)

a po srážce

f ′e = fe(r,v
′, t) = f00(r, v

′, t) +
v′ · v̂z

v′
f01(r, v

′, t) = (9.41)

= f00(r, v, t) +
v′ · v̂z

v
f01(r, v, t).



V posledńım vztahu jsme předpokládali, že v′ = v, nebot’ elektrony neztrácej́ı energii,
protože neutrály jsou mnohem těžš́ı a jsou v klidu. Výsledně tedy ṕı̌seme

f ′e − fe =
(v′ − v) · v̂z

v
f01(r, v, t). (9.42)

Beze ztráty na obecnosti můžeme zvolit osu vz paralelně s p̊uvodńı vzájemnou
rychlost́ı g elektronu, takže

(v′ − v) · v̂z = (g′ − g) · v̂z = g(cosχ− 1) = v(cosχ− 1), (9.43)

kde χ je rozptylový ůhel (úhel mezi g a g′). Dosazeńım (9.43) do (9.42) dostáváme

f ′e − fe = −(1 − cosχ)f01(r, v, t), (9.44)

takže srážkový člen můžeme zapsat jako

(
δfe
δt

)srazk = −nn g f01(r, v, t)
∫ 2π
0 dǫ

∫ ∞
0 (1 − cosχ) b db. (9.45)

Protože účinný pr̊uřez pro přenos hybnosti mezi elektrony a neutrály je definován
jako

σm =
∫

Ω(1 − cosχ)σ(Ω) dΩ =
∫ 2π
0 dǫ

∫ ∞
0 (1 − cosχ) b db (9.46)

můžeme () psát takto

(
δfe
δt

)coll = −nn g σmf01(r, v, t). (9.47)



Pokud substituujeme f01(r, v, t) v () pomoćı () a uvědomı́me si, že v použité aprox-
imaci stacionárńıch iont̊u (v · v̂z)/v = (g · v̂z)/g = 1, pak

(
δfe
δt

)coll = −nn v σm(fe − fe0) = −νr(v)(fe − fe0), (9.48)

kde jsme zavedli rychlostně závislou srážkovou frekvenci pro přenos hybnosti νr(v) =
nnvσm a f00 byla nahrazena symbolem fe0, tak jak jsme to použ́ıvali dř́ıve. Vyjádřeńı
srážkového členu (9.48) je podobné relaxačńımu Krookovu modelu až na fakt, že
srážková frekvence je závislá na rychlosti.

9.2.3 Rychlost změny hybnosti v d̊usledku srážek

Podle definice srážkového členu Ae v transportńı pohybové rovnici máme

Ae = [
δ(ρmeue)

δt
]coll = me

∫

v v(
δfe
δt

)coll d
3v. (9.49)

Dosad́ıme (9.48) a dostáváme

Ae = −me

∫

v νr(v)vfed
3v +me

∫

v νr(v)vfe0d
3v. (9.50)

Pokud bychom předpokládali, že srážková frekvence νr nezáviśı a rychlosti a pokud
el. plyn nemá žádnou driftovou rychlost v rovnovážném stavu, tj.

ue0 =
1

ne

∫

v vfe0 d
3v = 0, (9.51)



máme
Ae = −nemeνrue = −ρmeνrue, (9.52)

kde ue je pr̊uměrná rychlost elektron̊u v nerovnovážném stavu. Tato rovnice odpov́ıdá
vztahu, který jsme použili v Langevinově rovnici.

9.3 Fokker-Planckova rovnice

Uvažujeme Coloumbovské interakce. Vychýleńı nabitých částic s velkým deflekčńım
úhlem v d̊usledku Coulombovských interakćı nahrad́ıme řadou po sobě následuj́ıćıch
slabých binárńıch srážek, tj. srážek s malým úhlem rozptylu. Fokker-Planck̊uv
srážkový člen může být tedy př́ımo odvozen z Boltzmannova srážk. členu. Uvažujeme
srážky mezi částicemi α a β.

9.3.1 Odvozeńı Fokker-Planckova srážkového členu

Veličina χ(v) je libovolná funkce rychlosti asociovaná s částicemi α. Změna této
veličiny na jednotkový objem v d̊usledku srážek je

∫

v χ(v)(
∂fα
∂t

)srazk d
3v =

∫

Ω

∫

v1

∫

v(f
′
αf

′
β1 − fαfβ1)χgσ(Ω) dΩ d3v1 d

3v = (9.53)
∫

Ω

∫

v1

∫

v fαfβ1(χ
′ − χ)gσ(Ω) dΩ d3v1 d

3v



, kde χ′ = χ(v′) je jediná funkce rychlosti po srážce. Pro slabé srážky můžeme psát

v′ = v + ∆v, (9.54)

kde ∆v je malá veličina. Protože

χ′ = χ(v′) = χ(v + ∆v), (9.55)

můžeme rozvinout χ′ do Taylorovy řady

χ(v + ∆v) = χ(v) +
∑

i

∂χ

∂vi
∆vi +

1

2

∑

ij

∂2χ

∂vi∂vj
∆vi∆vj + · · · (9.56)

Dosazeńım (9.56) do (9.53) dostáváme
∫

v χ(
δfα
∂t

)srazk d
3v =

∫

Ω

∫

v1

∫

v fαfβ1(
∑

i

∂χ

∂vi
∆vi + (9.57)

+
1

2

∑

ij

∂2χ

∂vi∂vj
∆vi∆vj)g σ(Ω) dΩ d3v1 d

3v,

kde jsme zanedbali vyšš́ı členy rozvoje. Nyńı se muśıme snažit vyloučit libovolnou
fci χ. Integrujeme jedenkrát per partes prvńı skupinu integrál̊u obsahuj́ıćı ∂χ/∂vi
a dvakrát per partes druhou skupinu obsahuj́ıćı ∂2χ/(∂vi∂vj). Pro x-komponentu
prvńı skupiny integrál̊u obsahuj́ıćıch ∂χ/∂vi máme

∫

Ω

∫

v1

∫

v

∂χ(v)

∂vx
∆vxfα(v)fβ1(v1) g σ(Ω) dΩ d3v1 d

3v = (9.58)



∫

Ω

∫

v1
[
∫

v dvydvz
∂χ(v)

∂vx
dvx(v

′
x − vx).fα(v)gσ(Ω) dΩ]fβ(v1) d

3v1.

Ve členu v hranaté závorce můžeme substituovat

dV =
∂χ(v)

∂vx
dvx (9.59)

a

U = (v′x − vx)fα(v)gσ(Ω) dΩ (9.60)

a integrovat přes vx per partes, takže dostáváme

∫

vx

∂χ(v)

∂vx
dvx(v

′
x − vx)fα(v)gσ(Ω) dΩ = (9.61)

= −
∫

vx
χ(v)

∂

∂vx
[(v′x − vx)fα(v)gσ(Ω) dΩ] dvx,

kde integrovaný člen je roven nule, protože f muśı j́ıt k nule pro ±∞. Takže integrál
(9.58) je

∫

Ω

∫

v1

∫

v

∂χ(v)

∂vx
∆vxfα(v)fβ1(v1)gσ(Ω) dΩ d3v1 d

3v = (9.62)

= −
∫

Ω

∫

v1

∫

v χ(v)
∂

∂vx
[∆vxfα(v)gσ(Ω) dΩ]fβ(v1) d

3v1 d
3v.



Podobným zp̊usobem integrujeme per partes ostatńı integrály v (9.57) a dostaneme
srážkový člen v tomto tvaru

∫

v χ(
δfα
∂t

)srazk d
3v == −

∫

Ω

∫

v1

∫

v χ
∑

i

∂

∂vi
[∆vifαgσ(Ω) dΩ]fβ1 d

3v1 d
3v + (9.63)

+
∫

Ω

∫

v1

∫

v

1

2
χ

∑

ij

∂2

∂vi∂vj
[∆vi∆vjfαgσ(Ω) dΩ]fβ1 d

3v1d
3v =

=
∫

v χ[
∑

i

∂

∂vi
(fα

∫

Ω

∫

v1
∆vigσ(Ω) dΩfβ1 d

3v1]d
3v +

+
∫

v χ[
1

2

∑

ij

∂2

∂vi∂vj
(fα

∫

Ω

∫

v1
∆vi∆vjfαgσ(Ω) dΩfβ1 d

3v1)]d
3v.

Definujeme veličiny

〈∆vi〉av =
∫

Ω

∫

v1
∆vigσ(Ω) dΩfβ1 d

3v1 (9.64)

a
〈∆vi∆vj〉av =

∫

Ω

∫

v1
∆vi∆vjgσ(Ω) dΩfβ1 d

3v1, (9.65)

což jsou vlastně modifikované středńı hodnoty přes úhel rozptylu a rozděl. fce
narážej́ıćıch částic. Pomoćı těchto veličin dostáváme

∫

v χ(
δfα
δt

)srazk d
3v = −

∫

v χ[
∑

i

∂

∂vi
(fα〈∆vi〉av) + (9.66)



+
1

2

∑

ij

∂2

∂vi∂vj
(fα〈∆vi∆vj〉av)]d3v.

Protože tato rovnice plat́ı pro libovolnou fci χ, pro χ = 1 plat́ı

(
δfα
δt

)srazk = − ∑

i

∂

∂vi
(fα〈∆vi〉av) +

1

2

∑

ij

∂2

∂vi∂vj
(fα〈∆vi∆vj〉av). (9.67)

Toto je srážkový člen Fokker-Planckovy rovnice. Středńı hodnoty 〈∆vi〉av a
〈∆vi∆vj〉av jsou tzv. Fokker-Planckovy koeficienty dynamického třeńı a difuze v
rychlostńım prostoru. Vyjadřuj́ı středńı rychlost změny ∆vi a ∆vi∆vj v d̊usledku
mnoha po sobě následuj́ıćıch Coulombovských srážek.


