Vinova rovnice

Bohuzel nemam bunky na to, abych udélal néco ke kanonickym tvarim. Tak pfechazim
rovnou k vlnové rovnici.

U tohoto typu rovnic jsou tii zakladni pripady, a to bez koncti, s jednim koncem a
se dvéma konci. Struna obvykle vice koncti nema, takze ostatnimi pripady se zde nebudu
zabyvat.

Nekonec¢na struna

No nejdiiv bych se podival na homogenni rovnici. Jak je jednou napsano homogenni, je
tim vétSinou mysleno, Ze na pravé strané je nula. No tak dobie, i tady ta nula bude. Resime
tedy rovnici

2
Upp — A Ugy = 0.

Jsme fyzici, tak to nebudeme fesit jen tak, ale pekné s pocatecnimi a okrajovymi podmin-
kami. Méjme tedy podminky

Nejprve se podivame na obecné feseni.
Obecné feseni najdeme pres kanonicky tvar.

Uy — AUy, = 0 = d_x —a’2=0
tt Tr — dt -

To je kanonicky tvar. Oc¢ividné je to kvadratickd rovnice. A ta ma dva kofeny. Takze proc
by i tato rovnice neméla mit dva koreny?

dx

—=da=zx—at=cAz+at=d

dt
Tim méame vlastné zavedenou substituci. Ptvodni rovnici prevedeme do proménnych c a d,
¢imz se prevede do dost zajimavého tvaru. Je uz pozdé vecer, takze se mi nechcou moc vypi-
sovat mezivypocty. Pokud by byl o né zajem, doplnim pozdéji. Jo, slibil jsem ten zajimavej
tvar. Tady je.

—40%Upy = 0 = Uy =0

No a to je uz celkem snadné vytesit. Vysledkem je
u(c,d) = F(c) + G(d) = u(z,y) = F(z — at) + G(x + at).

A méame obecné TeSeni, a ani to moc nebolelo. To F' a GG jsou néjaké funkce, které se daji
zjistit z pocatecnich a okrajovych podminek.

A na ty podminky se ted podivame. Mame u(z,0) = ¢(z) = F(z)+G(x). Kdyz to obecné
feseni zderivujeme podle ¢asu, mame u(x,0) = —alFy(z) + aGi(x) = ().

Co kdybychom se pokusili tyto dvé rovnice secist nebo jinak dat dohromady? Prvné se
ale musime zbavit téch derivaci. Tak tu rovnici zintegrujeme. Ziskdme

—aF(z) + aG(z) = /Ol‘ P(z) dz.

Druhé rovnice je

aF(xz) 4+ aG(z) = ¥(z).



Mame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Hura, mame feseni! Celkové dostaneme

vztah ot
—at t 1 [
u(:zc,t):(zb(aj a)+(b(x+a)+_/ ¥(z)dz.
2 2a r—at
A ted uz jen trapné dosazovat do vzorecku. Na tohle snad ani nemé cenu ukazovat néjaky
priklad.

Nekteré kroky asi nejsou tak moc ziejmé. Slibuju, ze pred zkouskou budou vSechny pro-
blémy vyfeseny. Ted to ale po mé nechtéjte.

Struna s jednim koncem

Vezmeme si pilku na struny a nékde ji ufizneme. No dobra, mame jeden konec. A co s
nim? Upevnit ho, nebo neupevnit? Nastésti je matematika tak dobra, ze nam poradi v obou
pripadech. Jen tak mimochodem budeme predpokladat, ze pocatek je umistén ,spravné.

Budeme ptredpokladat pevny konec. V ném plati, zZe obé okrajové podminky jsou nulové.
Ted je vhodné piipomenout, Ze struna neni nekone¢na, ale nékde useknuta. Reknéme, 7e je
useknutd v pocatku. Kdyz to provedeme dost Sikovné, budeme moct vyuzit diive odvoze-
ného vzorecku pro nekonecnou strunu. Tak pozor, kouzlo prichazi. Obé poc¢atecni podminky
upravime tak, abychom dostali lichou funkci. Proc¢ lichou funkci? Protoze jediné tak mizeme
dosahnout okrajové podminky nulovosti. Jestlize nechadme vinu postupovat dal a dal, tak
se v pocatku obé vlny, ta z kladnych hodnot a ta zliSena, scitaji tak, ze vzdy vyjde nula.
To je vlastné i definice liché funkce, ze? V pocatku to je vzdy nula. Vlastné je to stfedove
soumérna funkce.

No a pouzije se diive odvozeny vzorecek. ..

A kdyz je konec volny? Pak obé pocateéni podminky zesudime. Jediné tak 1ze dosdhnout
toho, Zze v pocatku se ta struna pohybuje sem a tam a neztistane na misté. Jak uz asi tusite,
zase pouzijeme ten vzorecek.

Tyjo, uz zbyva vzit pilku jen jednou a strunu prefiznout jesté na jednom misté, abychom
dostali tisecku.

Struna se dvéma konci

Toto bude hodné tézky.
Sakra tézky.

Budou problémy.

A problémy jsme my.
Dva konce.

My je ale dostanem, co vy na to? Toz to deme na férovku.

Méjme tedy vlnovou rovnici s pocateénimi podminkami u(z,0) = f(z), ui(x,0) = 0 a
okrajovymi podminkami «(0,t) = 0, u(l,t) = 0.

MiuiZzeme na to jit rovnou hrubou silou. To ale vétSinou nadéla velkou paseku. Ptijdeme
tedy na to chytfre. Zkusime néjaké feseni uhodnout. Pokud se to povede, ziskdme vSechna
mozna TeSeni, kterd vzniknou jen zménou néjakych konstant. Aplikaci podminek ziskame
jedno jediné presné feseni.

Jaké Teseni ale zvolit? Zkusime TeSeni tvaru

u(z,t) = X(x)-T(t).



Zderivujeme dvakrat podle kazdé proménné, dosadime do vlnové rovnice a mame
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Aby to bylo vzdy splnéno, musi byt oba zlomky stejnymi funkcemi. Konstanta je taky funkce.

Et —QXZ'Z' 2
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A mizeme vesele Tesit.
Xpo +ENX =0 = X(2) = A" + Be ™M = X(x) = C coschx + Dsincz

Nastava otazka, jaké miize byt A\, aby to vyhovovalo pocatecnim podminkam.

Nejprve si vSimneme clenu s kosinem. Ten musi byt jednoznac¢né nulovy. Funkce kosinus
ma totiz v 0 nenulovou hodnotu, coz jaksi neodpovida pozadavku nulovosti.

Mame jesté podminku na druhém konci.

u(l,t)=0= X(l) =0= DsincAl =0

sinc)\l:O<:>c)\l:k7T:>)\:k—7lT
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To uz zacina vypadat pekné. Boj zdaleka neni u konce, jesté bude nutné par bitev vybojovat.
TakZe mame rovnici pro X. Pro pfipomenuti X (z) = D sin #7%. Néco podobného udélame
i pro ¢asovou funkci.

Podobnym zptisobem ziskame

ke kmc
T(t) = Acos Tt + bsin Tt.
Parada, vypada to, ze jsme na konci! Struna se dvéma konci ma ale jesté jeden trumf v
rukavu.
Zesumirujeme si prozatimni vysledky. Ziskali jsme rovnici

> kmx kme kme
t) = in— (A ——1t + Brsin —1).
u(zx,t) kz% sin ; (A cos l + By, sin l )

Zbyvé uz jen urcit koeficienty A, a By. A taky jsme nevyuzili jedné podminky, a to podminky
ug(x,0) = 0. Kdyz si rovnici zderivujeme a dosadime pocateéni podminku, zjistime, Ze ndm
mizi ¢len se sinem! Uz by se chtélo kiicet, ze je uz opravdu konec, ale porad nejsou urceny
koeficienty Ay.

A na to pouzijeme metodu jistého pana Fouriera. Tu uz vypisovat nebudu, chcu jit nékdy
spat a navic se to bralo v néjaké analyze, ted uz nevim v jaké. My totiz vime, jak vlna vypa-
dala v nulovém case. Od toho pocatecni podminky jsou. No a aplikujeme to do Fourierova
rozvoje.

Dékuji za pozornost a preju vSem plny pocet bodt. Dobrou noc.



