KMITANI KRUHOVE MEMBRANY 1

1. Zadani dlohy. Kruhovd membrana poloméru p plosné hustoty o je
rovnomérné napnuta s napétim (sila na jednotku délky) 7', pfi¢emz hranice
kruhu se nepohybuje. Vychylku membrany uzna¢me u. Analogickym postu-
pem jako pro strunu lze odvodit pohybovou rovnici (gravitaéni ptsobeni
zanedbavame)

oty — T(Ugg + Uyy) = 0. (1)

Okrajova podminka je
u(t, :E,y)|mz+y2:p2 =0 Vvt (2)
Pocatec¢ni podminky zvolime napiiklad

u (0, z,y) =0, w(0,z,y) = up(z,y). (3)

t— \@t (4)

zbavime obou parametri o a T" a piejdeme k rovnici

Predevsim se napted substituci

Ugt — Ugg — Uyy = 0. (5)

2. Separace proménnych. Problém budeme fesit metodou separace pro-
ménnych ve valcovych souradnicich

T =rcoso (6)
y =rsing¢ (7)
z=0. (8)

Vyjadiime Laplacetv operator Au = u,, + u,, ve valcovych soufadnicich a
dostaneme rovnici U Uy

ur,«—i—?—i-r—z—uttzo. (9)
Predpokladejme feseni ve tvaru u(t, r, ¢) = T(t)R(r)®(¢) a dosadme. Dosté-
vame
R'T® n RT®"

R'T®d + 5

— R®T" =0, (10)

T r
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kterou celou nasobime r?/(RT®). Pak
T'QR” + T’R/ TQT” ol
R T = @&
>

-~

~0. (11)

N

zavisi pouze na r a t zavisi pouze na ¢

Z toho plyne, Ze oba s¢itance jsou rovny az na znaménko stejné konstanté,
kterou s typickou pfedvidavosti oznac¢ime jako n?. Re§ime nejprve rovnici pro

o.

"+ 0P =0 (12)
s tzv. cyklickou podminkou ®(¢ + 27) = ®(¢). Reseni dostaneme jako
®(¢p) = Acos(ng) + Bsin(ne), (13)

kde n musi byt prirozené ¢islo, aby byla splnéna cyklickda podminka. Zbyva
reSit rovnici

R" + lp n2 T"
- T = o (14)
R re T
~~ S~~~
zavisi pouze na r zavisi pouze na t

Konstantu, jiZ jsou rovny oba s¢itance, oznaé¢me —w?.

3. Besselova rovnice. Res$me nejprve rovnici pro R:
R’ +rR + (w*r* —n*)R = 0. (15)

Zbavme se nejprve konstanty w substituci wr — r a dostavame tzv. Besselovu
rovnici

R +rR + (r* —n*)R=0. (16)
Méame zajem zjistit jeji FeSeni omezena na intervalu [0, wp|, kterd spliiuji pod-
minku R(wp) = 0. Frobeniovou metodou (viz pfednaska) urcime, Ze omeze-
nymi feSenimi jsou Besselovy funkce

e (—l)kT2k+n

Ty =2 22kl (n + k)l

k=0

(17)

Oznacéme 0,, a-ty kladny kofen zleva rovnice J,(r) = 0. ReSeni splitujici
okrajovou podminku R(wp) = 0 jsou tedy déna

Ro(r) = g Aud, (m"“) (18)

p
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a pro pripustné frekvence dostavame

0
w= "2 (19)
p

4. Obecné FeSeni. Casovou zavislost feseni jiz nyni najdeme jednoduse.
Z pocate¢ni podminky u;(0, z,y) = 0 dostavame, Ze
T(t) = Acoswt. (20)

Obecné feseni tedy nakonec dostavame ve tvaru

u(t,r, @) = ZZJ (omr) <O7;1t) (Apa cosng + B sinng). (21)

n=0 a=0

5. Uplné feSeni. K zjisténi tiplného Feseni je tfeba vyuzit ortogonality
Besselovych funkci. Lze ukazat, ze

1
/ Jn(0nat)In(0ngr)rdr = %Jiﬂ(om)%ﬁ. (22)
0

Pomoci této relace ortogonality jiz jednoduse ur¢ime koeficienty A,, a B,
v obecném fesSeni jako

A 2 /” m 0
e = ——5—5————~ dr/ do rJ, <
Tp*J 11 (0na) Jo 0
2 p m OnaT
Bna:—/ dr/ do rl, <£) sin(ne)ug(r, ¢).
7T102J3z+1(0na) 0 0 p (n¢)uolr. 9)

Dodatek 1: Ortogonalita Besselovych funkci. Predpokladejme, Ze a a
b jsou dva nulové body Besselovy funkce J,(r), tj. J,(a) = J,(b) = 0. Potom
Jn(ar) resp. J,(br) spliwji diferencialni rovnice

p) cos(nd)uo(r. 6).

r(rJ (ar)) + (a*r* — n*)J,(ar) =0 (23)
r(rJ (br)) + (b*r* — n*)J,(br) = 0. (24)

Prvni rovnici vynasobime J,,(br)/r druhou J,(ar)/r a ode¢teme. Dostavame

[rd (ar)d, (br) — rJ,(ar)J (br)] = (0% — a®)rd, (ar)J,(br) (25)
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a odtud po integraci
1
(b* — a2)/ rdn(ar)d, (br)dr = [rJ (ar)J,(br) — rJn(a'r’)J;L(br)]é =0. (26)
0

Integral
1
/ rJ2 (ar)dr (27)
0

lze ur¢it rozvojem Besselovy funkce J,(a(r + €)) do Taylorovy fady v bodé
ar a potom je tfeba vyuzit rekurentnich vztahi pro Besselovy funkce

T a(F) + Joaa () = ZTHJ,L(T), (28)
T () = Josa (1) = 20 (r). (29)
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Obrazek 1: Besselovy funkce Jo, J1, Jo, J3
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Obrazek 2: Poc¢atecéni podminka wug(r, ¢) = 4r(1 —1) <r +1-— @) Casovy

vyvoj je v animaci na hlavni strance.



