Cviceni z elektrodynamiky a teorie relativity

. Ukazte pro uplné antisymetricky tenzor 3. radu

a) €9 e = 667 — & 57
b) Gijk €Lk = 25Zl

ijk

C) € €ijk = 6.

Plati Einsteinova konvence, zZe se tvori soucet pres kazdou dvojici stejnych kovari-
antnich a kontravariantnich indext, napft. €9 €, = 22:1 €95 €miec- (V plochém
prostoru neni nutné rozliSovat kovariantni a kontravariantni indexy.)

. Ukazte pomoci e-tenzoru

@x (bx¢&)=b(ac)— ()
(@xb)@xd)=(a)bd) — (ad)(be)
rot rot = graddiv— A

L S

rot grad = 0.

. Vypoctéte vzajemnou silu dvou naboju o velikosti 1C ve vzdalenosti 1m.

. Ukazte, ze dvojrozmérné silové pole

(z,9,0)
x2 4+ 1?

R=—r
je bezvirové (rot K = 0) a ze dréhovy integrél
§ K=o

Vyberte za uzavienou trajektorii v roviné (x,y)
a) obdélnik rovnobézny se soufadnicovymi osami
b) kruznici kolem poc¢atku soufadnic.

. Uvéite Gaussovu vétu pro vektorové pole v = (ax, by, cz) a kouli z2+y?+2% < R2.

. Vypoctéte Greenovu funkci Laplaceova operatoru pomoci Fourierovy transfor-
mace a Fourierovy representace d-funkce

G(&T) = G(T - &) = G(),
G(F) = [ G() ™ %y,
i(y) = %/dk e’k

. Ukazte
/ Alnrd?r =27
K

pomoci Gaussovy véty, kde K je kruznice.
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Pouzijte vzorec

—k'/p x_w d3l
|z — 23

pro vypocet pole homogenné nabitého, nekone¢ného dratu.
Podobné vypocététe pole homogenné nabité, nekoneéné, rovné desky.

Lze vytvorit elektrostatické pole E konstantniho sméru, jehoz absolutni velikost
se méni kolmo na E?

Vyjadrete néasledujici rozlozeni naboje pomoci Diracovy é-funkce ve tvaru pro-
storové hustoty naboje p(Z) ve vhodnych soutadnicich.

a) Naboj @, rozlozeny rovnomérné po povrchu koule s polomérem R (kulové
soufadnice).

b) Rovnomérné rozlozeny niboj na povrchu vélce s polomérem b, pfi¢emz naboj
na jednotkovou délku je A (vélcové soufadnice).

c) Néboj @, rozloZzeny rovnomérné po infinitesimélné tenkém kruhovém disku
(vélcové soutadnice).

d) Totéz v kulovych soufadnicich.

Vypoctéte Laplaceuv operator v kulovych soufadnicich.
Dosad’te rozvoj Py(z) = >0, a,2™ do Legendrovy rovnice
(1 — 2®)Py(z)" — 22Py(z) + L(£+ 1)Py(x) = 0

a urcete rekursivni vztah pro koeficienty a,. Jaka je podminka, aby pocet nenu-
lovych koeficientu byl konec¢ny, t.j. aby feSenim byl polynom?

Pomoci integralu

[ ok [s-rdm] - riod o]

ukazte ortogonalitu Legendrovych polynom, t.j.
1
/ Py(x) Pp(z)dx =0 pro L+,
-1
Vypocététe magnetické pole z potencidlu
Ty Mo [ 0T) s
Az =1 / d
@O =& 7-7

Vypoctéte magnetické pole linedrniho vodice (Biotuv-Savartuv zdkon).

Vypoctéte energii homogenné nabité koule o poloméru a.

Dvé soustiedné koule o polomérech a a b tvoii kulovy kondenzator. Vypoctéte
jeho kapacitu.
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Deskovy kondenzétor (obsah plochy A, vzdélenost desek d) nese naboj Q. Jak
se méni intensita pole a rozloZeni naboje na deskach, kdyz je do kondenzatoru
vlozeno dielektrikum (dielektrickd konstanta €) o $itce a?

Ukazte
Lo o , 3.9 L
[EdivD — D x rotE| = ; o, (E:D; — 164ED)
za predpokladu, ze DaE jsou umeérna.
Ukazte
/fx(ﬁxM)dV: 7 x (7 x M)dS — /(]\ZIXV)deV
1% oV v

Vypoctéte impedanci zadaného obvodu:

Vypoctéte vektorovy potencial

Tz o Mo df(s) 1
A(Z,t) = El/ds ds 7 &)

konstantniho proudu I v kruhové smyécce g(s), §1(s) = Rcos %, &2(s) = Rsin 4,
& = 0 ve velké vzddlenosti |Z| > R. Udejte magneticky moment 17, pomoci

néhoz je ff(i“') = TfT‘”

Podle Larmorova vzorce je intensita zaieni zrychleného naboje ¢
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kde a je zrychleni.

Jak dlouho muze nerelativisticky elektron obihat okolo jadra vodiku po spiralové
dréize, nez je jddrem pohlcen? Odvod’te diferencidlni rovnici pro r(t) ze zavislosti
energie F(r) na r a ze vztahu P = —%. (Néboj ¢ = 1,6-107'°C, polomér atomu
7(0) = 107'%m, hmotnost elektronu m, = 1073%g, €y = 107"'F/m.)

a) Ukazte, ze po elektromagnetickych potencidlech A a ® lze 7adat kalibra¢ni
podminku

£,t) =divA+ - =P =
f(Z,t) :=divA + e 0

(Lorentzova kalibrace).
b) Jsou pak potencidly jednozna¢éné urcéeny pomoci intensit £ a B?

Model dielektrika: Elektrony jsou vdzany harmonicky vuci elektrickym sildm. Pod
vlivem periodického elektrického pole oc e plati

m(Z + V% + wii) = e B(Z,t) ~ e E(0, 1)

(wo ... vlastni frekvence oscildtoru, v ... konstanta tlumeni, E se méni malo
ve srovnani s amplitudou ). Vypoctéte indukovany elektricky dipolovy moment
P=Nef (N je pocet elektroni v jednotkovém objemu) a dielektrickou kon-
stantu e(w) ze vztahu ¢E = ¢oF + P.

Lorentzova transformace (matice L) spolu s translaci danou vektorem @ tvofi
Poincarého transformaci. Slozeni dvou Poincarého transformaci P = (@,L) a
P' = (d@', L) je zase takto transformace s Lorentzovou matici L'L a s translaénim
vektorem @' + L'd. Ukazte, Ze mnozina P = {(d@, L)} se soucinem

@, L)o@ L) =@+ L3 LL)
je grupa (Poincarého grupa).

Dokazte pomoci vzorce t = vy (t -5 x), T = 7y(z — vt), ze Lorentzova kontrakce
C

je reciproénim jevem, t.z. i méfitko v klidu v soustavé (t,z) se jevi zkrdtceno

faktorem /1 — Z—;, kdyz je pozorovano z pohybujici se soustavy (¢, T).

V systému I je mérena délka pohybujiciho se métitka. K tomu tucelu je spousténa
fada bleskovych svétel, tak ze métitko vrha stin na fotografickou desku. Dokazte,
7e pozorovatel, jenz se pohybuje spolu s méritkem, vysvétluje Lorentzovu kon-
trakci tak, ze blesky z jeho hlediska nejsou spoustény soucasné.

Clovék, ktery nese zebiik o délce 2,1m pied sebou, bézi rychlosti v = @ c do
pokoje o délce 1m a zavie za sebou dvefe. (Pozor na numerické hodnoty!)

a) Pro¢ je to mozné?

b) Jak vypad4 situace z hlediska tohoto ¢lovéka?

c¢) Co se stane potom?

d) Nakreslete prostoro¢asovy diagram.

4
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Napiste Lorentzovu transformaci t — t', £ — &' kdyz se pohybuje soustava (t', Z")

rychlosti ¢ v libovolném sméru vuci soustavé (¢, Z)

Odvod’te transformaci slozek rychlosti v* = da?/dt — ¥ = dz?'/dt’, kdyz se
pohybuje ¢arkovand soustava viuéi necarkované rychlosti @ = (u, 0, 0).

Vysvétlujte vzorec

" % O O

kM —

€ M eprm = — 51; (57 (57
5t ot ol

iklm

a odvod’te z toho vyrazy pro €™, m, €M e k1 a €M e

Ukazte

xx T = (=1)P7'T
pro antisymetricky tenzor T p-tého fadu. (Antisymetrické tenzory 0-tého a prvniho
fadu jsou prosté skaldry a vektory.)

Najdéte takovou rychlost, ze po Lorentzové transformaci pole E aB jsou rovno-
bézna. (Méte-li takovy systém, pak to plati i ve vSech systémech, které se pohybuji
s libovolnou rychlosti podél E a B - muzete vybrat nejjednodussi piipad.)

Kovariantni tvar Maxwellovych rovnic skryva skutec¢nost, ze rovnice divE =
dTp a divB = 0 nezahrnuji derivaci podle ¢asu a tak jsou vlastné pocatecnimi
podminkami. Dokazte, ze zbyvajici rovnice ¢asového vyvoje tyto podminky pro-
dluzuji, t.z. ze plati vzdy, pokud plati jednou.

Bud’ 4;(z) = Re (aj e‘““’ml) ¢tyfpotencidl rovinné elektromagnetické viny ve
vakuu s komplexni amplitudou a a vlnovym vektorem k.
a) Jaké podminky pro @ a k plynou z rovnic pole a z Lorentzovy kalibrace?

b) Tenzor elektromagnetického pole ma tvar F,,, = Re ( fmn e_““lzl). Vypoctéte
komplexni amplitudu f,,, a ukazte

fmnkn:():*fmnkn fmnfnm:():fmn *fnm
Fmn g, = 0= xF™ k, F™ Fopp = 0= F™ % F,.

ZapiSte tyto rovnice ve t¥{rozmérné podobé (k°, E), uzitim popripadé EaB.
c) Ukazte, ze vilna je kruhové polarisovéna, pravé kdyz je * frun = £i fn. Které
znaménko odpovida pravotocivé nebo levotocivé polarisaci?

Ukazte pro tenzor energie-hybnosti elektromagnetického pole

2 1

T =0, T) = oL (Fo P + +Fy +F),

Ukazte, ze £2 — C%S"Q > 0 je invariantni, kladnou veli¢inou (£ = hustota energie,
S = Poyntinguv vektor elektromagnetického pole). Jaky je fyzikdlni vyznam této
nerovnosti?
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Odvod’te vzorce
e

A=dq
471'60\/7’2 — 7 2(7 x 1)?

o =

Y

ze vzorcu O’ = e/dmweyr’, A = 0, které plati v klidovém systému S’ néboje e, tim,
Ze pouzijete transformace

t’zy(t—%x), 2 =y(z — ut), y =, 2=z

Udejte inverzni transformaci k infiniteziméalni Lorentzové transformaci

.I,IL = (5119 + wik) Tk -

Odvod’te pohybové rovnice pro vektorovy potencial

z Hamiltonidnu £ = 1 ( P2 | w2 Q%) proménnych



