
Integrováńı forem 1 Zkoušková ṕısemka a test

Pracujte samostatně, podrobně popisujte, co a proč děláte, pǐste čitelně.

Hodnoceńı ṕısemky a testu

F: 0–9.5 bodu, E: 10–11.5 bodu, D: 12–13.5 bodu, C:14–15.5 bodu, B:16–17.5 bodu, A: 18–20 bod̊u.

Ṕısemka – Čas na vypracováńı je 90 minut.

(1) Spočtěte objem jehlanu omezeného rovinami

x− 2y + z = 0, x+ y − z = 0, −x+ y − z = 0, x− z = 3. [4 body]

(2) Spočtěte (čtyř)-objem paraboloidu tj. množiny B = {(x, y, z, w) ∈ R4|x2 + y2 + z2 ≤ 2w,w ≤ 1}.
[4 body]

(3) Spočtěte gradient, divergenci a rotaci v tzv. parabolických souřadnićıch

x = uv cosϕ, y = uv sinϕ, z = 1

2
(u2 − v2). [8 bod̊u]

(4) Spočtěte tok vektorového pole v = yzex+zxey+xyez plochou S = {(x, y, z) ∈ R3|(1−z)2 = x2+y2,
0 ≤ z ≤ 1}. [4 body]

Test – Čas na vzpracováńı je 60 minut, každý př́ıklad je za 2 body.

(1) Je dána podmnožina X = (0, 1] ∩ Q, (Q je množina racionálńıch č́ısel množiny reálných č́ısel R,
jež je uvažována s přirozenou topologíı. Určete vnitřek X , vněǰsek X , hranici X , uzávěr X a dále
určete, zda X je otevřená, uzavřená či kompaktńı.

(2) Je dána rovina U = {(x, y, z) ∈ R3|z = 0}. Dokažte, že U je množina mı́ry nula.

(3) Dokažte, že funkce f : (x, y) 7→ x(y + 1) je integrovatelná na množině M = [0, 1)× [0, 1). Pomůcka:
Napǐste výrazy pro horńı a dolńı součty a dokažte jejich limitńı rovnost.

(4) Transformujte integrál

∫

1

0

dx

∫

1

0

d y f(x, y) do nových proměnných u = 1+xy a v = x− y (včetně

meźı).

(5) Spočtěte kontrakci antisymetrické formy ω = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 vektorem v = e1 − e2 + e3 − e4.

(6) Ve standardńıch baźıch je lineárńı zobrazeńı α : R2→R3 dáno matićı A =

(

1 0 −1
0 1 0

)

. Určete

Λ2α∗ (druhou vněǰśı mocninu duálńıho zobrazeńı), tj. napǐste jeho matici vzhledem k libovolným
Vámi pevně zvoleným baźım.

(7) Spočtěte divergenci vektorového pole

v = A(r, ϕ, z)er +B(r, ϕ, z)eϕ + C(r, ϕ, z)ez ,

jež je zadáno ve válcových souřadnićıch (r, ϕ, z).

(8) Je dána diferenciálńı forma α = (y + 2z) d z ∧ dx − xd y ∧ d z. Nalezněte β tak, že α = dβ, nebo
zd̊uvodněte, proč taková forma β neexistuje.

(9) Spočtěte tok vektorového pole v = xex − yey + (x + y)ez libovolnou uzavřenou plochou S v R3,
x, y, z jsou kartézské souřadnice.

(10) Spočtěte integrál
∫

C

xd y − y dx

(x2 + y2)2
,

kde C je jednotková kružnice opsaná jednou v kladném směru otáčeńı. Můžeme k výpočtu integrálu
využ́ıt Stokesovu větu? Vysvětlete!


