Soubor piikladé do Integrovani forem!

1. Topologie, spojita zobrazeni

Oznacent:
Vnitifek mnoziny A...intA, vnéjsek mnoziny A...extA, hranice mnoziny A...frA,
uzavér mnoziny A ... A.

1. Naleznéte vSechny topologie na jednoprvkové (resp. dvouprvkové) mnoziné.

2. Definujte indukovanou topologii na podmnoziné a dokazte, ze splhuje axiomy to-
pologie.

3. Rozhodnéte o otevienosti, resp. uzavienosti nasledujicich podmnozin v R s ptiro-
zenou (resp. trividlni, resp. diskrétni topologii):

Urcete vnitiek, vnéjsek, hranici a uzavér jednotlivych mnozin.
4. Reste tlohu 3. pro podmnoziny Rg s pfislusnou indukovanou topologii.

5. Urlete vnitiek, vnéjsek a hranici mnoziny A C R" (s pfirozenou topologii) v né-
sledujicich ptripadech:
(a) A={z e R" | |z| < 1}.
(b) A={z e R"| |z| =1}.
(c) A=10,1]NnQ.

6. Uvazujte o systému podmnozin ¢ mnoziny X spliujici tyto podminky:
(i) 0, X €o.
(ii) Sjednoceni libovolnych dvou mnoZin ze systému o patii do systému o.
(iii) Pranik libovolného po¢tu mnoZin ze systému o patii do systému o.
Dokazte, ze systém mnozin 7 = {U C X|U = X\ A, A € o} je topologie na X
a systém vSech uzavienych mnozin v topologii 7 splyva se systémem o.

7. Dokazte:
(a) Pro libovolnou mnozinu A C X je mnozina int.A nejvétsi oteviend mnozina
lezici v A.
(b) Mnozina A je oteviend <= A = int.A.
(c) BC A= intB C intA, extB D ext.A.
(d) Pro libovolnou mnozinu A C X plati frA = fr(X'\A).

Vybréno z:

Krupka, D., Musilova, J. Integralni pocet na Euklidovijch prostorech a diferencovatelnijch varietdch.
Praha: Statni pedagogické nakladatelstvi, 1982.

Krupka, D., Krupkova, O. Topologie a geometrie (Predndsky a fesSené 4lohy.) 1. Obecnd topologie.
Praha, Statni pedagogické nakladatelstvi, 1989.

Spivak, M. Calculus on Manifolds. A Modern Approach to Classical Theorems of Advanced Calculus.
Perseus Books Publishing, 1998.
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Dokazte:
(a) A je nejmensi uzavienad mnozina obsahujici A.
(b) Mnozina A je uzavieni <= A = A.

Dok_aite:
(a) 0 =0.
(b) A=A

(c) AUB=AUB.

Charakterizujte mnoziny, pro které plati: fr(A) = (.

Necht X je mnozina a f : PX — PAX je zobrazeni systému podmnozin mno-
ziny X do sebe. Podminky

(i) f(0) =0,

(ii) pro libovolnou mnozinu A C X plati: A C f(A),

(iii) pro libovolnou mnozinu A C X plati: f (f (A)) = f (A),

(iv) pro libovolné dvé mnoziny A, B C X plati: f (AUB) = f(A) U f (B),

se nazyvaji Kuratowského ariomy uzdveru.

Dokazte, ze Kuratowského axiomy uzavéru lze pouzit k zavedeni topologie.

Bazi topologie 7 rozumime podsystém o systému 7 takovy, ze kazda neprazdna
mnozina z 7 je sjednocenim néjakych mnozin ze systému o.

Plati: Systém o je bazi néjaké topologie na X' pravé tehdy, kdyz jsou splnény
podminky:

(i) o pokryva X.

(ii) K libovolnym dvéma mnozindm U,V € o a libovolnému bodu z € U NV
existuje W € o tak, zez e W CUN V.

Dokazte.

Rozhodnéte, zda nasledujici systémy podmnozin mnoziny X jsou topologie na X
(resp. zda tvoii béazi néjaké topologie) a zdiivodnéte:

(a) X = {a,b,c}, 7= {0, X, {a,b},{b,c}, {a}}.

(b) X =R, 7={0,(—a,a)}, kde a € RT.

(c) X =R?,7=Ux V,kde U,V probihaji vechny mnoZiny oteviené v piirozené
topologii.

Ukazte, 7e zleva uzaviené a zprava oteviené intervaly v mnoziné R tvori bazi
topologie (tzv. Sorgenfreyova topologie).

Reste tilohu 3. pro Sorgenfreyovu topologii.
Dokazte, ze uzavieny interval v R s prirozenou topologii je kompaktni mnozina.

Dokazte, ze mnozina v R" s ptirozenou topologii je kompaktni pravé tehdy, kdyz
je uzaviena a omezena.
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Rozhodnéte o kompaktnosti nasledujicich mnozin v prirozené topologii:
(a) {(z,y) e R* |22+ 42 <%, r >0, (z,y) # (0,0)}.

b) {(z,y) e R? |z < 0}.

o) {(z,y) eR? |y=1L 0<a <1}

X

Necht f : X — Y je zobrazeni topologickych prostori. Dokazte, ze nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:

(a) f je spojité.

(b) Pro libovolnou mnozinu A C X plati: f(A) C f(A).

(¢) Vzor libovolné uzaviené mnoziny v ) je uzaviend mnoZina v X.

(d) Vzor libovolné oteviené mnoziny v ) je oteviena mnozina v X'.

Necht 7y (resp. 75 ) jsou dvé topologie na X. Topologii 71 nazveme silnéjsi nez
(resp. 7o slabsinez 1), jestlize 7o C 11.

Dokazte nasledujici tvrzeni:

(a) Identita (X, 1) — (X, 72) je spojitd <= 7 je silnéjsi nez 7.

(b) Spojitost zobrazeni f : X — ) se nenarusi, jestlize zesilime topologii na X
nebo zeslabime topologii na }.

(c) Kazdé zobrazeni 7 diskrétniho topologického prostoru do libovolného topolo-
gického prostoru je spojité.

(d) Kazdé zobrazeni z libovolného topologického prostoru do trividlniho topolo-
gického prostoru je spojité.

(e) Kazdé spojité zobrazeni z trividlniho do diskrétniho topologického prostoru je
konstantni.

Vysetiete spojitost zobrazeni f(r) = 2%, f(x) = x z mnoZiny R s pfirozenou
topologii do mnoziny R s topologii pfirozenou (resp. trividlni, resp. diskrétni).

Uvazte mnozinu X = {1,2,3,4,5} a systém podmnozin

o= {0, {1},{1,2},{1,2,3}, {1,2,4}, {1,5)} .

Dokazte, Ze tento systém tvoii bazi topologie a tuto topologii urcete. Necht f, g, h :
X — X jsou zobrazeni definovana vztahy:

FO)=1,F(2) =1, f(3) = 2, f(4) = 4, f(5) =5,

9(1) =3, 9(2) =1, 9(3) =2,9(4) =5, g(5) =1,

h(1) =3, h(2) =2, h(3) =3, h(4) =4, h(5) =4.

Urcete jejich body nespojitosti.

Uréete Jacobiho matici zobrazeni:
(a) f (7,y,2) = (2%, sinzy),
(b) f(z,y) = (x +y, z.y, 2xsiny).



2. Riemannuv integral na n-rozmérném euklidovském prostoru

1. Funkce f:[0,1] x [0,1] — R je definovana vztahem

0, z€Q,

f(zy) =

1, 2€Q.

Zjistéte, zda je integrabilni.

2. Dokazte integrabilitu funkce f : [a,b] — R definované vztahem f (z) = x a vy-
poctéte Ji,y f-

3. Dokazte integrabilitu funkce f : [0,1] x [0, 1] — R definované vztahem f (z,y) =
T + y a vypoctéte f[0,1]x[o,1} f.

4. Funkce f:1]0,1] x [0,1] — R je definovana vztahem

0, 0

IN
AN

1
X 9

f(z,y) =

1, T

N | =
(VAN
IA
—

Dokazte, ze funkce je integrabilni, a vypoctéte f[o,ux[o,u f.
5. Necht A C R, f,9: A — R jsou integrabilni funkce.

(a) Necht P je libovolné déleni kvadru A a S € P libovolny kvadr tohoto déleni.
Ukazte, ze plati:

ms (f)+ms(9) <ms(f+9), Ms(f)+Ms(g) = Ms(f+9),
tj.
L(f,P)+L(9.P)<L(f+g,P), U(f,P)+U(g,P)2U(f+yg,P).
(b) Ukaite, Ze funkce f + g je integrabilni na A a plati: [, (f +9) = [4f+ [4 9

(c) Ukazte, Ze pro libovolnou konstantu ¢ plati: [,cf =c [, f.

(d) Pro A = [a,b] C R ukazte, ze funkce f (r) = px + ¢, kde p, ¢ jsou konstanty,
je integrabilni a vypoctéte [y, f-

6. Necht f,g : A — R jsou funkce integrabilni na A a necht na A plati f < g.
Ukazte, ze plati [, f < [4 9.

7. Necht A C R™ a f: A — R je integrabilni na A. Ukazte, ze |[, f| < [4|f]-

8 Necht f: A — R, A C R" je integrabilni na A a g : A — R je takova
funkce, pro niz f = ¢ s vyjimkou konec¢ného poc¢tu bodu kvadru A. Ukazte, ze g
je integrabilni a plati [, f = [4 9.
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Dokazte integrabilitu funkce f :[0,1] x [0,1] — R definované vztahem

1-1 z,y€Q z=2 pq> lnesoudéns,

f(z,y) =
1, v ostatnich pripadech.

UkaZte, ze kvadr [a',b'] x ... x [a™, b"] nemfiZe mit objem nula, je-li a* < b° pro

kazdé i.

(a) Ukazte, ze hranice mnoziny objemu nula mé objem nula.

(b)

()
)

(d) Uvedte piiklad uzaviené nulové mnoziny, kterd nema objem nula.

Uvedte priklad ohrani¢ené nulové mnoziny, jejiz hranice neni nulova.

Ukazte, ze neohrani¢end mnozina nemiize mit objem nula.

Necht A C R" je uzavieny kvadr, f,g: A — R jsou integrabilni funkce. Ukazte,
7e funkce h = f.g je na A rovnéz integrabilni.

Necht C je mnozina objemu nula. Ukazte, ze existuje uzavieny kvadr A tak, ze
C C A. Dale ukazte, Ze C je jordanovsky méfitelnd a [, xc = 0.

Uvedte piiklad ohrani¢ené mnoziny miry nula, pro kterou [, x¢ neexistuje.

Necht C je ohrani¢end nulovd mnozina, pro niz existuje [, xc. Ukazte, Ze tento
integral je roven nule.

Necht f : K — R je integrabilni funkce na uzavieném kvadru IC a A, B jsou dvé
disjunktni podmnoziny K. Dokazte, ze

Juat =[5 )5

UkaZte, ze pro integrabilni funkce f : [a,b] X [a,b] — R plati:

/ab/ayf(x,y)dxdy=/ab/xbf(x,y)dydx.

Vypoctéte integral [, f, kde f (z,y) = /2y a A je mnozina omezena kiivkami
xy =2, 2y =>5,y=u1xy=4x pro x > 0. Vypocet provedte:

(a) v kartézskych souradnicich,

(b) ve vhodnych transformovanych souradnicich.

Vypoctéte obsah obrazce omezeného primkami 2z —y = —7, 20 — y = —14,
x—3y =0, z— 3y = 6. Vypocet provedte:

(a) v kartézskych soufadnicich,

(b) ve vhodnych transformovanych soufadnicich.

Dale: vypocty obsahti, objemi, momenti setrvacnosti, hmotnosti, stfedi hmot-
nosti (je-li ddna hustota) ..., napiiklad:



20. Vypoctéte objem télesa:
a =3(x,vy,2), z 2V +y, z°+y " +2°< 1y,
A y > T2, 12+ g2 2 <
(b) A= {(a:,y,z), 2>0, 224+ 12 <2R’. v +y+ 2 < 2a, a>R\/§}.
21. Vypoctéte objem anuloidu.
22. Vypocteéte:

(a) Moment setrvacnosti tenké kruhové desky o konstantni hustoté p vzhledem
k ose lezici v roviné desky a prochazejici jejim stredem.

(b) Tenkd homogenni deska ve tvaru elipsy o poloosach a, b je umisténa v roviné
Oxy tak, ze stied elipsy splyva s pocatkem O soustavy soutradnic. Vypoctéte
polohu stfedu hmotnosti ¢asti elipsy lezici v prvnim kvadrantu.

3. Prostory kovariantnich tenzori

1. (a) Ukaite, 7e mnozina T*E viech k-tenzorti na vektorovém prostoru E spolu
s operaci secitani a nasobeni skalarem tvoii vektorovy prostor.

(b) Ukazte, Ze mnozina vSech antisymetrickych tenzort AFE tvoii vektorovy pod-
prostor tohoto prostoru.

2. Ukazte, 7e skalarni soucin dvou vektori &, n € R™, & = (&1,...,&0), 0= (M1, -, ),
definovany vztahem

n
& =E&n= &,
i=1
je 2-tenzor na R".
3. Ukazte, ze tenzorovy soucin dvou tenzori je opét tenzorem.
4. Na konkrétnim prikladé ukazte, ze operace tenzorového soucinu neni komutativni.
5. Pro tenzory u, ui, us € TFE, v, v1, vy € T'E, w € T™E a redlné ¢islo a dokazte:

(a) (u1+u) v =u v +uy v,
(b) u® (v1 + v2) =u® vy + u ® vy,
(c) (au)®v =u® (av) = a(u®v),
(d) (V)W =u® (v w).

6. Pro antisymetrické tenzory w, wi, ws € AYE, 1, ni, 12 € N'E, § € A™E a realné
¢islo a dokazte:
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Necht f : E — F je linearni zobrazeni vektorovych prostori. Pomoci tohoto
zobrazeni je definovano linedrni zobrazeni f* : T¥F — T*E pfedpisem

(f*U) (51;7&6) :u(f(fl)aaf(fk))
pro libovolné u € T*F, &,...,&, € E. Dokazte:

(a) f*(u®v)=fu ® fv pro u € T'F, v € T™F,
(b) f*(wAn)=fwA fnprowecAF, neA\™F.

Necht (eq,...,e,) je standardni baze v R", (e!,...,e") je dudlni baze.

(a) Prolibovolné vektory & &, &3 € R™ urcete el®el (£1,&), Alt (e @ e7) (&1,&),
e' Nel (€1a€2)a eer]/\ek (€1a€27§3)'

(b) Uréete: Alt(e" ®@...®¢€™%) (eiy,... ), Alt(e" @...®@e*)(ej,....e5),
AL NER (e, 6), €1 QR (6, .., €,).

(c) Dokazte:
ENNLNES NI AL N ER = —et AL A eI Aels AL A ek,
ETALLANETANLNET AL NER = —e T AL NER AL ANET AL N e

Necht (e!, €2, €*) je dudlni béze ke standardni bazi (e, eq, e3) vektorového pros-
toru R?. Vypoctéte w An (&, v), kde w =2e' — e, n=rc' + €2, £, veR.

Necht (ey,...,e,), (€1,...,€,) jsou dvé ortonormalni baze vektorového prostoru R”,

Vv z v z = ]
pro néz plati transformacni vztahy e; = aje;.

(a) Odvodte transformacni vztahy mezi dudlnimi bazemi (e', ... e"), (e',... e").

(b) Odvodte transformac¢ni vztahy mezi slozkami vektort v bazich (e, ..., e,),
(€1,...,6n).

(c) Odvodte transformaéni vztahy mezi slozkami linearnich forem v bazich
(el,...,e"), (et ..., e").

Necht (&,...,&,) je baze vektorového prostoru F, w € A\"E, ¢; = al§&; € E.
Ukazte, 7e w (C1, ..., () = det (ag) w (&, ..., &)

4. Vektorova a tenzorova pole, diferencidlni formy

1.

Dokazte, ze mnozina vSech vektorovych poli na R"™ spolu s operacemi secitani
a nasobeni skalarem tvori vektorovy prostor. Jaka je dimenze tohoto vektorového
prostoru?

Dokazte:

(a) Mnozina vSech diferencidlnich k—forem na R" spolu s operacemi se¢itani a na-
sobeni skalarem tvoii vektorovy prostor.

(b) Mnozina v8ech spojitych k—forem na R" tvoii vektorovy podprostor tohoto
prostoru.



3. Je-li vektorové pole na R™ spojité (resp. diferencovatelné) vzhledem k néjaké bazi
vektorového prostoru R, pak je spojité (resp. diferencovatelné) vzhledem k libo-
volné jiné bazi R".

4. Je-li diferencidlni forma na R™ spojita (resp. diferencovatelna) vzhledem k néjaké
béazi vektorového prostoru R", pak je spojita (resp. diferencovatelnd) vzhledem
k libovolné jiné bazi R".

5. Dokazte, ze vnéjsi soucin spojitych (resp. diferencovatelnych) diferencidlnich forem
je spojita (resp. diferencovatelnd) diferencialni forma.

5. Vnéjsi soucin, vnéjsi derivace

1. Necht w, p € A*TR", n € AN'TR™, ¢ € R. Dokaite:

(a) d(w+ p) =dw+dp,

(b) d(cw) = cdw,

(c) d(dw) =0,

(d) dwAn) =dwAn+ (=) wAdy.

2. Necht f:R™ — R je diferencovatelna funkce. Dokazte, ze

n

df (p) (&) =>_D;f (p)da* (p) (€).

=1

3. Necht v je vektor rychlosti ptislusny rovinné ktivce z (t) = cost, y (t) = sint pfi
t = 0. Vypoctéte hodnotu forem dz, dy v argumentu v.

4. Vypoétste hodnoty forem w; = dz!, w? = 2'dz? a wy = d (2), kde r2 = (2!)” +
(252)2 ve vektorovych argumentech &, & a & podle obrazku.

5. Vypoctéte hodnoty forem w; = dz? A dx?, wy = z'da® Adz? a wy = dz3 Ad (r?),
kde 72 = (21)” 4 (22)” + (2%)?, ve vektorech € = (1,1,1), ¢ = (1,2, 3) umisténgch
v bodé p = (2,0,0).

6. Vypoctéte hodnoty forem w; = dat A da?, wy, = z'dat A da? — 22dz? A da!
a ws = rdr Ady, kde ' = rcosp, 2?2 = rsingp, ve vektorovych argumentech
(€1,¢1) 5 (62, C2) a (&3,(3) podle obrazku.



7. Je déna linearni forma w = (;—2) dx + ydy. Jaké zobrazeni indukuje tato forma
v bodé (¢,0) € R??

8. Necht g1,¢, : R? — R jsou diferencovatelné funkce takové, ze Digs = Dsg.
Necht w = g;dz + gody. Ukaite, 7e existuje funkce (0-forma) f : R> — R takova,
zew=df =D, fdx + D, fdy.

Oteviend mnozina A C R"™ se nazyva hvézdicovitou vzhledem k bodu O € A,
jestlize s kazdym bodem z € A patii do mnoziny A také tisecka spojujici bod x
s bodem O.

Poincarého lemma: Necht A C R" je oteviena hvézdicovitd mnozina a w diferenci-
alni forma na A takovd, ze dw = 0 (forma w je uzaviend). Pak existuje diferencidlni
forma n na A takova, ze dnp = w. (Jinymi slovy: Kazda uzaviend forma definovana
na oteviené hvézdicovité mnoziné je exaktni.)

9. Pro nasledujici formy w urcete dw. Rozhodnéte, zda jsou uvedené formy exaktni.
V kladném pripadé urcete formu 7, pro niz dn = w. Charakterizujte defini¢ni
obory.

= (22 — y?)dz + (5 — 2zy) dy,
sin zdx + y%dy,

(42* + 322y) dz + (2 + 6y) dy,

2?ydx + cos x sin ydy,
= xdx Ady + ydz A dz — 22dy A dz,
= (z + 3y)dz A dy A dz.



6. Inverzni obraz (pullback) zobrazenim podmnoZin euklidovskych prostoru

1. Necht f : R® — R™, g : R™ — R*, h : R™ — R jsou diferencovatelné
funkce, wy,ws, w € A¥TR™, n € A' TR™. Dokaite:

(a) To(go f) =TimgoTof,

(b) (go f)" =f*og",

(c) Je-li f,g: R™ — R, pak d(f.g) = f.dg+ g.df,

(d) f* (w1 +wa) = frwr + frws,

(€) f*(hw) = (ho f) frw,
f o
f o

)
)

() f*(wAn) = fwAf,

(g) f*(dw) = df*(w).

2. Necht f:R™ — R™ je diferencovatelnd funkce, 2° (resp. y’) standardni soufad-
nice na R" (resp. R™). Urcete f*dy’. Na jaké mnoZiné je tato forma definovdna?

)
)

3. Necht f:R"™ — R" je diferencovatelna funkce dana obecnym predpisem

f(xl,...,a:") :(yl,...,y"),

tj. vt = fi(z',...,2") proi = 1,...,n. Ozna¢me w = dy' A ... A dy" element
objemu. Ukazte, ze plati f*w = det (Df)n, kde n = da' A ... Ada™ a Df je
Jacobiho matice zobrazeni f.

4. Necht ¢ je diferencovatelny oblouk v R™, tj. diferencovatelna funkce ¢ : [0,1] —
R". Definujeme tecny vektor & k oblouku ¢ v bodé ¢ vztahem ¢ = Tic.e; =
((01)' (t),...,(c") (t)§ " kde e; = (t,e) a e je jednotkovy vektor v R. Ukazte, Ze
pro diferencovatelnou funkci f : R" — R™ je vektor T, f.§ tecnym vektorem
ke kiivce f oc v bodé t.

5. Necht f : R — R je diferencovatelnd funkce a ¢ : R — R? je diferencova-
telny oblouk definovany vztahem ¢ (t) = (¢, f (¢)). Ukazte, Ze koncovy bod te¢ného
vektoru vedeného k oblouku v bodé t lezi na te¢né ke grafu f, vedené v bodé

(¢, f (1))

6. Definujme diferencovatelné zobrazeni f : {r | r > 0} x (0,27) — R? vztahem
f(r,p) = (rcosp,rsiny) = (z,y). Vyjadiete f*dx, f*dy a f* (dgﬁjy)

7. Definujme diferencovatelné zobrazeni f : {r | r > 0} x (0,27) x (0, 7) — R3 vzta-
hem f(r,,9) = (rcosesind, rsinpsind, rcosd) = (x,y,z). Vyjadiete f*dz,
frdy, f*(dxe Ady), f* (dy Adz), f* (dz Adz), f*(dz Ady Adz).

8. Necht P je inverzni zobrazeni k f z tlohy 6. (tzv. systém poldrnich soutadnic
na R?. Necht p € R?, p # (0,0), necht (e,),, (e,), jsou jednotkové vektory baze

prostoru T,R? zvolené podle obrazku. Uréete P*dr (p) ((er)p), P*dr (p) ((e@)p),
Prdg (p) ((er), ). Prde (9) ((e),)

10
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9. Necht R, ) je tecny prostor k podmnoziné B C R?, B = (0,00) x (0,27) v bodé
q = (r,¢p) = P(x,y) (viz. tloha 8.). Najdéte duélni béazi k bazi dr (q), dg (q)
v bodé ¢, tj. vektory (e,),, (e,), takové, Ze

7. Integral diferencidlni formy na singularni krychli

1. Necht ¢: [0,1] — R? je jednorozmérnd singularni krychle (oblouk v R3), ¢ (t) =
(z.y,2) = (' (1), (1), (), w=P(2,y,2)dz+Q (,y,2) dy + R (z,y, 2) dz je
linedrni diferencidlni forma v R?. Vyjadrete integral [ w pomoci integralu Jio.11-

. Necht ¢ : [0,1]° — R? je dvojrozmérna singularni krychle, ¢ (t',¢%) = (z,y,2) =
(& (11,2), & (1,82), & (11,12), w = P(r,9,2)dy Adz + Q(2,y,2)dz A dz +
R (2,y,2)dz A dy je diferencidlni 2-forma v R?. Vyjadiete integrdl [,w pomoci
integralu [ ;2.

V nasledujicich ptikladech vyjadiete zadané kiivky jako jednorozmérné singularni
krychle (p¥ip. fetézce) a vypoctéte kiivkové integraly uzitim vztahu

/w :/ cw.
c [0,1]

3. w = zydx + (x + y) dy, kiivka ¢ spojujici pocatek soustavy soutradnic s bodem

(1,1) je:

(a) ¢ast primky y =z,
(b) ¢ast paraboly y = x2,

(c) lomena ¢ara s tseky rovnobé&znymi s osami z, y .

11



10.

11.

12.

LW E
z /a:2-|—y2+z2

. w = —xdx — ydy, c je oblouk elipsy ‘2—; + ‘Z—j =1 v prvnim kvadrantu.

1 (xdx + ydy + zdz) , ¢ je tsecka s krajnimi body (a, b, ¢) , (2a, 2b, 2¢).

1
x2 +y2

aN=(0,1,1), S = (0,0,1) je jeji stied.

w = — (xdx + ydy), ¢ je oblouk kruznice spojujici body M = (1,1,0)

w = dz, c je ¢tvrtkruznice o poloméru r:
(a) v prvém kvadrantu,

(b) mezi body (%, %) a (—

(c) ve t¥etim kvadrantu.

LT‘)
V2 y2)0

Vypoctéte nasledujici plosné integraly:

JsxdyAdz+ydzAdr+zde Ady, kde S jekrychlex =y=2=0, s =y=2=1.
[s 2?y*2dz Ady, S je dolni polokoule 2% + y? + 22 = R2.

fszdz Ady, Sjete+ 5 42 =1,

Js e Ady, Sije I+ (12 + ) + (22 + %) = 1.

[syzdz Ady + z2dy A dz + zydz A dz, S je plocha omezend takto: 22 + y*> = R?,
r=0,y=0, 2=0,2=H > 0.

8. Stokesuv teorém

1.

2.

3.

Pro zadané R > 0 a celé ¢islo n # 0 definujeme jednorozmérnou singularni krychli
Crn ¢ [0,1] — R*\{0} vztahem cg, (t) = (Rcos2mnt, Rsin2wnt). Ukazte, Ze
pro dvojrozmérnou singuldrni krychli ¢ : [0,1]* — R?\{0} definovanou vztahem
c(t',t?) = ((Ry + t* (Ry — Ry)) cos 2mnt!, (Ry + t* (Ry — Ry)) sin 27nt!) plati: dc =
CRy,;n — CRym-

V nasledujicich prikladech 2.-6. vyjadrete zadané okraje dc jako jednorozmérné
singularni krychle (pfip. fetézce) a uzitim Stokesovy véty

/cdw:/&w:/{o’u (0c)" w

prevedte plo$né integraly na kiivkové.

dw =dxz A dy, Odc je elipsa i—j + z—j = 1.

dw = dz Ady, Oc je asteroida x = acos®t, y = asin®t, t € [0, 27).

12



4. d = dx A dy, Jc je kardioida x = 2acost — acos2t, y = 2asint — asin 2t,
, 2T

)-

5. dw = dz A dy, Oc je Descartetiv list 2% + y* — 3azy = 0 (ndvod: parametrické
vyjadieni y = tx)

—

6. dw = dz A dy, Jc je vétev kiivky (x + y)3 = xy (navod: parametrické vyjadieni
y=tr, t=—-In(1-3s), s€(0,1)).

7. Vypoctéte, je-li to mozné, integraly z prikladd 8.-12. ¢asti 7. uzitim Stokesovy
véty.

9. Aplikace: Prace silového pole po kfivce, tok vektorového pole plochou

1. Urcete praci sily ﬁ, jejiz pusobisté se pohybuje po dané kiivce 7:

a = i(z € -+ Yy = €T,y > S orientacli ve smeru po u hodi-

(a) v={(z.y) e R?[2® +y* = R? 2,y > 0} s orientaci éru pohybu hodi
novych rucicek, sila F' ma konstantni velikost a ma smeér kladné osy =x.

(b) F'=(zy,z+y),

(b1) ~ je tsek pfimky y = x mezi body (0,0) a (1, 1),

(b2) ~ je tsek paraboly y = z? mezi body (0,0) a (1, 1),

(b3) v je lomend ¢ara se stranami rovnobéznymi s osami soustavy soutradnic
mezi body (0,0) a (1,1).

(c) Sila sméfuje do pocatku soustavy souiadnic, jeji vehkost je ciselné rovna
vzdalenosti piisobisté od pocatku; v je oblouk elipsy > + = 1 orientovany
proti sméru pohybu hodinovych rucicek:

(c1) v prvnim kvadrantu,
(c2) ve v8ech kvadrantech (celd elipsa): vypocet provedte pfimo i uzitim Sto-
kesovy véty.

(d) F=(X(z,y,2),Y (z,y,2), Z (x,y,2)), sila sméFuje k po¢atku soustavy sou-
fadnic a jeji velikost je neprimo timérna vzdalenosti ptisobisté od roviny z = 0;
7 je usek p¥imky mezi body (a,b, c) a (2a, 2b, 2¢).

e) Velikost sily F' je nep¥fmo tmérna vzddlenosti piisobisté od osy z, sila je

(e) y I je nep p y z, sila ]

kolma k ose z a smétuje k ni; v je tsek kruznice x = cost, y = 1, 2 = sint
mezi body M = (1,1,0) a N = (0,1, 1).

2. V nésledujicich prikladech silovych poli ukazte nezavislost prace sily na volbé
krivky, urcete odpovidajici potencidlni energii a vypoctéte praci sily po oblouku
mezi body A, B:

(a) F = (2zy,2%), A= (1,0), B =(0,3).
(b) F = (0,0,—mg) (tithova sila v blizkosti povrchu Zemé), A = (z1,y1, 21),
B = (12,92, 22).

(c) F = (—‘T‘—?,—TT,——) kder = /22 +y?> + 22, A= (a,b,c), B — oo. (Urcete

konstantu pu, je-li F gravita¢ni sila, kterou na ¢astici m ptisobi ¢astice M.)
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(d) F=
Be{(z,y,2) | 2* +y*+ 22 =1}, R>r.
(e) F= (—m, ﬁ), A=(0,-1), B=(1,0), v neprotina pifimku y = x.

(f) ﬁ: <\/$§+y2 +, \/xg+y2 +:E>, A= (070)7 B = (Ll)'

(g) F = (Iy—;Z, 5—;’;, ;—é’z), A=(1,1,1), B= (a:,y, I—Iy), v lezi v prvnim oktantu.
. Urcete tok vektorového pole F' = (2z,3y2 + xz,0) plastém valce z% + y2 = R2,
2 =0, 2= H > 0 orientovanym vné&jsi normalou. Vypocet provedte piimo i uzitim
Stokesovy véty.

. Urcete tok vektorového pole F = (z,2%, Txy) kruhem o poloméru R, ktery lezi
v roviné z = 1 a stfed ma v bodé (0,0,1). Kruh je orientovan normélou @i =
(0,0,—1).

. Urete tok vektorového pole F = (0,0, z) povrchem télesa

A:{(:c,y,z)zZ\/:erLyQ, x2+y2+z2§1}.

Povrch je orientovany vnéjs$i norméalou. Vypocet provedte piimo i uzitim Stokesovy
véty.

. Uréete tok vektorového pole F = rotG = (22y, 12 — y2, zyz) povrchem krychle
x=y=2=0, x =y =2z =1 orientovanym vné&jsi norméalou. Vypocet provedte
primo i uzitim Stokesovy véty.

Klasické integrdlni véty (struéné opakovani):

7. Odvodte vztah pro tok vektoru intenzity E elektrostatického pole buzeného
bodovym nabojem ) umisténym ve vakuu libovolnou uzavienou plochou,
kterd tento naboj obklopuje (Gaussova véta elektrostatiky v integrdlnim tvaru).
Plocha je orientovana vnéjsi normélou.

8. Uzitim vysledku ptredchoziho prikladu odvodte vztah divE = %, kde p je ob-
jemova hustota naboje a £y je permitivita vakua ( Gaussova véta elektrostatiky
v diferencidlnim tvaru).

9. Pro elektromotorické napéti indukované pti elektromagnetické indukei plati
vztah U = —%’, kde @ je magneticky indukéni tok plochou vymezenou obvo-
dem. Uzitim vztahu [? Ed7 = Uyp odvodte vztah mezi intenzitou elektric-

kého pole E a magnetickou indukci B

. 9B .
tE+ —=20.
rott + En
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10. Aplikace: Integral prvého druhu. Geometrické a fyzikalni charakteristiky
jednorozmérnych, dvourozmérnych a t¥irozmérnych utvaru

1. Vypoctéte nasledujici kiivkové integraly:
(a) [.xyds, ¢ je obvod étverce |z |+ |y |=a > 0.
(b) [. \/ﬁm, c je usecka spojujici body O = (0,0), A =(1,2).
(c) V2?2 +y*ds, ¢ x = a(cost+tsint), y = a(sint —tcost), 0 <t < 27
(evolventa kruznice).
-5 ¢ je prvy zavit Sroubovice z = acost, y = asint, z = bt.
d) [ i 1 ¢ zavit Sroubovi t in ¢ bt
2. Vypoctéte nasledujici plosné integraly:
(a) fs(z+y+2)dS, Sjepovrch krychle 0 <2 <1, 0<y<1, 0<z<1.
(b) Js(z* +y*)dS, S je povrch koule 2% + y? + 22 = a?.
c Va2 +y?dS, S je boéni povrch kuzele 2 4 y—j = 0, 0<z<b.
S a a b

3. Vypoctéte délku kiivek:

(a) oblouk kuzelové Sroubovice z = ae'cost, y = ae'sint, z = ae’ mezi body
0O =1(0,0,0)a A= (a,0,a),

(b) zavit Sroubovice x = acost, y = asint, z = bt,
(c) oblouk cykloidy z = a (t —sint), y = a (1 —cost), 0 <t <.
4. Vypoctéte povrch:

(a) koule o poloméru R,
(b

) plasté kuzele o poloméru podstavy r a vysce H,
(c) plasté paraboloidu o rovnici 22 + y? — 22 = 0, jehoZ vyska je H,
)

(d) boé¢niho povrchu parabolického vélce y = %ﬁ ohraniceného rovinami z = 0,
z2=0, z=z, y=6.

5. Vypoctéte objem:

b

(a) elipsoidu o poloosach a, b, c,

(b)

(c) télesa A= {(z,y,2) [ 2>0,2°+y> <1, 2<2—2" -y},
)

kuzele o poloméru podstavy r a vysce H,

(d) anuloidu.
6. Vypoctéte hmotnost:

(a) elipsy ‘:’j—j + 3;—2 = 1, jejiz linedrni hustota je popsana funkei u (z,y) =| v |,

(b) prvého zavitu Sroubovice x = acost, y = asint, z = bt, je-li linedrni hustota
v daném bodé timérna velikosti pruvodic¢e tohoto bodu.
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7. Vypoctéte stfed hmotnosti:
(a) ptloblouku cykloidy = = a(t —sint), y = a(1 —cost), 0 < 7 < 0, jehoz
linearni hustota je konstantni,
(b) kruhové vysece o stfedovém thlu «, jejiz plosna hustota je konstantni,

(c) homogenniho kuzele o poloméru podstavy r a vysce H.
V piipadech (b) a (c¢) vhodné zvolte soustavu soufadnic.
8. Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z:

(a) prvého zavitu Sroubovice z = acost, y = asint, z = bt, jehoz linearni
hustota je konstantni,

(b) povrchu anuloidu, jehoZ plo$nd hustota je konstantni (itvar je symetricky
podle osy z).

9. Vypoctéte celkovou tlakovou silu, kterou ptisobi kapalina na stény a na dno valcové
nadoby o poloméru R. Nadoba je umisténa v homogennim tihovém poli Zemé tak,
ze vektor ¢ je rovnobézny s osou nadoby. Hladina je ve vySce H nade dnem.
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