
Soubor pøíkladù do Integrování forem11. Topologie, spojitá zobrazeníOznaèení:Vnitøek mno¾iny A : : : intA, vnìj¹ek mno¾iny A : : : extA, hranie mno¾iny A : : : frA,uzávìr mno¾iny A : : :A.1. Naleznìte v¹ehny topologie na jednoprvkové (resp. dvouprvkové) mno¾inì.2. De�nujte indukovanou topologii na podmno¾inì a doka¾te, ¾e splòuje axiomy to-pologie.3. Rozhodnìte o otevøenosti, resp. uzavøenosti následujííh podmno¾in v R s pøiro-zenou (resp. triviální, resp. diskrétní topologií):(a) [0;1).(b) (0; 1).() [0; 1℄.(d) [0; 1).(e) N:(f) Q.(g) fxg � R.Urèete vnitøek, vnìj¹ek, hranii a uzávìr jednotlivýh mno¾in.4. Øe¹te úlohu 3. pro podmno¾iny R+0 s pøíslu¹nou indukovanou topologií.5. Urèete vnitøek, vnìj¹ek a hranii mno¾iny A � Rn (s pøirozenou topologií) v ná-sledujííh pøípadeh:(a) A = fx 2 Rn j jxj � 1g.(b) A = fx 2 Rn j jxj = 1g.() A = [0; 1℄ \Q:6. Uva¾ujte o systému podmno¾in � mno¾iny X splòujíí tyto podmínky:(i) ;;X 2 �.(ii) Sjednoení libovolnýh dvou mno¾in ze systému � patøí do systému �.(iii) Prùnik libovolného poètu mno¾in ze systému � patøí do systému �.Doka¾te, ¾e systém mno¾in � = fU � X j U = XnA; A 2 �g je topologie na Xa systém v¹eh uzavøenýh mno¾in v topologii � splývá se systémem �.7. Doka¾te:(a) Pro libovolnou mno¾inu A � X je mno¾ina intA nejvìt¹í otevøená mno¾inale¾íí v A.(b) Mno¾ina A je otevøená ()A = intA.() B � A =) intB � intA; extB � extA.(d) Pro libovolnou mno¾inu A � X platí frA = fr(XnA).1Vybráno z:Krupka, D., Musilová, J. Integrální poèet na Euklidovýh prostoreh a diferenovatelnýh varietáh.Praha: Státní pedagogiké nakladatelství, 1982.Krupka, D., Krupková, O. Topologie a geometrie (Pøedná¹ky a øe¹ené úlohy.) 1. Obená topologie.Praha, Státní pedagogiké nakladatelství, 1989.Spivak, M. Calulus on Manifolds. A Modern Approah to Classial Theorems of Advaned Calulus.Perseus Books Publishing, 1998. 1



8. Doka¾te:(a) A je nejmen¹í uzavøená mno¾ina obsahujíí A.(b) Mno¾ina A je uzavøená () A = A.9. Doka¾te:(a) ; = ;.(b) A = A.() A [ B = A[ B:10. Charakterizujte mno¾iny, pro které platí: fr(A) = ;.Neh» X je mno¾ina a f : PX �! PX je zobrazení systému podmno¾in mno-¾iny X do sebe. Podmínky(i) f (;) = ;,(ii) pro libovolnou mno¾inu A � X platí: A � f (A),(iii) pro libovolnou mno¾inu A � X platí: f (f (A)) = f (A),(iv) pro libovolné dvì mno¾iny A; B � X platí: f (A[ B) = f (A) [ f (B),se nazývají Kuratowského axiomy uzávìru.11. Doka¾te, ¾e Kuratowského axiomy uzávìru lze pou¾ít k zavedení topologie.Bází topologie � rozumíme podsystém � systému � takový, ¾e ka¾dá neprázdnámno¾ina z � je sjednoením nìjakýh mno¾in ze systému �.Platí: Systém � je bází nìjaké topologie na X právì tehdy, kdy¾ jsou splnìnypodmínky:(i) � pokrývá X .(ii) K libovolným dvìma mno¾inám U ;V 2 � a libovolnému bodu x 2 U \ Vexistuje W 2 � tak, ¾e x 2 W � U \ V.Doka¾te.12. Rozhodnìte, zda následujíí systémy podmno¾in mno¾iny X jsou topologie na X(resp. zda tvoøí bázi nìjaké topologie) a zdùvodnìte:(a) X = fa; b; g; � = f;;X ; fa; bg; fb; g; fagg.(b) X = R; � = f;; (�a; a)g; kde a 2 R+.() X = R2; � = U � V; kde U ;V probíhají v¹ehny mno¾iny otevøené v pøirozenétopologii.13. Uka¾te, ¾e zleva uzavøené a zprava otevøené intervaly v mno¾inì R tvoøí bázitopologie (tzv. Sorgenfreyova topologie).14. Øe¹te úlohu 3. pro Sorgenfreyovu topologii.15. Doka¾te, ¾e uzavøený interval v R s pøirozenou topologií je kompaktní mno¾ina.16. Doka¾te, ¾e mno¾ina v Rn s pøirozenou topologií je kompaktní právì tehdy, kdy¾je uzavøená a omezená.
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17. Rozhodnìte o kompaktnosti následujííh mno¾in v pøirozené topologii:(a) f(x; y) 2 R2 j x2 + y2 � r2; r > 0; (x; y) 6= (0; 0)g.(b) f(x; y) 2 R2 j x � 0g.() f(x; y) 2 R2 j y = 1x ; 0 < x � 1g.(d) [0; 1℄ \Q.(e) fx 2 R j x = 1n ; n = 1; 2 : : :g.(f) fx 2 R j x = 1n ; n = 1; 2 : : :g [ f0g:18. Neh» f : X �! Y je zobrazení topologikýh prostorù. Doka¾te, ¾e následujíípodmínky jsou ekvivalentní:(a) f je spojité.(b) Pro libovolnou mno¾inu A � X platí: f(A) � f(A).() Vzor libovolné uzavøené mno¾iny v Y je uzavøená mno¾ina v X .(d) Vzor libovolné otevøené mno¾iny v Y je otevøená mno¾ina v X .Neh» �1 (resp. �2 ) jsou dvì topologie na X . Topologii �1 nazveme silnìj¹í ne¾ �2(resp. �2 slab¹í ne¾ �1), jestli¾e �2 � �1.19. Doka¾te následujíí tvrzení:(a) Identita (X ; �1)! (X ; �2) je spojitá () �1 je silnìj¹í ne¾ �2.(b) Spojitost zobrazení f : X ! Y se nenaru¹í, jestli¾e zesílíme topologii na Xnebo zeslabíme topologii na Y.() Ka¾dé zobrazení z diskrétního topologikého prostoru do libovolného topolo-gikého prostoru je spojité.(d) Ka¾dé zobrazení z libovolného topologikého prostoru do triviálního topolo-gikého prostoru je spojité.(e) Ka¾dé spojité zobrazení z triviálního do diskrétního topologikého prostoru jekonstantní.20. Vy¹etøete spojitost zobrazení f(x) = x2, f(x) = x z mno¾iny R s pøirozenoutopologií do mno¾iny R s topologií pøirozenou (resp. triviální, resp. diskrétní).21. Uva¾te mno¾inu X = f1; 2; 3; 4; 5g a systém podmno¾in� = f;; f1g; f1; 2g; f1; 2; 3g; f1; 2; 4g; f1; 5gg :Doka¾te, ¾e tento systém tvoøí bázi topologie a tuto topologii urèete. Neh» f; g; h :X �! X jsou zobrazení de�novaná vztahy:f(1) = 1; f(2) = 1; f(3) = 2; f(4) = 4; f(5) = 5;g(1) = 3; g(2) = 1; g(3) = 2; g(4) = 5; g(5) = 1;h(1) = 3; h(2) = 2; h(3) = 3; h(4) = 4; h(5) = 4 :Urèete jejih body nespojitosti.22. Urèete Jaobiho matii zobrazení:(a) f (x; y; z) = (xy; sinxy),(b) f (x; y) = (x + y; x:y; 2x sin y).
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2. Riemannùv integrál na n{rozmìrném euklidovském prostoru1. Funke f : [0; 1℄� [0; 1℄ �! R je de�nována vztahemf (x; y) = 8><>: 0; x 2 Q;1; x 62 Q :Zjistìte, zda je integrabilní.2. Doka¾te integrabilitu funke f : [a; b℄ �! R de�nované vztahem f (x) = x a vy-poètìte R[a;b℄ f .3. Doka¾te integrabilitu funke f : [0; 1℄� [0; 1℄ �! R de�nované vztahem f (x; y) =x + y a vypoètìte R[0;1℄�[0;1℄ f .4. Funke f : [0; 1℄� [0; 1℄ �! R je de�nována vztahemf (x; y) = 8><>: 0; 0 � x < 12 ;1; 12 � x � 1 :Doka¾te, ¾e funke je integrabilní, a vypoètìte R[0;1℄�[0;1℄ f .5. Neh» A � R, f; g : A �! R jsou integrabilní funke.(a) Neh» P je libovolné dìlení kvádru A a S 2 P libovolný kvádr tohoto dìlení.Uka¾te, ¾e platí:mS (f) +mS (g) � mS (f + g) ; MS (f) +MS (g) � MS (f + g) ;tj.L (f; P ) + L (g; P ) � L (f + g; P ) ; U (f; P ) + U (g; P ) � U (f + g; P ) :(b) Uka¾te, ¾e funke f + g je integrabilní na A a platí: RA (f + g) = RA f + RA g.() Uka¾te, ¾e pro libovolnou konstantu  platí: RA f =  RA f .(d) Pro A = [a; b℄ � R uka¾te, ¾e funke f (x) = px+ q, kde p, q jsou konstanty,je integrabilní a vypoètìte R[a;b℄ f:6. Neh» f; g : A �! R jsou funke integrabilní na A a neh» na A platí f � g.Uka¾te, ¾e platí RA f � RA g.7. Neh» A � Rn a f : A �! R je integrabilní na A. Uka¾te, ¾e jRA f j � RA jf j.8. Neh» f : A �! R, A � Rn je integrabilní na A a g : A �! R je takováfunke, pro ni¾ f = g s výjimkou koneèného poètu bodù kvádru A. Uka¾te, ¾e gje integrabilní a platí RA f = RA g.
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9. Doka¾te integrabilitu funke f : [0; 1℄� [0; 1℄ �! R de�nované vztahemf(x; y) = 8><>: 1� 1q ; x; y 2 Q; x = pq ; p; q � 1 nesoudìlná;1; v ostatníh pøípadeh:10. Uka¾te, ¾e kvádr [a1; b1℄ � : : : � [an; bn℄ nemù¾e mít objem nula, je-li ai < bi proka¾dé i.11. (a) Uka¾te, ¾e hranie mno¾iny objemu nula má objem nula.(b) Uveïte pøíklad ohranièené nulové mno¾iny, její¾ hranie není nulová.() Uka¾te, ¾e neohranièená mno¾ina nemù¾e mít objem nula.(d) Uveïte pøíklad uzavøené nulové mno¾iny, která nemá objem nula.12. Neh» A � Rn je uzavøený kvádr, f; g : A �! R jsou integrabilní funke. Uka¾te,¾e funke h = f:g je na A rovnì¾ integrabilní.13. Neh» C je mno¾ina objemu nula. Uka¾te, ¾e existuje uzavøený kvádr A tak, ¾eC � A. Dále uka¾te, ¾e C je jordanovsky mìøitelná a RA �C = 0.14. Uveïte pøíklad ohranièené mno¾iny míry nula, pro kterou RA �C neexistuje.15. Neh» C je ohranièená nulová mno¾ina, pro ni¾ existuje RA �C. Uka¾te, ¾e tentointegrál je roven nule.16. Neh» f : K �! R je integrabilní funke na uzavøeném kvádru K a A, B jsou dvìdisjunktní podmno¾iny K. Doka¾te, ¾eZA[B f = ZA f + ZB f:17. Uka¾te, ¾e pro integrabilní funke f : [a; b℄� [a; b℄ �! R platí:Z ba Z ya f (x; y) dxdy = Z ba Z bx f (x; y) dydx:18. Vypoètìte integrál RA f , kde f (x; y) = pxy a A je mno¾ina omezená køivkamixy = 2, xy = 5, y = x, y = 4x pro x > 0. Výpoèet proveïte:(a) v kartézskýh souøadniíh,(b) ve vhodnýh transformovanýh souøadniíh.19. Vypoètìte obsah obraze omezeného pøímkami 2x � y = �7, 2x � y = �14,x� 3y = 0, x� 3y = 6. Výpoèet proveïte:(a) v kartézskýh souøadniíh,(b) ve vhodnýh transformovanýh souøadniíh.Dále: výpoèty obsahù, objemù, momentù setrvaènosti, hmotností, støedù hmot-nosti (je-li dána hustota) : : : , napøíklad:5



20. Vypoètìte objem tìlesa:(a) A = n(x; y; z) ; z � px2 + y2; x2 + y2 + z2 � 1o,(b) A = n(x; y; z) ; z � 0; x2 + y2 � 2R2; x + y + z � 2a; a > Rp2o :21. Vypoètìte objem anuloidu.22. Vypoètìte:(a) Moment setrvaènosti tenké kruhové desky o konstantní hustotì � vzhledemk ose le¾íí v rovinì desky a proházejíí jejím støedem.(b) Tenká homogenní deska ve tvaru elipsy o poloosáh a, b je umístìna v rovinìOxy tak, ¾e støed elipsy splývá s poèátkem O soustavy souøadni. Vypoètìtepolohu støedu hmotnosti èásti elipsy le¾íí v prvním kvadrantu.3. Prostory kovariantníh tenzorù1. (a) Uka¾te, ¾e mno¾ina T kE v¹eh k{tenzorù na vektorovém prostoru E spolus operaí seèítání a násobení skalárem tvoøí vektorový prostor.(b) Uka¾te, ¾e mno¾ina v¹eh antisymetrikýh tenzorù VkE tvoøí vektorový pod-prostor tohoto prostoru.2. Uka¾te, ¾e skalární souèin dvou vektorù �; � 2 Rn, � = (�1; : : : ; �n), � = (�1; : : : ; �n),de�novaný vztahem (�; �) = �:� = nXi=1 �i �i ;je 2{tenzor na Rn:3. Uka¾te, ¾e tenzorový souèin dvou tenzorù je opìt tenzorem.4. Na konkrétním pøíkladì uka¾te, ¾e operae tenzorového souèinu není komutativní.5. Pro tenzory u; u1; u2 2 T kE, v; v1; v2 2 T lE, w 2 TmE a reálné èíslo a doka¾te:(a) (u1 + u2)
 v = u1 
 v + u2 
 v,(b) u
 (v1 + v2) = u
 v1 + u
 v2,() (au)
 v = u
 (av) = a (u
 v),(d) (u
 v)
 w = u
 (v 
 w).6. Pro antisymetriké tenzory !; !1; !2 2 VkE, �; �1; �2 2 VlE, � 2 VmE a reálnéèíslo a doka¾te:(a) (!1 + !2) ^ � = !1 ^ � + !2 ^ �,(b) ! ^ (�1 + �2) = ! ^ �1 + ! ^ �2,() (a!) ^ � = ! ^ (a�) = a (! ^ �),(d) ! ^ � = (�1)kl � ^ !,(e) (! ^ �) ^ � = ! ^ (� ^ �). 6



7. Neh» f : E �! F je lineární zobrazení vektorovýh prostorù. Pomoí tohotozobrazení je de�nováno lineární zobrazení f � : T kF �! T kE pøedpisem(f �u) (�1; : : : ; �k) = u (f (�1) ; : : : ; f (�k))pro libovolné u 2 T kF , �1; : : : ; �k 2 E. Doka¾te:(a) f � (u
 v) = f �u 
 f �v pro u 2 T lF , v 2 TmF ,(b) f � (! ^ �) = f �! ^ f �� pro ! 2 VlF , � 2 VmF .8. Neh» (e1; : : : ; en) je standardní báze v Rn, (e1; : : : ; en) je duální báze.(a) Pro libovolné vektory �1 �2; �3 2 Rn urèete ei
ej (�1; �2) ; Alt (ei 
 ej) (�1; �2) ;ei ^ ej (�1; �2) ; ei ^ ej ^ ek (�1; �2; �3).(b) Urèete: Alt (ei1 
 : : :
 eik) (ei1 ; : : : ; eik) ; Alt (ei1 
 : : :
 eik) (ej1 ; : : : ; ejk),ei1 ^ : : : ^ eik (ei1 ; : : : ; eik) ; ei1 
 : : :
 eik (ei1 ; : : : ; eik) :() Doka¾te:ei1 ^ : : : ^ eis ^ eis+1 ^ : : : ^ eik = �ei1 ^ : : : ^ eis+1 ^ eis ^ : : : ^ eik ,ei1 ^ : : : ^ eir ^ : : : ^ eis ^ : : : ^ eik = �ei1 ^ : : : ^ eis ^ : : : ^ eir ^ : : : ^ eik .9. Neh» (e1; e2; e3) je duální báze ke standardní bázi (e1; e2; e3) vektorového pros-toru R3. Vypoètìte ! ^ � (�; �), kde ! = 2e1 � e3, � = e1 + e2, �; � 2 R3.10. Neh» (e1; : : : ; en), (�e1; : : : ; �en) jsou dvì ortonormální báze vektorového prostoruRn,pro nì¾ platí transformaèní vztahy �ei = ajiej.(a) Odvoïte transformaèní vztahy mezi duálními bázemi (e1; : : : ; en), (�e1; : : : ; �en).(b) Odvoïte transformaèní vztahy mezi slo¾kami vektorù v bázíh (e1; : : : ; en),(�e1; : : : ; �en).() Odvoïte transformaèní vztahy mezi slo¾kami lineárníh forem v bázíh(e1; : : : ; en), (�e1; : : : ; �en).11. Neh» (�1; : : : ; �n) je báze vektorového prostoru E, ! 2 VnE, �i = aji �j 2 E.Uka¾te, ¾e ! (�1; : : : ; �n) = det �aji�! (�1; : : : ; �n).4. Vektorová a tenzorová pole, difereniální formy1. Doka¾te, ¾e mno¾ina v¹eh vektorovýh polí na Rn spolu s operaemi seèítánía násobení skalárem tvoøí vektorový prostor. Jaká je dimenze tohoto vektorovéhoprostoru?2. Doka¾te:(a) Mno¾ina v¹eh difereniálníh k{forem naRn spolu s operaemi seèítání a ná-sobení skalárem tvoøí vektorový prostor.(b) Mno¾ina v¹eh spojitýh k{forem na Rn tvoøí vektorový podprostor tohotoprostoru. 7



3. Je-li vektorové pole na Rn spojité (resp. diferenovatelné) vzhledem k nìjaké bázivektorového prostoru Rn, pak je spojité (resp. diferenovatelné) vzhledem k libo-volné jiné bázi Rn.4. Je-li difereniální forma na Rn spojitá (resp. diferenovatelná) vzhledem k nìjakébázi vektorového prostoru Rn, pak je spojitá (resp. diferenovatelná) vzhledemk libovolné jiné bázi Rn.5. Doka¾te, ¾e vnìj¹í souèin spojitýh (resp. diferenovatelnýh) difereniálníh foremje spojitá (resp. diferenovatelná) difereniální forma.5. Vnìj¹í souèin, vnìj¹í derivae1. Neh» !; � 2 Vk TRn, � 2 Vl TRn,  2 R. Doka¾te:(a) d (! + �) = d! + d�,(b) d ( !) =  d!;() d (d!) = 0;(d) d (! ^ �) = d! ^ � + (�1)k ! ^ d�:2. Neh» f : Rn �! R je diferenovatelná funke. Doka¾te, ¾edf (p) (�) = nXi=1Dif (p) dxi (p) (�) :3. Neh» � je vektor ryhlosti pøíslu¹ný rovinné køive x (t) = os t, y (t) = sin t pøit = 0. Vypoètìte hodnotu forem dx, dy v argumentu �.4. Vypoètìte hodnoty forem !1 = dx1; !2 = x1dx2 a !3 = d (r2) ; kde r2 = (x1)2 +(x2)2 ve vektorovýh argumenteh �1; �2 a �3 podle obrázku.
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5. Vypoètìte hodnoty forem !1 = dx2 ^ dx3; !2 = x1dx3 ^ dx2 a !3 = dx3 ^ d (r2) ;kde r2 = (x1)2+(x2)2+(x3)2 ; ve vektoreh � = (1; 1; 1) ; � = (1; 2; 3) umístìnýhv bodì p = (2; 0; 0).6. Vypoètìte hodnoty forem !1 = dx1 ^ dx2; !2 = x1dx1 ^ dx2 � x2dx2 ^ dx1a !3 = rdr ^ d', kde x1 = r os', x2 = r sin', ve vektorovýh argumenteh(�1; �1) ; (�2; �2) a (�3; �3) podle obrázku.8
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7. Je dána lineární forma ! = � 1x2�dx + y dy. Jaké zobrazení indukuje tato formav bodì (t; 0) 2 R2?8. Neh» g1; g2 : R2 �! R jsou diferenovatelné funke takové, ¾e D1g2 = D2g1.Neh» ! = g1dx+g2dy. Uka¾te, ¾e existuje funke (0-forma) f : R2 �! R taková,¾e ! = df = D1fdx +D2fdy.Otevøená mno¾ina A � Rn se nazývá hvìzdiovitou vzhledem k bodu O 2 A,jestli¾e s ka¾dým bodem x 2 A patøí do mno¾iny A také úseèka spojujíí bod xs bodem O.Poinarého lemma: Neh» A � Rn je otevøená hvìzdiovitá mno¾ina a ! difereni-ální forma na A taková, ¾e d! = 0 (forma ! je uzavøená). Pak existuje difereniálníforma � na A taková, ¾e d� = !. (Jinými slovy: Ka¾dá uzavøená forma de�novanána otevøené hvìzdiovité mno¾inì je exaktní.)9. Pro následujíí formy ! urèete d!. Rozhodnìte, zda jsou uvedené formy exaktní.V kladném pøípadì urèete formu �, pro ni¾ d� = !. Charakterizujte de�nièníobory.(a) ! = (x2 � y2) dx + (5� 2xy) dy,(b) ! = sin xdx + 1y2dy,() ! = (4x3 + 3x2y) dx + (x3 + 6y) dy,(d) ! = x2ydx+ os x sin ydy,(e) ! = xdx ^ dy + ydx ^ dz � z2dy ^ dz,(f) ! = (x + 3y) dx ^ dy ^ dz:
9



6. Inverzní obraz (pullbak) zobrazením podmno¾in euklidovskýh prostorù1. Neh» f : Rn �! Rm, g : Rm �! Rs, h : Rm �! R jsou diferenovatelnéfunke, !1; !2; ! 2 Vk TRm, � 2 Vl TRm. Doka¾te:(a) Tp(g Æ f) = Tf(p)g Æ Tpf ,(b) (g Æ f)� = f � Æ g�,() Je-li f; g : Rm �! R; pak d (f:g) = f:dg + g:df ,(d) f � (!1 + !2) = f �!1 + f �!2,(e) f � (h!) = (h Æ f) f �!,(f) f � (! ^ �) = f �! ^ f ��,(g) f � (d!) = df �(!).2. Neh» f : Rn �! Rm je diferenovatelná funke, xi (resp. yj) standardní souøad-nie na Rn (resp. Rm). Urèete f �dyj. Na jaké mno¾inì je tato forma de�nována?3. Neh» f : Rn �! Rn je diferenovatelná funke daná obeným pøedpisemf �x1; : : : ; xn� = �y1; : : : ; yn� ;tj. yi = f i (x1; : : : ; xn) pro i = 1; : : : ; n. Oznaème ! = dy1 ^ : : : ^ dyn elementobjemu. Uka¾te, ¾e platí f �! = det (Df) �, kde � = dx1 ^ : : : ^ dxn a Df jeJaobiho matie zobrazení f .4. Neh»  je diferenovatelný oblouk v Rn, tj. diferenovatelná funke  : [0; 1℄ �!Rn. De�nujeme teèný vektor � k oblouku  v bodì t vztahem � = Tt:et =�(1)0 (t) ; : : : ; (n)0 (t)�(t), kde et = (t; e) a e je jednotkový vektor v R. Uka¾te, ¾epro diferenovatelnou funki f : Rn �! Rm je vektor T(t)f:� teèným vektoremke køive f Æ  v bodì t.5. Neh» f : R �! R je diferenovatelná funke a  : R �! R2 je diferenova-telný oblouk de�novaný vztahem  (t) = (t; f (t)). Uka¾te, ¾e konový bod teènéhovektoru vedeného k oblouku v bodì t le¾í na teènì ke grafu f , vedené v bodì(t; f (t)).6. De�nujme diferenovatelné zobrazení f : fr j r > 0g � (0; 2�) �! R2 vztahemf (r; ') = (r os'; r sin') = (x; y). Vyjádøete f �dx, f �dy a f � �dx^dyx2+y2 �.7. De�nujme diferenovatelné zobrazení f : fr j r > 0g�(0; 2�)�(0; �) �! R3 vzta-hem f (r; '; #) = (r os' sin#; r sin' sin#; r os#) = (x; y; z). Vyjádøete f �dx,f �dy, f � (dx ^ dy), f � (dy ^ dz), f � (dx ^ dz), f � (dx ^ dy ^ dz).8. Neh» P je inverzní zobrazení k f z úlohy 6. (tzv. systém polárníh souøadnina R2. Neh» p 2 R2, p 6= (0; 0), neh» (er)p, (e')p jsou jednotkové vektory bázeprostoru TpR2 zvolené podle obrázku. Urèete P �dr (p) �(er)p�, P �dr (p) �(e')p�,P �d' (p) �(er)p�, P �d' (p) �(e')p�. 10
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9. Neh» R2(r;') je teèný prostor k podmno¾inì B � R2, B = (0;1)� (0; 2�) v bodìq = (r; ') = P (x; y) (viz. úloha 8.). Najdìte duální bázi k bázi dr (q) ; d' (q)v bodì q, tj. vektory (�er)q, (�e')q takové, ¾edr (q) �(�er)q� = 1; dr (q) �(�e')q� = 0;d' (q) �(�er)q� = 0; d' (q) �(�e')q� = 1:7. Integrál difereniální formy na singulární kryhli1. Neh»  : [0; 1℄ �! R3 je jednorozmìrná singulární kryhle (oblouk v R3),  (t) =(x; y; z) = (1 (t) ; 2 (t) ; 2 (t)), ! = P (x; y; z) dx+Q (x; y; z) dy+R (x; y; z) dz jelineární difereniální forma v R3. Vyjádøete integrál R ! pomoí integrálu R[0;1℄.2. Neh»  : [0; 1℄2 �! R3 je dvojrozmìrná singulární kryhle,  (t1; t2) = (x; y; z) =(1 (t1; t2) ; 2 (t1; t2) ; 3 (t1; t2)), ! = P (x; y; z) dy ^ dz + Q (x; y; z) dz ^ dx +R (x; y; z) dx ^ dy je difereniální 2-forma v R3. Vyjádøete integrál R ! pomoíintegrálu R[0;1℄2 .V následujííh pøíkladeh vyjádøete zadané køivky jako jednorozmìrné singulárníkryhle (pøíp. øetìze) a vypoètìte køivkové integrály u¾itím vztahuZ ! = Z[0;1℄ �! :3. ! = xydx + (x+ y) dy, køivka  spojujíí poèátek soustavy souøadni s bodem(1; 1) je:(a) èást pøímky y = x ,(b) èást paraboly y = x2 ,() lomená èára s úseky rovnobì¾nými s osami x, y .11



4. ! = �xdx� ydy,  je oblouk elipsy x2a2 + y2b2 = 1 v prvním kvadrantu.5. ! = 1zpx2+y2+z2 (xdx + ydy + zdz) ,  je úseèka s krajními body (a; b; ) , (2a; 2b; 2).6. ! = � 1px2+y2 (xdx + ydy) ,  je oblouk kru¾nie spojujíí body M = (1; 1; 0)a N = (0; 1; 1), S = (0; 0; 1) je její støed.7. ! = dx,  je ètvrtkru¾nie o polomìru r:(a) v prvém kvadrantu,(b) mezi body � rp2 ; rp2� a �� rp2 ; rp2� ,() ve tøetím kvadrantu.Vypoètìte následujíí plo¹né integrály:8. RS xdy^dz+ ydz^dx+ zdx^dy, kde S je kryhle x = y = z = 0, x = y = z = 1.9. RS x2y2zdx ^ dy, S je dolní polokoule x2 + y2 + z2 = R2.10. RS zdx ^ dy, S je x2a2 + y2b2 + z22 = 1.11. RS z2dx ^ dy; S je x2a2 + (y2 + b2) + (z2 + 2) = 1:12. RS yzdx ^ dy + xzdy ^ dz + xydz ^ dx; S je ploha omezená takto: x2 + y2 = R2,x = 0, y = 0, z = 0, z = H > 0.8. Stokesùv teorém1. Pro zadané R > 0 a elé èíslo n 6= 0 de�nujeme jednorozmìrnou singulární kryhliR;n : [0; 1℄ �! R2nf0g vztahem R;n (t) = (R os 2�nt; R sin 2�nt). Uka¾te, ¾epro dvojrozmìrnou singulární kryhli  : [0; 1℄2 �! R2nf0g de�novanou vztahem (t1; t2) = ((R1 + t2 (R2 �R1)) os 2�nt1; (R1 + t2 (R2 �R1)) sin 2�nt1) platí: � =R1;n � R2;n.V následujííh pøíkladeh 2.{6. vyjádøete zadané okraje � jako jednorozmìrnésingulární kryhle (pøíp. øetìze) a u¾itím Stokesovy vìtyZ d! = Z� ! = Z[0;1℄ (�)� !pøeveïte plo¹né integrály na køivkové.2. d! = dx ^ dy, � je elipsa x2a2 + y2b2 = 1:3. d! = dx ^ dy, � je asteroida x = a os3 t, y = a sin3 t, t 2 [0; 2�):12



4. d! = dx ^ dy, � je kardioida x = 2a os t � a os 2t, y = 2a sin t � a sin 2t,t 2 [0; 2�).5. d! = dx ^ dy, � je Desarteùv list x3 + y3 � 3axy = 0 (návod: parametrikévyjádøení y = tx)6. d! = dx ^ dy, � je vìtev køivky (x+ y)3 = xy (návod: parametriké vyjádøeníy = tx; t = �ln (1� s), s 2 (0; 1)).7. Vypoètìte, je-li to mo¾né, integrály z pøíkladù 8.{12. èásti 7. u¾itím Stokesovyvìty.9. Aplikae: Práe silového pole po køive, tok vektorového pole plohou1. Urèete prái síly ~F , její¾ pùsobi¹tì se pohybuje po dané køive :(a)  = f(x; y) 2 R2 j x2 + y2 = R2; x; y � 0g s orientaí ve smìru pohybu hodi-novýh ruèièek, síla ~F má konstantní velikost a má smìr kladné osy x.(b) ~F = (xy; x+ y),(b1)  je úsek pøímky y = x mezi body (0; 0) a (1; 1),(b2)  je úsek paraboly y = x2 mezi body (0; 0) a (1; 1),(b3)  je lomená èára se stranami rovnobì¾nými s osami soustavy souøadnimezi body (0; 0) a (1; 1).() Síla smìøuje do poèátku soustavy souøadni, její velikost je èíselnì rovnavzdálenosti pùsobi¹tì od poèátku;  je oblouk elipsy x2a2 + y2b2 = 1 orientovanýproti smìru pohybu hodinovýh ruèièek:(1) v prvním kvadrantu,(2) ve v¹eh kvadranteh (elá elipsa): výpoèet proveïte pøímo i u¾itím Sto-kesovy vìty.(d) ~F = (X (x; y; z) ; Y (x; y; z) ; Z (x; y; z)), síla smìøuje k poèátku soustavy sou-øadni a její velikost je nepøímo úmìrná vzdálenosti pùsobi¹tì od roviny z = 0; je úsek pøímky mezi body (a; b; ) a (2a; 2b; 2).(e) Velikost síly ~F je nepøímo úmìrná vzdálenosti pùsobi¹tì od osy z, síla jekolmá k ose z a smìøuje k ní;  je úsek kru¾nie x = os t, y = 1, z = sin tmezi body M = (1; 1; 0) a N = (0; 1; 1).2. V následujííh pøíkladeh silovýh polí uka¾te nezávislost práe síly na volbìkøivky, urèete odpovídajíí poteniální energii a vypoètìte prái síly po obloukumezi body A, B:(a) ~F = (2xy; x2), A = (1; 0) ; B = (0; 3).(b) ~F = (0; 0;�mg) (tíhová síla v blízkosti povrhu Zemì), A = (x1; y1; z1),B = (x2; y2; z2).() ~F = ���xr3 ;��yr3 ;��zr3 �, kde r = px2 + y2 + z2, A = (a; b; ), B !1. (Urèetekonstantu �, je-li ~F gravitaèní síla, kterou na èástii m pùsobí èástie M .)13



(d) ~F = �k2 (x; y; z), k = konst: (síla pru¾nosti), A 2 f(x; y; z) j x2 + y2 + z2 = R2g,B 2 f(x; y; z) j x2 + y2 + z2 = r2g, R > r.(e) ~F = �� y(x�y)2 ; x(x�y)2�, A = (0;�1), B = (1; 0),  neprotíná pøímku y = x:(f) ~F = � xpx2+y2 + y; ypx2+y2 + x�, A = (0; 0), B = (1; 1).(g) ~F = � yzxyz ; zxxyz ; xyxyz�, A = (1; 1; 1), B = �x; y; 1xy�,  le¾í v prvním oktantu.3. Urèete tok vektorového pole ~F = (2x; 3y2 + xz; 0) plá¹tìm vále x2 + y2 = R2,z = 0, z = H > 0 orientovaným vnìj¹í normálou. Výpoèet proveïte pøímo i u¾itímStokesovy vìty.4. Urèete tok vektorového pole ~F = (x; z2; 7xy) kruhem o polomìru R, který le¾ív rovinì z = 1 a støed má v bodì (0; 0; 1). Kruh je orientován normálou ~n =(0; 0;�1).5. Urèete tok vektorového pole ~F = (0; 0; z) povrhem tìlesaA = �(x; y; z) j z � qx2 + y2; x2 + y2 + z2 � 1� :Povrh je orientovaný vnìj¹í normálou. Výpoèet proveïte pøímo i u¾itím Stokesovyvìty.6. Urèete tok vektorového pole ~F = rot~G = (x2y; x2 � y2; xyz) povrhem kryhlex = y = z = 0, x = y = z = 1 orientovaným vnìj¹í normálou. Výpoèet proveïtepøímo i u¾itím Stokesovy vìty.Klasiké integrální vìty (struèné opakování):7. Odvoïte vztah pro tok vektoru intenzity ~E elektrostatikého pole buzenéhobodovým nábojem Q umístìným ve vakuu libovolnou uzavøenou plohou,která tento náboj obklopuje (Gaussova vìta elektrostatiky v integrálním tvaru).Ploha je orientovaná vnìj¹í normálou.8. U¾itím výsledku pøedhozího pøíkladu odvoïte vztah div ~E = %"0 , kde % je ob-jemová hustota náboje a "0 je permitivita vakua (Gaussova vìta elektrostatikyv difereniálním tvaru).9. Pro elektromotoriké napìtí indukované pøi elektromagnetiké induki platívztah U = �d�dt , kde � je magnetiký indukèní tok plohou vymezenou obvo-dem. U¾itím vztahu R BA ~Ed~r = UAB odvoïte vztah mezi intenzitou elektri-kého pole ~E a magnetikou indukí ~Brot~E + � ~B�t = ~0 :
14



10. Aplikae: Integrál prvého druhu. Geometriké a fyzikální harakteristikyjednorozmìrnýh, dvourozmìrnýh a tøírozmìrnýh útvarù1. Vypoètìte následujíí køivkové integrály:(a) R xyds,  je obvod ètvere j x j + j y j= a > 0:(b) R dspx2+y2+4 ,  je úseèka spojujíí body O = (0; 0), A = (1; 2).() Rpx2 + y2 ds, : x = a (os t+ t sin t), y = a (sin t� t os t), 0 � t � 2�(evolventa kru¾nie).(d) R dsx2+y2+z2 ,  je prvý závit ¹roubovie x = a os t, y = a sin t, z = bt.2. Vypoètìte následujíí plo¹né integrály:(a) RS (x + y + z) dS, S je povrh kryhle 0 � x � 1, 0 � y � 1, 0 � z � 1.(b) RS (x2 + y2) dS, S je povrh koule x2 + y2 + z2 = a2.() RSpx2 + y2 dS, S je boèní povrh ku¾ele x2a2 + y2a2 � z2b2 = 0; 0 � z � b.3. Vypoètìte délku køivek:(a) oblouk ku¾elové ¹roubovie x = aet os t, y = aet sin t, z = aet mezi bodyO = (0; 0; 0) a A = (a; 0; a),(b) závit ¹roubovie x = a os t, y = a sin t, z = bt,() oblouk ykloidy x = a (t� sin t), y = a (1� os t), 0 � t � �.4. Vypoètìte povrh:(a) koule o polomìru R,(b) plá¹tì ku¾ele o polomìru podstavy r a vý¹e H,() plá¹tì paraboloidu o rovnii x2 + y2 � 2z = 0, jeho¾ vý¹ka je H,(d) boèního povrhu parabolikého vále y = 38x2 ohranièeného rovinami x = 0,z = 0, z = x, y = 6.5. Vypoètìte objem:(a) elipsoidu o poloosáh a, b, ,(b) ku¾ele o polomìru podstavy r a vý¹e H,() tìlesa A = f(x; y; z) j z � 0; x2 + y2 � 1; z � 2� x2 � y2g,(d) anuloidu.6. Vypoètìte hmotnost:(a) elipsy x2a2 + y2b2 = 1, její¾ lineární hustota je popsána funkí � (x; y) =j y j,(b) prvého závitu ¹roubovie x = a os t, y = a sin t, z = bt, je-li lineární hustotav daném bodì úmìrná velikosti prùvodièe tohoto bodu.15



7. Vypoètìte støed hmotnosti:(a) pùloblouku ykloidy x = a (t� sin t), y = a (1� os t), 0 � � � 0, jeho¾lineární hustota je konstantní,(b) kruhové výseèe o støedovém úhlu �, její¾ plo¹ná hustota je konstantní,() homogenního ku¾ele o polomìru podstavy r a vý¹e H.V pøípadeh (b) a () vhodnì zvolte soustavu souøadni.8. Vypoètìte moment setrvaènosti vzhledem k ose z:(a) prvého závitu ¹roubovie x = a os t, y = a sin t, z = bt, jeho¾ lineárníhustota je konstantní,(b) povrhu anuloidu, jeho¾ plo¹ná hustota je konstantní (útvar je symetrikýpodle osy z).9. Vypoètìte elkovou tlakovou sílu, kterou pùsobí kapalina na stìny a na dno válovénádoby o polomìru R. Nádoba je umístìna v homogenním tíhovém poli Zemì tak,¾e vektor ~g je rovnobì¾ný s osou nádoby. Hladina je ve vý¹e H nade dnem.
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