Laplaceova rovnice v kulovych souradnicich 1

Ve fyzice Casto potiebujeme Fesit Laplaceovu rovnici
Af(z,y,2) =0.

Symetrie problémt ¢asto vyzaduje feSit tuto rovnici v kiivocarych souradnicich. Nejcastéji se setkdme s potfebou
ziskat feSeni v kulovych soutfadnicich

xr =rsindcosy
y =rsindsing (1)
z =rcos?.

Za timto Gcelem zapiSeme Laplacetv operator ptsobici na funkei v kulovych soufadnicich (h, = 1, hy =7, hy, =
rsind) a

_diverad f= — 1 [ 2 (12692 + 2 (gnol) 4 2 (L 91\] Z
Af(r,¢) = divgrad f = s [ar (T sin ¢ )+ 0 (Slnﬂaﬂ) CE (sinﬁawﬂ -
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Daéle postupujeme metodou separace proménnych, kterou lze aplikovat na urdité typy parcidlnich diferencidlnich
rovnic. Budeme pfedpokladat, ze

f(r,0,0) = R(r)0(9)®(p),
tzn. Ze f je soudinem t¥{ funkci jedné proménné. Derivace podle této proménné (tedy v prvnim souéiniteli podle r,

ve druhém podle 9, ve t¥etim podle ) budeme znaédit ’. Podle toho na jakou funkci (R, © nebo ®) budeme derivaci
aplikova, pozname, podle které proménné derivujeme. Po dosazeni tedy mame
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Prvni s¢itanec v rovnici je funkci pouze proménné r, zatimco druhé dva scitance jsou funkci pouze proménnych ¢ a
. Soulet se ale musi pro vechny hodnoty r a ¥, ¢ rovnat nule. To nelze splnit jinak, neZ, Ze se prvni s¢itanec bude
rovnat néjaké konstantg K a zbytek tedy konstant& — K (viz nahofe).
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Zase je prvni slozend zévorka rovna néjaké konstanté L a druhd tedy —L. Vyfe§ime napfed rovnici, kterd vznikne
z druhé zavorky, tedy
" +L®=0.

To je rovnice pro harmonicky oscilator a jejim feSenim je

$ = AeVE¥,
Déle oviem pozadujeme, aby ®(p + 27) = ®(¢) a to bude splnéno pouze pokud L = m?, kde m € Z je celé &islo.
Vénujme se nyni rovnici v prvni slozené zavorce, kterou jednoduse upravime na

sin? 90" + sin ¥ cos WO’ + (K sin® 9 — m?)@ = 0
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a provedeme substituci z = cos . Z toho plyne

d’e de
R — qi 2 - R
1o 402 sin ﬂdz2 cosﬁdz.
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Po dosazeni do rovnice dostavame
sin? ¥(sin® ¥O” — cos ¥O') — sin® ¥ cos VO’ + + (K sin® ¥ — m?)O© = 0.

Zde zna¢ime ’ derivaci podle proménné z. Po vydéleni rovnice sin® 9 a dosazeni z dostaneme

2 " / m2
(1-290"-2:0'+ K- —— | ©=0. (2)
1—=2

Této rovnici se iika pridruZend Legendrova rovnice. Napted ji vyfeSime pro m = 0, kdy se rovnici fika Legendrova
rovnice. PTi feSeni tohoto typu rovnic se ¢asto feSeni predpokladd ve tvaru mocninné fady

oo oo oo
0= g anz™, O = g na,z""t, ©"= E n(n — 1)a,z" "2
n=0 n=0 n=0

Po dosazeni do rovnice ziskdme

Z [(n+2)(n+ 1apt2 — n(n — Da, — 2na, + Kay] 2" =0

n=0

a pozadujeme eliminaci koeficientd u kazdé mocniny z. Z toho dostaneme

(IO:@(O)

a1:®'(0)

= ! 1)+ 2n— Kla, = 1 1) - K
w2 = g T DI K= pr gy e D - K e

Vyslednd mocninné ¥ada konverguje pro |z| < 1. Aby byla zaru€ena konvergence pro |z| = 1, je nutno, aby se jednalo
o polynom (nenulovy musi byt jen koneny podet s¢itancii fady). To lze zaruéit jeding tak, ze jmenovatel n(n+1) — K
je roven nule pro n&jaké n, tedy K = £({+ 1), £ € N.

Bez Gjmy na obecnosti mohu predpokladat, Zze ag = a; = 1; v§imnéme si, Ze ag urcuje sudé koeficienty a a; zase
liché. Chceme-li jinou hodnotu ©(0) nez jedna, vyndsobime sudy polynom touto hodnotou, chceme-li jinou hodnotu
©’(0) nez jedna, vynésobime lichy polynom touto hodnotou. Libovolné feSeni 1ze tedy zapsat jako linedrni kombinaci
takovychto polynomt pro rizn4 ¢. Témto polynomtm se ¥ika Legendrovy polynomy stupné £ a znadi se obvykle Py(z).

Rekurentni vzorec pro a, lze vytesit, Castéji se vSak pouziva tzv. Rodriguesova vzorce

4
1 d

Py(z) = WW(Z —-1)*

(zkuste si dosadit do Legendrovy rovnice a ovéfit, Zze se jednd o Fefeni; z jednoznaénosti FeSeni vyplyva rovnost
polynomil). Snadno se miZeme rovnéz presvédéit, Ze Legendrovy polynomy jsou ortogonalni vzhledem ke skaldrnimu

soudinu
1
0 rok #/¢
/Pk(z)w):{ bro J+#

1 s brok=1~.

Pro vypocet bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze ¢ > k. Potom metodou per partes dostaneme

! 1 bdto, cdt o, k - It o A k
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Pro k = ¢ dostaneme po provedeni derivaci (v8imnéte si, Ze 2¢-kréat derivujeme polynom stupné 2¢)
(20! / ' N
—— 1-—- dz.
22(11)2 71( Z)dz

1—2

5= a ziskdme

Dale provedeme substituci v =

integral dava Eulerovu Beta funkci B(¢ + 1,¢ + 1), obecné

B(k+1,0+1 1’“1 ‘d il

Celkem dostaneme

/71 Pé(Z)dZ = m

Nyni vyfesime pfidruZenou Legendrovu rovnici (m # 0). Jejimi koneénymi feSenimi jsou pridrufené Legendrovy
polynomy (je to zavadéjici ndzev, protoze pokud je m liché, ziejmé se nejedné o polynomy)

dm Pg(z).

dzm

Py (z) = (1—22)"/2

O tom, Ze se jednad o feSeni se pfesvédéime dosazenim. Napied budeme m-krat derivovat Legendrovu rovnici (se
zdvislou proménnou oznaenou p)

(1—22)p® —22pM 4+ Kp© =0 0. derivace

(1 —22)p® —42p® 4 (K —2)pM) =0 1. derivace
(1 —22)p™ —62p® + (K —6)p® =0 2. derivace
(1 —22)p® —8zp™ 4+ (K —12)p® =0 3. derivace

(1 —22)p*2) —2(m + 1)zp ) 4 [K —m(m+1)]p™ =0 m. derivace.

Do vzniklé rovnice nyni dosadime p = r(1 — 22)””/ 2, Poté provedeme vSechny potfebné derivace, vzniklou rovnici
vynésobime (1 — 22)™/? a nakonec skute¢né dostaneme piidruzenou Legendrovu rovnici.

Podotkneme jesté, ze vhodné normovanym funkcim
Yém(ﬂa (,0) = KPZH(COS 19) ei e

fikdme kulové funkce. Normovani se vétSinou voli tak, aby integral pfes sféru dal jednicku, tedy

0 2m
/ d(cosv) / doYm Y}, = dlkomn.
™ 0

Integral pfes ¢ je trividlni a dostdvame

1
2|K|27r5mn/ P/ ()P (2)d=.
~1
Zbyvajici integral feSme podobné jako jsme to délali pro m = 0. Napfed si ale vS§imneme, Ze vzorec pro vypocet
pridruzenych Legendrovych polynomt lze napsat také jako

(C+m) dtm

PR = 0 e e

(22 —1)".
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To plyne z toho, ze feSeni pro m je zdroven feSenim pro —m. Konstantu lze urcit uvdzenim poctu derivaci. V integralu
nyni miZeme zapsat jeden souéinitel podle ptivodniho a jeden podle alternativniho vzorce a staci uzit (¢ — m)krat
metodu per partes. Celkem dostaneme

L PP (2)P7(2)d = = Jﬁ%

Pokud tedy chceme normovat kulové funkce, jak je uvedeno vyse, je mozné zvolit konstantu K redlnou takto

Posledni rovnice, kterou zbyva vyfesit, je rovnice pro R(r), kterou nyni miizeme zapsat ve tvaru
(r*R)) — (L +1)r*R = 0. (3)

Resen{ budeme piedpoklddat ve tvaru obecné mocniny r* a dostaneme trividlng k(k + 1) = £(¢ + 1), coz m4 Feeni
k=/ak=—{—1. Obecné feSeni této rovnice je tedy

R(r) = Ar* + i
r



