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Posloupnosti

1. Spočtěte limity posloupnostı́

lim
n→∞

3n2 − 2n + 1
n3 + 1

, [0] lim
n→∞

2n5 − 4n + 2
n5 + 4n − 2

, [2]

lim
n→∞

(√
n + 1−

√
n
)

, [0] lim
n→∞

n
√

n, [1]

lim
n→∞

n

∑
k=2

1
k2 − 1

, [ 3
4 ] lim

n→∞

2n

n!
, [0]

2. Spočtěte limity posloupnostı́

lim
n→∞

n
ln n

, [∞] lim
n→∞

n ln n
n2 + 1

, [0]

lim
n→∞

(n + 1)
1

ln(n+1) , [e] lim
n→∞

(
n

∑
k=1

2k−1

) 1
n

, [2]

lim
n→∞

(
1 +

n
n2 + 1

)n

, [e] lim
n→∞

n + sin n
n − sin n

, [1]

3. Uved’te přı́klady konvergujı́cı́ch, divergujı́cı́ch a oscilujı́cı́ch posloup-
nostı́.
4. Vyšetřete chovánı́ posloupnosti (−1)n n

n + 1
, určete jejı́ infimum a supre-

mum.
5. Vyšetřete chovánı́ posloupnostı́

lim
n→∞

an, a1 = 1, an+1 = (1 + an)−1, lim
n→∞

an, a1 =
√

2, an+1 =
√

2 + an.
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Aproximace faktoriálu

1. Využijme vztahu

ln n! = ln 1 + ln 2 + · · ·+ ln n.

Podle lichoběžnı́kového pravidla je∫ b

a
f (x) d x ≈ b − a

n

[
f (a)

2
+ f (a + b−a

n ) + · · ·+ f (b − b−a
n ) +

f (b)
2

]
,

z toho pro náš přı́pad plyne, že

ln n! ≈
∫ n

1
ln t d t + 1

2 ln n,

tj.
n! ≈ nn+ 1

2 e−n .

2. Metoda sedlového bodu. Postupujeme obecně, pro integrály typu

I(n) =
∫ b

a
en f (t) d t,

kde f (t) je vhodná funkce. Pro velká n, bude největšı́ přı́spěvek k inte-
grálu v okolı́ maxima funkce f (t), které označı́me třeba u. Rozvineme f do
Taylorovy řady v bodě maxima u

f (t) = f (u)− 1
2 | f

′′(u)|(t − u)2 +O(|t − u|3),

dosadı́me aproximaci zpět do integrálu. Nynı́ prodloužı́me meze integrace
na celou reálnou osu a výsledný integrál spočteme (plocha pod Gaussovou
křivkou).

I(n) ≈ en f (u)

√
2π

n| f ′′(u)| ,

což v přı́padě faktoriálu

n! =
∫ ∞

0
tn e−t d t

dává
n! ≈ nn e−n

√
2πn.
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Řady s konstantnı́mi členy

6. Zopakujte si součty konečných aritmetických a geometrických řad.
7. Určete metodu na zjištěnı́ konečných součtů řad typu

N

∑
n=1

nk, k ∈ N.

8. Zopakujte si známá kritéria konvergence: prvnı́ a druhé srovnávacı́,
odmocninové, podı́lové, jejich verze limitnı́, integrálnı́ Raabeho, Leibnizovo
9. Vyšetřete konvergenci řad, vždy k ∈ N a x ∈ R.

∑∞
n=1(−1)n n2+1

2n2−1 ∑∞
n=1(−1)n n2−n−1

n3+n+1 ∑∞
n=1(−1)n n2+1

n4+2n2+2n+1

∑∞
n=1

2n

n! ∑∞
n=1

(n!)k

(kn)! ∑∞
n=1 sin n

∑∞
n=1

√
n+1−

√
n−1

nx ∑∞
n=1

xn

x2n+1 ∑∞
n=1 sin n2

∑∞
n=1nln x ∑∞

n=1
n2+n3

2n+3n ∑∞
n=1

xn

n4

∑∞
n=2(−1)n n√n

ln n ∑∞
n=1(−1)n n sin n

n2+1 ∑∞
n=1(−1)n xn

n+
√

n

10. Necht’∑∞
n=1a2

n < ∞. Ukažte, že v tom přı́padě řada ∑∞
n=1an konverguje

absolutně.
11. Vyšetřete konvergenci řad, vždy k ∈ N a x, y ∈ R.

∑∞
n=1 sin(π

√
n2 + 1) ∑∞

n=1

(
3
√

n2 + x − 3
√

n2 + y
)

4
√

n

∑∞
n=1 cos(n4π)(

√
k + x −

√
k + y) ∑∞

n=1 cos nπ 2−cos nπ
n

∑∞
n=1

n1000

(−2)n ∑∞
n=2

√
n2+n−n√

n4+n3−
√

n4+n

12. Vyšetřete konvergenci řad

∑∞
n=2

1
n lnx n ∑∞

n=1
sin nx

n

∑∞
n=1

(−1)n arctg n
n2 ∑∞

n=1 cos nπ
6

(
n3

n2+1 − n
)

k
√

x2 − 4x + 4

∑∞
n=1 tg 1

n ∑∞
n=1

(
x

arctg n

)n
.
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Řady funkcı́

13. Rozhodněte o stejnoměrné konvergenci posloupnostı́

fn(x) = xn − x2n, x ∈ [0, 1] fn(x) = e−nx, x ∈ R fn(x) =
x
n

, x ∈ R.

14. Určete limitu lim
n→∞

∫ 1

−1
ex2/n.

15. Rozhodněte o konvergenci a stejnoměrné konvergenci řad funkcı́.

∞

∑
n=1

xn tg
x
2n ,

∞

∑
n=1

1
1 + xn ,

∞

∑
n=2

ln
(

1 +
x2

n ln2 n

)
.

Testy

1. Určete limity posloupnostı́

lim
n→∞

12 + 22 + 32 + · · · n2

n3 , lim
n→∞

an, a1 = 1, an+1 =
an

2 + a2
n

.

2. Zjistěte (absolutnı́ i relativnı́) konvergenci řad

∞

∑
n=1

(n!)2

nn ,
∞

∑
n=1

(−1)n
√

n − (−1)n

3. Zjistěte, na jakém intervalu řada ∑∞
n=2 sin2 x2

n2 ln n konverguje stejnoměrně
a pro které hodnoty x konverguje bodově.
1. Určete limity posloupnostı́

lim
n→∞

( 3
√

n + 2− 3
√

n + 1)
n

1 + 3
√

n
, lim

n→∞

∑n
k=1bkxc

n2 , x ∈ R.

2. Zjistěte (absolutnı́ i relativnı́) konvergenci řad

∞

∑
n=1

cos nx
n

,
∞

∑
n=1

(−1)n

√
n4

1 + n4 .

3. Zjistěte, na jakém intervalu řada ∑∞
n=1

sin2 nx
n2 konverguje stejnoměrně a

pro které hodnoty x konverguje bodově.
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