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Na cvičeńı jsme dospěli k tomu, že regularizovaný polarizačńı tenzor muśı mı́t tvar
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kde posledńı integrál označ́ıme I a spočteme ho. Jelikož I diverguje logaritmicky, je třeba vhodně
zvolit konstanty Ci a Mi. Zavedeme substituci
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Integrál Ii rozš́ı̌ŕıme do komplexńı roviny, poč́ıtáme tedy

Ji =
∫
C

dz
z

e−izBi ,

kde křivka C je znázorněna na obrázku

Obrázek 1: Integračńı křivka C.

Zřejmě Ji = 0. Odhadem pomoćı majorizace absolutńı hodnotou se snadno přesvědč́ıme, že integrál
přes C1 je nulový. Dále pak integrand v integrálu přes C2 rozvineme do Laurentovy řady, přičemž
z = ηeiϕ a po limitńım přechodu z̊ustane prvńı člen jako jediný nenulový
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Potom tedy
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Tento výraz dále uprav́ıme
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kde jsme využili (6) a předpokladu M2
i � q2. Označ́ıme

N∑
i=1

Ci ln
M2
i

m2
≡ − ln

Λ2

m2
,

pak

I = −
[
ln
(

1− β1β2
q2

m2

)
− ln

Λ2

m2

]
,

dostáváme tedy
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Polož́ıme β1 = 1− β2,
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Zbývá tedy spoč́ıtat integrál ΠR(q2), který lze řešit analyticky. Integraćı per partes dostáváme
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Následně zavedeme substituci v = 2β − 1, pak

1
2
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1
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4
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Dostáváme tedy tvar
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kde druhý člen v integrandu na druhém řádku je lichá funkce, jemu př́ıslušný integrál bude tud́ıž
nulový, prvńı člen je funkce sudá. Ke spočteńı posledńıho integrálu studujme chováńı integrálu∫

dx
x2 − c

(13)

Nejprve předpokládejme c > 0, potom (13) snadno vyřeš́ıme rozkladem na parciálńı zlomky
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∫
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∫
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√
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Pro c < 0 přecháźı integrál (13) na tvar ∫

dx
x2 + c

,
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který lze rovněž snadno spoč́ıtat substitućı x =
√
c tan t

∫
dx

x2 + c
=

1√
c
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x√
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)
.

Celkem tedy

∫
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1
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q2
.

Nastane tedy právě jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

q2 ∈ (−∞, 0) −→ c ∈ (1,∞) (I)

q2 ∈ (0, 4m2] −→ c ∈ (−∞, 0] (II)

q2 ∈ (4m2,∞) −→ c ∈ (0, 1) (III)

V př́ıpadě III lež́ı singularity na reálné ose v integračńım oboru, je tedy třeba této části věnovat
zvýšenou pozornost. Již známým trikem (m→ m− iε) posuneme póly integrandu do horńı poloroviny.
Ekvivalentńı postup je pól v bodě v0 =

√
c obej́ıt dolńı polorovinou p̊ulkružnićı o poloměru ε. Potom

I0 =
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1
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∣∣∣∣
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, (14)

kde prvńı dva integrály reprezentuj́ı hlavńı hodnotu integrálu a zároveň jsme využili vztahu (So-
chockého formule) pro hlavńı hodnotu integrálu funkce 1

x definovanou jako distribuci

1
x− iε

= p
1
x

+ iπδ(x).

Potom tedy dostáváme
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√
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√
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π

2
√
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(15)

Dále označme

In =

1∫
0

dv vn

v2 − c− iε
.
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Snadno ověř́ıme platnost rekurentńı formule (opět v limitě ε→ 0)

In − cIn−2 =

1∫
0
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v2 −m− iε
=
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0
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. (16)

Vzhledem k (12), (15) a (16) dostáváme
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kde
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2

√
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]
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1√
4m2
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[√
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]
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√
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√
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q2

− iπ

√
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q2
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(18)

Nyńı jsme dospěli ke konečnému výrazu polarizačńıho tenzoru tvaru (10).
Pod́ıvejme se ještě na limitńı př́ıpad pro m2 � q2. Taylor̊uv rozvoj

ln(1− x) = −
(
x+

x2

2
+ · · ·

)
použileme v (10). Po integraci t́ım dostáváme

ΠR(q2) = −e
2

π

q2

m2

(
1
15

+
1
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q2

m2
+ · · ·

)
. (19)

Pro objasněńı jeho fyzikálńıho významu studujme amlitudu Mœlerova rozptylu opravenou o tento člen

M
(2)
fi = (−ieū′1γµu1)

−4πi
q2

[
gµν +

i

4π
Π̄µτ (q)

−4πigτ ν
q2

]
(−ieū′2γνu2)

= (−ieū′1γµu1)iD(0)
F (q)

[
gµν + (gµτq2 − qµqτ )Π̄(q2)

gτ ν
q2

]
(−ieū′2γνu2)

= (−ieū′1γµu1)iD(0)
F (q)

[
1− e2

3π
ln

Λ2

m2
+ ΠR(q2)

]
(−ieū′2γµu2),

(20)

kde jsme při posledńı úpravě využili kalibračńı invariance přechodového proudu, tedy

qνj
ν
fi = 0,

takže člen qµqν vypadne.
Jelikož (20) je přesné do řádu e2, můžeme to též napsat jako

M
(2)
fi = (−ieū′1γµu1)

[
Z3

(
1 + ΠR(q2)

)
iD

(0)
F (q)

]
(−ieū′2γµu2), (21)

kde jsme označili
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Z3 = 1− e2

3π
ln

Λ2

m2
. (22)

Výrazy (20) a (21) se lǐśı členem řádu e3, což je za hranićı požadované přesnosti. Oprava tedy zahrnuje
konstantńı faktor Z3 a Π̄(q2) jako funkci hybnosti. Pro rozptyl při malých hybnostech, což odpov́ıdá
rozptylu na valkou vzdálenost je potom amlituda druhého řádu dána

M
(2)
fi = Z3M

(1)
fi ,

a regularizovaný náboj je potom

eR =
√
Z3e,

o čemž již byla řeč na přednášce.
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