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1. Rozmérova analyza

Veli¢iny, jimiz popisujeme ruzné fyzikalni jevy, maji prirfazen rozmér a rozmeéru je prirazena
jednotka. My budeme pouzivat systém jednotek SI (Systéme International), ale existuji sa-
mozrejmé i jiné systémy jednotek. Fyzikalni zakonitosti ovSéem nemohou na volbé téchto
jednotek zaviset. Pocet i volba zakladnich rozmérd a jednotek je zalezitosti konvence. De-
finice zakladnich jednotek SI bude od 21. kvétna 2019 zménéna tak, ze zakladni fyzikalni
konstanty budou mit presnou hodnotu. Pouze sekunda zistava definovana jako 9192631770
period zareni pri prechodu mezi dvéma hyperjemnymi hladinami — rozstépeni vlivem spinu
jadra 7/2 a valenéniho elektronu 1/2 — zakladniho stavu atomu 133Cs v klidu pti teploté 0 K.
Pro soustavu SI jsou zakladni rozméry a jednotky uvedeny v tabulce.

Fyzikalni veli¢ina ‘ Rozmér ‘ Jednotka

Hmotnost M kg
Délka L m
Cas T s
Elektricky proud 1 A
Teplota €] K
Latkové mnozstvi N mol
Svitivost J cd

Tabulka 1: Zakladni rozméry a jednotky soustavy SI

V relativistické mechanice se vyuzivaji pouze prvni tii rozméry M, L a T, v teorii elektro-
magnetického pole pouzijeme dalsi rozmér I. Je snadné niZe uvedeny ramec rozsirit o dalsi
zakladni rozmeéry.

Ze zakladnich veli¢in miZeme pomoci matematickych operaci (obvykle nasobeni, déleni, de-
rivovani a integrovani) konstruovat odvozené veli¢iny a i jim prifazovat rozméry a jednotky.

Z matematického hlediska je prostor rozmeérid fyzikalnich veli¢in vektorovym prostorem V
(obvykle nad télesem racionalnich ¢isel ), jehoz dimenze je rovna poctu zakladnich rozmér.
Operace scitani vektord (znac¢ime +) a nasobeni vektoru (racionalnim) skalarem (znacime -
nebo nijak) je v tomto vektorovém prostoru dana

+: VxV -V
+: (MOLPTY IO MY L TV 1%y — Mo+ [ P+B py+y 5+
QxV -V

(a, MOLPTYI%) — MO*L*PTeY [#0



Fyzikalni veli¢ina ‘ Rozmér ‘ Jednotka

Zrychleni LT2 m - s 2

Hybnost MLT! kg -m-s!

Vykon ML2T—3 kg -m?-s73

Tepelny tok MT3 kg - s73

Elektricky naboj TI s-A

Tepelna vodivost MLT 307! kg - m-s3 K1
Termoelektricky koeficient | ML2T31710@7! | kg- m?2-s3-A"1.K!

Tabulka 2: Nékteré odvozené rozméry a jednotky v soustave SI

Takto definované operace splnuji axiomy vektorového prostoru, jak muzete sami snadno
overit [

Bazi vektorového prostoru rozméru fyzikalnich velic¢in jsou rozméry zakladnich fyzikalnich
veli¢in a proto je také jeho dimenze rovna jejich poctu. Jina volba poc¢tu zakladnich rozméra
resp. jina volba baze v onom prostoru by vedla k jinym soustavam nez SI. Uved'me si pri-
klad vyuziti rozmérové analyzy, tj. skutecnosti, ze fyzikalni jevy nemohou zaviset na volbé
rozméru a jednotek.

Priklad 1. Doba kyvu T matematického kyvadla. Dalsi rozmérné parametry potencialné vstu-
pujici do reseni problému jsou tihové zrychleni g, hmotnost kyvadla m, délka kyvadla ¢ a
jeho maximdlni vychylka ¢¢. Exponenty u rozméra jednotlivych parametri mizeme zapsat
do tabulky

|

= Oy
S = Ol
OOD—lS
= o Ol
o o olle

M
L
T | -2

Parametr ¢ jiz bezrozmérny je, pro ostatni parametry mtizeme postupovat pomoci Gaussovy
eliminace,

0 0 10 110/0 110/0 100|-4 100|-2

1 10/0|~f001/0|~001/0]|~f{0O0T1 0 |~|010]3;

-2 0 0|1 0201 0103 0103 00 1[0
ktera d4 odpovéd na otdzku, jaka linedrni kombinace rozméri g, ¢, m dé 7. Je to g~ V2¢12m0

a tedy dalsi bezrozmérna velicina kromé ¢ je \/%T. Tyto dvé bezrozmérné veli¢iny na sobé

Definice a popis pojmu vektorovy prostor je napi. na Wikipedii, https://en.wikipedia.org/wiki/
Vector_space


https://en.wikipedia.org/wiki/Vector_space
https://en.wikipedia.org/wiki/Vector_space

néjak zavisi, tedy

\/%T = f (o),

tvar funkce f se pomoci rozmérové analyzy nedovime. Ze zakona zachovani energie lze spo-
Cist, Ze
Yo

3 d
\/ET:2K(sin—), kde K(k):fQ—u.
¢ 2 0 V1-k2sin%u

2. Specialni teorie relativity
2.1. Rotace a pohyby v roviné. UvaZme napred infinitesimalni rotaci v roviné xy, tj. li-
nedrni transformaci A, ktera ortonormalni bazi (e,,e,) priradi

Aley) = e, +ce, (1)
Aley) = —ce, +ey, (2)

pomoci matic piSeme

(e e)d =(er @) {J=lec e

0 -1
1]+€(1 0 )] .
Pro ¢ = 0 musime dostat identitu 1, ddle A(e,)-A(e,) =1+¢e2 =1, Aey)-Aley) =1 +e? =~ 1

a A(ey)-A(ey) = 0. Operdtor infinitesimdlni rotace A musi prevadét ortonormélni bazi na
ortonormalni bazi pro malé e. Obecny vektor r = xe, + ye, po otoceni dava

A(r) = A(xe, + ye,) = xAle,) + yA(e,) = (e; e,) (_16 i) (;) = epAlr!,

pricemz v posledni rovnosti se s¢ita pres k,¢ € {x,y} a r* = x, r¥ = y jsou slozky vektoru r
v bazi (e,,e,), tzv. Einsteinova scitaci symbolika. Rovnéz vidime, Ze infinitesimalni rotace

zachovavaji velikost vektoru: slozky rotovaného vektoru A(r) v bazi (e,,e,) jsou (x +e€y,y —
ex)t, tudiz jeho velikost je

IA@)? = (® + y2) (1 +€) = 22 + y2 = |r||?

Konecnou rotaci R(a) v roviné o thel a ziskdame jako limitu pro N — oo sloZeni N infinitesi-
malnich rotaci s € = a/N, tj.
0 -1
aly ol

N
R(a)=]\1[im 1]+ﬁ(0 _1)] =:exp

Nl O




Dale pouzijeme na prostiredni vyraz binomickou vétu a dostaneme

x ok (0 —1k 0o -1\ . cosa -—sina
R(a)—kgok—!(1 0) —ﬂcosa+(1 O)Sma_(sina coscx)'

Rotace zachovava velikost vektord, plati [|R(a)(x)| = |r|.

Obecny pohyb v roviné P(a,a) dostaneme jako rotaci R(a) nasledovanou posunutim v roviné
o pevny vektor a. Abychom mohli zapisovat pohyby pomoci matic, je vhodné prejit do trojroz-
meérného prostoru xyz a rovinu euklidovskou rovinu xy realizovat jako rovinu z = 1 v tomto
prostoru. Vektor r = xe, +ye, prejde na vektor (znaeny stejné) r = xe, +ye, +e,. Rozdil dvou
tzv. afinnich vektort, jejichz posledni souradnice je 1 je vektor v roviné. Otoceni o a v roviné
xy nasledované posunutim o a potom muizeme napsat

cosa —sina a*) (x
P(a,a)r)=(e, e, e;)|sina cosa a”||y].
0 0 1/\1

Jednoduse ovérime, Ze pohyby v roviné tvori grupu. SloZenim dvou pohybt P(f,b)o P(a,a)
dostaneme pohyb P(a+ f,R(fB)a+b). Inverzni prvek k P(a,a) je tedy P(—a,—R(—a)a). Grupa
pohybu v roviné neni komutativni!

Obecny pohyb v roviné je urceny tremi parametry (a,a”,a”), to je v souladu s po¢tem stupnu
volnosti tuhé oblasti.

2.2. Rotace a pohyby v prostoru. Obdobné ale obtiZnéji mizZeme uvazovat o rotacich
v prostoru. Vétsi obtiznost rotaci v prostoru spociva v tom, ze zatimco u rotaci v roviné
nezalezi na poradi, tj. R(f)oR(a) = R(a+f) = R(a)oR(p), urotaci v prostoru tomu tak obecné
neni, viz obrazek [2]

Kazdou rotaci R(y, 0, ¢) v prostoru ziskame jako kompozici rotaci v souradnicovych rovinach.
Kuprikladu napred provedeme rotaci o tihel ¢ v roviné xy, ziskdme tim souradnou soustavu
x'y'z' = z, potom provedeme rotaci o ihel 6 v roviné y'z’, ziskdme tim souradnou soustavu

x" = x'y"2" a nakonec provedeme rotaci o thel ¥ v roviné x”y" a ziskdme tim souradnou

soustavu XY Z = 2". Odtud

cosy —-siny 0)(1 O 0 cos¢p —sing 0
R(y,0,p)=|siny cosy 0|0 cosf —sinf||singp cosep O],
0 0 1/\0 sinf cos6 0 0 1

trojici uhla (¢,0,y) nazyvame Eulerovy tihly. Dejte si pozor na rdzné jiné konvence, které se

pouzivaji pro jejich definici, nase konvence je z —x — z. Leonhard Euler rovnéz dokazal, zZe
kazda rotace v prostoru je rotaci v roviné xy pro vhodnou volbu souradnicovych os.



Obrazek 2: Triceratops v ptvodni pozici (Cervené), otoceny napred o n/2 v roviné yz,
potom o /2 v roviné zx (zelené) resp. napred o /2 v roviné zx, potom o 7/2 v roviné yz
(modte).

Kazda matice rotace R musi prevadét pravotocivou ortonormalni bazi na novou pravotoci-
vou ortonormalni bazi, to plati tehdy a jen tehdy pokud R*R =1 a detR = 1. Prvni rovnost
dokazeme takto

R(er)-R(e;)=R}'Rjep-e,=R};'R;6m, =R}'R},

1 m=n
5mn:{

kde

0 m#n.

je tzv. Kroneckerovo delta. Druha rovnost plyne vyloucenim zrcadleni, ktera méni pravotocivé
souradné systémy na levotocivé.

Analogicky jako v roviné zavedeme pohyby v prostoru s matici rotace R a posunutim a.
Musime zavést c¢tvrtou souradnicovou osu w. Pomoci blokovych matic dostaneme

PR,a)r)= (e, e, e, ew)(R a)

0 1

=N R

Obecny pohyb je urceny 6 nezavislymi parametry, to je v souladu s poctem stupna volnosti
tuhého télesa v prostoru. Pohyby v prostoru rovnéz tvori (nekomutativni) grupu.

— 12—



2.3. Galileiho transformace. Inercialni vztazné soustavy se vici sobé mohou rovnomérné
primocaie pohybovat, mohou byt vici sobé posunuty o pevny vektor a libovolné viici sobé
otocCeny, cas ve vSech inercidlnich vztaznych soustavach plyne stejné, miZeme ovSem ménit
okamzik, od kterého cas odecitame. Pro maticovy zapis predchoziho musime pridat dalsi
sourradnicovou osu ¢t odpovidajici casu.

t
1 0 b)\|[x
G(R,a,b,v)r)=(e; e, e, e, e,)[v R al|y].
0 0 1)z
1

Priklad 2. [5 bodd] Vrtulové letadlo leti vodorovné ve vysce h stalou rychlosti o velikosti v

vzhledem k Zemi. Jeho vrtule se otaci konstantni tihlovou rychlosti velikosti w a jeji listy
maji délku R.

(a) Zvolte vhodné souradnou soustavu spojenou s vrtuli a vyjadrete zavislost polohy, rych-
losti a zrychleni $picky jednoho z listt vrtule vzhledem k vrtuli na case.

(b) Zvolte vhodné souradnou soustavu spojenou s letadlem a vyjadrete zavislost polohy,
rychlosti a zrychleni $picky listu vrtule z (a) vzhledem k letadlu na case.

(c) Zvolte vhodné souradnou soustavu spojenou se Zemi a vyjadrete zavislost polohy, rych-
losti a zrychleni §picky listu vrtule z (a) vzhledem k Zem:i.

(d) Napiste vztah pro prechod od soustavy z (a) k soustavam v (b) a (c).
(e) Rozhodnéte, které ze soustav v (a), (b) a (c) jsou (vice ¢i méné) inercialni a proc.
Priklad 3. [10 bodt] Zjistéte, jak se skladaji Galileiho transformace, dale s pomoci pred-

choziho spoctéte inverzni Galileiho transformaci. Kolik nezavislych parametri ma grupa
Galileiho transformaci? [3+3+3+1]

2.4. Nerelativisticka volna éastice. Uéinek pro nerelativistickou volnou éastici, kter4 je
parametricky popsana funkci r: ¢ — r(¢) je

b 1 .
S[r] :f —m|¥)?dz.
o 2
Pro¢ je uéinek dén zrovna takovym zptisobem? Uéinek musi byt invariantni vaéi Galileiho
transformacim kvili principu relativity: Fyzikalni zakony musi platit ve vSech inercialnich

vztaznych soustavach stejné.



Pokud se v euklidovském prostoru posuneme o libovolny pevny vektor a, nezméni se jeho
vlastnosti. Této vlastnosti se rika homogenita prostoru. Pokud zménime pocatek odecitani
casu, rovnéz se nic nezmeéni. Této vlastnosti se rika homogenita ¢asu. Pokud se v euklidov-
ském prostoru oto¢ime o R, rovnéz se nezméni jeho vlastnosti. Této vlastnosti se rika izotro-
pie prostoru. Co z téchto vlastnosti prostoru a éasu vyplyva pro lagrangian L = L(¢,r,1)?

Homogenita prostoru ~ L(¢,r,r)=L(t,r—a,r) = L=L(,v1)
Homogenita ¢asu ~ L(t,r,v)=L(t-b,r,1) = L=L(xr)
Izotropie prostoru ~ L(t,r,#)=L¢R r,R7I¥) = L=L(|¢|).

Dale miZeme vyuZit infinitesimalni vlastni Galileiho transformace rychlosti r — r +ev. Jed-
noduchym vypoctem dostaneme

r
l

. ° -V
Ilr+ev| = |r|+e—
r|

a tedy pomoci prvnich dvou ¢lent Taylorovy rady pro L
dL r-v

(el

Ll -evl) = LTl - e— o
dilr ]

Druhy scitanec je tplnou derivaci podle casu tehdy a jen tehdy, je-li L kvadratickou funkci
velikosti rychlosti, tj. L(||r||) = %mlli'llz. Pii¢tenim uplné derivace libovolné funkce f(¢,r)
podle c¢asu k lagrangianu se zméni ucinek o konstantu a stacionarni body (feseni Euler-
Lagrangeovych rovnic) zastanou stejné.

Priklad 4. [5 bodd] Vypocet provedte a uplnou derivaci podle ¢asu urcete. 0

2.5. Specialni relativita v jedné prostorové dimenzi. Ve specialni teorii si ponechame
axiom, ze fyzikalni zakony musi platit ve vSech inercialnich vztaznych soustavach ve stejném
tvaru, ale nebudeme zatim blize urcovat, v jakém jsou inercidlni vztazné soustavy vici sobé
vzajemném vztahu. Tomuto axiomu se rika axiom relativity.

Dalsi axiom, ktery v nerelativistické fyzice neni pritomen, je axiom konstantnosti velikosti
rychlosti svétla (obecnéji konetna maximalni velikost rychlosti Sifeni libovolného signalu)
ve vakuu ve vSech inercidlnich vztaznych soustavach. O historickém vyvoji, ktery formulaci
tohoto axiomu predchézel, se mizeme docist napf. na https://en.wikipedia.org/wiki/
History_of_special_relativity. Mame tedy

lell = ¢ =299792458 m.s™! (pfesné).

Tento druhy axiom je ve zjevném rozporu s Galileiho principem relativity, jak ukazuje obra-
zek [Blnize.


https://en.wikipedia.org/wiki/History_of_special_relativity
https://en.wikipedia.org/wiki/History_of_special_relativity

S s'

Obrazek 3: Podle Galileiho transformace je velikost rychlosti svétla v soustavé S’ rovna
¢, ale v soustavé S je rovna ¢ —v resp. ¢ +v. To je v rozporu s axiomem o konstantni
velikosti rychlosti svétla.

Musime proto modifikovat Galileiho transformaci. Zavedeme prostor udalosti, udalosti jsou
body tohoto prostoru reprezentované afinnimi vektory u = cte.; +xe, + ye, +ze,. Misto casu
meérime vzdalenost, kterou za tento cas urazi svétlo, aby vSechny slozky vektoru mély stejné
jednotky.

2.6. Lorentzovy transformace na primce a v prostoru. Uvazme infinitesimalni trans-
formaci B na pfimce a dvé inercidlni vztazné soustavy S a S’. Vektor u = cte.; + xe, touto
infinitesimalni transformaci prejde na vektor

Bu)= (e ey) (el 611) (Ct).

2 X

Pozadujeme, aby rovnice pro svételny signal ¢t —x = 0 (resp. ct +x = 0) v soustavé S méla
stejny tvar i v soustavé S’, tedy ct' —x' = 0. Mame

O=ct'—x'=ct+ejx—€oct—x = €1=¢€9

a pro infinitesimalni transformaci mame tedy

B(u) = (e ex)(i i)(Ct):(ect ;)

T+e
X

oIl

Tuto transformaci nazveme infinitesimdlni Lorentzovou transformaci.




Konec¢nou Lorentzovu transformaci o parametr ¥ ziskdme limitné jako kompozici N infinite-
simalnich Lorentzovych transformaci o /N

N 0o a1k k
v (O L. 0 1)]_xvyko 11" 0 1) .
1+ (1 O)] =:exp [1//(1 O)] =) T (1 O) =Tcoshy + (1 0) sinhy.

lim
N k=0

N—o0

Vsimnéme si, ze vzdy plati (ct')? — (x')? = (ct)® — x2, od obyéejnych rotaci v roviné se tedy
konecné Lorentzovy transformace 1i$i jen znaménkem minus v predchozim vztahu. Jaky je
vyznam parametru ¥? Uvazme pocatek inercidlni vztazné soustavy S’ v soustavé S. Potom
0 = x’ = ctsinhy + x coshy. Odtud tghy = —x/ct = —v/c, kde v je rychlost (poéatku) soustavy
S’ viiéi soustavé S. S vyuzitim rovnosti cosh? ¢ — sinh?y = 1 dostavame

— —— 00

-5 I~z ct

—c 1 x
L(U)(u)z(ect €, €y ez) 102 102 00 y

T2 T2

0 0 1 0|\~?

0 0 01

(ct,x) — (ct,x)

=

=

Obrazek 4: Zobrazeni Lorentzovy transformace standardniho obrazce pro hodnotu v/c =
0,5, coz odpovida v = —0,5493.




Lorentzovu transformaci v prostoru s rychlosti v inercidlni vztazné soustavy S’ viéi sou-
stavé S dostaneme tak, ze napred provedeme takovou rotaci soustavy S, aby vektor rych-
losti sméroval podél osy x (takové otoceni zjevné existuje) a potom provedeme Lorentzovu
transformaci podél této nové osy x. Matematicky rozbor Lorentzovych transformaci je k dis-
pozici napf. na http://physics.muni.cz/ “krbek/lorentz.pdf. Zakladni vlastnosti obec-
nych Lorentzovych transformaci je, ze zachovavaji étverec ¢asoprostorové vzdalenosti (ct')? —
("2 = (y")2 = (2")? = (ct)? —x%2 — y? —22. S oznatenim r’ =ct, r' = x, r2 = y, r® = z, obdobné
pro ¢arkované soutradnice a 1go = 1, 711 =22 = N33 = —1 a Ny, = 0 pro k # ¢ dostaneme
Neer*r! = 0y (XY™ ()" analogicky jako v ptipadé rotaci. Pokud r'™ = L’]:lrk, dostavame 7, =
NmnLy L. Mdme ale (‘21) = 6 souradnicovych rovin, ve kterych tyto zobecnéné rotace mizeme
provadét.

2.7. Jednoduché dusledky Lorentzovych transformaci na primce. V tomto odstavci
si uvedeme nékteré okamzité disledky Lorentzovych transformaci, které nejsou v souladu
s na$i intuici, protoZe ta se vyvinula prirodnim vybérem pro rychlosti, jejichz velikost je
velmi mala vici rychlosti svétla. Matematicky vyjadreno je pro v/c < 1

1Y
¢z

Dilatace éasu. Uvazme dvé inercidlni vztazné soustavy S a S’ orientované tak, ze x = x/,
yly' az| 2z, pricemz S’ se viiéi S pohybuje rychlosti ve,. V poéatku soustavy S’ jsou v klidu
hodiny. Potom

Nejkratsi naméreny cas je v inercialni soustavé, ve které jsou hodiny v klidu. Geometricky
muZeme dilataci éasu odvodit z obrazku 5l

Priklad 5. [5 bodd] Detekce miont vytvorenych kolizemi kosmického zareni s hornimi vrst-
vami atmosféry. Stiedni doba Zivota mionu je T' = 2.2 x 107% s, miony vytvoiené srazkami
maji vysokou energii a tim padem se pohybuji rychlostmi srovnatelnymi s rychlosti svétla,
napr. vezméme v = 0.99¢. Spocteme-li naivné drahu mionu pred rozpadem jako vT = 650 m,
zjistime, Ze na Zemi by témér zadné takové miony nemély byt detekovany. Presto detekovany
jsou. Proc? O

Priklad 6. [10 bodi] Cestovatel vesmirem pri letu rovnomérné primocare rychlosti o velikosti
v vzhledem k Zemi synchronizuje své hodiny (¢as ¢’ = 0 pro x’ = 0) s pozemskym pozorova-
telem (cas t = 0 pro x = 0). Pozorovatel na Zemi poté pozoruje oboje hodiny, ty na Zemi (¢as


http://physics.muni.cz/~krbek/lorentz.pdf

zrcadlo zrcadlo

7
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blesk £¢ L detektor blesk ¥ L detektor

Obrazek 5: Vyslani a prijeti svételného signalu ve dvou inercialnich vztaznych sousta-

2
vach S" a S. Z Pythagorovy véty dostaneme (02—7)2 = (%)2 + (%) aodtud 7' =71/1- ‘C’—z

t) piimo, ty cestovatelovy (¢as t') pomoci dalekohledu. Jaky je ¢as ¢ na hodinach na Zemi,
kdyz vidi na hodinéch cestovatele ¢as ¢ = 1 hod? Spoététe obecné a potom dosad’'te v =0.5¢ a
urcete tento cas s presnosti na desetinu sekundy. [1 hod 43 min 55,4 s]

Kontrakce délek. V soustavé S’ necht’ v klidu lezi na ose x’ usetka O’A spojujici poéatek
S’ s bodem A. Proto xb, =0 a x;, = L po Lorentzové transformaci dostaneme xo' = vt a
xa =Ly/1- % + vt a tedy x4 —xor = L+\/1—- ’C’—z, coz je mensi vzdalenost neZz v soustavé S’,
v niz je usecka v klidu.

Priklad 7. [5 bodud] Vysvétlete detekcei vysokoenergetickych miont na Zemi pomoci kontrakce
délek.

Transformace rychlosti. Uvazme dvé udalosti lisici se od sebe jen velmi malo: jedna se sou-
fadnicemi (ct, x, y,2)!, druha se soutadnicemi (ct + cdt,x +dx, y +dy,z + dz)!). Pro Lorentzovu
transformaci s rychlosti soustavy S’ viiéi S rovnou ve, dostaneme

L '%2 0 0
-4 -4 cdt
L( )(d )_ _% 1 00 dx
vdu)=(e;s e, e, e;) 1_272 1‘% dy
0 0 1 of\dz

0 0 01



Odtud dostavame

2 2
dx’ %— dy'_dy\/l_z_z dz’ dz \/1_10}_2

v
I v dx’ T v dx’ T dqr v dx’
dz 1_0_25 dt dz 1_0_25 d¢ dt 1_0_Za

Ziskali jsme specidlni tvar relativistického vzorce pro skladani rychlosti. Jak to bude vypadat
pro obecny rovnomérny primocary pohyb dvou inercialnich vztaznych soustav?

Pro v/c <« 1 dostavame priblizné prislusnou Galileiho transformaci

dx’  dx dy’ dy d2/ dz
— = — -V —_~ —_— = .
d dt ~ d¢ d¢’ d¢f de

Priklad 8. [5 boda] Odvod'te piresnéjsi priblizeni pro transformaci rychlosti pro v/c < 1 po-
moci patriénych Taylorovych rad. 0

2.8. Lorentzovy a Poincarého transformace. Pro obecnou Lorentzovu transformaci L
plati, Ze zachovava

n(L(r), L(r)) = n(r,r),

kvadratickou, a s ni spojenou symetrickou bilinearni formu 7. Zapisme predchozi vyjadieni
pomoci ortonormalni baze (ep).

(L), L(x) = n(L(r*ep), L(r’e) = n(r* L(ey ), r’ L(e,)) = n(r* Lie;,r'Lie;) =

= rkLZr[LJ,;n(ei,ej) = rkLZr[L]l;nij = rkrgnkg = rkr[n(ek,eg) = n(rkek,rgeg) =1n(r,r).

Rozdil dvou udalosti u; —ug =r je vektor a kazdy takovy vektor mizeme vy¢islit na 7, tj.
spocist n(r,r) = rkrt Nhe, tzv. kvadrdt éasoprostorové vzddlenosti s?. Nemusi to oviem byt
nezaporné ¢islo! Toto ¢islo je stejné ve vSech vztaznych soustavach a je proto tzv. invariantem.
Podle jeho znaménka odlisujeme

s?2>0 tasupodobna vzdalenost: je mozna (ale ne nutnd) p¥i¢inna souvislost obou udalosti.
Existuje inercialni souradna soustava, ve které se obé udalosti stanou ve stejném misté

vvvvvv

s?2 =0 svétlupodobna vzdalenost: udalosti lze propojit pomoci svételného signalu, napt. uda-
lost w1 mize byt vyslani fotonu a udalost us muze byt zachyceni fotonu.

s? <0 prostorupodobna vzdalenost: mezi udalostmi nemutize existovat p¥i¢inna souvislost,
Existuje inercidlni souradna soustava, ve které se obé udalosti stanou ve stejném case
(ale v riznych mistech).



Analogicka velicina k ds pro pohyby v prostoru je infinitesimalni element délky oblouku
krivky d¢. Véimnéte si dale v analogii s rotacemi v trojrozmérném prostoru, ze podobné jako
u obycejnych rotaci mtiizeme zavést jesté posunuti v casoprostoru o konstantni ¢tyrvektor a
a zapsat to maticové pridanim dalSiho rozméru podobné jako u pohybu v prostoru.

ct

L a y

r':r'kek:P(L,a)(r):(eCt €x €y € ew)(o 1) ?
z

1

Za pomoci Einsteinovy sumaéni symboliky miizeme psat r'* = L’;ré +a*. Mnozina vsech
transformaci P(L,a) tvori tzv. Poincarého grupu. Stejné jako Galileiho grupa ma Poincarého
grupa 10 parametru (6 nezavislych souradnicovych rovin ve 4 rozmérech a 4 nezavisla posu-
nuti ve 4 rozmérech).

2.9. Vlastni cas. Pii odvozovani elementarnich disledkd Lorentzovy transformace jsme se
jiz setkali s dilataci casu v inercialnich vztaznych soustavach a prisli jsme na to, Ze nejkratsi
Cas je méren v inercialni vztazné soustavé, vzhledem k niz jsou hodiny, které tento cas méri,
v klidu. Nyni spocteme cas, ktery meéri hodiny spojené s castici, ktera vykonava libovolny po-
hyb. Uvazme dvé infinitesimalné vzdalené udalosti vzhledem k inercialni vztazné soustave
S:

ct ct+cdt

X A x+dx A k
y+dy

z z+dz

Casoprostorova vzdalenost mezi nimi je invariantni n(du,du) = ds? = c2dt? —dx? —dy?—dz? =
inv. Uvazme nyni inercidlni vztaznou soustavu S’, v niZ jsou ¢astice a s ni spojené hodiny
pravé v klidu. Potom dx’ =dy’ = dz’ =0 a tedy ds? = c2dt'? = c2d¢? — dx? — dy? — dz? a tedy

dx? +dy?2 + dz2
S PV
ds=cdt = cdt\/l - 242 .

Odtud dostaneme pro koneény ¢asovy interval

t2 [ lv(@)]?
th—th = f dey/1- )
2 1 ” 02

Priklad 9. [5 bodi] Mionovy shromazdovaci prstenec v Brookhaven National Laboratories.
Shromazdovaci prstenec (storage ring) je typ urychlovace, kde se urychlované a vyzarujici




nabité castice udrzuji na kruhové draze. Uvazme, Ze v takovém urychlovaci, ktery ma polo-
mér R = 14 m, se pohybuji miony rychlosti o velikosti v = 0.99942¢. Naivné by se mély miony
rozpadnout v praméru po vT/2nR = 7.5 obézich. Po kolika obézich se v priméru rozpadnou
skutecné? [220 obéhu]

2.10. Volna castice ve specialni teorii relativity. Ucinek pro volnou c¢astici musi byt
invariantni viéi Poincarého transformacim. To zaru¢ime nejjednoduseji, pokud bude invari-
antni vaci Poincarého transformacim lagrangian. Jediny vhodny invariant je nam jiz znam.

s2
Slr] = —a[ ds,
51

kde a > 0 je zatim neurcena konstanta, jejiz vyznam zjistime limitnim prechodem v/c < 1.
Mame

2 to 1
S :—acf dt\/l—v(t) ~—ac f dt(l———+ ):—ac(t2—t1)+ at=2u)? +
t ¢ 1 2c

Odtud dostavame srovnanim druhého séitance s nerelativistickym lagrangianem a = mc,
kde m > 0 je (klidova) hmotnost éastice. Uéinek pro volnou éastici je tedy —mc2-nasobkem
vlastniho Casu, tj. ¢casu, ktery zméri hodiny pohybujici se s ¢astici.

Priklad 10. [5 bod] Odvod'me Euler-Lagrangeovy rovnice pro vyse uvedeny ucinek a urceme
jejich reseni. Ovérime, ze se jedna o minimum.

Odvodime vysledek pro jednu prostorovou dimenzi, pro tii prostorové dimenze je postup
zcela analogicky. Ucinek je

T
Slx(t)] = —mc? f V1-%2/c2dt, x(0)=0, x(T)=X.
0

Pro staciondrni drahu x musi platit, Ze 0L/0x = p = konst. a mame tedy

mx

V1—x2/c2

Odtud
P
x=—2
V1+ (&)
a

x\/1+(%)2—%20



Konstantu p urc¢ime jako

X
cT
mc X \2
V1-(7)
a ucinek po této stacionarni draze je

2
Slx] = —chT\ [1- (?T) .

Pro dukaz, Ze se jednda o minimum uc¢inku, musime ukazat, Ze pro drahy blizké predchozi
stacionarni draze ucinek vzdy vzroste.

T > 5x)2 2
S[x+€5x]:_mc2f V1= B Y 4, < SLa + esS [e]+ 5628l + -,
0 c

kde 6x(0) = 6x(T') = 0. Prvni scitanec jsme jiz spocetli, druhy sc¢itanec je pro stacionarni drahu
nulovy, spoc¢teme nyni treti s¢itanec, tj.
21-% o7
L X
—(X)(6%)* =me? |1~ (—) ] f (5%)2dt.
0x2 cT 0

Tento treti s¢itanec je pro dx # 0 vzdy kladny, jedna se tedy skutecné o lokalni (i globalni)
minimum.

T A2

62S[x] =
0

Priklad 11. [5 bodta] Nyni jiz mtzeme vyuZit obecné platné metody teoretické mechaniky a
odvodit vyraz pro zobecnénou hybnost a hamiltonian. Proved'me to!

B A(—me2v1—v2/c2) v? B m .

Px 02 % Vit

A(—me2vV1-v2/c2) dv? m .
o= ov? 5 VIotE
.= 6(—mczm) ov? B m .

ov? 0z \/1_02/022

Tri predchozi rovnice umocnime na druhou a secteme. Dostaneme

2.2 2 2
2_ 2, .2 2 _ mvu 2_ pb¢
p —px+py+pz—m = v T m2cZ+p?
Pro hamiltonian dostaneme
2 2/ .2 2,.2
muv vé/e“+1-v4/c
H=pus+pyy+psv;—L=——+mc?V1-v2/c2 = mc? =
e Eyny R V1—0v2/c2 V1—0v2/c2

2
me
=—————=c\/m2c2+p2
V1-v?2/c?



Vidime, ze H?/c? — p? = m?c?, tj. H/cecs — pyex —pye, —p.e; je asupodobny ¢tyrvektor kon-
stantni velikosti mc. Téz vidime, Ze castice v klidu o hmotnosti m ma nenulovou energii
mc?; kinetickou energii relativistické volné éastice tedy ziskdme, odeéteme-li tuto klidovou
energii od celkové energie castice H. 0

2.11. Relativisticka kinematika. V dalsim si zavedeme ctyrvektor rychlosti a zrychleni.
Trajektorii pohybujici se ¢astice budeme povazovat za posloupnost udalosti parametrizova-
nych libovolnym parametrem ¢. VSechny vyrazy jsou nejjednodussi, zvolime-li za tento pa-
rametr s, tedy c-nasobek vlastniho ¢asu, obdobné jako v pripadé pohybii, kde nejjednodussi
vyjadreni vSech jejich charakteristik dostavame tehdy, vyjadiujeme-li vSechny veli¢iny pa-
rametricky pomoci délky oblouku. Napred spocteme zobecnénou ¢tyrhybnost

4
oL meneer

Pr=—— —.
a(dL) - dri dr
dé Nijag az

.y . k
Po dosazeni d¢ = ds a zavedeni ¢tyirychlosti uk = %, resp. up =1 cul, dostaneme

Pr=mcug,
protoze ds? = nijdridrj a odtud nijuiuj =1.

Priklad 12. [5 bodd] Spoctéte slozky ctyrrychlosti pomoci obycejné rychlosti. Mame ds =

cdt\/1—||v||%/c? a
cdt 1 dx % dy % dz %

& [ nE s A e & hE
s oBE dss fiTET ds T )T E ds o /e

Odvod'me nyni pohybové rovnice v ¢casoprostorové formulaci.

s9
0S = —mcé[ ds.
s1

Odtud s vyuzitim ds = /1 zdx/dx* dostaneme

s2 17 i da/ 5dac” 52 .
0S = —mc[ njkd— =S = —mcf njkufdéxk,
S1 S1

S

coz metodou per partes upravime dale na
' 82 sz du/
68 :—mcnjkuJ&ck‘ +mcf njk—5xk:0
s1 s1 ds



Pocatecni a koncova udalost jsou pro stacionarni drahu pevné, plati tedy 6x(s1) = dx(s2) =0
a z libovolnosti 6x dostavame relativistickou pohybovou rovnici pro volnou ¢astici
du’ 3
ds

Zavedeme si proto ctyizrychleni w, pro jehoz slozky v kartézské bazi dostavame

0.

wk = du*/ds = d2r*/ds2.

Naopak, vezmeme-li staciondrni drahu du’//ds = 0, pevny poéateéni bod Sx(s1) = 0 a pro-
ménny koncovy bod, dostaneme .
6S = —mcnjkujc‘ixk
a odtud mame
08§
p] - OxJ ’

coz nam umoznuje zapsat relativisticky Hamilton-Jacobiho rovnici jako

: 2, 0S8 0S

Tk ipp =t == — = m?2c2.

" DPjPr =1 o Oxk

Derivaci vztahu n(u,u) = 1 podle s ddle dostaneme n(u,w) =17, u/wk = 0. Jako aplikaci pred-
choziho budeme uvazovat relativisticky ekvivalent vrhi, dalsi aplikace uvedeme pozdéji.

2.12. Relativisticky pohyb s konstantnim zrychlenim. Piirovnomérné zrychleném po-
hybu ve specidlni teorii relativity nemuze rast rychlost nade vSechny meze, jelikoz by tim
byla prekonana rychlost svétla. Postupovat musime nésledovné: vzdy existuje inercialni
vztazna soustava S’, vii¢i niZ je zrychlujici hmotny bod v daném okamziku v klidu a v této
soustavé muzZeme akcelerometrem mérit okamzité zrychleni. Takovému zrychleni rikdme
vlastni zrychleni. Lorentzovou transformaci docilime, Ze pocatecni rychlost bude nulova a
budeme uvazovat pohyb s konstantnim vlastnim zrychlenim. V okamzité klidové inercialni
soustaveé je ctyrrychlost dana jako u = e, jeji slozky jsou (1,0,0,0). Ctyfzrychleni v této sou-
stavé je tedy dano jako w = we,/, jeho slozky jsou (0,w,0,0) tak, aby n(u,w) = 0, pricemz
w = konst. V inercidlni vztazné soustavé S pozorovatele ma zrychleni s oznaéenim f = x/c
slozky
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Plati w = du/ds a proto rozepsanim druhé slozky

af_p | edtdy b |J__1
&\ Vip) @&t Vicp) Vi
a odtud

i _b =cw
e\ 1-p2)
Po integraci

(L) = cwt + konst.

VP

Integracni konstantu mtzeme polozit rovnou nule, protoze B(0) = 0. Odtud mame

wct

=h= V1+wet)?

Q| Re

a dalsi elementarni integraci ziskame

wet 1
x= | dt————— = —V 1+ (wct)? + konst.
f V1+(wet? w

Integracni konstantu zvolme tak, aby x(0) = 0. Pak

wx=V1+wect)?-1.

Dale spoctéme vlastni cas, tj. ¢as, ktery méri hodiny spojené s rovnomérné zrychlujicim
hmotnym bodem. Vime, ze

¢ 5 ! d¢ wct' = sinhy 1
= ! — N2 — _— = = — 1
t= /(; dey/1-p) L 1+ wet')2 wedt' = coshydy we arcsinhwct.

Priklad 13.[15 bodd] Méjme dvé dvojcata, z nichZ jedno ztstane na Zemi a druhé se vyda
na cestu k Sigma Draconis vzdalené 18.8 ly v kosmické lodi s vlastnim zrychlenim rovnym
tihovému zrychleni na Zemi. Prvni polovinu cesty rovnomérné zrychluje, druhou polovinu
cesty rovnomérné zpomaluje. U Sigma Draconis se otoci a leti hned zpét.

(a) O kolik starsi od odletu kosmické lodi bude dvojce ztistavsi na Zemi pii jejim navratu?
(b) O kolik starsi od odletu bude po priletu dvojce cestujici k Sigmé Draconis?

(c) Jaké maximalni rychlosti vzhledem k Zemi lod’ dosahne?



Reseni. Cas budeme mé¥it v letech, vzdalenost ve svételnych rocich. Potom ¢ = 1ly/y a w =
1.032 ly/y?. Polovina vzdalenosti k Sigmé Draconis je x = 9.4 ly. Staéi vSe spoéist pro prvni
ctvrtinu cesty. Podle predchoziho mame

1 _
t=—V(wx+1)2-1=10y.
we

Dvojce na Zemi bude tedy po navratu lodi starsi o 40 let. Dale spocteme vlastni cas, o ktery
zestarne dvojce na lodi

T=—arcsinhwct=2,9y.
wce

Dvojce v kosmické lodi bude tedy po navratu starsi o necelych 12 let. Maximalni rychlost
vzhledem k Zemi i Sigmé Draconis bude mit lod’ na pili cesty a to

2
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Obrazek 6: Casoprostorovy diagram cesty dvojéete v kosmické lodi vzhledem k dvojéeti
na Zemi. VSimneme si, Ze tetna ke grafu ma nulovou smérnici pro ¢ = 0, 20 a 40 let,
coZ odpovida nulové rychlosti. Nejstrméjsi smérnice je pro ¢t = 10 a 30 let, coZ odpovida
nejvetsi velikosti rychlosti.




2.13. Nerelativisticka limita pro relativisticky rovnomeérné zrychleny pohyb. Pro
malé rychlosti oproti rychlosti svétla wct < 1 miZeme psat pro rychlost

2 2 4
. t 4 3 t
R :wc2t[1—(wc) + (wety” _... =wclt+ -
V1+wet)? 2 8

Pro polohu potom mtiZeme psat

2 4
x:l[\/1+(wct)2—1] zl [(th) _(wed) —] <X
w w 2
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Pro vlastni éas mame

1 . 1
7T=—arcsinhwct ~ — |wect -

(wet)? ]
+... zt_...
we we

2.14. Relativisticka hybnost. Stejné jako v nerelativistické mechanice plati zakon zacho-
vani ¢tyrhybnosti pro uzavirenou soustavu hmotnych bodt. Mame (séitame pres vsechny cas-
tice)

Y p' =konst.

To mizZeme po slozkach zapsat jako

Z Ii = konst. Zp = konst.
c

2.15. Relativisticky moment hybnosti. Uvazujme o obecné infinitezimalni Lorentzové
transformaci . . _
't = x' + QL k.
Musi priblizné platit
ﬂijx'ix'j =1nij (xi + 5QZxk) (xj + 5(2{,29/) = nijxixj +6ijxjxk +5Qigxix[ = mjxixj +25ijxjxk.
Odtud dostavame
0Qjp = —6Qy;

a pro variaci uc¢inku mame (soucet je pres vSechny castice)
0S = —Zpiﬁxi =-6Q;p Zpixk = —%6Qik Z (pixk —pkxi) .

Pro uzavirenou soutavu hmotnych bodd se tedy zachovava antisymetricky tenzor momentu
hybnosti

M = Z (pixk —pkxi) = konst.



Priklad 14. [5 bodt] Spoctéte a interpretujte tento tenzor pomoci béznych veli¢in. Po dosazeni
p' ~(H/e,p)t a x* ~ (ct,r)t dostaneme

Mlk N 0 o Z( p I‘Mctp) ) , kde M = _Mz 0 Mx
Y(etp-r) - M, M. 0

Zde je M = Y r x p. Relativisticky zakon zachovani hybnosti v sobé tedy obsahuje navic za-
chovani rovnomérného pohybu hmotného stredu systému v relativistické verzi. Mame totiz

=0
Z—H = kOHSt.
a tedy definujeme-li
H 2
rR-ZHr . y_o¢ZXP
YH YH
dostaneme
R -Vt =konst.

3. Relativisticky pohyb ¢astic v elektromagnetickém poli

V této casti se budeme zabyvat pohybem nabitych ¢astic v elektromagnetickém poli. Pole bu-
deme povazovat za dané, zanedbame tedy skutecnost, ze zrychlujici nabita castice je sama
zdrojem elektromagnetického pole. Céstici, kterd m4 na okolni elektromagnetické pole zane-
dbatelny vliv, nazyvame testovaci castici. Ukazuje se, Ze elektromagnetické pole lze popsat
pomoci pole étyfvektort A = Ale;. Toto pole sdruzuje dohromady skalarni a vektorovy po-
tencial.

3.1. Uéinek pro pohyb castice v elektromagnetickém poli. Jiz drive jsme odvodili, Ze
ucinek pro volnou relativistickou ¢astici o hmotnosti m je

Sceastice[r] = _mcfds

Pro vice ¢astic s rGznymi hmotnostmi, které mezi sebou neinteraguji, dostaneme ucinek jako
soucet ucinka pro jednotlivé castice.

Z relativistické invariance vyplyva, Ze lokdlné invariantni Lagrangeovu hustotu souvisejici
s interakeci Castice s elektromagnetickym polem dostaneme pro

Sinerakeelt] = @ f n(A(r),dr) = a f n(A@),wds = a f A)de = a f Ayyuids,



kde integrujeme po ktivce v casoprostoru, tzv. svétocare castice. Integral nezavisi na jeji
parametrizaci. Konstantu a uréime pozdéji z pohybovych rovnic. Takto definovany tcéinek
nezavisi na lokalni volbé souradné soustavy, protoze ani 77(A,u) na této volbé nezavisi.

3.2. Pohybové rovnice pro nabitou éastici v elektromagnetickém poli. Uéinek je dan

jako
G2 / dx? da/ x!
S[r]—jfvl Nij <7+ ¢ d(f — +al; (x )_5 d¢,

kde ¢ je libovolny parametr a x*(¢1) = a’ a x*(é) = b jsou pevné zadané poéateéni a koncovy
bod v ¢asoprostoru.

Spocteme nyni prvni variaci tohoto funkcionalu, jejim poloZenim rovno nule ziskame stacio-
narni bod S, coz jsou praveé pohybové rovnice.

82 . 52 nijdxidﬁxj . .
6S[r]:5f (—mcds +aAidxl) :f —-mec——————+aA;déx’ + adA;dx’ | =
S1 S1 ds
sz 52 . . N |dAs = aAzde
= — (mcu; — aA;)bx’ 81+fsl (meduoa’ - adA5x" + adAdx’) = oA~ ‘%15 ;
. 52 du; 0A; 0Aj\d J
=—(mcu;—ad;)ox" Sz+f [mc ti —a( L ) a Sxtds.
51 Jsy ds 0x/ Ox' ) ds

Oznaéme
0A; 0A;

U
tzv. tenzor elektromagnetického pole. VSimnéme si jeho antisymetrie F;; = —Fj;. Pro Sxi(s1) =
0x'(s2) = 0 s jinak libovolnym 6x potom dostaneme pohybovou rovnici

du;
ds

mc =—aF;u’

a pro splnéné pohybové rovnice a §x*(s;) = 0 dostaneme
0S =—(mcu; - aAi)(Sxi

a odtud
oS
pi= Fy =—-mcu; +aA;.

Hamilton-Jacobiho rovnice pro ¢astici v elektromagnetickém poli tedy je

[0S oS
m2c? =m?e®nu; u;=n" (Oxi - ocAL) (@ —aA; )



Konstanta a souvisi s tim, nakolik na danou castici pusobi elektromagnetické pole, tedy
s volbou jednotky naboje. Jeji hodnotu ziskame rozepsanim pohybovych rovnic, pritom zalezi
na volbé soustavy jednotek. V nasem pripadé pouzivame soustavu SI, nékteré starsi uceb-
nice pouzivaji soustavu CGS E] a nékteré pokrocilé knihy Lorentz-Heavisideovu soustavu
jednotek. P

Oznatme A; = (®/c,—A,,—-A,,—A;). Potom

0A, odlc 1 0A, oA,
= — — =—F Foq=—" — =—-B
01 dct  Ox v 27 "z dy e
0A od/ec 1 0A 0A
Fo=-—2_"""_"_F Fai=—2_2*__R
02 dct 0y ¢ 17 oz y
0A, /e 1 0A, 0A,
Foa=— — =-F Fig= - =-B..
03 det 0z ¢ = 12775 ox ‘

Pohybové rovnice tedy s oznaéenim y = 1/y/1 — (22 + y2 + 22)/c2 davaji
dH ydH E i +E,+E,2
a

e eaie T @
_d;‘spx _ _%%px - L—y%—%(sz./—ByZ')A :
_%py _ _%%py -« :—y%—%(sz'—Bza'c): ,
—%pf—%%pf—a :—Y%—%(Byfc—Bx&) :

Po vykraceni y/c? z nulté rovnice a y/c ze zbylych tii rovnic, vidime, Ze a = —q je elektricky
naboj a s trojrozmérnymi vektory dostavame

dH

— —oE-

dt Ea

d
d—I;:q(E+v><B),

tj. vyraz pro ¢asovou zménu energie a Lorentzovy rovnice. Pozor,

p=ymv!

3.3. Pohyb nabité castice v konstantnim elektrickém poli. Elektrické pole orientujme
podél osy x, vektor pocatecni hybnosti necht’ lezi v roviné xy. Pohyb bude potom v roviné xy
a pohybové rovnice budou mit tvar

st:an ]5y:0-

2Viz napi. https://en.wikipedia.org/wiki/Centimetre-gram-second_system_of _units
3Viz napi. https://en.wikipedia.org/wiki/Lorentz-Heaviside_units
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Po integraci dostaneme

px=9Et, py=po,
pocatek odeéitani ¢asu jsme zvolili tak, aby p, = 0. Déle vime, ze H? = m2¢* + p2¢2 = m2¢* +
(cqEt)? + c2p2. Déle mame ¥ = pc?/H, coz dava

pC> c2qEt

_’)2': =

H \ JH2 1 (cqEty?
— 1 H? Et)2
x= q—E\/ o+ (cqEt)-.

Po integraci dostaneme

Dale mame

H 02+ (cqBt?
o +(cqE?)
coZ po integraci dava
y= po¢ arcsinh cqEt
qE Hy
Rovnice drahy je dana
qEx _ qEy
—— =cosh——.
Hy poc

V této rovnici pozname retézovku.

Priklad 15.[5 bodu] Napiste reseni pohybovych rovnic a rovnici drahy v priblizeni 8 < 1. [J

3.4. Pohyb nabité ¢astice v konstantnim magnetickém poli. Uvédomme si, Ze energie
se pri pohybu v ¢isté magnetickém poli zachovava. Zvolme magnetickou indukci ve sméru

osy z. Mame p = Hi/c? a odtud

Hdo .
c—2£r:quB.

Ve slozkach s oznaéenim ¥ =v a w = g¢2B/H dostaneme
l}x:wvy, l}y:_wvx, l;Z :O.

Druhou rovnici vynasobme i a pri¢téme k prvni. Dostaneme

—(vy +1vy) = —iw(vy +1ivy),

d¢

po integraci
vy +ivy =aexp—ilwt), a€C,
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a po dalsi integraci
. a .
x+iy=b——exp—-ilwt), beC
iw

Oznatme p,, projekci hybnosti do roviny xy. Potom s r = p,,/qB, vhodnou volbou pocatecni
polohy, pocatku odecitani casu a trividlni integraci treti rovnice mame

x=rcoswt, y=-rsinwt, z=uvq,t,
coz je parametricka rovnice sroubovice.

Priklad 16.[10 bodti] Vysetrete pohyb nabité ¢astice v konstantnim elektrickém a magnetic-
kém poli za predpokladu, Ze E je rovnobézné s B. 0

Priklad 17.[5 bodil] Predchozi tlohu reste v nerelativistické aproximaci. O]

3.5. Lorentzova transformace elektromagnetického pole. Jak se transformuji slozky
ctyrvektoru elektromagnetického potencialu pii prechodu mezi inercidlnimi vztaznymi sou-
stavami? Stejné jako slozky étyFvektoru polohy, tj. A/ = LfeA'k, coz pro pohyb S’ viiéi S rych-
losti v podél spoleéné osy x = x" s oznaéenim =v/c a y=1/y/1— B2 dava

@ @’ @
_:Y(_+ﬂA;C)’ Ax:Y(A;c'i'ﬂ_): Ay:A,w Az:Alz'
c c c
Obdobné pro slozky tenzoru elektromagnetického pole dostavame F;; = L’L?F 'n gLﬁ, coz dava

E, E. E E' E E
X=X _yzy(_y+ﬁ3’z) —Z:Y(—Z—ﬁB;),
C C C C C

c
a
E E,
B.=B., B, =Y(va—/3—z) B.=y|B,+p—|.
c c
Priklad 18.[5 boda] Aproximujte predchozi vztahy pro f < 1. O

3.6. Invarianty elektromagnetického pole. Mizeme pomoci tenzoru elektromagnetic-
kého pole zkonstruovat skalarni vyrazy, jez nezavisi na volbé inercialni vztazné soustavy?
Ukazuje se, ze je tomu tak pro

ik, jt ik
n'"*n’"F;jFy; apro €Y F;jFy,

kde €7*¢ je uplné antisymetricky tenzor, kde €123 = 1 a pro ostatni hodnoty indexd mame

1  ijk/? je suda permutace 0123
Rl =L 1 ijk? je licha permutace 0123
0 jinak.
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Prvni invariant spocteme jako 2(|E|%/c2 - |BJ12) a druhy, tzv. relativni invariant jako —4E -
B/c pomoci trojrozmérnych vektora elektromagnetického pole.

3.7. Nejednoznacnost urceni potencialu. Do drive odvozenych pohybovych rovnic vstu-
puje pouze tenzor elektromagnetického pole F;; = 0A j/axi —0A,;/dx’. Zménime-li éty¥Fpoten-
cial na A;. =A;+0f /0x7 , kde f = f(x*) je libovolna dostateéné hladka funkce udélosti, ziistava
F;; nezménéno.

Priklad 19. [5 bodu] Dokazte to! O

Vizdy muZeme pozadovat, aby platilo dA'/dx’ = 0, tzv. Lorenzova kalibraéni podminka. Do-
kazme to! Pfejdeme k ctyipotencialu A;. =A;+0f/0x’. Chceme, aby A} splnovalo Lorenzovu
kalibra¢ni podminku, tedy

1 i 2
OA. _ OA' i a.f —o
ox? ox? Ox'0x/
v l W 7 A v 7 P 7’ / Pl
Oznaéme g = —24 . Potom pozadované f dostaneme FeSenim skaldrni nehomogenni vinové
ox?!
rovnice

o’f  10%*f

ij —
0xiox/ 2 0t?

-Vif=g.

3.8. Pohyb nabité ¢astice v poli rovinné elektromagnetické vilny. Napisme Hamilton-
Jacobiho rovnici ag a9
2N el 22 A =,2,.2
n (axi +qu) (axj +qAJ) m-c”.
Vzhledem k tomu, ze se jedna o rovinnou vlnu zévisi étyFpotencial A’ na jedné promeénné,
tzv. fazi & = k;x* = %ct—kxx—kyy—kzz, kde k; je tzv. vinovy ctyrvektor, k'k; = 0. Pouzi-
jeme Lorenzovu kalibraéni podminku dA%/dx' = d/déA’Ek; = 0 a odtud méme A’k; = 0. Uéinek
budeme predpokladat ve tvaru .
S =—fix'+F (),

kde f;f' = m2¢?, tj. S = —f;x' je FeSeni Hamilton-Jacobiho rovnice pro volnou éastici, f; je
ctyrhybnost. Po dosazeni dostavame

g?A;A' - 2fik"% —2qfiA' =0

a po integraci
1

2fik;

Fo) = f at(q*A'A; ~2qf:A1).

Pro dcinek tedy dostavame

. 1 . .
I/ 2000 . _ AL
S=—-fix'+ 2fikifd6(q A'A;-2qfi;A )
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Zvolme smér §ifeni rovinné vlny kladny smér osy x, & = ¢t —x a oznaéme a = f'k; = fO— f1,
x =(0, fy,f>). Odtud mame

2.2 2
FO- OO+ =m22+ k|2 atedy fO+fl=""C2 100 + I .

a

Po zpétném dosazeni do S mame

2
K r— g(ct+x) “+ ”K” f Adf— f||A||2df

Podle Hamilton-Jacobiho metody musime polozit derivace S podle vSech konstant rovny
nule, tj. dS/0x, = 0, 0S/0x, = 0, dS/0a = 0. To po vyfeSeni vzniklych algebraickych rovnic
dava

ct—x_é
2
ct+a _ 22+||1<||2
. f Ad€+— f 1A%de,
:—ys—ngyds,
a a
2 :—Zg—ngzdfs
a

Priklad 20. [15 bodti] Spoctéte pohyb nabité ¢astice v poli rovinné harmonické linearné pola-
rizované elektromagnetické viny.

Uhlovou frekvenci vlny oznaéime w, velikost vinového vektoru %, plati jednoducha disperzni
relace w = ck, maximalni velikost intenzity elektrického pole E(. Potom napr. ®/c = A, =
A,=0aA,=-Eo/wsin(wt - kx). Zavedeme bezrozmérnou konstantu

Potom

kx = ——sin2n,
x 8511117

ky = —ecosn,
kz=0,

— 62 :
wt=1n- gsm2n.
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M

Obrazek 7: Castice v poli linearné polarizované rovinné elektromagnetické viny, € = 1.

Reseni posledni rovnice pro 1 lze provést numericky napr. Newtonovou metodou obdobné
jako pro Keplerovu dlohu. ﬁ

Priklad 21. [15 bodtu] Spoctéte pohyb nabité castice v poli rovinné harmonické obecné elip-
ticky polarizované elektromagnetické viny.

Obdobné jako v predchozim prikladé médme ®/c = A, = 0, ddle A, = —E¢/wsin(wt — kx) a
A, = Ey/wcos(wt — kx). Potom mame

kx=0,

ky = —cecoswt,

kz = —esinwt,

kde
qEg 1

mcw 1+ 9Eo 2
mcw

Priklad 22. [20 bodi] Magneticka cocka. Najdéte ohniskovou vzdalenost cocky pro nabité
Castice tvorené homogennim magnetickym polem v okoli optické osy v oblasti délky ¢. Mimo
tuto oblast necht je pole nulové.

Z Hamilton-Jacobiho rovnice mame pro So =S - Ht
IVSo— qAll? = H?/c? — m?c* = p® = konst.

Opticka osa necht’ splyva s osou z, pouzijeme valcové souradnice. Vektorovy potencial pro
homogenni pole dostaneme jako A = %B xr, kde B=Be, ar=re,+ze,. Odtud A= %Breq, a
mame

(030)2 (080)2 ¢*B%*?
+ + =p-.
or 0z 4

4Program v Pythonu s animaci je k dispozici na http://physics.muni.cz/ krbek/programy.shtml.
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V blizkosti optické osy je r malé a mizeme S rozvést do rady
Sozpz+%a(z)rz+--- ,
dosadit do Hamilton-Jacobiho rovnice. Se zanedbdnim ¢lenti obsahujicich r* dostaneme

do , ¢°?B2
—+0°+ =
P dz 7 4

0.

V oblasti 1 pred ¢ockou z € (—0o0,0) mame B = 0 a po separaci proménnych v rovnici dosta-
neme

o1(2)= .
Z2—21
V oblasti 2 za ¢ockou z € (¢,00) mame obdobné
o2(2) = .
Z2—29

V oblasti 3 uvnitr c¢ocky z € (0, ¢) dostaneme separaci proménnych

B B
o3(z) = —%tg(% + C).

Na hranicich oblasti musi platit 03(0) = 01(0) a g3(¢) = 09(¢). Z prvni podminky mame

qBézl
tgC=——.
cotg o9 ¢

Oznatme a = qB¢/2p a z1 a z9o mérme v nasobcich ¢. Potom

cotgC = azy
a druha podminka po tpravé dava
cotga cotga 1
o ), sy
a asin”a

Odtud vidime, Ze hlavni ohniska jsou na optické ose ve vzdalenostech

fcotga

(04

od okraju oblasti s nenulovym magnetickym polem a pro hlavni ohniskovou vzdalenost cocky

dostaneme
¢ 2p

" asi - . gBC(”®
asina ququ_p
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Obrazek 8: Schéma magnetické cocky, ohniska O1 a O9 jsou umisténa symetricky, vzda-
lenosti jsou v nasobcich délky cocky ¢.

4. Rovnice elektromagnetického pole

V predchozi ¢asti jsme elektromagnetické pole povazovali za dané, pole ovliviiovalo pohyb
nabojud, ale pohybujici se naboje nevytvarely pole. Nyni budeme uvazovat zcela obecné.

4.1. Uéinek pro elektromagnetické pole. Uéinek pro elektromagnetické pole musime
ziskat integraci absolutniho invariantu elektromagnetického pole. Pozadujme, aby vzniklé
rovnice byly linearni a pro elektromagnetické pole tim padem platil princip superpozice.
Lagrangeova hustota pro elektromagnetické pole musi byt tim padem kvadratickou funkci
derivaci ¢tyrpotenciald.

Jediny absolutni kvadraticky invariant pro elektromagnetické pole je F; jFif , proto Lagran-
geova hustota elektromagnetického pole musi byt jeho nasobkem a téinek v jednotkach SI

je
1 €0 ;s
SPOIe:_Z“%fffLFUFUdQ'

kde Q je oblast v ¢asoprostoru, dQ2 = cdtdxdydz je 4-objemovy element v ¢asoprostoru.

Priklad 23. [10 bodul] Zjistéte, jaké jednotky a vyznam ma konstanta Zy = \/uo/eo, jaké jed-
notky ma F;; a pro¢ musi byt z rozmérovych diivodi pred integralem definujicim tcinek
pravé dana rozmérna konstanta. Zjistéte velikost Zy. Nové bude elementarni elektricky na-
boj v SI definovan presné a velicina Zj naopak v budoucnosti bude moci byt mérenim zpies-



novana. O

4.2. Interakce pole a pohybujicich se naboju. Z predchozi ¢asti jiz vime, Ze ¢ast uc¢inku
popisujici interakci pole a naboje je

2 .
Sinterakce = _Qﬁ Aidxl-

Pro vice naboji dostaneme soucet
2 .
— l
Sinterakee = _ZqJﬁ A;dx’,
J

pro spojité rozlozeni naboje tento soucet nahradime objemovym integralem pres hustotu
naboje p. Mame dq = pdV a odtud

i

dx dx
dqdx’ = pdV dx! —p7cdtdv pdx

¢ dt

1 »
Sinterakee = __ffff Ai.]lan
c Q

kde j = pdxi/dt = (cp, pv) je étyivektor proudu.

—dQ.

Potom dostaneme

Priklad 24. [5 boda] V nerelativistické aproximaci E] vyuzijte princip superpozice k vypoctu
celkové sily a celkového momentu sily ptisobiciho na smycku ve tvaru kruznice o poloméru
R protékanou proudem I umisténou v homogennim magnetickém poli.

Vime jiz, Ze nezménime pohybové rovnice, nahradime-li pro libovolné hladké f ¢tyrpotenci-
aly A;—A;+0f/0x'. Dostaneme

S [ - 22} o= [ -2 ] 2

Druhy scitanec upravime pomoci Gaussovy véty na

11 36740 = 1 o= (11, 56

Trojny integral pres hranici oblasti Q2 pro dostatecné velkou oblast QQ zahrnujici vSechny
naboje vypadne, druha ¢ast tedy musi vypadnout pro libovolné f, proto d;'/0x* = 0, coz po
dosazeni dava

op
—+V(pv)=0
ot P ’

5Jinak to ani ned4va smysl, protoZe neexistuji relativistickd tuhd télesa. Napt. pokud na jeden konec tuhé
tyce, ktera je v dané inercidlni vztazné soustavé v klidu, zatneme putsobit silou F, zacne druhy konec tyce
okamzité zrychlovat. To je v rozporu s koneénou rychlosti §ifeni signalu.
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rovnici kontinuity pro nabojovou hustotu.

Priklad 25. [5 bodi] Odvodte rovnici kontinuity pro nabojovou hustotu v trojrozmérném
integralnim tvaru.

4.3. Rovnice elektromagnetického pole. UvaZme nejprve rovnice plynouci z definice
tenzoru elektromagnetického pole F;; = 0A ,-/axi —0A;/0x’. Spoétéme

OF;; 0°A;  0%A;
oxk  Oxidxk  Ox/oxk’
oFj, 0°A,  0%A;
ox  OxJoxi Oxkoxi’
oF,;  0%A;  0%A,

ox/  Oxkox) Oxioxl

Sectenim téchto tii rovnic a vyuzitim zaménnosti druhych parcidlnich derivaci ¢tyrpotenci-
alu dostaneme
6Fij N aij N 0Fy;

=0.
oxk  oxt  0x/

Rozepsanim postupné pro ijk =123, 023, 031 a 012 ziskame

0Fi9 O0F93 O0F3q B _aBz 3 0B, B 0B,

0x3  dx!  0x2 4z ox Oy =0
0Fg2 O0Fqs 0F30_10Ey 1B, 10E,
0x3 020 0x2 ¢ 0z cot c oy
OFgs 0Fs 0Fyy 10E, 1B, 10E,
oxl = 0x0 0x3 c ox cot c 0z
0Fy; O0F1; 0Fy 10E, 1B, 10E,
o0x2 020  ox! ¢ dy cot c ox

Pomoci vektorového diferencialniho operatoru V mtizeme pro prvni rovnici a dalsi tii rovnice
spolecné psat

B
—+VxE=0.

V-B=0
T ot

Dale budeme uvazovat princip stacionarniho uc¢inku pro rozlozeni naboju predepsané zada-
nym ctyiproudem j*. Pro ucinek ziskame

1 ; 1 N
S :Sééstice+Sinterakce+Spole:_;mJCLdS _Eff‘[fg)AiJldQ_rZ()ffoFijFUdQ’



pricemz prvni sc¢itanec neobsahujici A; je pri zadanych svétocarach c¢astic a tim padem za-
daném c¢tyrproudu j* konstantni. Spocteme, kdy bude ucinek stacionarni.

1. 1
5S :—f (—jl6Ai+—F‘k6Fik)dQ:0.
ale 270

Dale mame

ox? Ox? Ox?
a po dosazeni a vyuziti Gaussovy véty mame

1. 1 ., 06A 1. 1 oF*
oS :—f (—jl5Ai+—Flk—.k)dQ:—f (—jl5Ai__ 6Ak)dQ_
alc alc

F*6F;, =F™ (—65‘4’e - a‘sAk) _opin P04k

Z() Ox? Z() axi
1 , 1 1 oFik 1 .
- FlkcsAdei:—f (—jk—— : )6Ade—— F*5A,dQ;
Zo Jo alc Zy 0x! 0 Jo

Na hranici oblasti Q jsou §A}, popt. F** nulova a pro jinak libovolna §A; ziskdme

1, 10F*
¢’ Zo oxl
Piipomenime si, ze j' = (cp,j) a
E, E E, E, E E,
o =T - 7 0 -3 = -%
O O L )
FikN E ’ F ~ E
-= B, 0 -B, = B, 0 -B;
_E. _p B 0 E.: B, B 0
c y x c y x

Tyto Ctyfi rovnice mizeme napsat jako jednu skalarni a jednu vektorovou rovnici

V-E VxB 190 j
€ . =p, X _—_— = .
0 p 35 = Hod

Tento soubor rovnic je znam jako Maxwellovy rovnice ve vakuu.

4.4. Elektromagnetické viny ve vakuu. Pokud nejsou pritomny zadné naboje, ziskame
rovnici

oFk i k[i(aA-] _aA[) _ ke 02A¢ _nij 02A% _
Ox’ oxt \ ox?  oxJ oxtox’ Oxt0x/
Prvni séitanec vypadne vyuzitim Lorenzovy kalibraéni podminky 0A#/dx’ = 0 a ziskame vl-
novou rovnici pro ¢tyrpotencial
. 62 Ak
134 —
Oxt0x/
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V trojrozmérném znaceni to mtaZeme zapsat jako

0P 1 6%® 1 6%A

—+V-A=0, —— -V20=0, —=—-VZ2A=0,

ot c2 0t2 c2 ot?
tj. Lorenzovu kalibra¢ni podminku a vlnovou rovnici pro skaldarni a vektorovy potencial.
Priklad 26. [10 bodd] Dokazte, Ze i pro kartézské slozky F;; (tedy E a B) plati ve vakuu za
nepritomnosti nédboji vlnova rovnice. 0

4.5. Monochromaticka rovinna elektromagneticka vlna ve vakuu. ResSeni vinové rov-
nice pro ¢tyrpotencial mizZeme psat

A/ =Re [aj exp (ikgxé)] ,

kde a’/ € C, k jkj =0ak jaj = 0 v Lorenzové kalibraci. Zvolime-li navic pro jednu vztaznou
soustavu ® =0 a k = ke,, potom z A 1 k mame

A =a,cos(wt—kx+@p)e, +a,sin(wt - kx +@)e;,
E =a,wsin(wt - kx + ¢)e, —a,wcos(wt —kx + ¢p)e,,

B =a.kcos(wt - kx +p)e, +a,ksin(wt —kx + p)e,.

4.6. Tenzor energie — hybnosti. Pomoci teorému Notherové 1ze definovat tzv. tenzor ener-
gie — hybnosti

o1 . o
T = — (in TFy F* — iy F kFﬂ).
Ho

Plati pro néj B
ij
O o, TU=TV, Ti=0
axl b b I3
a tyto vlastnosti jej urcuji jednoznacné. Po rozepsani dostavame v trojrozmérném znaceni
1qt
rii o (WS
ES -’

kde

1 1 1

W= 1ol EN% + —||B||2), S= —ExB, 04 =coEally+—B.By—Woa,
Ho Ko Ho

kde a,b € {x,y,z}. Velicina W je hustota energie elektromagnetického pole, S je tzv. Poyn-

tinguv vektor a tenzor o je tzv. Maxwelliv tenzor napéti.



Vyznam tenzoru energie — hybnosti elektromagnetického pole je nasledovny: uvazme oblast
Q) casoprostoru a jeji hranici 0(Q2). Potom z Gaussovy véty mame
OFY

—dQ = FYdQ; =0
Q Ox? Q)

Veli¢ina F7dQ; je tedy tok j-té slozky étyFhybnosti elektromagnetického pole P/ infinitezi-
malni nadplochou danou rovnici x* = konst.
Uvazime-li nadplochu N, ktera neni hranici néjaké ¢tyrrozmérné oblasti, integral bude ne-
nulovy, tedy
P/ = f TdQ;.
N

Schematicky mizeme vyznam jednotlivych slozek tenzoru energie — hybnosti vidét v dia-
gramu nize.

w %Sx %Sy %SZ hustota energie

%Sx —Oyxx —Oxy —Oxz hustota hybnosti
%Sy —Oxy —Oyy —Oyz tlak zareni

%Sz ~Oxz —Oyz —0;; napéti ve smyku

Priklad 27. [15 boda] Spoctéte tenzor energie — hybnosti pro rovinnou monochromatickou
pravotocivé kruhové polarizovanou elektromagnetickou vinu. [

Priklad 28. [15 bodd] Spoctéte tenzor energie — hybnosti pro rovinnou monochromatickou
elektromagnetickou vilnu, kde ®=0 a

Ey .
A= —E sin(wt — kz)e,

ve valcovych souradnicich (r, ¢, z).

5. Elektrostatika a magnetostatika

5.1. Statické Maxwellovy rovnice. Predpokladejme, zZe v mikroskopickych Maxwellovych
rovnicich elektricka intenzita E ani magneticka indukce B nezavisi na case. Predpokladejme
rovnéz, ze hustota elektrického naboje p ani hustota toku elektrického naboje j nezavisi na
case. Potom Maxwellovy rovnice nabudou tvaru

V-B=0, VxE=0, e¢V-E=p, VxB=pugj.
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Pov§imneme si, Ze rovnice pro E a B jsou na sobé nezavislé a muzeme je studovat oddé-
lené. Zrejmé je to také po rozepsani variaéniho principu, jehoz jsou vyse uvedené rovnice

dasledkem )
® Aj 1 o IEI )
——p+———11B —
c p c 274 (ll | 2
kde v dusledku nezavislosti na case je E=—-V® (a B=V x A) a prvni integral vzhledem k ¢

muzeme tedy spocéist. Mame

2

ta
S = cdtf dv
t1 14

1
S =(tg—t1) f dv (—(Dp+€—0||V(D|I2)+f dv (A-j——llv xAllz)].
v 2 % 210
Rovnici pro elektrostatické pole
V.vo=-A0=E
€0

dostaneme jako stacionarni bod funkcionalu daného prvnim sc¢itancem, ktery az na nasobek
je

deV (~op+ FIvOl?),

rovnici pro magnetostatické pole
V x(VxA) = uoj

dostaneme jako stacionarni body funkcionalu daného druhym séitancem, ktery az na naso-
bek je
1
f dv (A-j— — |V ><A||2).
v 2po

Priklad 29. [10+15 bodta] Ovérte, ze rovnice pro elektrostatické a magnetostatické pole do-
staneme z prvniho a druhého s¢itance primym vypoctem pomoci Euler-Lagrangovych rovnic
pro Lagrangeovy hustoty dané patiicnymi integrandy. O]

Rovnici pro magnetostatické pole mtuzeme dale upravit protoze
A =A+Vf

nezméni B a vhodnou volbou f
Af =-V-A

muzeme docilit V-A’' = 0. (V dal$im se FfeSenim této rovnice budeme zabyvat.) Proto je
Vx(VxA)=V(V-A)—-AA =-AA = pgj,

pri¢emz jiz nepiSeme déle u vektorového potencialu .



5.2. Zakladni uloha elektrostatiky. Zakladni ulohou elektrostatiky je reseni rovnice

Ap=-L

€0

v oblasti V c R? doplnéné okrajovymi podminkami na hranici této oblasti na elektrostaticky
potencial ® nebo jeho derivaci ve sméru vnéjsi normaly, tj. normalovou slozku intenzity elek-
trostatického pole. Vezméme AnB =@, AuUB=0(V)

oD
(I)| A=U, ——| = E Ve
ov B
Zejména je na uzemnéném vodi¢i © = 0 a pokud jsou na hranici pevné umistény povrchové
naboje s plosnou hustotou o, je E, = o/e.

V dalsim si ukazeme, Ze zédkladni tloha elektrostatiky pripousti nejvyse jedno reSeni. Potom
si ukazeme nékteré metody, jak takové reseni ziskat.

Predpokladejme tedy sporem, Ze mame dvé reseni ®; a @y a uvazujme jejich rozdil ® =
@1 — ®gy. Tento rozdil splnuje homogenni rovnici A® = 0 s identicky nulovymi okrajovymi
podminkami

Z Gaussovy véty

ff dV V-X= dS-X
v av)

dosazenim za X = ®VOD dostaneme

ff dv ||vq>||2+fff dV OAD = ®dS - VO.
1% \% oV)

Prava strana vypadne kvili okrajovym podminkam, druhy sc¢itanec na levé strané vypadne
kvtli splnéni rovnice. Dostavame
ff dv |ve|® =0,
\%4

coz je mozné jen tehdy, pokud ® = konst. Tato konstanta je nulova, pokud je A # @. VSimnéme
si, Ze vznikly vyraz na levé strané je az na multiplikativni konstantu shodny s i¢inkem (pro
p =0). 0

Nalezneme-li tedy libovolnou metodou reSeni, vime, Ze je jediné mozné.



5.3. Nékteré metody reseni uloh elektrostatiky. Nyni jiz mtuZeme ukazat nékteré me-
tody, které se pri reseni problém v elektrostatice mtizeme vyuzit.

Priklad 30. [2 body] Spoctéte elektrostaticky potencial a intenzitu elektrického pole mezi
dvéma rovnobéznymi nekonecnymi rovinami ve vzdalenosti ¢, z nichz jedna je udrzovana na
potencidalu ®; = 0 a druha na potencialu ®.

Souradnicovou rovinu xy zvolime jako prvni rovinu, druha rovina bude mit rovnici z = /.
Musime vyresit Laplaceovu rovnici

ACD:O, (D|z=0 :@17 (D|Z=€ :(D2'

Vzhledem k symetrii dlohy viéi posunuti v roviné xy je ® = ®(z) a A® = d2d/dz2 = 0, coz po
integraci dava ®(z) = Az + B a po dosazeni okrajovych podminek dostaneme

D(2) = By + 0y L2
z)=0y— .
SR
Intenzita elektrického pole je konstantni a rovna E = @ez. [

Priklad 31. [5 bodt] Urcete elektrostaticky potencial mezi dvéma souosymi valci o polomé-

rech R < Rg udrzovanych na konstantnim potencialu U7 resp. Us.

_ Us-Uy UslnR;-U;InRy

Priklad 32. [10 bodt] Metoda obrazi. Vypoctéte elektrostaticky potencial ®(r) v bodé r a
intenzitu elektrostatického pole E(r) v bodé r pro soustavu slozenou z bodového naboje g
umisténého ve vzdalenosti R od stiredu dokonale vodivé uzemnéné sféry o poloméru a. Dale
vypoctéte indukovanou plosnou hustotu naboje na sfére a silu, kterou ptisobi sféra na naboj.
Uvazte jak situaci, kdy je naboj umistén uvniti sféry (R < a), tak i situaci, kdy je naboj
umistén vné sféry (R > a).

Pro konkrétnost reSme situaci, kdy je ndboj umistén vné sféry. Elektrostaticky potencial i
intenzita elektrostatického pole uvnitr sféry jsou potom nulové. Pocatek soustavy souradnic
umist'me do stredu sféry. Naboj ¢ ma polohu RN, |N| = 1. Body na povrchu sféry jsou dany
jako an, ||n| = 1. Elektrostaticky potencial na povrchu sféry je roven nule, ®(an) = 0. Tohoto
miiZeme docilit umisténim druhého naboje (obrazu) g’ dovnitt sféry do polohy R’'N’. Pro body
vné sféry bude platit
¢ ., 4
lr—RN| ~ [r—R'N'|l’

Zejména na povrchu sféry (tj. pro vSechna n) musi platit

4megd(r) =

/

q N q
lan—RN| lan—R'N’'|’

0 =4ney®(an) =



Odtud apravou ziskame

q*[a®>+(R'Y> —2aR'n-N'| = (¢')*[a® + R? -~ 2aRn-N]

R\2 R’ a2 a
2 2 ! N2 p2
1+[—]| -2—n-N'| = R°|[=] +1-2—n-N
e (a ) a () (R) R ]
Odtud srovnanim dostaneme
2
, a , a ,
=—q—, R'=—, N =N.
q qR R

Pro elektrostaticky potencial tedy dostaneme s r =rn

pror<a,

0
Areo Pl = { 4 2 pror>a

Vi2+R2—2rRnN RvVr2+a%/R?—2a2rn-N/R

Elektrostatickou intenzitu ziskame jako E = —V®. Podobné budeme postupovat, je-li naboj
umistén uvniti sféry.

Obrazek 9: Rez rovinou z = 0 pro bodovy ndboj umistény vné (vlevo) a uvniti (vpravo). Na
obrazku vidime silocary elektrostatického pole a ekvipotencialni kiivky (R/a = 2 vlevo a
a/R = 2 vpravo).




Plo$nou hustotu ¢ naboje indukovaného na povrchu sféry ziskame jako normalovou slozku
€oE na povrchu sféry takto

2

ol qQ a 1- %
epo(an) = —a—r(an) = iR (

3
1+ & -24n-N)’

drego
R
q —
a
15+ 5
I4.5
4
10+
3.5
3
5 25
2
’___—-—, 1.5
— n-N

Obrazek 10: Plosna hustota naboje indukovaneho na sfére v zavislosti na n-N pro ruzné
pomeéry R/a (odliSeno barevné).

Silu, kterou naboj ptsobi na kouli (o také koule na naboj) vypocitame nejrychleji tak, ze



budeme uvazovat silové ptisobeni naboji g a q'. Vzddlenost néboji je R — R’ a mame tedy

1 q2a N
_47[60 R3 (1_1%_22)2-

Bylo by zajimavé, vysetrit pohyb naboje a sféry, nebudou-li ptisobit zadné dalsi sily kromeé
sily elektrostatické, prilis realistické to neni, protoze zrychlujici naboje vyzaruji elektromag-
netické viny. 0
K reseni nehomogenni rovnice —egA® = p s patfiénymi okrajovymi podminkami vyuzijeme
toho, Ze operator A je linearni. Spocteme napred, jaky elektrostaticky potencial ziskame

vvvvvv

linearni kombinaci bodovych naboji (riznych velikosti).

Umistéme bodovy naboj o velikosti ¢ do pocatku soustavy souradnic. Elektrostaticky poten-
cial potom bude kvili symetrii dlohy zaviset pouze na vzdalenosti r od tohoto pocatku.
Priklad 33. Zapisme Laplacetv operator A, pokud funkce ®: R” — R, na kterou ptisobi, zavisi
pouze na vzdalenosti od pocatku soustavy souradnic r = x? +oo a2,
Mame tedy ®(r(x1,...,x,)). Provedme potiebné derivace s vyuzitim retézového pravidla pro
derivaci slozené funkce
00 d® or ddx;
0x;j Cdr 0x; Cdrr
9 9 22 2_ .2
0“®  d*®¥; doT ~¥%;
Ox? S dr2r2 dr 3
no*0 d*® n-1d0 1 d ( n_ldd))

= + = -
j_;ax§ dr? r dr rrldr dr

Pro r # 0 mame dale

1 i (rn_ldq)) _
rr-1dr dr
w T
dr dr)
dod
ol = C =konst
dr
Clnr + konst. n=2
(D(r) = C
—m + konst. n>2.



Zbyva urcit ® pro r = 0 a konstantu C. Pro intenzitu elektrostatického pole dostavame

C & «xj C
1 .Zl_ef T
J:

E=-V®=-

rn
7 Gaussovy véty aplikované na kouli B o poloméru r > 0 se stfredem v poc¢atku a prvni Max-

wellovu rovnici mame
fdv v-Ezf dS-E:de Ly
B 4(B) B €0

S NG RC T |

rn-1 6‘0’ Sn_leo,

Odtud jiz mame

kde S, _1 je (nad)povrch jednotkové sféry v n-rozmérném prostoru.

Libovolnou hustotu naboje v prostoru mtuzeme zapsat pomoci Diracovy d-distribuce nasle-
dovné

p(r):f a®r' p()s(r—r').
R3

Pro bodovy naboj p(r’) umistény v bodé r’ je elektrostaticky potencial roven

_pr) 1

o(r',r) = .
( ) 4meq lr—x'|

Potencial od celkového rozloZeni naboje je tedy

Dlr) = 1 fdr’ o)
R3

4meg le—x'||

Priklad 34. [5 bodu] Spoctéte elektrostaticky potencial pro tenky drat ve tvaru kruznice
o poloméru a s homogennim rozloZzenim naboje. Celkovy naboj v dratu je q.

Drat umistime do roviny xy, jeho stfed do poéatku soustavy souradnic. Potom r’ = a cos pe, +
asinge, a p(r')dr’ = q/2rad(a - r')8(z")r'dr'dg'dz’. Potom pro elektrostaticky potenciél do-



staneme

7 0o oo S5a -1z
(D(r,(p,Z)Z i d(p,f drlf dzl (a 7‘) (Z)
4meg 2na Jx 0 00 \/(rcosg—r'cos@')?+(rsing —r'sing’)? +(z — 2')?
_qa [ d¢’
8120 J-n \/(rcos@p —acos@’)? + (rsing —asing’)? + 22

!

__q f” de
8n%€0 J-n \/rZ+aZ+22 - 2racos(p— @)

Vznikly integral 1ze prevést na uplny elipticky integral prvniho druhu

2 do
K= [ —————,
0 \1-k2sin%0
celkovy vysledek je
D(r,z) =

q 1 ( dar )

K
2120 \/(r+a)2 +22 \(r+a)?+22

Obrazek 11: Bokorys a pudorys elektrostatického potencidlu a silocar elektrického pole
pro homogenné nabitou kruznici.

Priklad 35. [10 bodd] Spoctéte elektrostaticky potencial a intenzitu elektrického pole pro
homogenné nabitou ty¢ délky ¢ o linearni nabojové hustoté A.
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Priklad 36. [13 bodu] Spoctéte elektrostaticky potencial a intenzitu elektrického pole pro
vodivou kouli o poloméru a s celkovym nabojem ¢ umisténou v homogennim elektrickém
poli o intenzité E¢. [http://physics.muni.cz/ krbek/nabitasferavhomogennimelpoli.
shtml]

Priklad 37. [15 bodt] Spoctéte elektrostaticky potencial vné a uvniti dvou polosfér priloze-
nych k sobé, ale oddélenych malou mezerou. Polomér vzniklé sféry je a, potencial na horni
polosfére necht ma konstantni hodnotu Uy a na dolni sféire necht’ ma hodnotu —Uj.

Vné i uvnitr sféry musi elektrostaticky potencial @ splnovat Laplaceovu rovnici. Vyhodné
bude pocitat ve sférickych souradnicich, stred sféry umistéme do pocatku soustavy sourad-
nic a rovinou oddélujici obé polosféry necht’ je rovina xy. Vzhledem k symetrii vici otaceni
v roviné xy nebude @ zaviset na sférické souradnici ¢. Laplacetv operator ve sférickych
souradnicich je v tomto pripadé roven

A®_13(26(D) 1 6( 6(13)

=— — |+ =———[sin0—
2or\" or) " r2singoo " 00
Polozme jej roven nule a reSme vzniklou dlohu separaci proménnych, tj. ®(r,0) = A(r)B(6).

Dostaneme 1 d A 1 q 4B
—_— 2 — = —_— 1 — = =
Aidr (r T ) (sm@ ) A = konst.

" Bsin6do do

Vyresme napied thlovou Cast rovnice a substituujme z = cosf. Potom d/dz = 1/sin6d/d6 a
ziskame rovnici

d

dz

Reseni predpokladejme ve tvaru mocninné rady

+AB =0.

dB
1-22)—
( z)dz

o0
B= Z b,z"
n=0
a dosad’'me jej do rovnice. Dostaneme rekurentni vztah pro koeficienty mocninné rady

[n(n+1)—A1b,.

2T+ D(n+2)
Vsimnéme si napred, Ze mizeme od sebe oddélit suda a licha resSeni, protoze sudé koeficienty
vzniklé rady nesouvisi s lichymi a naopak. Aby rada byla konvergentni i pro z = +1 (to
odpovida sméru kladné resp. zaporné osy z), musi mit jen konec¢ny pocet ¢lenti a musi se tedy
jednat o polynom. Proto musi byt A = (¢ + 1). Vhodné normovana reSeni rovnice nazyvame
Legendreovy polynomy a zna¢ime P,(z). Splnuji diferencidlni rovnici

d

dz

(1_22)@

+/0(¢+1)P,=0.
dz
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Odvodime nyni nékteré vlastnosti Legendreovych polynomu.

Rodriguesiv vzorec. Vezméme funkei wy(z) = (22— 1), £ € N a derivujme ji a vysledek vyna-
sobme (z2 — 1). Dostaneme

d d
(22— 1)% =202(z%-1)’ =202 wy, odtud (1 —z%% +202 w, =0.
Z Z

Vzniklou rovnici jesté jednou derivujme

2

2 d Wy
1—2'

d
L4 2(0 - Dz —t + 20w, =0
z dz

Tuto rovnici derivujme jesté /-krat pomoci identity

dﬂ l Y dkf dﬂ—kg
o= | |sF
dz ioo\k)dz® dz
Dostaneme 1 ’
d d* " wy ] d wy
— (122 +0(0+1 =0.
dz (1=29 dzf+1 | ( ) dz?
Proto ,
1 d° ¢
Po(2) = ﬁg(z -1),
kde normovaci faktor je zvolen tak, aby P,(1) = 1. 0

Ortogonalita. Jednoduse muzeme ukazat, ze Legendreovy polynomy jsou ortogondlni vaci
skalarnimu souc¢inu danému integralem

1 2
P,,P,)=| dzP,(2)P =——30/m.
®r.Pn) = | 42 Pr&Pn()= 5 —0um
Budeme postupovat ponékud abstraktnéji. Diferencialni rovnici definujici Legendreovy poly-
nomy prepiSeme jako rovnici pro vlastni hodnoty a vektory jistého symetrického linearniho

operatoru
dP,(2)

dz

pusobiciho na polynomy. Dokazeme, Ze operator A je hermiteovsky, t;j.

d
AP,(z)=—— [(1—z2>
dz

=00 +1)Py(2)

ot d 9. du(z) 0t o\ du(z) dv(z)
(A(u),v)——f_ldz E[(l—z ) o v(z)—f_ldz 1-27) > 4
1 dv(z) du(z) 1 d dv(z)
_ _ 2 - _ 21,2 —
—f_ldz 1-2%) = f_ldz u(z)dz 1-2z% P (u,A(v)).




Pro hermiteovské operatory plati, Ze jejich vlastni hodnoty jsou realné. Bud u vlastni vektor
A s vlastni hodnotou A. Potom zejména plati

Mu,u) = (u,Au) = (u,Aw)) = (A(w),u) = (Au,u) = Au,u)

odkud zfejmé A = 1. Dale plati, Ze vlastni vektory p¥islusné rtiznym vlastnim hodnotam jsou
na sebe kolmé. Necht u resp. v je vlastnim vektorem A s vlastni hodnotou A resp. u. Potom

Mu,v) = (A(u),v) =(u,AW)) = u{u,v), odtud (A—-pu)u,v)=
a tvrzeni je odtud zirejmé. Na zavér pomoci Rodriguesova vzorce spocteme

a‘

1 dl
f dz Po(2)P(2) = 7( 1)4 ~-1)f =
-1

224(51)2
= |...€-krat per partes...| =
_ (_1)[ 2 ¢ Y (-1
22 ()2 f_ldz L 2

coz lze dale prevést substituci na Eulerovu B-funkci.

(25) f dz (22-1)¢,

(012

1
(—1)€f dz 1-2)A+2)! =12t =2+ 1| = (-1)’ 22" B¢+ 1,0+ 1) = (-1) 2201 ——__
1 (20 +1)!

Odtud jiz je tvrzeni ziejmé. O
Vratme se nyni k rovnici pro radialni ¢ast. Ta po dosazeni A = ¢(¢ + 1) nabude tvaru

d ( ,dA )
5(7‘ E)-f(fﬁ-l)A—O

Reseni rovnice lze zjevné predpokladat ve tvaru monomu r% (v prvnim scitanci se dvakrat
derivuje a nasobi r2, ve druhém se nésobi konstantou). Po dosazeni dostaneme kvadratickou
rovnici pro «

ala+1)—0(/+1)=0

Odtud mame a = ¢ nebo @ = —¢ — 1. Obecné reseni piivodni linearni rovnice A® = 0 mtzeme
napsat jako linearni kombinaci sou¢inu zjisténych reSeni pro A a B, t;.

r'Py(cosf)  uvnitt sféry r<a

Dy(r,0) = { , YeNp.

—A-P/(cosf) vné sféry r>a

Uvnitr sféry musi totiz i v pocatku soustavy souradnic elektrostaticky potencial mit konec-
nou hodnotu, naopak vné sféry musi zejména platit lim, _ ., @,(r,0) = 0. Koeficienty linearni
kombinace u jednotlivych ¢lent ziskame z okrajové podminky, Ze plosna hustota naboje je
konstantni a rovna +o.



Spoctéme napred elektrostaticky potencial uvnitt sféry. Obecné reseni v tomto pripadeé je

(o]
O(r,0)= Y cor’Py(cosh),
=0

kde c/ € R jsou koeficienty, které musime urcit z okrajové podminky. Spocteme proto @ pro
r=a

o0
D(a,0)= Y cor’Py(cosh)

_JUo, 0=0<n/2
-Uy, n/2<0<m

=1 r=a
S oznacenim ,
fr= c{;:) a z=cosf
dostavame
ingg(z):{l 0<zs<1
=1 -1 -1=<z <0

Na pravé strané je licha funkce, pouze liché Legendreovy polynomy jsou liché funkce a
v sumé nalevo se tedy budou vyskytovat pouze liché sc¢itance. Tyto koeficienty spocteme
pomoci relaci ortogonality pro Legendreovy polynomy (¢ i m liché)

1 1
2 fm :f dz sgn(z)P,,(2) = 2[ dz P,,(2).
m+1 -1 0

1 o]
| @) fPdePae -
S 2

Hodnota integralu napravo lze ziskat pomoci dalSich vlastnosti Legendreovych polynomu
(vizhttps://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials) a celkem méame

U, 4k + 3 [2k
cor =0, copp1=(-1)F ; ( )’

(2a)2k+1 E+1 | &

¢imz jsme ziskali elektrostaticky potencial uvniti koule. Vné koule lze potencial nalézt sfé-
rickou inverzi (vzhledem k r = a). RovnéZz mtzeme spocist rozloZeni naboje na vnéjsim a
vnitfnim povrchu kulové slupky. Z Gaussovy véty volbou integracni oblasti V jako valce
s infinitesimalni podstavou, ktery prochazi vnitfnim resp. vnéjsim povrchem kulové slupky
zjistime, Ze normalova slozka intenzity elektrického pole je co do velikosti rovna

oD
E,=-—=2
ov €
Odtud jizZ mame
0D
o@)=€y —
or |r=q

na vnitfnim povrchu. Na vnéjsim povrchu o(6) pouze zméni znaménko.
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5.4. Multipodlovy rozklad pole. Zatim jsme uvazovali pouze rozlozeni naboje s azimutalni
symetrii (tj, symetrii vii¢i otoceni v roviné xy). Nyni se tohoto zjednodusujiciho predpokladu
zbavime a napiSeme zcela obecné reSeni Laplaceovy rovnice

AD - T =
r2sin? @ 0g?

1a(zaq>) 1 a(acp_ ) 1 ¢%0
=——|r'—|+—-———=—|—==sin0
r2or\ or) r2sinfa0\ 00

ve sférickych soutradnicich (r,0,¢). Nebudeme provadét separaci proménnych a tim resSeni
odvozovat, jen odkaZeme na https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_harmonics.
oo /L
or,0,p)=Y ¥ (Agmthgmr—f—l)Y';(e,(p),
=0

m=-/¢

kde Y} jsou sférické funkce, definované s vhodnou normalizaciﬁ jako

20+1(4—-m)!

an @it @30

Y70, 0) = <—1)'"\/

kde P}’ jsou tzv. pfidruzené Legendreovy polynomy, pro m = 0 prechdzeji v jiz znamé Legen-
dreovy polynomy. Clen fady s ¢ =0, 1, 2, 3 se nazyva monopélovy, dipélovy, kvadrupélovy,
oktupodlovy, protoZe je muZeme ziskat jako vhodné symetrické konfigurace 1, 2, 4 a 8 bo-
dovych néboju (viz obrazek [12). Sférické funkce pro malé ¢ a m jsou vyobrazeny napf. na

http://physics.muni.cz/“krbek/sferickefunkce.shtml. (index ¢ je nahore, index m je
dole).

monopol dipodl kvadrupdél oktupdl

Obrazek 12: Konfigurace nabojt potiebna k vytvoreni 2¢-pélu, ¢ € {0,1,2, 3}.

Priklad 38. [5 boda] Elementarni dip6l. Uvazme konfiguraci dvou naboji na primce podob-
nou obrazku ve vzdalenosti a a uvazme limitu a — 0 tak, Ze d = ga = konst. Dipdlovy

6Pozor, normalizaéni konvence neni jednotna.
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moment d je vektor smérujici od kladného naboje k zapornému. Spoctéte elektrostaticky

potencial a elektrickou intenzitu tohoto dipélu. [D(r) = 4;6';1r3]

Priklad 39. [7 bodi] Elementarni kvadrupdél. Uvazme konfiguraci ¢tyr naboji v roviné podob-
nou obrazku [12| tvofici étverec o strané a a uvazme limitu a — 0 tak, Zze ga® = konst. Napf.
néboj +q necht je na pozicich +a/2e, + a/2e, a naboj —q na pozicich ¥a/2e, + a/2e,. Potom
z Taylorovy rady v a dostaneme

1 1
+
\/(x—%)2+(y—%)2+z2 \/(x+%)2+(y+%)2+22
1 1 3xya?

- - = +0(a®)
VE-22+(+92+22 \J@+ 5P +(-92+22 P+ +22)3

a mame

3 2
xyqa |:|

Dy(x,y,2) = .
4meg(x? + y2 + 22)3

Multipélovy rozvoj pro danou konfiguraci naboji ve velké vzdalenosti od této soustavy E]
ziskame srovnanim obou vyjadreni reSeni Poissonovy rovnice.

Na jedné strané mame

1 /
D(r) = f ar P
4reg Jrz  llr—r'|

Pro |¥'|| < |r|| a dpravou (Z(r,r’) znaéime 0)
2 r

—2—cosf
r

2

+7'%2 - 9271 cosO = r?

r/
||r—r'||:r 1+(—

r

mame pomoci rozvoje do Taylorovy fady v ¢ =r'/r s oznafenim z = cos

1 _1 1 = ¢
le—r|| - r /—1+§2—252 g}Qé(Z)f s

kde Q/(z) jsou pravé Legendreovy polynomy v proménné z = cos. Ze separace proménnych
v Laplaceové rovnici dostaneme libovolné reSeni nehomogenni rovnice jako soucet obecného
feSeni homogenni rovnice (v naSem pfipadé okrajové podminky diktuji ®nomogennt = 0) a par-
tikularniho reSeni rovnice nehomogenni. Vénujme se tedy partikularnimu reseni nehomo-
genni rovnice. Zjistili jsme, ze funkce

1
~&Y70,¢)

"Méné vyuZivany je analogicky rozvoj pro malé vzdélenosti uvnit¥ soustavy formélné dosazitelny pomoci
sférické inverze.



jsou vlastnimi funkcemi hermiteovského operatoru A s (2¢ + 1)-krat degenerovanymi vlast-

nimi hodnotami /(¢ + 1). Vlastni funkce tvori ortogonalni systém na jednotkové sfére vzhle-
dem ke skalarnimu soucinu

21 4
f.g) = fo do fo d0sindf*(©0,9)(0, ).

Multipélovy rozvoj elektrostatického potencialu tedy dostaneme jako

By, = f f drp@r! Y70, ).
R

2
Priklad 40. [5 bodt] Pro zadané rozlozeni hustoty néaboje p(r) = poexp (—ﬁ -4 - i—z) (viz
obrazek [13) spo¢téte monopdlovy, dipélovy, kvadrupélovy a oktupélovy moment.

Obrazek 13: Gaussovské rozlozeni hustoty naboje proa=3,b=2ac=1.

Resent: Jediné nenulové multipélové momenty pro ¢ < 3 jsou

T
B()() = Eabc

5
By = —%n%bc(a2 +b2-2¢%)

1 /15
Boio = 3 ?nzabc(a2 -b?) [

— 57—



OTUpENOS YIAYsZ9lIey [owod Npes YosNzIu YUny YoLoLig)s ruatpellA ¢ exnqey,

(CrFng M (Fneg M @FEn- g2 M ce- oM e
LerFnE N Et%m\/? (- %205 M |
(C1F7x)2 Nex 2z \E T
% 0
&+ ¢t T+ 0 J
w (D°0) ik 4

— 58—



Priklad 41. [10 bodui] Dokazte, ze reSeni Laplaceovy rovnice prejdou opét v reSeni Laplaceovy
rovnice pri libovolném posunuti a otoéeni v prostoru i kulové inverzi. Pro pevné R > 0 a stied
sféry v poéatku soustavy souradnic je inverze dana predpisem

R2
r— ——r.
lr2

Priklad 42. [5 bodti] Spoctéte elektrostaticky potencial v nekonecné vysoké krabici, jejiz zby-
vajici hrany jsou a a b a jejiz jedna sténa je udrzovana na konstantnim elektrostatickém
potencidlu Uy a ostatni jsou uzemnény (viz obrazek [14).

Obrazek 14: Elektrostaticky potencial a silocary elektrostatického pole pro nekonecné
vysoky kvadr, jehoZ boc¢ni stény jsou a =2 a b =1 a elektrostaticky potencial na sténé
y = b je konstantni (pohled zhora).

Resent: Postupujeme Fourierovou metodou separace proménnych v kartézskych soufadni-
cich. Potencial nezavisi kvili symetrii na vyskové souradnici (zvolime jako z). Sténa, jejiz
potencial bude nenulovy bude y = b. Predpokladejme, Ze mozna teseni jsou linearnimi kom-
binacemi vyrazi ®(x,y) = X(x)Y (y). Z toho po dosazeni mame

2

0y?2

a2X (x) d?Y(y)
2 + X (x) FIE

0.

62
AD =|—+
) (6x2

)X @)Y (y)=Y(y)

Odtud
1d°X(x) _ 1d°Y(y)

X dx? Y dy?
a obé strany rovnice se tedy musi rovnat stejné konstanté, kterou oznaéime A2. Napied
resme ronici pro X. Musi platit X(0) = X(a) =0 a z toho dostaneme reseni

. nuax nm
X,(x)=sin—, A,=—, neN.
a a



pro spocetnou mnozina vinovych délek A,. Pro ni mizZeme nasledné vyresit rovnici pro Y.
Jeji reseni splnujici pozadavek Y (0) =0 je

nm
Y, (y) = sinh ¥
a
a obecné reSeni ulohy je linearni kombinaci sou¢ini X, (x)Y,(y), tj.

D(x,y) = Z B, s1n —_— s1nh w
a a

K urceni koeficientd B, linearni kombinace pouzijeme posledni podminku ®(x,5) = Uy. Proto

nnb . nux
sin—.

Uy = Zaninh " .

n=1

Oznaéme C,, g" sinh "Zb. Potom C,, ziskdame jako Fourierovy koeficienty lichého rozsiteni

konst. funkce Uj. Po dosazeni dostaneme

niwx
1= Z CnsinT

n=1

mnx

Tuto rovnici vynasobime sin a zintegrujeme pres x od 0 do a. Pro m #n je

a . mnx . nux
dxsin sin— =0,
a a

pro m = n dostaneme

fdxsm mrx _ 2
"9

Odtud mame

0  prom sudé,

f dxsin :i(l cosmn)—i(l—(—l)m):{
mn mmu

% pro m liché.
Odtud nakonec dostaneme tplné feseni tlohy (n = 2k + 1)
4T, & sinh GREDIY o, Gkt Lm

D(x,y) = g [0
0 kgo (2k + 1)sinh &E+D1b

Priklad 43. 10 bodti] Vyuzijte reseni predchoziho prikladu a principu superpozice (tj. linea-
rity Laplaceova operatoru) pro nalezeni reSeni pro pripad, kdy jsou uzemnény dvé sousedni
stény a zbyvajici dvé sousedni stény jsou udrzovany na konstantnim potencialu Uy.

[viz obrazek



Obrazek 15: Elektrostaticky potencial a silocary elektrostatického pole pro nekonecné
vysoky kvadr, jehoZ boc¢ni stény jsou a =2 a b =1 a elektrostaticky potencial na sténach
y=b a x =a je konstantni (pohled zhora).

5.5. ReSeni uloh magnetostatiky. Jak jsme jiz ukézali v tivodni éasti této kapitoly, je Fe-
Seni uloh magnetostatiky v kartézské soustavé souradnic analogické reSeni tii nezavislych
uloh elektrostatickych. Napi#. v R3 bez dalsich okrajovych podminek je FeSeni magnetosta-
tické ulohy

AA(r) = —poj(r),

A(r):ﬂfff d3r’j(i.
4r JJJr3 lr—r'|l

Priklad 44. [5 bodu] Spoctéte pomoci predchoziho vzorce B = V x A a odvod'te tim Biot-
Savartuv zakon.

dano analogicky jako

Priklad 45. [8 bodi] Spoctéme magnetické pole smycky ve tvaru kruznice o poloméru R
protékané konstantnim proudem 7. Kruznici umistime do roviny xy tak, Ze jeji stied splyva
s pocatkem soustavy kartézskych souradnic, proud I smyckou protéka v kladném smyslu
otaceni. Hustota proudu je potom ddna ve valcovych souradnicich (o', ¢’,z’)

i)y’ =1 6(p'—R)5(z")ep'dp'dp'dz’.

Dosad'me nyni do vzorce pro magneticky potencidl s uvazenim r = pe, + ze, (obdobné r =
p'ey +2'e,) a také

cos(p' —¢@) —sin(¢p’'—¢) 0

(ey,ep,e)=(ep,ep,€,)|sin(p'—¢p) cos(p’'—¢) 0
0 0 1



a dostaneme nasledujici

A= Ho fff PN j@) _
R3 lr—x'|

Ho f " pdp! f " a foodz' Lo(p"-R)8(Ney  _
—00

lpe, +ze, —p'ey —2'e, ||
@ ’dp f iy’ f I 5(p' = R)5(2")(—sin(g’ —p)e, +cos(¢p’ — p)e,) _
7 || pe, +ze, —p'(cos(¢’ — ple, +sin(p’ —pley) —2'e, ||
<p' RI(-sin(¢' - ¢p)e, +cos(¢’ — p)e,) _
47t -r  llpe,+ze, —R(cos(¢' — ple, +sin(¢’ — p)e,)|
_ RIug f” do'— sin(g’ — p)e, + cos(¢p' — p)e, _
-7

4n vV p%—2pR cos(¢' — ) + R2 + 22
_ RIug fn 1 cos(¢p' — ple, _
4n J-n " \/p2—2pRcos(gp’ —p)+R2+ 22
RI,UO cos¢'e, _
f \/p —2pRcosg/ +RZ+22

€y,

I“O\/7[ 1—— K(k) - E(k)

/2
dtV'1-Ek2sin®t.

kde
2 _ 4Rp

/2 dt
- K= [ ——— E®-
(R+p)+z 0 V1-k2sin?t 0
Odtud jiz s vyuzitim vlastnosti uplnych eliptickych integrala ﬁ a jejich derivaci dostavame

2_ 2 2

R? -
ﬁ b —Z Bk +K(b) | e..
z

F— gy 1 2R K

27
(R+p)2+ z2#—B(p, 2)=

€p+

O

Vzhledem k platnosti principu superpozice a skutecnosti, Ze civku mtiizeme aproximovat jako
superpozici posunutych a otocenych (pripadné i naskalovanych) smycek, mizeme takto zis-
kat i magneticky potencial a indukci solenoidu a toroidu.

Priklad 46. [20+20 bodt] Napiste pocitacovy program, ktery spocte magnetickou indukei
solenoidu a/nebo toroidu. (viz obrézek [19| pro solenoid)

5.6. Multipdlovy rozvoj pro magneticky potencial. Pro kazdou kartézskou slozku vek-
torového potencialu A muiiZeme provést multipélovy rozvoj obdobné ale slozitéji jako v elek-

8viz https://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_integral


https://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_integral

Obrazek 16: Silocary magnetické indukce pro kruhovou smycku (fez polorovinou ¢ = 0).
Vodorovné osa odpovida souradnici p, svisléd z. (Pfirozeny) logaritmus velikosti vektoru
magnetické indukce odpovida patri¢né barveé spektra.

trostatice. Spokojime se proto zde s prvnimi dvéma ¢leny tohoto rozvoje.

4 1
Zasw = || ardiens o [[[ g+
Ko el JJJrs ] R3

Pouzitim Gaussovy véty pro lokalizované J mame

ffR3d3rJ-Vf:—ffR3d3er-J.

Za f dosadme postupné kartézské souradnicové funkce x, y a z. Dale vime, Ze rovnice kon-
tinuity dava V-J = 0. Odtud vidime, Ze prvni s¢itanec v multipélovém rozvoji vektorového



DO OO0UCERXRUCCALLLLLKKCCALLLL T aani)
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Obrazek 17: Solenoid presny (modie dole) a aproximovany soustavou kruznic (Cervené
nahore). Pocet zaviti solenoidu i pocet aproximujicich kruznic je N =50.

Obrazek 18: Navinuty toroid (modie vlevo) a aproximovany soustavou kruznic (Cervené
vpravo). Pocet zaviti toroidu i pocet aproximujicich kruznic je N = 50.

potencialu je nulovy. Upravme nyni do vhodného tvaru druhy sc¢itanec. Uvazme integral

1
ff dsr’J(r,)r . r, = ——rX ff d3r'r’ X J(r,).
R3 2 R3

Priklad 47. [5 boda] Predchozi rovnost dokazte. Vyuzijte Gaussovu vétu, rovnost pro trojna-
sobny vektorovy sou¢in a V-J = 0.

Definujme nyni magneticky moment m lokalizované distribuce proudu J jako

1
m= —fff d3r'r’ x J().
2 R3

mxr

Potom dostavame, zZe

4
T Aw) = h
o x|l




Obrazek 19: Magneticka indukce solenoidu aproximovaného soustavou kruznic (N = 20).
Patrny je jak efekt konecné délky solenoidu, tak i jeho ridkého “vinuti®.

Priklad 48. [3 body] Spoctéte magneticky moment rovinné smycky ve tvaru obdélnika o stra-
nach a a b, kterou protéka elektricky proud 1. [Iabn]

Pro systém pohybujicich se nabitych c¢astic s proudovou hustotou
J(r) = Z qjvjo(r—ry)
J

dostaneme 1 1

qJ
m=— ryjXxvj=—)Y —TrjXPpPyJ.
2ZqJJ J ZZmJJ pJ

Pokud je pro vsechny c¢astice podil g.;/m g = g/m stejny, mtiZzeme psat

q q
=2+ YL;=—"L,
m 2m; J 2m



kde L je celkovy drahovy moment hybnosti. Celkova sila, kterou na proudovou smycku v bliz-
kosti pocatku soustavy souradnic ptisobi magnetické pole o indukci

B(r) =B(0) +r-(VB)(0) +---

je dana jako

f f d3r'J@)
RS

F-=

x B(r') :ff 3d31c-’J(r’) x [B(0) +1'-(VB)(0) +---] =
R

fff dBr'J@’) x v’
R3

7 toho je téz zrejmé, Ze potencialni energie smycky v magnetickém poli je priblizné W =
—m - B. Zabyvejme se nyni pribliznym vyjadrenim momentu sily ptisobicim na proudovou
smycku. Zde v prvni aproximaci obdobnym vypoctem dojdeme k

-VB0)+:--=~-Vx(mxB)=(m-V)B=V(m-B)

M=mxB@0)+:--.

Priklad 49. [3 body] Spoctéte magnetickou indukci elementarniho magnetického dipélu s mag-
— Ho 3mr—|r|*m

netickym momentem m. (viz obrazek D [B(r) =7, T

5.7. Elektrostatické pole v dielektricich. Lokalizované rozlozeni hustoty naboje, ktera
je nenulova jen uvnitt sféry o poloméru R, je popsano vné této sféry pomoci multipélového
rozvoje, jehoz prvni ¢leny jsou uvedeny v tabulce 3| Odstranénim komplexnich hodnot pro
skalar monopé6lového momentu (celkovy naboj), vektor dipélového a bezestopy symetricky
2-tenzor kvadrupélového momentu dostaneme

q= f f &’r'p), d= f f f Er'pay, Q= f f &' p(r') [3x"ix’j - 6]

Vsimnéte si analogie definic kvadrupélového momentu a tenzoru momentu setrvacnosti tu-
hého télesa. V prvnim piipadé je p hustota naboje, v druhém hustota hmoty. Momenty vys-
§itho radu pri popisu elektromagnetickych poli v dielektriku potiebovat nebudeme.

Priklad 50. [3 body] Vyjadifete monopélovy, dipélovy a kvadrupélovy moment pomoci mo-
mentt v tabulce 3l

Elektrostaticky potencial mizeme vyjadrit ve tvaru (konvergentni) rady, v niz budeme po-
trebovat nejvyse prvni tii cleny.

1 q dr 13 Qijxixj

4meo \ el (r)l® 2i’j2:1 Il

D(r) =



Obrazek 20: Magneticka indukce elementarniho magnetického dipélu (fez rovinou xz).
Barva spektra odpovida velikosti || B|| |3,

Muazeme dosadit do vyrazu pro elektrostatickou potencialni energii
W= f f f d3rp@®(r).

OE;
D(r) = ®(0)—r-E(0) - %Zx,—xj—(O)—---
i,J 0x;

Rozvojem

a dosazenim do predchoziho vzorce ziskame (s vyuzitim VE(0) = 0)

OE;
W=q®0)-d-E0)-£) Q;j—(0)—--
i 0x;



Specialné pro interakéni energii dvou dip6ld p; v bodé ry a pe v bodé ro mame z vysledku
prikladu 38 a predchoziho vzorce

d;-dallr; —rel|? —3[(r; —rg) - di1[(r; —re) - ds]

Wig =
ry —rall®

V dielektriku plati mikroskopické Maxwellovy rovnice

v.E=£ vxE=o0
€0

pro mikroskopickou intenzitu E(r) a hustotu naboje p(r). Tyto mikroskopické veli¢iny nés
obvykle nezajimaji, resp. je nezname ani nepotrebujeme znat. Zajimaji nas prostorovée stie-
dované stredni hodnoty elektrické intenzity a zname obvykle prostorovou stiedni hodnotu
hustoty p. Také pomijime, Ze hustota naboje zavisi na Case, protoze implicitné uvazujeme
casové stredni hodnoty. Presnéjsi odvozeni makroskopickych Maxwellovych rovnic stejné vy-
zaduje pouziti kvantové teorie a statistické fyziky, nasledujici postup proto berme spisSe jako
heuristicky. Na volbé presné procedury prostorového stredovani vysledek prili§ nezavisi, ale
pro konkrétnost postupujme nasledovné. Oznac¢me Bpg(r) kouli o poloméru R se stredem
v bodé r. Potom ozna¢me

_ 3 3 _ _ 3 3 _
®w) = fffB AsEes), (o0 = o fffB  dsor—e

prostorové stredni hodnoty. Polomér koule volime obvykle tak, aby R mnohem piresahovalo
molekulédrni rozméry (= 10~ m), ale stale bylo dostateéné malé, aby nedosahovalo makro-
skopickych rozméra (= 107% m). Pro téely makroskopické elektrostatiky je vhodné rozdé-
lit vystredovanou hustotu naboje na dva sc¢itance: prvnim je vystiedovana hustota naboje
atomu a molekul a druhym je naboj indukovany vnéjsim makroskopickym polem. Pokud
vnéjsi makroskopické pole neni pritomno, jsou dipélové momenty molekul orientovany na-
hodné a jejich celkovy prispévek je zanedbatelny. V pritomnosti vnéjsiho makroskopického
pole maji dipélové momenty tendenci se orientovat v jeho sméru a jsou mu dmeérné.

UvaZme napred jednu molekulu se stfedem hmotnosti v bodé r; a hustotou naboje p;(r’), kde
vektor r' uréuje polohu vzhledem ke stifedu hmotnosti molekuly. Mikroskopické elektrické
pole vyvolané touto molekulou je

/
4negE(r) = —fof d%'L),.
molekula [ I ol

Pro polohy r mimo molekulu mizeme provést multipélovy rozklad vzhledem ke stredu hmot-

nosti molekuly, t;.
1
L +d I \V4

4regEf(r) = -V ——
lr—rrll lxr—rrll




kde q7 je celkovy naboj molekuly a d; je celkovy dip6lovy moment molekuly. Nyni prikroc¢ime
ke stredovani. Celkova hustota naboje molekul je

Pmol(®) =) q16(r—ry)
I

a celkova dipélova hustota molekul je

dpoi(r) = Z d;o(r—ry).
]
Z toho dostaneme celkovou mikroskopickou intenzitu elektrostatického pole

dneoE(r) = —fof r’
R3

a z ni nyni spocteme prostorovou stredni hodnotu

it e

kde jsme vyuzili skuteénosti, Ze stiredovani je linearni operace a tedy zaménna s gradientem.
b
Nyni miiZeme provést substituci ¥ =r” +s a tim ziskdme

it e

coZ muzeme pouzitim véty o stredni hodnoté prepsat jako

4reo(E(r)) = —fo dr’ 47R3 fffBR(r)
== [[f, o=
RB

1
e il

pmol(r") 1/ " 1
+d r)-V +
pr—pry +dmel OV

4reog(E(r)) = — dmol(rﬁ) v

lr—s—x"| lr—s—x"|

pmol(r,,) 1 . ]

4reg(E(r)) = — T dmol(r/ -s)-V

lxr—1'| lx—1'|

)Omol(r s) / 1 . ]

d r-s)V
TR TR

<pmol( )> " (dmol(r,» -V/ 1 +-.. ] )
e —x'|l lr—x'|l

pmol(r s) / / 1 . ]

Dale uvazme, Ze

a proto
e VE@) = [[[ | ar' [47 om0 =) + 47t V00 =) 1]
R

Druhy sé¢itanec upravime per partes a vyuzitim defini¢ni vlastnosti Diracovy d-funkce dosta-
neme
4reg V(E()) = 470 mol (1)) — 47V {dme1(1)).



Nakonec zavedeme makroskopickou velicinu D(r) = €g (E(r)) + (dimo1(r)) a nazveme ji elektric-
kou indukci a dale oznaéme pygzany(r) = (Pmo1(r)). Vidime, Ze se zanedbdanim kvadrupdlovych
a vySSich momentd dostaneme makroskopickou rovnici elektrostatiky

VD(r) = onlny(l')-
Dale pro stredni hodnotu elektrické intenzity stale plati rovnice
V x (E(r)) = 0.

Pokud je naboj vazany ve vice typech molekul, musime prosté hustotu naboje a dipélového
momentu secist pres vSechny typy molekul. Pokud je pritomen volny naboj, musime jej pii-
¢ist k naboji vazanému. Tim dostavame makroskopické rovnice elektrostatiky.

VD(r) = pyolny(r), V x(E(r))=0.

Celkovy vazany néaboj je obvykle nulovy, protoze molekuly jsou vétSinou neutralni. Zastava
k objasnéni otazka, jak souvisi prostorova stiedni hodnota hustoty dipélového momentu
(dmoi(r)) se stfedni hodnotou elektrické intenzity (E(r')). Budeme se zabyvat pouze tou
nejjednodussi predstavitelnou situaci, kdy stredni hodnota hustoty dipélového momentu
zavisi na stredni hodnoté intenzity elektrického pole ve stejném bodé linearné. Konstanta
umérnosti se nazyva elektricka susceptibilita y a budeme predpokladat, ze plati (dy0(r)) =

x(E()).

Priklad 51. [4 body] Ukazte, Ze pokud budeme molekuly povazovat priblizné za klasické har-
monické oscilatory s neinteragujicimi hamiltoniany v homogennim konstantnim elektrickém
poli E

Hmol =

k
P2+ §||R||2+qE-R,

Mmol
dostaneme na zakladé vypoctu stiredni hodnoty dipélového momentu s kanonickém rozdéle-
nim d*Pd®Rexp(—BH), B = 1/kgT v termodynamické rovnovéze s okolim pravé takovy jed-
noduchy linearni vztah. [{(Pmol) = qz/k (EH]

Priklad 52. [5 bodt] Pro klasickou molekulu spoc¢téte podobné jako v predchozim prikladé
stredni hodnotu dipélového momentu v kanonickém rozdéleni tentokrat v zavislosti na jeho
orientaci vzhledem k makroskopické elektrické intenzité. Zde

H=Hy,-p-E.
Pocitejte v limité vysokych teplot, tj. fp-E « 1.
[(p) ~ $ BlpPI*(E)]

vvvvvv

tostatiky
V-(B)=0, vx:Hszoln)’r



a ke vztahu mezi magnetickou intenzitou H a stiedni hodnotou indukce (B). Zde v nejjedno-

v v s

dussich situacich dostaneme 1
H=-(B).
7

V dalsim jiz makroskopické hodnoty fyzikalnich veli¢in nebudeme oznacovat pomoci stiredni
hodnoty (-). Mikroskopické veli¢iny jiz nebudeme vesmés uvazovat.

5.8. Okrajové podminky v elektrostatice a magnetostatice na rozhrani dvou jedno-
duchych prostredi. Z makroskopickych rovnic elektrostatiky a magnetostatiky s vyuzitim
Gaussovy a Stokesovy véty jiz snadno odvodime podminky, které musi platit na rozhrani
dvou prostredi s rozdilnymi vlastnostmi. Za timto ucelem budeme vzidy uvazovat mysleny
maly valec s podstavami kolmymi na rozhrani umisténymi v rozdilnych prostredich a také
myslenou uzavienou malou obdélnikovou kiivku s protilehlymi stranami umisténymi v raz-
nych prostiedich a rovnobéznymi s rozhranim. Potom

(Dg—Dl)-n:Z, (E2—E1)Xn:0

nX(Hg—Hl):K, (Bg—Bl)-HZO.

Zde jsou X plosna hustota volného naboje (znacime velkym reckym pismenem kvuli odliSeni
od elektrické vodivosti) a K plosna hustota proudu volnych nabojt.

Priklad 53. [10 bodi] Cely prostor je vyplnén dielektrikem s permitivitou €; a je v ném
pritomno homogenni elektrické pole o konstantni intenzité E. Z prostiredi vyrizneme kouli
se stredem v pocatku soustavy souradnic a polomérem R a umistime tam kouli se stejnym
polomérem ale permitivitou 9. Spoctéte intenzitu elektrického pole viude v prostoru. Reseni
ukazuje obrazek

6. Nestacionarni Maxwellovy rovnice

6.1. Kvazistacionarni elektromagneticka pole a hustoty. V této kapitole se budeme
zabyvat makroskopickymi rovnicemi teorie elektromagnetického pole, kde navic nékteré ve-
liciny mohou byt ¢asové proménné. Rychlé éasové zmény nebudeme brat v ivahu tim, ze
kromé prostorového stredovani provadime zaroven i casové stredovani. Ve vodi¢ich za nor-
malnich podminek souvisi proudova hustota naboja j s intenzitou elektrického pole E. Nej-
jednodussi mozny vztah je linearni, konstanta imérnosti se nazyva elektricka vodivost a
oznacuje se 0. Mame tedy diferencialni tvar Ohmova zakona

j=0oE.



Obrazek 21: Elektrostaticky potencial (barvy spektra) a silocary elektrického pole pro
dielektrickou kouli €2 = 2 v dielektrickém médiu €; = 1 v pivodné homogennim elektric-
kém poli (bokorys a pudorys).

Heuristické zduvodnéni platnosti tohoto zdkona je nasledujici: nabité castice ve vodici jsou
urychlovany elektrickym polem ale ztraci energii srazkami s krystalovou mrizkou.

Priklad 54. [4 body] Odvod'te Ohmuv zakon v integralnim tvaru pro vodic¢ libovolného kon-
stantniho prarezu.

Priklad 55. [5 bodd] Povrchové jevy v nekoneéném primém vodi¢i kruhového prurezu. Po-
lomér kruhu necht’ je R. V Maxwellovych rovnicich mtzeme zanedbat tzv. posuvny proud,
131l > €o || =

tj.
ot ot H

Dosazenim z Ohmova zdkona v diferencialnim tvaru dostavame nasledujici linearni homo-

, IVxBI >>—




genni soustavu rovnic

V-E=0 VxE=-""
VxB=puyoE V-B=0.

Zvolme osu vodice jako osu z a pouZzijme valcové souradnice. Orientovana valcova symetrie
vodice a linearita rovnic nas vede k tomu, Ze

E(t,r,z):E(r)eze—iwt, B(t,r,z):B(r)e(pe_i‘”t,
Po dosazeni dostavame

1d
rdr

dE(r)
dr

- “iwpgoE(r), iwB(r)= —‘ﬂ;ir).

Oznaéme k2 =iwpgo a proved'me v prvni rovnici substituci p = £r. Dostavame
1d

pdE(p)
pdp

dp

+E(p) =0.

Reseni rovnice konecné v ose vodice hledame Frobeniovou metodou, tj. ve tvaru nekonecné
rady, jejiz koeficienty urc¢ime rekurentné pozadavkem splnéni rovnice. Definujeme-li Besse-
lovy funkce EI

3 0 (—1)m B 2m+a
Ja(p)_ng’om!l“(m+a+1)(2) ’

potom
E(p)=Ado(p) aodtud E(kr)=dJgkr).

Z druhé rovnice a z definice viditelného faktu dJo(p)/dp = —J1(p) mizeme dostat
ik A
w

B(r)=

Ji(kr).

Z druhé rovnici dostaneme A napr. uzitim Stokesovy véty na smycku ve tvaru kruznice
o poloméru R v roviné kolmé k ose z dratu

pol Ji(kr)
B(r)y=——
)= 2R kR)
a po dosazeni i
E(r) = I ERJy(kr)

2noR2 Ji(kR)

9vizhttps://en.wikipedia.org/wiki/Bessel_function


https://en.wikipedia.org/wiki/Bessel_function

Pro £ — 0 dostaneme

I ,Lt()I r
E = = —
(r) noR2’ 2nR?

Pro k£ — oo dostaneme v blizkosti » = R uvnitr vodice (tedy r < R) z asymptotického rozvoje
Besselovych funkeci
2
Ju(2) =1/ —cos|[z —(n+3)Z
=) Zeosle ~(n+ 1)

woo
2
Elektromagnetické pole pronikne tedy priblizné do hloubky

2
wpo’

B(r)

priblizné

(R-r)

E(r)
B(r) X exp

nez se e-krat zmensi jeho velikost.

Obrazek 22: Zobrazeni prubéhu komplexnich funkci komplexni proménné E(r) a B(r)
pomoci mapovani defini¢niho oboru: v prvnim obrazku je ¢tverec [-3,3] x [—3,3]i v kom-
plexni roviné (identicka funkce), v druhém a tietim obrazku je ve stejném oboru hodnot
namapovana funkce E(r) a B(r).

6.2. Vlnovod a rezonator. Uvazme Maxwellovy rovnice v jednoduchém dielektrickém a
magnetickém prostredi a vyjadireme obecnou casovou zavislost elektrické intenzity a mag-



netické indukce jako superpozici harmonickych zavislosti s riznymi frekvencemi. Potom
cx’ .
E(t,r) :f dwE(w,r)e 1!
—0o0
m .
B(t,r) = f dwB(w,r)e ',
—0o0

kde Fourierovy komponenty rozlisime podle vyskytu dhlové frekvence w. Po dosazeni do
Maxwellovych rovnic ve vakuu dostaneme

V x E(w,r) =1iwB(w,r) V-B(w,r)=0

V xB(w,r) = —iepwE(w,r) V-E(w,r)=0.

Po dosazeni a upravé pomoci V x (VxV =V(V-V)—- AV dostaneme pro elektrickou intenzitu i
magnetickou indukeci stejnou tzv. Helmholtzovu rovnici

E(w,r)

(A + pew?) Blo.r) "

0.

Uvazujme napred vlnovod, jehoZ osu zvolme jako osu z souradnic a provedme Fourierovu
transformaci pro souradnici z,

E(w,r) = f dk E(w,k,ry)e* ?

B(w,r) :f dk B(w,k,ry)e” 2,

kde r; je dvojrozmeérny vektor transverzalni k ose z. Dostaneme

E(w,k7rt) _

2 .2 _
(At + pew k)B(w,k,rt) ,

kde At je transverzalni cast Laplaceova operatoru. Je rovnéz ucelné rozlozit E a vecB na
slozky rovnobézné a kolmé k ose z

E=E,+E;=(E-e,)e,+(e; xE)xe,, B=B,+B;=(B-e,)e,+(e, xB)xe,.

Transverzalni casti E a B Ize spocist pomoci priméta na osu z. Mame
s
uew? — k2
1
t= 2_12
uew* —k

E; = ik ViB, +iucwe, x V{E,)

(ik ViE, —iwe, x ViB,).

Idealni vlnovod je duty valec s podstavou S, jehoZz stény jsou dokonale vodivé, n oznacuje
(transverzalni) vektor vnéjsi normaly k 0S. Proto okrajové podminky jsoun-B=0anxE =0.
Odtud dostaneme E,(0S) =0 a 0B,/0n(0S) = 0. Protoze okrajové podminky pro E, resp. B,
jsou Dirichletovy resp. Neumannovy, nelze je splnit soucasné. Mame tedy nasledujici pripady



TM transverzalni magnetické pole: zde je B, =0 a E,(0S) =0.
TE transverzalni elektrické pole: zde je E, =0 a 0B,/0n(0S) =0

TEM transverzalni elektromagnetické pole: zde je E, =B, =0.

Pro TEM dostaneme %2 = pew? a transverzalni slozky poli spliiuji Laplaceovu rovnici na
S. Splnéni okrajovych podminek pro jednoduse souvislou S vede (viz diikaz jednoznacnosti
reSeni elektrostatické tlohy) k identicky nulovému reseni. Naopak pro prirezy, jez nejsou
jednoduse souvislé (napr. koaxialni kabel), je takovy zputsob Sireni elektromagnetickych vin
dobfe mozny.

Pro TM viny mame

ik
B.= e, xE;, E=VE,,
k Y

takze pro E, plati dvojrozmérna Helmholtzova rovnice na S

(A¢+7y*)E. =0, s okrajovou podminkou E,(dS)=0.

Pro TE vlny mame

ik
E; = _gez xBt, By= 1—2Vth,
k Y
takze pro B, plati dvojrozmérna Helmholtzova rovnice na S
9 ) ) 0B,
(At+y°)B, =0, s okrajovou podminkou 5 (0S)=0.
n

V obou piipadech mame y? = pew? — k2. Z matematického hlediska tedy fesime tlohu pro
vlastni hodnoty pro transverzalni Laplacetv operator s Dirichletovymi (TM) nebo Neuman-
novymi (TE) okrajovymi podminkami.

Obecné lze ukazat, ze y2 = 0. Heuristicky mtZeme argumentovat takto: aby byly splnény
okrajové podminky, musi vlastni funkce oscilovat. Bude existovat zdola omezené spektrum
vlastnich hodnot

0<ys<yi<--<ys<--

Pro Dirichletovu tlohu je prvni vlastni hodnota )/g > 0, naopak pro Neumannovu tlohu je
y% = 0. Da se ukazat, ze plati tzv. proplétajici nerovnosti

Neumann Dirichlet Neumann Dirichlet

Ye-1 7 ) =Yy

Pro vlnové ¢islo dostavame
2 2
ko= pew” —vy.



Regeni pro dané ¢ se nazgva (TM nebo TE) méd.
Priklad 56. [5 bodi] Diskutujte fazovou a grupovou rychlost vin ve vinovodu.

Priklad 57. [10+10 bodti] Spoctéte vlastni funkce a vlastni hodnoty pro vinovod obdélniko-
vého priarezu, tj. S =[0,a] x[0,6] pro TM i TE viny.

Resent: Pro TM médy ziskdme FeSenim Dirichletovy dlohy pro E,

mux . nuy 9 m?n? N n?n?
sin—-, Ymn=——5t+t—5-
a b~ " a2 b2

Naptr. pro a =2 a b =1 dostaneme posloupnost vlastnich hodnot

E7" =sin

14
y?/n2 )
(m,n) | (1,1) (2,1) @,1) (1,20 &1 2,20 3,2) (5,1) 4,2) (1,3)

1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 13 17 5 5 25 29 8 37

N[ e}

Ze znalosti E , jiz mtzZeme spocist E; a z néj B;.

Pro TE médy ziskdme resenim Neumannovy dlohy pro B, kromé konstantniho reSeni B, =
konst. jeste

mmnx nmy 2 m27'[2 n2n2

B = cos cos——, Yo, = + .
z a 4 mn a2 b2

Napr. pro a =2 a b = 1 dostaneme posloupnost vlastnich hodnot (v pripadé obdélnikové
podstavy S se jedna jen o posunutou piredchozi posloupnost)

¢ o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
yyn2 o0 2 2 B I 5 5 B 2 8
(m,n)| - 1,D 21D @D 1,2 4D 22 G2 61 42)

Ze znalosti B, jiz muzeme spocist B; a z néj E;.

Koeficienty linearni kombinace jednotlivych TM a TE m6dt mtzZeme ziskame z pocatecnich
podminek.

Priklad 58. [5 bodi] Spoctéte Poyntingtv vektor S = %JE x B pro (m,n)-ty TM a TE maéd ve
vlnovodu obdélnikového prurezu.

Nyni pro vinovod obdélnikového prirezu muizeme vodici uzaviit i stény z =0 a z = ¢, ¢imz zis-
kame kvadrovy rezondtor. Obecny rezonator je dutina, jejiz hranice je tvorena (dokonalym)
vodicem, uvniti které se nachazi elektromagnetické pole. Spocteme si médy pro kvadrovy
rezonator: Vlastni funkce pro Helmholtzovu rovnici pro souradnici z musi byt stojaté viny,
proto E, pro TM (resp. B, pro TE) je dano jako linearni kombinace

coskz a sinkz,



Obrazek 23: Prvnich dvacet TM médi vinovodu ve tvaru obdélnika a =2, b = 1. Médy jsou
serazeny od nejmensi hodnoty vlastni frekvence zleva doprava a shora dold. Zobrazeno
je E,.

kde k = pn/c, p € Ng. Pro TM pole mame

(mpn,p) . MAX . NTY  pPAZ 9 m?n?  n?n%  p2n?
E; =sin sin cos y Whnp = + + ,
a b c P a2 b2 c?

kde (m,n, p) € N x N x Ny. Uhlové frekvence Wmnp jsou TM rezonanéni frekvence kvadrového
rezonatoru. Obdobné postutpujeme pro TE médy a dostaneme

2.2 2.2 2.2
mimnx ni Tz m=-m n-i T
.Bgﬂﬂ%p) y p 2 D

= cos cos sin w =
a b c’ mnp a? b2 c2’

kde (m,n,p) € Ng x Ng x N.

Priklad 59. [40 bodua] Proved'te obdobnou analyzu pro vinovod kruhového priufezu s polomé-
rem R. Spoctéte TM a TE médy pro valcovy vinovod a médy vlastnich kmit a rezonancni
frekvence pro valcovy rezonator vysky h. Budete potrebovat vlastnosti Besselovych funkeci
celociselného argumentu.

ttps://en.wikipedia.org/wiki/Bessel_function
Onttps:// ikipedi g/wiki/Bessel_f i



https://en.wikipedia.org/wiki/Bessel_function

6.3. Retardované potencialy. Pro elektromagnetické pole vyvolané lokalizovanou husto-
tou naboje a proudu pouzijeme rovnéz vyjadieni Maxwellovych rovnic pomoci Fourierovy
transformace ¢asové proménné. Pro hustotu naboje a proudu mame

p(t’r):f dwp(w’r)e_iwt7 j(t:r):f dwj(w,r)e_i‘“t,

Druhou sadu Maxwellovych rovnic miizeme s vyuzitim Lorenzovy kalibraéni podminky 0A*/dx? =
0 psat jako
24k
u A pos”*
Oxtox/ '

n

V trojrozmérném znaceni dostaneme

1 8%®(t,r) pt,r) 1 0%A(t,r)
— I _A®(t,r) = , =
c2  o0t? (&) € c2  ot?

- AA(¢,r) = uj(t,r).

Pro casové Fourierovy komponenty potom dostaneme nehomogenni Helmholtzovy rovnice

2

w 2
—2®(w,r)+A®(a),r) =
c

JPOX) O 1) + AW, 1) = i, 1)
C

€

pro @ a kartézské slozky vektorového potencialu A. Resme tedy nyni linearni nehomogenni
rovnici

2
(A + %) y(r) = f(r)= f &r'f)s( - ).

Sta¢i nam zjistit reSeni pro specialni pravou stranu 6(r). Obecné reSeni dostaneme jako
"linearni kombinaci"posunutych takovych specialnich reseni. Proved'me proto prostorovou
Fourierovu transformaci rovnice

2
(A + %) w(r) = 5(r).

Po dosazeni
w(r) = f . Ckyk)e¥T
R

dostaneme pomoci

1 .
5 — d3k ik-r
®)= Gy fm ©

algebraickou rovnici
1

2
k2 + 2 -
( K| +cz)""k) G

Odtud jiZ mame




Nyni musime provést zpétnou Fourierovu transformaci a mame

- f P ek,
@) Jes 9 — k)2

Integral spocteme ve sférickych souradnicich, u nevlastniho integralu vezmeme jeho hlavni
hodnotu

y(r)=

1 .
2[ 14 d||k||f d(cos §) ————— el IKllrlcosd
@ o — )2

_ f el 2 —— L 2sin kil 1 coslel 1 exp(iZirl)
(2m)* 2 g2 Ikl PR o Irl

Vidime, Ze pro w — 0 dostaneme Coulombtiv zakon. Pro obecnou pravou stranu Helmholtzovy
rovnice potom dostaneme

o
3 f(w,¥)el eIl
4rm lx—x'|

Y(w,r) =

Po zpétné casové Fourierové transformaci dostaneme

lr— rllr)

1 puf@re sl i
t - - 1 = —— d _—
y(tx) 4nf_ fn@ =T 4 Jgs =

a specificky pro skalarni a vektorovy potencial mame

flx— rll,r)

2

3 ,p(t
4me lr—2'|

llr— rll,r)

it
Az i i e S
()= 4nf T

Témto potencialim rikame retardované potencialy, protoZe potencial v case ¢ a misté r je
urcen zdrojem ve vSech mistech r/, z kterych se do bodu r dostane rychlosti svétla ¢ = 1/, /et
v daném prostredi. Prakticky vypocet hodnot poli daleko od nabojua je ¢asto vyhodné provést
nasledovné. Napred spocteme vektorovy potencial A. S jeho pomoci potom spo¢teme magne-
tickou indukci B =V x A a z ni elektrickou intenzitu pomoci Maxwellovy rovnice pro casové
fourierovsky transformované slozky E = c2/iwV x (V x A). Posledni rovnice plati tam, kde je
nulova hustota proudu.

d(t,r) =

6.4. Aproximace dalekého pole. Vyjadiime ¢asovou Fourierovu slozku vektorového po-
tencialu

5 jo, r')el 2r—r|
r/

A
(wr)= 4n r—r'|



aproximativné. Aproximaci pouZzijeme na vyraz ||r —r'|, ktery se vyskytuje jednak v argu-
mentu exponecidly, ale také ve jmenovateli. Ve jmenovateli budeme aproximovat |r—r/| =
Irll. V exponencialnim faktoru v citateli vezmeme v iivahu jesté dalsi ¢len rozvoje

/
r-r
/
[ —x{| = |lx]l (1— 3 +)
el

Po dosazeni priblizné dostaneme

/ e c cw ,
Alw,r) ~ L[ Prli(o,r)e LI ie?) _ KT [ s i i)
47m|r( Jrs ar|r| Jgs

Odtud jiz srovnanim dostaneme vyjadieni pomoci ¢asové i prostorové fourierovsky transfor-
mované hustoty proudu
2n2ueltiFl (o p
Alw,r) x ——

] “crl

6.5. m-pulvlnna linearni anténa. Uvazme tenky vodivy drat, jehoz délka je celo¢iselnym
m-nasobkem poloviny vlnové délky stojaté viny hustoty elektrického proudu, ktery je zde
pritomen

jt, 1) = I6(x)6(y)Y(£/2 - z)Y(€/2+z) mn(§—1)] e i .

Pro cos jsou na koncich antény kmitny, pro sin jsou tam uzly. Potom
j(w,r) = —5(w DIS@WOWNYUR2- 212 +2) . |mr(5-1]]e.
sin 14
a s vyuzitim sférickeho polarmho thlu 6 mame

I106(w—Q)e, { (Bl cos X s1n%€ + mmcos k; sin %)
mi

Jw, ke, +kye,+ke;)=

(k202 —m?2n?) |i(k¢sinZE cos % + mmsin sz cos T)

coZz po dosazeni dava

2rul66(w —Q)e, el clrl { (k€ cos 22 5 sin M + mmcos k; sin T)

lrl(B2¢62 — m2n2) (k(sm—cosﬂ+mns1n k; cos %) ’

A(w,r)=

kde

Q .
k=—cosO0 a e,=e,.cosf—eysind.
c

Pro vektorovy potencial ve sférickych souradnicich r = ||r|| tedy celkem mame

Alt.r) = ult(e,cosf—ep sin@)em(%_t) {(kécos 5- sin k; + mi cos k; s1n7)

r(k202 —m2n2) (k€sin ZZ cos & + msin £ cos 227)

A toho jiz lze spocist B=V x A, dale E = %V x (V x A) a Poyntingav vektor S = %E x B.

Priklad 60. [15 bodi] Pomoci pocéitace spoctéte a graficky zobrazte ||S|| v polarnich souradni-
cich (r,0) (na soutradnici ¢ nic primo nezavisi) pro obecnou m-pulvlnnou linearni anténu.
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6.6. Dipolova anténa. Nejhrubsi moZznou aproximaci provedeme tak, Ze jak v citateli, tak
i ve jmenovateli nahradime |r —r'| pouze ||r| = r. Dostaneme takto

AGr) = | @

L
47|r|l Jrs ’

)
a po prechodu od spojitého rozlozeni naboje k bodovym nabojim dostaneme

u ||l‘||) p o d ( ||l‘||)
Alt,r)=—— t——|= — t—— |,
(&r) = e - ‘“V’( ¢ |~ 4nlx] dt;qlrl c

coz muzeme dale napsat pomoci dipélového momentu p v ¢ase ¢ —r/c jako

A(t,r):Lip(t—M).
(X C

Ve velké vzdalenosti od dipélu ponechame pouze ¢leny obsahujici 1/r a niz$i mocniny zane-
dbame. Dostaneme

B=VxAx

g d ey u r d2 r
v (t )_ 4Jrr2cxﬁp( )

J— t_ —
45 |r| dt c

a protoze v tak veliké vzdalenosti od dipélu se jedna vlastné o rovinnou vinu, kde E L B a
E Lr, c|B| =|E| mame s oznacenim

2
P(t—g):@p(t—g)xer, er:ﬁ

spocteny vSechny relevantni fyzikalni veli¢iny:

E=4u—0 (t—f)xer B= 12 P(t—f)
ar c - 4;17;;» c s
W:(4nir)2 HP(t_E)H S:(4nr)2c HP(t_E)“ er

Priklad 61. [5 bodt] Spocteme, kolik energie vyzari za jeden obéh dipélové bodovy naboj
q pozorovany ze vzdalenosti r, pohybujici se rovhomérné po kruznici o poloméru a < r s
thlovou frekvenci w. Mame p(¢) = aq (e, coswt + ey sinwt). Dale dostaneme

x

IP®)I2 = a2q2w? (1 - sinZwt) .

r
Nakonec spocteme, kolik energie projde sférou S o poloméru r a stredem v pocatku soustavy
souradnic za jednotku casu, tj.

K 2 2 4l XY . A D LS
#gdS(émr)zcaqw [1 r2s1n2a)(t c)] a“q“w*,

— 89



coZ vyjde po parametrizaci S sférickymi souradnicemi. Za jeden obéh se dip6lové vyzari ener-
gie

u

—a?q?w’.

2c

Ovérte, zZe vysledek ma fyzikdlni rozmér energie.

Priklad 62. [20 bodu] Spoctéte v dipélové aproximaci vektorovy potencial, elektrickou inten-
zitu, magnetickou indukci a Poyntingtv vektor pro pilvinnou anténu s kmitnami na koncich.

7. Geometricka optika

7.1. Paraxialni aproximace. Budeme uvazovat, Ze osa z je osou, podél které se Siti v okoli
této osy lokalizovana elektromagneticka vina. Mizeme proto predpokladat reseni Helmhol-

tzovy rovnice
w2
Ay(w,r)+ c—2w(w,r) =0
ve tvaru _
w(w,r=Y(w,r,z)e*?

kder, =xe,+ye, a k = cw. Po dosazeni dostaneme

OW(w,ri,2) 0*¥(w,ry,2)

ALY +2ik
1¥(w,ry,2)+2i 5 Py

0.

V paraxialni aproximaci predpokladme, ze plati

v o%¥
h—> —
0z 022
a dostavame rovnici
oY 1 AW
i—=——
0z 2k -

Obecnym resenim takové rovnice je vinové klubko
\P(I‘J_,Z) = ff dzr'L‘i’(r'i)exp [1 (I',J_ ‘r; — ||I"J_||22/2k)]

Abychom dostali paprskiim podobna reseni, musime predpokladat, Ze amplitudy Y(r,) rychle
klesaji v zavislosti na [r| ||.



vvvvvv

. 1
Y(r,)=w2exp (—ngllrl||2) .

Ve valcovych souradnicich (p, ¢, z) potom v paraxidlni aproximaci reSeni ziskame jako

2 2

: P
t,p,2)= e kz -—wt) - ———
v(t.p.2) xp | i(kz ) wg+2iz/k

wg+2iz/k

/ \

Obrazek 24: Gaussovsky svazek §itici se podél osy z

7.3. Rovnice pro eikonal. Vyjdeme z rovnic elektromagnetického pole platnych v dielek-
tricich, kde se nevyskytuji volné naboje

V-D=0 V-B=0
VxH:@ VxE:—@
ot ot



a konstitutivnich relaci, které budeme predpokladat ve tvaru

t
D(t,r) = f et -t rE{  r)dt

(e.9]

t
H(t,r) = f p Y-t B, r)dt’.

Odezvu mezi poli budeme povazovat za linearni, material za izotropni byt nehomogenni, pole
mohou zaviset na hodnotach ve stejném misté v predchozich ¢asech. Budeme predpokladat
harmonickou zavislost poli obdobné jako v odstavci Rovnice potom mtiZeme psat jako

V- [e(w,r)E(w,r)] =0 V- [w,r)H(w,r)| =0
VxH(w,r) = —iwe(w,r)E(w,r) V x E(w,r) =iowu(w,r)H(w,r).

Komplexni vektorova pole zapiSeme jako pomalu se ménici amplitudy a faze E
E(w,r) =e(w,r)explioS(w,r)], H(w,r)=h(w,r)exp[iwS(w,r)].
Zavislost na w nebudeme v dalsim explicitné vypisovat. Dostaneme

V-(cee'S)=(eV-e+e-Ve+invee-VS)e®S

V x(ee'”S)=(Vxe+iwVS x h)el®S

a analogické rovnice pro h. Po dosazeni do Maxwellovych rovnic dostaneme

1 1
e-VS=——(e-Vlne+V-e) h-VS=-—(h-Vlnu+V-h)
iw iw
1 1
VSxh+ee=——Vxh VS xe—uh=-—Vxe.
iw iw

Nyni provedeme aproximaci pro vysoké frekvence w — oo a dostaneme priblizné

e-VS=0 h-VS=0 (3)
VS xh+ee=0 VS xe—uh=0. (4)

Presnéji vzato, dostali bychom fadu v mocninach 1/w, ze které jsme vyse uvedli pouze nulty
clen.

Priklad 63. Dokazte, ze prvni dvé z predchozi ¢tverice rovnic (3) plynou z druhé dvojice rovnic

(4).

1Y tomto a dalsim odstavci je S faze, S Poyntingtv vektor, s délka oblouku, s jednotkovy teény vektor. Ne-
plati tedy, Ze velikosti vektord oznacujeme stejnymi pismeny sdzenymi matematickou italikou namisto tu¢né!
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Soustava homogennich rovnic (4) ma netrivialni reseni, pravé kdyz je s ni spojeny determi-

nant nulovy, tj.
2

n
IVSI? =ep=—.
C

Dale je vhodné prejit od S (jednotka v SI je s) k ¢S — S (jednotka v SI je m) a dostaneme tzv.
rovnici pro eikondl S
IVS@)II? = n(x).

Funkci n nazyvame indexem lomu. Plochy S(r) = konst. nazyvame geometrickymi vlnoplo-
chami. Da se ukazat, ze ¢asova stiedni hustota energie ve vyse provedené aproximaci je dana
jako

(w) = i[e,h*,VS]

a Poyntinguav vektor je dan jako
1
(S) = 3 Re(e xh™).

Z aproximovanych Maxwellovych rovnic dostaneme

(8) = — (W) VS.
n

Vektor s = %VS ma jednotkovou velikost, jak plyne z rovnice pro eikonal. Vidime tedy, Ze
v aproximaci geometrické optiky je Poyntingtv vektor kolmy na geometrickou vinoplochu a
casova stredni hodnota hustoty energie se prenasi rychlosti ¢/ns. Nyni lze definovat paprsky,
jako orientované kiivky kolmé na geometrické vinoplochy. Uvazme parametrizaci r(s) délkou
oblouku s, tj. dr/ds = s. Potom rovnici pro paprsky mizZeme napsat jako

dr

VS:nd—S:ns.

Elektrické i magnetické amplitudy e a h jsou v kazdém bodé kolmé na paprsky.

7.4. Ekvivalence eikonalové aproximace a Fermatova principu. Pro zménu eikonalu

podél paprsku mtizeme psat

dS(r) dr
=—.V =n.
ds ds S)=n

Obecné pro libovolnou kiivku C zavedeme tzv. optickou délku

f n(r)ds
C

Opticka délka paprsku mezi dvéma body r; a ry je potom

S(rg) - S(ry).
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Dale dostavame
0=Vx(VS)=Vx(ns)=nVxs+(Vn)xs.

Skalarni souéin rovnosti s vektorem s dava
s:Vxs=0,

coz je podminka pro to, aby vektorové pole s bylo tetnym vektorovym polem normalni sou-
stavy paprsku.

Ze Stokesovy véty dale okamzité plyne, Ze integral po uzaviené kiivce

j(ns-dr:O,

tzv. Lagrangeova integralni relace. Integral

Py
f ns-dr
Py

tedy nezavisi na integracni cesté.

RQ///

SQ P2

" / %
P = /
—

Obrazek 25: Fermatuv princip: Paprsky, kiivky, vinoplochy



Nyni jiz maZeme pristoupit k dikazu tzv. Fermatova principu. Budeme uvazovat drahu C
paprsku P1Q1Q2P2 a libovolnou jinou krivku V spojujici P1 s Ps. S oznacenim dle obrazku
budeme uvazovat trojuhelnik R1R2S9, na ktery aplikuje Lagrangeovu integralni relaci. Plati
tedy

(ns . dr)R1R2 + (ns . dI‘)RzS2 - (nds)RlSz =0.

Druhy sc¢itanec na pravé strané je nulovy, protoze s je kolmy na dr. V prvnim séitanci ma-

zeme vyuzit Cauchyho-Schwarzovu nerovnost

(ns- dr)Rle = (ndS)Rlea
¢imz dostavame
(ndS)R132 = (ndS)RlRQ-
Dale uvazime, ze R1 a @1 resp. S2 a Q2 lezi vidy na stejné vinoplose a tedy

(nds)g,s, = (nds)g,q,-

Odtud jiZ mame
(nds)g,q, < (nds)g,r,-

fndssf nds.
C 14

Priklad 64. [Fata morgana] Uvazujme prostiedi, kde index lomu zavisi na vysce nad povr-
chem. Casto je to plyn (napr. vzduch), jehoz hustota i polarizovatelnost zavisi na teploté.
Teplota vzduchu musi byt vys$si u povrchu, index lomu musi rist s vySkou. Vezméme tedy
n=no(l+xy), x« >0. Potom s r = xe, + ye, je

a po integraci

X9 d 2
S[r]:f no(1+xy) 1+(—y) dx.
X1 dx

Vsimneme si, Ze integrand nezavisi na x a tedy vyraz
(L+xy)no
2
dy
1+ (ﬂ)

Odtud integraci s pocatec¢ni podminkou y(0) = 0 (pozorovatel je v pocatku soustavy sourad-
nic) dostaneme

= konst.

ky = (1+ C?)[cosh(xx) — 1]+ C sinh(xx).



Obrazek 26: Fata morgana s pozorovatelem v pocatku soustavy souradnic

8. Elektromagnetické obvody

Z rozmérové analyzy vyplyva, zZe pro kvazistacionarni jevy se zanedbanim posuvného proudu
musi platit wf/c < 1.

8.1. Drudeho model, Halluv jev, komplexni odpor vodic¢e. Predpoklddame, Ze nabité
nerelativistické bodové castice s nabojem g a hmotnosti m se srazi s pevnou mrizi v nekore-
lované casy, pricemz prumérna doba mezi srazkami je 7. Pravdépodobnost srazky za ¢as d¢
je tedy nezavisla na case a rovna

dt

=
Dale predpokladame, Ze stredni hodnota hybnosti po kazdé srazce je (p) = 0. Pro prirastek
hybnosti za ¢as d¢ jsme odvodili v

1
d(p) = q(E+ —(p) x B)dz.
m

Potom dostavame
1 dz d¢
(p(t+dp)) = [(p)) +q(E+ E<p(t)> x B)dt) (1 - 7) + 07.

Odtud dostaneme

d(p(z t
(p@) N (p@) +i(p(t)) «B = gE.
dt m
V ustaleném stavu je d(p)/dt = 0, dale méjme N nabitych castic v jednotce objemu. Potom
hustota proudu je

t
i o 2O
m
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a po dosazeni dostavame rovnici
ixB_ m .
=
gN ¢*Nrt
z ¢ehoz vidime, Ze v konstantnim magnetickém poli vznika ve vodi¢i napéti ve sméru kolmém
k toku j a magnetickému poli B, tzv. Halluv jev.

V dalsim uvazme B = 0 a ¢asové proménné elektrické pole E. Pro Fourierovy slozky potom

bude platit
2

1 N
—ij@) + —j@) = ~ L Ew)
T m

a odtud srovnanim

] l+iwt Nq?t
(0= 0(EW), () =0o——as, gg=—L,
1+ w?t m
A — R(o/og)
o/ — S(o/oyp)
Inwt

Obrazek 27: Komplexni vodivost. Je vidét, Ze pro nizké frekvence je vodivost priblizné realna.

Ziskame Ohmuv zakon s komplexni vodivosti v diferencidlnim tvaru. Odtud za predpokladu,
Ze uvnitr vodice j a E nezavisi na misté, ziskame Ohmuv zdkon v integralnim tvaru pro vodic¢

délky ¢ a o prirezu A.
ﬂfj-dS:—AafE-dr,
A 0

I(w) = Z(w)I(w)

coz dava

Ulw) =

Aoc(w)
a mame Z(w) = R realné pro wf/c < 1.



8.2. Kapacita kondenzatoru. Vyjdeme z rovnice kontinuity naboje diferencialnim tvaru

. 0p
V-j+ Fria 0
a za p dosadime V-D. Dostaneme
v (j v @) ~0.
ot
Pro Fourierovy slozky potom mame
V-G-iwD)=0.

Uvazme integraéni oblast na obrazku 28| a integrujme piedchozi vztah s pouzitim Gaussovy
véty. Dostaneme

I(w):fj-dS:iwfD-dS:in(w),
s S

kde Q(w) je celkovy naboj na povrchu desky kondenzatoru. Celkem tedy mame I(w) =i w@Q(w).

Obrazek 28: Integracni oblast V je ¢erveny plny valec, nenulové prispévky davaji integraly
pres modrou c¢ast hranice s a zelenou ¢ast hranice S

U kondenzatoru mtizeme psat Maxwellovy rovnice jako

VxE=0 VxH=10wD
V-B=0 V-D=p.

Kapacitu kondenzatoru proto mizeme v této aproximaci pocitat stejné jako v elektrostatice,
tj. @(w) = C(w)U(w), celkem tedy dostavame

I(w) =1wCU(w).



8.3. Vzajemna a vlastni indukénost. Uvazme dvé pevné civky s v ¢ase se ménicim prou-
dem v druhé civce. Napéti indukované v prvni civce dostaneme

I d
1—1wff B,-dS;, ff By-dS;=¢ Ay-dry, A2_“23§ 2
ol1] ar21 llre —r1||

Po dosazeni dostaneme

dI‘l dr2

Ui =ioMi9ls(w), Mis= ——j( f
ar11Jare e

Zaménou [1] «— [2] dostaneme
Us=iwMo11(w),

kde zjevné Mo; = M192. Stejné i zména magnetického indukéniho toku v civee 1 indukuje
napéti v této civce 1 (a obdobné pro civku 2), tj.

Uilw) =ioM1111(w), Us(w)=iwMsaols(w).

Pro soustavu mnoha civek dostaneme maticovou rovnici

Ui(w) My Miz -+ Min) (I1(w)

UQ((U) . M21 .. IZ(U))
I . b

Un(w) M,y M,y - M,,| \I.(®

pripadné pomoci maticového zapisu U(w) = MI(w).
Nyni jiz mtGZeme zapsat rovnice pro soustavu n induktivné vazanych obvodd, jeZ mtuzeme
chapat jako zobecnéni druhého Kirchhoffova zakona. Pro kazdy obvod mame

Ua() =) Zap()p(w), Zgp = (Ra + )6ab +iwM,gp,
b

i
wC,
maticové U(w) = Z(w)I(w). Rezonanéni frekvence soustavy obvodu ziskame pomoci podminky

pro existenci netrivialnich reSeni soustavy linearnich rovnic, tedy det Z(w) =0

MuzZeme od Fourierovych slozek prejit k casové zavislym veli¢inam a formalné lze potom
rovnice ziskat z kvadratického lagrangianu

1 dQ.d@y 1 QF
L=--YM -=y ¢ U,
2(;, 3 ar 220, 2@l

a disipativni funkce




Platit musi Euler-Lagrangeovy rovnice s disipativni funkeci

d oL oL _ 4R
dt 799, PY- P
digsge 0Qa 0%

Co se tyce prvniho Kirchhoffova zakona, tak ten je primym dusledkem zakona zachovani
naboje v integralnim tvaru.

Priklad 65. [5 bodi] Dokazte prvni Kirchhofftiv zdkon ze zakona zachovani elektrického na-
boje.
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