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Gradient, rotace a divergence pomoci forem

V prvni ¥adé je t¥eba si uvédomit, Ze na n-rozmérnych kouscich R™ umime integrovat jen a pouze n-formy. Abychom
mohli integrovat funkce v R? je tieba zadat objemovy element w, tj. vSude nenulovou 3-formu, kterd v kazdém bodé
zadévé objem rovnobéznosténu uréeného tfemi vektory v tomto bodé. Zadani takovéto 3-formy w nastoluje v kazdém
bodé = € R? nasledujici izomorfizmy

O (R?) > f(2) = a(z) = f(2)w(z) € A°T;R?, 1)
T.R® > v(z) = B(x) = i(v(z))w(z) € A2°T;R3, (2)
NTR? 5 V(z) 2 5(2) = i(V(2))w(z) € ATR. 3)

Ty jsou dany nasledovné:

(1) Vynésobenim objemového elementu v bodé x w(z) hodnotou funkce v bodé z f(z) dostdvame 3-formu a naopak.

(2) Kontrakci objemového elementu v bodé = w(x) hodnotou vektorového pole v bodé = v(z) dostavame 2-formu a
naopak.

(3) Kontrakei objemového elementu v bodé = w(z) hodnotou bivektorového pole v bodé = v(z) dostdvame 1-formu
a naopak.

Divergence. Pojem divergence vektorového pole je z tohoto pohledu nejobecnéjsi, protoZe k jeho definici postacuje
pojem objemového elementu (divergence vektorového pole zadaného v ortonormélni bazi v této chvili ale nedava
smysl). Zvolime objemovy element

w=adu' Adu? Adu?

a provedeme jeho kontrakci vektorovym polem v = v'd/du’
i(v)w = av' du® Adud + a(x)v® dud Adu' + a(z)vddut A du?.
Spocteme vnéjsi derivaci vzniklé 2-formy

O(avt)  d(a?)  Har?
qamw]=[ gﬁ)-+ ;;)-+ g;)]dulAduzAdu3

a uréime funkci, kterd odpovida této 3-formé

(4)

div, v = a| Oul ou? oud

1[mmw+mm%+mm%}

Tuto funkci nazveme divergenci vektorového pole v (vzhledem k objemovému elementu w). Pov§imneme si, Ze tato
konstrukce dava smysl pro kazdou dimenzi, nejen pro n = 3.

Rotace. Rotace 1-formy g je vektorové pole (toto vektorové pole neni samoziejmé zaddno v ortonormadlni bézi,
protoZe neni zadan skaldrni soucin v te¢nych prostorech nad body R?) uréené pomoci nésledujici konstrukce. Opét
zvolime objemovy element w. Formu 3 vyjadfime soufadnicové

B =bdul +bydu®+b3du?
a spocteme jeji vnéjsi derivaci

_ ([ 0bz  0Oby 9 3 oby  Obs 3 1 Oby  Oby 1 9
dg= (8u2 8u3)du Adu® + 9 Dul du’ Adu + S0l Du? du" Adu”.

S vyuZitim izomorfizmu (3) pfifadime této 2-formé vektorové pole

1 Obs  Oby\ O by 0bg\ 0O Oby  Oby 0
rot, == (72— 72| os+ (7223 25+ (72— 73 ) == |-
@ a | \Ou? Oud/) oul oud  Oul ) Ou? out  ou? ) oud
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Toto vektorové pole nazveme rotaci 1-formy 3 (vzhledem k objemovému elementu w). Pov8§imnéme si, Ze tato kon-
strukce ma smysl pouze pro n = 3.

Zadanim skaladrniho soudinu
g(x): T.R® x T,R? 3 (v(x), w(x)) — g(x)(v(x), w(z)) € C3°(R?)

v kazdém bodé z (takovému zobrazeni se fikd metricky tenzor) ziskdme izomorfizmus mezi prostorem teénych a
kote¢nych vektort v tomto bodé dany nasledovné

T,R3 5 v(z) — g(z)(v(z),.) € TIR3.
V soufadnicich v’ je metricky tenzor zad4n symetrickou 2-formou
9= Gij du' ©du?,

a izomorfizmus teénych a koteénych vektort pomoci vztahu

i i j
V=g o gijdu’.
TakZe ziskdme izomorfizmus mezi vektorovymi poli a 1-formami (obecnéji téZ izomorfizmus mezi kovariantnimi a
kontravariantnimi tenzorovymi poli stejného fadu), ktery je v soufadnicich u*

Navic zaddnim skaldrniho sou¢inu v kazdém bodé x ziskdme rovnéz zcela piirozené vyznacny objemovy element wg
a to takovy: Dosadime-li v libovolném bod& z do w, ortonormdlni bazi v tomto bod&, musi byt hodnota w(z), na
téchto vektorech rovna 1. Z tohoto poZadavku v soutadnicich v dostavame

wy = +/|det g[du' Adu® Adud.

Muzeme nyni jednoduse zavést gradient funkce f jako vektorové pole izomorfni k 1-formé vnéjsi derivace d f
of ij 9

grad f = =759" =5, (5)

kde g% je inverzni matice ke g;;.

Argumentem rotace je v této chvili 1-forma. Pomoci izomorfizmu zprostfedkovaného skaldrnim soucinem, miuzeme
vektorovému poli v pfifadit 1-formu (§ a jeji rotaci prohlésit za rotaci vektorového pole. Jako objemovy element
vezmeme objemovy element uréeny g, tj. wy. V soutfadnicich

_ 1 dgaiv’  Ogaiv'\ 0 dguiv'  gaiv'\ 0 dgaiv’  Ogrv'\ 0
rotu, U= /| det g K Ou? oud ) oul + Ou3 oul ) ou? + Oul ou? ) oud|’ (6)

Stejnétak muzeme zapsat divergenci vektorového pole

1 (/| det g|vt) + (/| det g|v?) + (/| det g|v3) )
VI det g oul ou? oud '

Obzvlast jednoduse vyjdou vyse uvedené vztahy pro gradient rotaci a divergenci pokud m4 metricky tenzor v soutrad-
nicich u" diagondlni tvar. Potom ¥ikdme, Ze tyto soufadnice jsou ortogondlni (tim chceme vyjadfit, Ze soufadnicova
vektorova pole jsou v kazdém bodé& na sebe kolm4).

div,, v =

. ‘ R 0 0 du!
g=gydu' ©du’ = (du* du® dud) [ 0 K3 O du?

0 0 nz) \dw
9 0 N_, )0 i#]
INow>ow ) =9 = w2 i=j

Abychom tedy ze soufadnicové baze % vyrobili bazi v kazdém bodé ortonormalni, musime vydélit kazdy vektor jeho

normou a ortonorméalni baze je tedy
190 19 19
hl aul’ hg (’)u2’ h3 6u3
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K ni dudlni baze v prostoru forem je
{hl dul, h2 du2, h3 du3} .

Zapisme tedy vektorové pole v v ortonormélni bazi (soufadnice v ortonormalni bazi oznaéme V*) a spoétéme jeho
divergenci, rotaci (opét vyjadfenou v ortonormalni bazi. Rovnéz spodtéme gradient funkce f vyjaddfeny v ortonormalni
bézi. 4

Vvt o Vi o V2 0 V3 0

S h 0w o o hs 0w

v

Spocteme napted napf. divergenci

; (8)

1 la(hlhghg Vl) a(h1h2h3 VQ) a(hlhgha V3)
divy, v

_ h1 ha h3
hyhahs

oul + ou? + ous
nyni rotaci

oul  ou?

oud  dul

ot v 1 [(6h3V3 8h2V2> hy O (8h1V1 8h3V3> hy O (8h2V2 GhlVl) hs O
roty, v =

ot (\0w "~ "9 ) T at Iy 92 gw]@)

a nakonec gradient

aof .. Of 5 Of 3 1 0f . 1 of , 1 0f 3
=9 97 I quz = = 2L — — L
df a’u,l du + auQ du -+ aus du h1 a’u,lhldu + h2 au2h2du -+ h3 au3 3du
1 0f 1 0 10f 1 0 1 0f 1 0
gadpo L1 0 10510 1071 0 "

hl (’)ul hl (’)ul h2 6u2 hg 6u2 h3 6u3 h3 8u3'



