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Elektron v poli rovinné elektromagnetické viny

1. Odvozeni rovnice druhého fadu z Diracovy rovnice v elektro-
magnetickém poli. Sleduji postup z Landau-LifSic: Kvantova elektrody-
namika, ale vSe trochu podrobnéji. Vyjdeme z Diracovy rovnice

[v(i0 — eA) —m]p =0,
na kterou aplikujeme operator v(i0 — eA) + m. Dostaneme rovnici
[v"4* (10, — eA,) (10, — eA,) —m*|p = 0.
Dale rozepiseme
P =Y ) + (7 =) = ¢+ o,
dosadime do predchozi rovnici a ziskame
(10 — eA)? — m? + 0" (10, — eA,) (10, — eA,)]y = 0.

Daéle upravime posledni sc¢itanec nasledovné: o#” je antisymetricka a ope-
rator za ni tedy rozlozime na symetrickou a antisymetrickou ¢ast, pricemz
symetricka cast vzhledem k antisymetrii o*” vypadne

(10, — eA,)(i0, — eAy))(o) =
= L(ied,(Aye) —ieD, (A, 0) —ieA,0, (o) +icA,0,(e)) = |

= }(ied, A, —ied, A,) = = F.

1
2

Celkem tedy dostavame

ie

(18 — €A)2 — m2 — 50'“”[7“” w =0.

Dale spoc¢téme operator (i0 — eA)? s vyuZitim Lorentzovy kalibra¢ni pod-
minky
(10— cA)2(o) = g (16, — e4,)(i0, — eA,)(#) =
= g" [-0,0, + e?A, A, —ieA,0, (o) —icd, (A 0)] =
= g" [-0,0, + A, A, —ieA,D, (o) —ie(0,A,)(e) —ieA,,(e)] =
= g [—(9”8” + eZAMAV - 21614“8”(0)]
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Celkem tedy mame

1e

—0% + 2 A? — 2ie(A0) — m? — EUWF’“' Y = 0.

2. Elektron v poli rovinné viny. Pole rovinné viny s vinovym vektorem

k (k* = 0) zavisi pouze na fazi vilny ¢ = kx; podrobnéji A,(z") = A, (k,z").

Po pouziti Lorentzovy kalibra¢ni podminky 9, A* = 0 dostavame
auAM(k'wTV) = k‘M(A”)/(gb) =0,

po integraci této podminky podle ¢ potom

ku(A")(¢) = C,

kde C' je konstanta, kterou lze bez Gjmy na obecnosti polozit rovnu nule
vzhledem k tomu, Ze k ¢tyfpotencialim A* lze vzhledem ke kalibracni vol-
nosti pri¢ist libovolné konstanty. Na potenciadly tedy klademe dodatecnou

podminku
kA" = EA = 0.

Nyni dale upravujme vyraz

oM Fuy = 5(V" =70, A0 = 0,AL) = (V" =) (kAL — KAL) =

= LV ku Al — MY kAl — A PR AL + 7 R AL) =
= (V¥ kA, — (29" — VYA — (29" — V' AYkLAL + Ak AL) =
= 299"k A, = 2(vk) (YA') = 244’
Celkem tedy dostavame
[0 + €? A% — 2ie(AD) — m? —ie(vk)(vA")] ¥ = 0.
Predpokladejme Teseni ve tvaru
U(x) = exp(—ipz) F(¢),

kde mtizeme pozadovat podminku p? = m? tim, ze ev. vynasobime F' odpo-
vidajici konstantou. Nyni dosadime do pfedchozi rovnice a dostaneme oby-
¢ejnou diferencialni rovnici rovnici pro F'

P F +2ipkF' — K*F" —2e ApF — 2ie AkF' + 2 A F —m?*F —ie(vk)(vA)F =
= 2ipkF’ + [e A% — 2epA — ie(vk)(yA)|F = 0
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Integraci dostavame

F = exp {—i/()m {(k—;)(p/l) - 2(61;) A% do + @(v@(%)} u,

kde u je libovolny bispinor. Dale plati

(k) (vA) (vk) (vA) = (vF)[2(EA) — (vk) (vA)|(vA) =
— (V) (vk)(vA)(vA) = —k*A* =0

a tedy

exp [%(vk)(wl)] =1+

Vysledek vypoctu je tedy

4= [1 ; @ww)} wexp(iS),

kde

s /k{e (pA) — == Aﬂdgb
= —px — ——(pA) -
o L(kp) 2(kp)
se shoduje s klasickou akci ¢astice v poli rovinné elektromagnetické viny.

Nyni predpokladejme, ze pro x — oo je A — 0 a 1 musi tedy byt fesenim
Diracovy rovnice pro volny elektron s hybnosti p a plati tedy

[(vp) = m]u =0.

Touto podminkou vylouc¢ime feseni rovnice druhého radu, kterd nejsou rese-
nim rovnice prvniho fadu (tzn. ta odpovidaji pozitronu). Vzhledem k tomu,
Ze u nezavisi na prostorocasovych souradnicich, musi tato podminka platit
nejen v nekonecnu, ale pro vsechna x. Normovani zvolime @u = 2m, normo-
vana vinova funkce je pak ve tvaru

u

V/2po

Y= (1+ m(vk‘)(%) exp(iS)

stejné jako pro volny elektron.
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3. Vypocet hustoty proudu. Nyni vypoc¢teme odpovidajici proudovou
hustotu. Spocteme Diracovsky sdruzenou vlnovou funkci

P 1 ¢ A k] xp(—iS

5= e |14 g (A0 expl i)

a dosadime do vztahu pro proudovou hustotu j ve sméru n

jn =) =
= o= [ s 0B (m) [14 )| =
“Vape [ 20 Y ) ] e

- 2%90@ {(vn) * % (YA (vk) () + (yn) (k) (YA)] +

+@ (’YA)(’Yk)(’yn)(fyk)(fyA)} u

Spocteme nyni jednotlivé s¢itance. Napf. pfimym vypoctem dostaneme

u(yn)u = 2(pn).
Dale
(YA (vk)(yn) + (yn) (k) (vA) =
= 2(kn)(vA) — (vA)(yn)(vk) + (yn) (vk) (vA) =

= 2(kn)(yA) — 2(An)(vk) + (yn)(vA)(vk) + (yn)(vk)(vA) =
= 2(kn)(vA) — 2(An) (k)

a tedy
u[(yA)(vk)(vn) + (yn) (vk) (vA)] u = 4(kn)(pA) — 4(An)(pk).
Posledni sc¢itanec upravime jako
(YA) (vE) (yn) (vE) (vA) = 2(nk)(vA) (k) (vA) = —2(nk) A*(vk)
a tedy
a(vA) (vk) (yn) (Vk) (vA)u = —4(nk) A* (pk).
Celkem dostavame

e (i caon 8- 2 )
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Pro periodické funkce A(¢) je ¢asova stiedni hodnota nulova a dostavame

= | on) = S

Mizeme definovat efektivni hybnost jako casovou stfedni hodnotu hustoty
toku 42y
€ 2 2 2742
q=p- k, ¢ =p° —e (A7),
2(kp)
z ¢ehoz lze vidét, ze elektron se pohybuje v poli elektromagnetické viny jako
by mél efektivni hmotnost

62<A2>)1/4,

m*:m(l— 3

pficem? plati, Ze m, > m, protoZe pro elektromagnetickou vlnu plati A% < 0
(A je prostorupodobny vektor).
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