1 Zadani

Hrac¢ squashe odpali mi¢ hmotnosti my v roviné kolmé na sténu. Predpokladejme, Ze zname
pocatecni polohu i rychlost mice. Dale uvazujme, Ze naraz na sténu trva velmi kratce a sténa pruzi
pouze ve vodorovném sméru. Urcete, kam mi¢ dopadne. Odpor prostiedi zanedbejte.

2 Postup feseni
Zvolime soufadnicovy systém, jak je uvedeno na obrazku. Neb jak poc¢atecni rychlost, tak zrychleni

lezi v roviné kolmé na sténu, pohyb bude probihat v této roviné, tj. je dvourozmérny.
Pocatecni podminky jsou

Z(t=0)=2o= (L, H), 0(t=0) =t = vo(—cosa,sin ). (1)
y v d
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Pohyb lze rozdélit na tii casti.

1. Sikmy vrh od za¢atku pohybu (¢ = 0) po dopad na sténu (t = tg). Cas ndrazu na sténu
ur¢ime z podminky, Ze r—ova soufadnice je nulova,

ts . l‘(ts) =0— ts — y(ts).

2. Néraz na sténu a odraz. Mi¢ dopadne s rychlosti U(ts) a odrazi se s rychlosti @(ts)’.

3. Sikmy vrh po odrazu od stény (t = tg) po dopad (t = tp). Cas dopadu na zem uréime z
podminky, Ze y—ova soufadnice je nulova,

tD B y(tD) =0— tD — I(tD)
3 Reseni
3.1 Obecné k fazim 1. a 3.

Pii fézich sikmého vrhu (tj. 1. a 3.) 2. Newtontv zékon da obecné FeSeni

- 1
mad=F=G=mg=d=g=konst. = 7 =1, + dat, f:fo+170t+§dt2. (2)

Vyjadfeno ve slozkach
L oo
x(t) = xo + vout, Y(t) = yo + voyt — Qgt .
Je-li vo, = 0, téleso se pohybuje po primce. Plati-li vSak vy, # 0, mizeme vyjadiit ¢as t jako
linedrni funkci z. Dosazenim do vzorce pro y(t) dostaneme y(z). Takto ziskand funkce y(z) je
kvadratickd, tj. pohyb je parabolicky a kazdy bod paraboly je uréen soufadnicemi (x,y(z)).
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3.2 Faze 1.

Obecné Feseni (2) prejde, s ohledem na pocateéni podminky (1), na

1
t €10,ts] : U(t) = (—vocosa,vpsina — gt), T(t) = (L — vt cos o, H + vpt sinav — §gt2> . (3)

Podminka z(ts) = 0 spolu s rovnici (6) da ¢as narazu na sténu
L L?¢ 1
ts = ts) =H+ Lt - 4
57 cosa’ ylts) +itana 202 cos? a )

Pozadujeme y(ts) > 0, aby se jednalo o dopad na sténu. Dostédvdme nerovnici, kterou rozfesime
vzhledem k tana.

L?g 1 L%g
0<y(ts) = H+ Ltano — 208 oo’ =H + Ltana — 207 (1+tan’a).
Kofeny jsou
_ 1 I 12 S(H — W _ LY
(tana),, = oo [ + I+ AW (H - W )] W=

Nalezli jsme tedy kofeny, mezni piipady, které déli redlnou osu na tii oblasti. Zbyva urcit na které
/ kterych z nich je 0 < y(ts) splnéno.

Podivame-li se na vyraz pro y(ts), vidime, zZe pro [tana| — oo je y(ts) < 0. Tedy piipustné
hodnoty tan a jsou mezi nalezenymi kofeny.

Navic musi byt vyraz (v kofenech tana) pod odmocninou nezidporny. Tim dostdvdme dalsi
podminku, kterou bude omezena rychlost vy. Podobnym postupem jako pro kofeny tan « zjistime

1
0= L2+ 4W(H = W) = Wiz = 5 (H +VHZ T L2> .
Pro velka |IV] je uvazovany vyraz zéporny, tj. opét W lezi mezi nalezenymi kofeny. Navic z definice

je vidét, ze W musi byt nezaporné, takze pripustné hodnoty jsou zdola omezeny nulou a shora
kladnym kofenem.

L%g 1 glL?
O0<LDPH+AW(H-W)=="S=We |0, (H+VH2+L?)| =2 — .
st ( ) 202 e{’Q( + * )} UOG{H+‘/H2+L2’OO>

Dosadime-li dolni mez pro rychlost do vyrazu pro tan« (¢len s odmocninou je nulovy) a do y(ts),
dostaneme

tana =

L
———— y(ts) = 0.
H+ VH?+ L2 ults)

Skuteéné se jedna o mezni situaci, dopad pravé do dolniho rohu stény.

3.3 Faze 2.

Na mi¢ pri srazce se sténou piusobi tyto sily - tthova, reakce stény a sila tfeci.

Srazku povazujeme za velmi kratkou, takze lze zanedbat zménu pohybového stavu plisobenim
tithové sily a pripadné otacivé ucinky sily treci.

Pti srédzce, at uZ pruzné ¢i nepruzné plati zadkon zachovan{ hybnosti (ZZH). Obecné mi¢ preda
¢ast své hybnosti sténé.



Protoze sténa pruzi jen ve vodorovném sméru, plyne z toho, ze y—ova hybnost mice se nezméni.
V z—ovém sméru slozka rychlosti zméni znaménko (bude kladnd) a obecné i velikost. ZZH tedy
nabude tvaru

mM’E(ts) + 6 = 'rT'LM’U(ts) + 7TL517$,
m (va(ts), vy(ts)) = (mave(ts)’ + mgves, marvy(ts)')
Lze tedy psat
ms , . gL
/’Tt,:Tt — U = (¢ ) ;o uy(t = vy(ls) = - )
vz (ts)' = va(ts) p— Uas = —Quy(ts) = Quocosa, vy (ts) = vy(ts) = vosina ocosa (5)
kde jsme zavedli parametr @) > 0.
Pfesnéji budeme uvazovat @ € {—1}U[0, 1]. Hodnota @ = —1 odpovida v rovnici (5) rovnosti
vz (ts) = va(ts), tj. k odrazu nedoslo. Hodnota @ > 1 by odpovidala tomu, Ze sténa mi¢ odrazi

a jesté urychli. V principu by to bylo mozné, pokud by mi¢ dopadl na sténu jiz kmitajici (diky
predchozim néraziim mice) ve vhodny okamzik.

3.4 Faze 3.

Pocate¢nim casem tohoto vrhu je cas ts, k nému se vztahuji také pocatecni vektory polohy a
rychlosti. V obecném FeSeni (2) by jsme tedy méli psat ¢ — ts. Pro zestru¢énéni zépisu zavedeme
novou, posunutou, ¢asovou soufadnici t'(t) = t' = t — ts. Pak (2) vede na

€ [0.65]: 0) = (~Qualts). (1)~ 9t 3(0) = (~Quut.ylt9) + (1)~ 50 ()

Nalezneme t}, z podminky y(tp) = 0. Pfirozené nés zajiméa pouze kladny kofen.
1 qL
1 = - |- o sina £ /(vosina)? + 2gH 7
(s = 3 [~ b wsinat Vlsmal + 2 M)
L
z(tp) = Quocos {f J + v sina + /(vp sin a)? +2Hg} (8)
g Up COS

4 Testy vysledku - limitni pripady
e () = 0 : po ndrazu na sténu se mi¢ pohybuje pouze svisle, tj. dopadne do dolniho rohu
stény, tj. x = 0.
Vzorec (8) skuteéné dé z(tp)|y_, = 0.

e ypcosaw = 0 : svisly vrh (pfipadné i s nulovou rychlosti, je-li uvazovany limitni p¥ipad
realizovan vg = 0); mi¢ dopadne ve stejné vzdalenosti od stény jako byl vrzen, tj. z = L.
Vzorec (8) da 2(tp)|y, cosamo = — @L- Nebof k narazu na sténu nedojde, mé smysl pouze
hodnota @ = —1.

e g = oo : téleso ihned spadne, tj. opét z = L.

Upravy i vysledek jsou stejné jako v pFedchozim piipadé (vocosa = 0).
e g = 0:mi¢ nepad4, tj. na zem by mélo dopadnout pouze v ptipadé, ze byl vypédlen smérem

dold, coz odpovida a € (—,0). Pro jiné hodnoty tihlu o by mélo platit, Ze ¢f, bude nekoneény
anebo zaporny. Vysetfime tedy vrh ne-dolu, tj. o € [0, 7).
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— «a € {0,7}: vodorovny pohyb, uvazujeme pouze H # 0 (opacny piipad by znamenal,
Ze mi¢ se jiz nachdzi na zemi).

L 2H
€ {0, ] = |- +4/ === = |2z(th)] =
ac o) I ‘a \/g’ 0 = la(tp)

— Ostatni hodnoty a vrhu ne—dold (krom o € {0, 7/2, 7} ): Pro provedeni limity g — 0 je
tieba (Taylorovym rozvojem) upravit vyraz typu

Ui\/U2+2gH_g
g g

29H
U2

U+l H

1+44/1 + 2
+ p U+0(y),

kde O(g) znadi ¢leny obsahujici alespoii prvou mocninu g, v limité vypadnou. Zkratce
U ve vzorci (8) odpovida vg sin av.

Pro volbu znaménka ”+” da limita nekonecno. Musime tedy zvolit ”—" a zjistit zda
skute¢né dostaneme tf, > 0. Blizsi vySetfovani limity vede k tomu, Ze se nechova zcela
dle oc¢ekavani.

Je mozné, ze upravy provedené pii vypoctu (napf. déleni g a implicitni predpoklady)
neumoznuji v tomto ptipadé obdrzet spravnou limitu.

e . = 0: pohyb zacind odrazem od stény, tj. faze 1 nenastane.
e () = —1:obecné odpovida obycejnému Sikmému vrhu beze stény, je tedy mozné doséhnout
zépornych hodnot soufadnice z. Skuteéné, pro @ = —1aty > obdrzime z(tp) < 0.

5 Zobecnéni

Co kdyby hra¢ neodpalil mi¢ v roviné kolmé na sténu?
Ptibude pohyb v ose z (kolmé k roviné obrézku), vektor poc¢ateéni rychlosti nyni bude

To = (—wp cos ar, vg sin v, vy -
V ose z mi¢ nezrychluje, ani v tomto sméru nepruzi sténa, takze v, zistava po celou dobu pohybu
konstantni, pohyb je rovnomérny.

Pohyb podél osy z v daném piibliZzeni neovliviiuje pohyb v ostatnich osidch a naopak. Na
predchozich vysledcich se tedy nic nezméni.

Zvolime-li poc¢atek soufadnicového systému tak, ze z(t = 0) = 0, pak pii dopadu bude
Z(fD) = ’UztD.



