1 Matematika

1.1 Derivace
Derivace = pravidlo, které funkci pfifadi (obecné jinou) fci.
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Naptiklad pro fci. ™, n € N (pfirozené ¢&islo). Uzitim binomické véty dostaneme
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kde O(e?) oznacuje ¢leny obsahujici € p¥inejmensim v druhé mocniné véetné. Napf. pro n = 3 mame
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Protoze derivace fce. je opét néjakd fce, mizeme ji opét derivovat, dostdvame derivace vysSich Fadua
oznacované "mocninnym” indexem
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1.2 Integrace

Hrubé fedeno, (neur¢ity) integrél je pravidlo, které fci. piitadi fci, ale d&l4 to pfesné opa¢né ne derivace.

” /d:L'” D f(x) - /dx flx); flz)= d‘i}i(;) = /dw f(x) = g(x) + konst. (3)

Derivovani je proces, pfi némz Sipka mezi rovnicemi sméfuje obrécené (tedy <). Konstanta ocividné
vypadne a dostaneme rovnici, s niz jsme zacali. Je tedy vidét, ze integral z funkce neni uréen jednoznac¢né!

Prakticky to znamena: Integrujes-li fci. f(x) podle z, najdi fci. g(x) takovou, Ze derivace g(x) dé pravé
fci. f(z). Fee. g(x) je hledany vysledek. Takze pro znamou fci. 2" dostaneme:
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Zkusime-li dvakrat zintegrovat konstantu a, s uzitim rce. (4) dostaneme

/dwa:az+b,/dz/dza:/dw[aw+b]:%ax2+bz+c, (5)

kde b a ¢ jsou integracni konstanty.

+ konst. (4)

1.3 To samé s vektory

Pozndmka: Vektory derivujeme (/integrujeme) a derivujeme tak, ze derivujeme (/integrujeme) kazdou
slozku zv1ast, tj. pro vektor ¥ = (v1, va, v3) dostavame

dzﬁ:) _ (dv;b(:x)7 dv;g(cw)7 > ; /dmﬁ(:r) = </dxv1(x), /d:rvg(x), ) (6)
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2 Trocha kinematiky a dynamiky

2.1 Kinematika

Popisuje pohyb: Zvolime soufadnicovy systém a sledujeme zménu jednotlivych soufadnic v ¢ase. Soutad-
nicovym systémem nejcastéji byvéa kartézsky (KSS) /pravothly. Méame tii vektory - poloha 7, rychlost ¥,
zrychleni @ - s nasledujicim vyznamem:

e 7[m] - polohovy vektor objektu, na ¢ase zavisly vektor 7(t).

e #'[ms~1] - rychlost télesa, zména polohy za &as
primérnd rychlost na intervalu I = [t,t + 7] :

7t + 1) —7(7)

<V >=
okamzita rychlost - ”prameérnd rychlost za nulovy interval”:
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¢asova derivace polohového vektoru.
o @[ms™?] - zrychleni télesa, zména rychlosti za ¢as

Derivovanim dle ¢asu: ¥ — 0 — d. Integrovanim dle ¢asu: @ — 7 — 7.

2.2 Dynamika - pohybové rce.

Dynamika zkoumd pfi¢iny pohybu: Zmény se déji vzdjemnou interakci. Interakci v klasické mechanice
popisujeme vektorovou veli¢inou sila F'. Sila zavisi na charaktristikach interagujicich objektt (hmotnost,
elektricky néboj, intenzita elektromagnetického pole) a jejich vzajemné konfiguraci.

Plati pohybové rce, téz 2. Newtoniv zakon (2.NZ), jez lze psat ve tvaru:

ma = F({parametry}) (7)

Zajima-li nds pohyb télesa pod vlivem néjaké sily ﬁ, sta¢i tuto rovnici dvakrat zintegrovat podle ¢asu a

dostaneme: .
F(t) = (/dt /dt Eﬁ> + Gt + 7. (8)

Integracni konstanty @y a 7 jsme vypsali zvlast (srovnej s rci. (5) v pripadé konstantni sily).

2.3 Strategie feSeni v mechanice
Vyjit z pohybovych rovnic! Ale jakym smérem, tj. jak je upravit?
1. Ptimé feSeni 2.NZ, tj. nalezeni 7(t).

2. Pro tzv. konzervativni sily existuje veli¢ina potencialni energie Epot. Je-li silové plisobeni na té-
leso konzervativni, manipulaci s pohybovymi rcemi. lze ukazat, ze se zachovava veli¢ina celkova
mechanickd energie a dostavame ZZME (Zékon Zachovani Mechanické Energie)

1
im,vZ + Epor. = konst. (9)

Problematika zachovéavajicich se veli¢in je dobfe popsana tzv. variaénim poc¢tem, blize viz. teorémy
Emy Né&therové.



3 Takovy pékny priklad

V homogennim gravitacnim poli ¢ je vrzeno téleso hmotnosti m s poc¢ate¢ni rychlosti velikosti v svirajici
thel 8 s vodorovnym smérem. Uréete jak nejvyse vystoupi, pohybuje-li se v bezodporovém prostiedi.
3.1 Rozmysleni

Zvolime KSS: Osa x vodorovna, osa y svisle mifi proti vektoru g, osa z vodorovné kolmé na predchozi.
Pocatek umistime tak, aby se v ném v ¢ase t = 0 téleso nachézelo. Osy x a z orientujeme tak, aby vektor
pocatecéni rychlosti lezel v roviné zy.

Obrézek 1: Sikmy vrh

Uhel 3 orientujeme kladné od osy = smérem k ose y (na Obrazku 1 je tthel 3 kladny)
1. = 0; 7 - vodorovny vrh.

2. B € (0,7) - sikmy vrh, téleso miZe stoupat.

3. B € (m,2m) - sikmy vrh dolti, téleso nestoupa.

V dalsim uvazujeme pouze p¥ipad 2.

3.2 ResSeni 1 - Pohybové rce.

Vyjadiime zéavislost polohového vektoru na ¢ase, obzvlasté y(t), nalezneme ¢as ¢); dosaZeni maximélni
vysky yar a spocteme ypr = y(tar).

Na téleso piisobi sila ' = mg = (0, —myg, 0), kterd je konstantni, takze miizeme pfimo a snadno
integrovat zrychleni az k polohovému vektoru podle rovnic (5) a (8). Dostaneme obecné FeSeni

1
Ft) = 5§t2 + gt + 7. (10)
My jsme ale zvolili soufadnicovy systém KSS tak, Ze v ¢ase t = 0 je téleso v jeho pocatku. Aplikujeme

tuto pocatedni podminku spolu se zadanim, kde mame uréenu/dénu rychlost v tomtéz case
7t =0) =0, 7(t = 0) = Ty = (vg cos(), vosin(3), 0) & (10) = 7(t) = %g‘tQ + vot.
V jednotlivych slozkich mame
z(t) = vgcos(B)t; y(t) = 7%gt2 +vgsin(B)t; z(t) = 0. (11)
Dosadime-li do y(t) za t z rovnice pro a-ovou slozku, vidime, Ze trajektorii je parabola v roving z:y obracena
”dnem” vzhiru.

V bodé maximélniho vystupu je maximalni soufadnice y(t), matematicky lze nutnou (nikoli postacu-
jicl) podminku pro extrém fce. y(t) v ¢ase tys zapsat jako nulovost derivace v daném case.

Z fyzikélniho ndhledu je zfejmé, ze v Case t); je nulova y-ova slozka rychlosti, tj. dostavame stejnou
podminku jako z p¥istupu extrémni hodnoty fee. y(t),

d .
0= (ﬁ) (t=tnm) = —gty + vosin(B).
Odtud in(5) y
vp sin v .,
ty = ——, ym = y(ty) = —sin .
M ; ym = y(tm) % (8)

Dalsi moznosti je vyjit z fce. y(t) - hledat vrchol paraboly bez derivaci:
1 ST
o) =0 (1= D))+ L sn(o).

Prvni ¢len je nekladny a hodnota y(t) je maximélni, kdyZ je tento ¢len nulovy, coZ odpovid4 ¢asu
ta = vosin(8)/g, takze

yar = 50 sin(9)
3.3 ReSeni 2 - Zakony Zachovani
Pouzijeme ZZME - srovnavame stavy v Casech t = 0 a ty.
1 1 1
57””3 +mg0 = 5"1”2(1‘/1\1) +mgym = ym = E[U‘% — v (tar)] & (tnr) = (vo cos(8),0,0), (12)
i = idll - o) = Lant(e), ()
29 29
kde jsme uzili konstantnosti z-ové a z-ové slozky rychlosti (kterd vyplyva z nulovosti zrychleni v téchto

smérech).
Pozndamka: Predpokladali jsme znalost nulovosti y-ové slozky rychlosti v ¢ase tjs. Lze vSak ziskat
pfimo - hleddme extrém funkce y(t), o némz vime, Ze nastane (v zatim neurdeném) Case ¢/, coz piimo

da podminku 0 = %, nebo také dosazenim z rovnice (12) do derivaéni podminky
dy(tar) 1o - 1, ., 1
0= ={(12)} = ——2u(t ty) = ——9(t = —vy(t = thv).
it {12)} % U(tar)(tar) g”( M)J gvy( M)g = vy(tu)

3.4 (Vy)feSeni
Téleso dosdhne maximalni vysky yas v Case ¢, které jsou dany v nésledujici rci.
vg sin((G T
= 0O ytar) = D sin (). (14)
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Pov§imnéme si, ze vysledek je platny pro vSechny tfi moznosti hodnot thlu 3

1. f=0anebo =7 =ty =yy =0.

2. B € (0,7) - plati rce. (14) v obecném tvaru.

3. B € (m2m) - rce. (14) dava ¢ty < 0, takze interpretujeme hodnotu yys jako vysku, z jaké musi
vodorovné vrzené téleso s pocatecni rychlosti U(tar) = v cos(8) (1, 0, 0) v Case ) zacit padat, aby
se v ¢ase t = 0 nachazelo v poc¢atku KSS s rychlosti velikosti vg.

3.5 Zavdérem

Ponékud pracnéjsi vyfeseni pres pohybové rce. ndm umoznilo nalézt ¢as ¢y, ¢imz se ozfejmila nutnost
diskuse hodnot uhlu 3, ktery by z jednodussiho feseni pomoci ZZME nevysel.
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