
Harmonický oscilátor

Z Hamiltoniánu pro harmonický oscilátor

Ĥ =
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2m
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2
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po substituci
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Ĥ = ~ω
(
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, [X̂, P̂ ] = i.

Definujeme kreačńı â, anihilačńı â† operátory a poč́ıtaćı operátor N̂ operátor

â =
1√
2

(X̂ + iP̂ ), â† =
1√
2

(X̂ − iP̂ ), N̂ = â†â,

splňuj́ıćı relace

[â, â†] = 1, [N̂ , â] = −â, [N̂ , â†] = −â†,

Hamiltonián nyńı zaṕı̌seme jako

Ĥ = ~ω(N̂ + 1
2).

Lze ukázat, že operátor N̂ má (nedegerované) celoč́ıselné nezáporné vlastńı hodnoty

N̂ |n〉 = n|n〉, n ∈ N ∪ {0},

přičemž |n〉 znač́ı odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Kreačńı a anihilačńı operátory p̊usob́ı
následovně

â|n〉 =
√
n|n− 1〉, â†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉.

Hamiltonián má tedy vlastńı hodnoty

Ĥ|n〉 = En|n〉, En = ~ω(n+ 1
2), n = 0, 1, 2, 3, . . . .
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Souřadnicová reprezentace

Vlnovou funkci pro n = 0 můžeme určit z podmı́nky, že je anihilována anihilačńım
operátorem a z normovaćı podmı́nky

â|0〉 = 0, 〈0|0〉 = 1,

což v souřadnicové reprezentaci se souřadnićı X vypadá jako

1√
2

(
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)
〈X|0〉 = 0,

∫
dX|〈X|0〉|2 = 1, (1)

dostáváme tedy
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1
4
√
π
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2 .

Vlastńı vektory pro n > 0 źıskáme z tohoto stavu tak, že na něj budeme n-krát p̊usobit
kreačńım operátorem

|n〉 =
(â†)n√
n!
|0〉.

V souřadnicové reprezentaci
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což po dosazeńı dává
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kde

Hn(X) = (−1)neX
2 dn

dXn
e−X

2

jsou Hermiteovy polynomy.
V souřadnicové reprezentaci se souřadnićı x dostaneme
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~
x

)
.

Úkoly:
a) Najděte řešeńı (1)
b) Ukažte platnost (2)
c) Jakým zp̊usobem přeṕı̌seme vlnovou funkci z X-souřadnicové reprezentace do x-
souřadnicové reprezentace?
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Operátor hustoty harmonického oscilátoru při teplotě T

K výpočtu budeme potřebovat následuj́ıćı vyjádřeńı Hermiteových polynomů

Hn(X) =
1√
π
eX

2

∫ ∞
−∞

du(−2iu)ne2iuX−u
2

(3)

a dále také integrál ∫
dNye−~y

TA~y+2~bT ~y =
π
N
2

√
detA

e
~bTA−1~b. (4)

kde ~y a ~b jsou N -dimenzionálńı sloupocové vektory a A je pozitivně definitńı symetrická
n× n matice.

Matice hustoty je

ρ̂ =
1

Z

∑
n

|n〉e−
En
kT 〈n|

v s užit́ım Z = 1
2 sinh α

2
dostaneme v souřadnicové reprezentaci

〈Y |ρ̂|X〉 = 2 sinh
α

2
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1
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kde α = ~ω
kT . Výsledkem je
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√
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a v souřadnićıch x, y

〈y|ρ̂|x〉 =

√
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Úkoly:
a) Pomoćı Fourierovy a zpětné Fourierovy transformace

f(X) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dPeiPX f̃(P ), f̃(P ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dXe−iPXf(X)

dokažte (3).
b) Ukažte platnost (4), nejdř́ıve vhodnou substitućı odstraňte z integálu člen lineárńı v
~y (úpravou odobnou doplněńı na čtverec), a pak užijte faktu, že symetrickou matici lze
diagonalizovat pomoćı ortogonálńı matice, tj. lze psát D = OTAO, kde O je ortogonálńı
matice (OTO = 1) a D je diagonálńı matice.
c) Odvod’te (5).
d) Jakým zp̊usobem přeṕı̌seme matici hustoty z X,Y -souřadnicové reprezentace do x,y-
souřadnicové reprezentace?
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