Harmonicky oscilator

Z Hamiltonianu pro harmonicky oscilator

H= o Ty 22, [Z,p] = ik,
po substituci
N mw A 1
X = Tj’ P = mﬁ,
dostaneme
= (;PM;X?), X, P =i

Definujeme krea¢ni a, anihilaéni a' operatory a pocitaci operator N operator

1

~ . 1 N . ~
a=—(X+iP), al = —(X —iP), N = ala,
(X +iP) & —iP)
splnujici relace
[dvéT] =1, [N¢ &] = —a, [NadT] = _aTa

Hamiltonidn nyni zapiSeme jako
H=hw(N + 3).
Lze ukézat, ze operdtor N méa (nedegerované) celo¢iselné nezédporné vlastni hodnoty

Nin) =nln), neNU{0},

pricemz |n) znac¢i odpovidajici vlastni vektory. Krea¢ni a anihila¢ni operatory pusobi
nasledovné

aln) = v/nln — 1), afln) = vn+1|n+1).
Hamiltonidan ma tedy vlastni hodnoty

H|n) = E,|n), E,=hw(n+3), n=0123...



Souradnicova reprezentace

VInovou funkci pro n = 0 muzeme urcit z podminky, ze je anihilovdna anihila¢nim
operatorem a z normovaci podminky

al0) = 0, (0]0) =1,

coz v soufadnicové reprezentaci se soufadnici X vypada jako

1 d
7 (X + dX> (X10) =0, /dX|<X]O>]2 =1, (1)

dostavame tedy
1 _x2
<X‘O> = Tﬁe 2.

Vlastni vektory pro n > 0 ziskdme z tohoto stavu tak, ze na néj budeme n-krat ptsobit
krea¢nim operatorem

V soufadnicové reprezentaci

1 d 1 x2 d x2
b= — (X - — ) = - — Il 9

coz po dosazeni dava

(X|n) = 1 x2 d ,x;",x;_ 1 _x? (anzdn 2
YT v T ax” N Nl ¢ axe”

kde
dn _X2

axn©

Hy(X) = (=1)"eX

jsou Hermiteovy polynomy.
V soufadnicové reprezentaci se soufadnici  dostaneme

1
mw\ 1 1 _mw 2 I mw
Uko]y:

a) Najdeéte reseni (1)

b) Ukazte platnost (2)

¢) Jakym zpisobem prepiseme vinovou funkci z X-souradnicové reprezentace do z-
souradnicové reprezentace?




Operator hustoty harmonického oscilatoru pri teploté T

K vypocétu budeme potiebovat nasledujici vyjadieni Hermiteovych polynomu

1 > ,
Hy(X) = ﬁeXQ / du(—2iu)" X v (3)
—00
a déle také integral
N
aN e—gTA37+2ET37 __ T2 eETAflb' 4
/ Y vdet A 4

kde i a b jsou N-dimenziondlni sloupocové vektory a A je pozitivné definitni symetricka
n X n matice.
Matice hustoty je

?T‘
q

— Z‘”

v s uzitim Z = ﬁ dostaneme v soufadnicové reprezentaci
2

1 2 2
(Y| X) = 2sinh — Z afnty) Lt

> e A H(Y). (5)

kde a = hw . Vysledkem je

. /1 «a 1 Q 5 1 Q 9
(Y|p|X) =1/ - tanh 5 CXP < 1 tanh 5 (X+Y) 1 tanh 5 (X -Y) ) , (6)

a v soufadnicich x, y

mw hw hw mw hw
5|lz) = 1/ — tanh —— ——~ tanh —— — “Ztanh —(z —y)? ).
(wlplz) hm tan 2kT P ( 4h tan 2kT (= + y) 4h tan 2kT (@ =) >

Uko]y:
a) Pomoci Fourierovy a zpétné Fourierovy transformace

L [% ipaiPx iy = [T axe
) = o= [ apemEP), P = o= [ axe N p(x)

dokazte (3).

b) Ukazte platnost (4), nejdiive vhodnou substituci odstrante z integalu ¢len linedrni v
¥ (dpravou odobnou doplnéni na ¢tverec), a pak uzijte faktu, Ze symetrickou matici lze
diagonalizovat pomoci ortogondlni matice, tj. Ize psat D = OT AO, kde O je ortogonalni
matice (OO =1) a D je diagonalni matice.

¢) Odvod'te (5).

d) Jakym zpiisobem prepiSeme matici hustoty z X ,Y -souradnicové reprezentace do x,y-
souradnicové reprezentace?



