Piiklady ze statistické fyziky
Toto je soubor piikladu ze statistické fyziky, kazdy ptiklad mé pfifazenu jednu az tii hvézdicky znaéici
obtiznost pifkladu. Pokud najdete néjaké chyby (jejichz existence je velmi pravdépodobnd) - v zaddni

nebo ve vysledcich, tak mi prosim dejte védét.

1. *x xUZ%itim Laplaceovy metody odvod'te Stirlingovu formuli

n! ~ Qﬂn(ﬁ) .
e

2. Euler-Maclaurinova formule jest

> () = 31 = 3 fm) = [ @Ik DD T (£ D) = 1 ) + R
k=n n k=1 ’

kde B jsou Bernoulliova &fsla, f*) znaéi k-tou derivaci funkce f a R je zbytek, ktery je ¢asto maly pro
dostatecné velké q.

1. %S uzitim

1
Bo(z) =1, (%Bn(x) =nBn_1(z) pron > 1, / B (z)dz =1,
0

najdéte Bernoulliovy polynomy Bi(z), B2(z), Bs(x), Ba(x) a Bernoulliova &isla By, Bi, B2, Bs,
By. Bernoulliova ¢isla jsou hodnoty Bernoulliovych polynomu v x = 0.

2. x x xDokazte Euler-Maclaurinovu formuli.
3. xUzitim Euler-Maclaurinovy formule vypoctéte ptiblizné hodnotu

(@=L

n=1"7

o

v Euler-Maclaurinové formuli zvolte ¢ = 2.
Vysledky:
1

(1) Bi(z) =2 — % ; Ba(x) =2 —x + ¢ ; Bs(x) =2° — 32 + 22 ; Ba(z) = 2" — 22° + 2° — 55

(3) ¢ (%) =2.607 (sprévna hodnota ¢ (3) = 2.612)

3. xUvazujte dutou nadobu pii teploté 17" vyplnénou elektromagnetickym zafenim. Pfedpokladejte, ze ve
sténé nddoby je maly otvor plochy A, kterym muze unikat zdfeni ven a niddoby, pficemz rychlost dniku
zafeni je natolik pomald, Ze neovlivni rovnovahu uvnitf nadoby. Podle Planckova zdkona je energie
elektromagnetického zafenf{ s frekvenci v intervalu (v,v + dv) sméfujictho do prostorového thlu d2,
které projde za jednotku casu jednotkovou plochou rovna
3
2hy %ldudg.

2 o _

Urcete vykon elektromagnetického zafeni unikajictho z nadoby. Bude se vam hodit integral

oo $3 7T4
do =2
/0 -1 15

. R S
Vysledky: Z—O‘T ’U_T5h302




4. *xVymyslete jak by sla s uzitim Stefan-Boltzmannova vyzafovactho zdkona zméfit teplota slunce
pomoci pravitka (a znalosti teploty na zemi). Jakd vdm vysla teplota slunce?

5. xUvazujte ¢éstici se spinem % a magnetickym momentem p umisténou v magnetickém poli intenzity B.
Budeme-li se zabyvat pouze interakci magnetického momentu s magnetickym polem, pak stac¢i uvazovat
dvourozmérny Hilbertiv prostor stavi. Jako bazi tohoto prostoru muzeme zvolit vlastni vektory [+),
|—) operédtoru &, prislusejici vlastnim hodnotdm +1 a —1, tj.
Gz|+) = +14), Gz|=) = —1]-).
Hamiltonidn pak zapiSeme jako .
H=—uB6,.
Predpokladejte, ze tento systém je v kontaktu s tepelnym rezervoarem o teploté 7.
1. (a) ZapisSte stavovou sumu.
(b) Zapiste pravdépodobnost nalezeni systému v jednotlivych stavech.
(c) Zapiste matici hustoty.
2. Vypoctéte stredni hodnotu magnetického momentu m ve sméru magnetického pole, odpovidajici
operator ma tvar m = ué..
(a) S uzitim pravdépodobnosti nalezeni systému v jednotlivych stavech.
(b) Pomoci matice hustoty.

(¢) Ze stavové sumy, pokud vite, ze dF' = —SdT — mdB.

3. Jaka je stfedni hodnota magnetického momentu pro 7" — 0 a T — oo, dokézete vysvétlit proc
tomu tak je?

Vysledky:
(la) Z = 2cosh (4£)
5 =
ek e T
(1b) P(|+>):w+:m;P(|7>):w_: B —uB
ekT + e k erT +e k&

(1c) p = [+H)wi(+| + | -)w- (-]

(2) m = pw4 — pw— = tr(mp) = — g—g)T = ptanh (‘;—?)

B)m(T —=0)=pu;m(T—o0)=0

6. xUvazujte ¢astici se spinem 1 a magnetickym momentem p umisténou v magnetickém poli intenzity B.
Budeme-li se zabyvat pouze interakci magnetického momentu s magnetickym polem, pak sta¢i uvazovat
trojrozmérny Hilbertuv prostor stavi. Jako bdzi tohoto prostoru muzeme zvolit vlastni vektory | + 1),
|0), | — 1) operdtoru momentu hybnosti S, pifslusejici vlastnim hodnotdm +1, 0 a —1, tj.
S+ 1) = +1] + 1), S:10) = 0]0), S —1) = -1 -1).
Hamiltonidn pak zapiSeme jako A A
H=—uBS,.
Predpokladejte, ze tento systém je v kontaktu s tepelnym rezervoarem o teploté 7.
1. (a) Zapiste stavovou sumu.
(b) Zapiste pravdépodobnost nalezeni systému v jednotlivych stavech.

(c) Zapiste matici hustoty.



2. Vypoctéte stiedni hodnotu magnetického momentu m ve sméru magnetického pole, odpovidajici
operdtor ma tvar m = uS,.

(a) S uzitim pravdépodobnost{ nalezeni systému v jednotlivych stavech.
(b) Pomoci matice hustoty.
(¢) Ze stavové sumy, pokud vite, ze dF = —SdT — mdB.

3. Jakd je stfedni hodnota magnetického momentu pro 7' — 0 a T' — oco?

Vysledky:
(la)Zze%—&—l—i—e*%
e% 1 e_%
(1) P+ 1) = 5 s PI0)) = g5 s P - 1) = 45 B
erT + 14 e  *T erT +14¢e & erT +1+4¢e &
»B B
(1) 5 — LEDEEF A1+ 10)0] +] = e #F (1)
p = uB LB
ekT + 1+ e kT
= =
e — €
(2) m=p—75 —5

7. xUvazujte klasicky magneticky moment velikosti p (stav systému je urcen orientaci momentu v troj-
rozmérném prostoru). Magneticky moment je umistén v magnetickém poli intenzity B, energie systému

je tedy rovna
E=—unB

kde 71 je jednotkovy vektor ve sméru orientace magnetického mementu m = ui. Piedpokladejte, ze tento
systém je v kontaktu s tepelnym rezervoarem o teploté 7.

1. (a) Zapiste stavovou sumu.

(b) Urcete pravdépodobnost p(77)d2 ze moment je orientovdn ve sméru 7.
2. Vypoctéte stfedni hodnotu magnetického momentu m ve sméru magnetického pole.

(a) S uzitim pravdépodobnosti p(77)d€2.
(b) Ze stavové sumy, pokud vite, ze dF = —SdT — mdB.
3. Jaka je stfedni hodnota magnetického momentu pro T'— 0 a T — c0?
Vysledky:
(la) Z = 4wz Z sinh (£ ?)

B)m(T—=0)=pu;m(T —oc0)=0

8. xKlasicky harmonicky oscilator s hmotnosti m a frekvenci w je popsan Hamiltonidnem
2
p 1 2 2
H=—+4 -mw'z".
om 2"

Predpokladejte, ze celkova energie systému je rovna E.



1. (a) Zakreslete k¥ivku odpovidajici pohybu Edstice ve fdzovém prostoru.

(b) Cemu je imérn4 pravdépodobnost p(z)dz, ze poloha Eéstice se nachazi v intervalu (z, z+dx)?
Urcete tuto pravdépodobnost.

2. (a) Zapiste hustotu pravdépodobnosti p(p, ) nalezeni ¢dstice v daném elementu fazového prostoru
(pravdépodobnost, ze se ¢astice nachdzi v elementu (p, p+dp) X (z, x + dz) fdzového prostoru
je p(p, z)dpdz).

(b) Z hustoty pravdépodobnosti p(p,z) urcete pravdépodobnost p(z)dz, Ze poloha Cdstice se
nachdz{ v intervalu (z,z + dz).

Vysledky:
1 2F
(la), (2b) p(fl')dfv = mdw y Tmaz = w2
w p2 1 2,2
(2a) p(p,x) = —9¢ 2 + Fmwa” = E
s

9. xKlasicky harmonicky oscilator s hmotnosti m a frekvenci w je popsan Hamiltonidnem

2
1
H= 2p—m + imoﬁm?.
Predpokladejte, ze celkovéd energie systému je rovna E. Urete pravdépodobnost P(p)dp, ze hybnost
Castice se nachdzi v intervalu (p,p + dp).
Vysledky:

1
P(p)dp = =dp ; pmas = V2mE

T/ pgnaz - P

10. «Céstice md Maxwellovo rozdéleni rychlosti. Pravdépodobnost, Ze rychlost &dstice ve sméru z je
z intervalu (vgz,ve + dvg), rychlost ve sméru y je z intervalu (vy, vy + dvy) a rychlost ve sméru z je z
intervalu (v;, v, + dv.) je rovna P(ﬁ)d%, kde

P(U)*( m )%e mu>
= ket TP\ 2T )

Ozna¢me v = |7
1. Urcete pravdépodobnost P,, (vy)dve, Ze rychlost Edstice ve sméru z je z intervalu (va, ve + dvg).

2. Urcete pravdépodobnost P,(v)dv, Ze rychlost ¢dstice v je z intervalu (v,v + dv). Jakd je stfedn{
hodnota (v), jaki je stiedni hodnota (v?)?

Vysledky:

m 3 muv?
(1) Poo (v2)dve = (375:) " exp <m> dv

m 3 mv® /8KT 3kT
(2) pV = P, (v)dv = 4mv? (27TkT) * exp (QkT) dv ; (v) = o (v?) = —

11. xPfedpokladejte, ze nadoba je vyplnéna casticemi s Maxwellovym rozdélenim rychlosti. Hustota
¢astic je rovna n. Pravdépodobnost, Ze rychlost ¢astice ve sméru x je z intervalu (vs, vy + dvz), rychlost
ve sméru y je z intervalu (vy, v, +dv,) a rychlost ve sméru z je z intervalu (v, v; +dv.) je rovna P(7)d>v,

kde . .
o m \ 3 mu
P@) = (27rkT) P (2kT> '




Predpokladejte, ze ve sténé nadoby je maly otvor plochy A kterym mohou ¢&éstice unikat z nadoby,
pricemz rychlost iniku ¢astic je natolik pomald, Ze neovliviiuje rovnovahu uvnitt nadoby. Urcete pocet
castic ktery unikne timto otvorem za jednotku casu.

, S 1dN kT
Vysledky: Adr = n\/;

12. xUvazujte klasickou ¢astici s hmotnosti m uzavienou ve vélci nekone¢né vysky poloméru R. Vilec je
umistén v homogennim gravita¢nim poli se zrychlenim g tak, ze gravitac¢ni pole pusobi podél osy vélce.

1. Predpoklédejte, ze systém je v kontaktu s rezervoarem o teploté T

(a) Zapiste hustotu pravdépodobnosti p(p,z) odpovidajici nalezeni ¢dstice v daném elementu
fazového prostoru.

(b) Urcete pravdépodobnost p(z)dz, Ze se ¢astice nachdzi ve vysce (z,z+dz) nad podstavou vélce.
2. Ptredpokladejte, ze celkova energie systému je rovna FE.

(a) Zapiste hustotu pravdépodobnosti p(p,z) odpovidajici nalezeni ¢astice v daném elementu
fazového prostoru.

(b) Urcete pravdépodobnost p(z)dz, Ze se Eastice nachdzi ve vysce (z, z+dz) nad podstavou vélce.

Vysledky:

(18) p(7. ) m P mex
a) p\p,x) = exp | — —
kT (27mkT) 2 xR 2mkT KT

13. xxUvazujte systém slozeny z N nezavislych ¢astic se spinem % a magnetickym momentem p vlozenych
do magnetického pole s indukci B. Budeme-li se zabyvat pouze interakci magnetického pole se spiny,
pak kazdé Cédstice se spinem % prispéje k celkové energii bud piispévkem E. = —uB, pokud je magne-
ticky moment orientovan ve sméru magnetického pole, nebo E_ = —uB, pokud je magneticky moment

orientovan proti sméru magnetického pole.

1. Pfedpoklddejte, ze systém je v kontaktu s tepelnym rezervoarem teploty T'.

(a) Zapiste stavovou sumu.

(b) Diferenciél volné energie lze zapsat jako dFF = —SdT — mdB, kde m je celkovy magneticky
moment. Ze stavové sumy vypoctéte entropii a celkovy magneticky moment.

(c) Vyraz pro entropii pfepiste jako funkci T' a parametru = = N*;,N*, kde Ny a N_ je pocet

castic s magnetickym momentem orientovanym ve sméru a proti sméru magnetického pole.
Jakym zptsobem zdvisi celkovy magneticky moment a celkova energie na x?

2. Predpokladejte, ze systém je izolovany. Stav odpovidajici dané celkové energii odpovidd tomu, ze
urcity pocéet éastic Ny (N—) mé magneticky moment orientovdn ve sméru (proti sméru) magne-
tického pole.



(a) Vypoctéte pocet moznych stavi I' systému. Jak vypadd tento vyraz pro velky pocet ¢éstic,
kdy muzeme provést aproximaci n! ~ (%2)"?

(b) Urcete zdvislost po¢tu stavii I' na celkové energii E, jak vypadd tato zdvislost, kdyz ji
pfepiSeme pomoci parametru x?

(c) Entropii izolovaného systému muzeme zapsat jako S = klnT. Pro velky pocet ¢dstic porov-
nejte tento vysledek s vysledkem pro entropii ziskany ze stavové sumy.

Vysledky:

wB _uB

(la) Z = (eT +e kT)N

B B B N uB
(Ib) S =kN (ln <200$h #) P2 tanh #) ;m = il

KT | kT kT " tanh KT
1 r l14+x m FE
_ _ = 2 7 =
(1c),(2c)SkN<ln2 th(l ac) 21n1_m>,x uN uNB
N!
() I'= TN

_ 14w _l-zq N
1+z 21—z 2

14. xUvazujte klasicky neinteragujici nerelativisticky plyn (ve tfech rozmérech) uzavieny v nddobé
objemu V.

1. Vypoctéte (kanonickou) stavovou sumu v pifpadé, kdy plyn je slozen z N &dstic.

2. Ze stavové sumy urcete volnou energii a stavovou rovnici.

3. Vypoctéte (grand-kanonickou) stavovou sumu.

4. Vypoctéte potencidl Q a z néj chemicky potencidl jako funkei u (T, V, N) a tlak jako funkci p(T, V, N).

5. Pomoci Legenderovy transformace vypoctéte z potencidlu 2 volnou energii F' a porovnejte ji s
vysledkem ziskanym z (kanonické) stavové sumy.

Vysledky:
N
1y z— L (v (mTy
NI 2mwh?
(2), (6) F = —=NkTInT — $NkTInT + kT InN! — $NkT In
KT 2
m I
(3) Z =exp <V (27rh2) ek“T>

3

2

(4) Q = —kTV (;m;) et
Y

mk
2mh?




15. xxUvazujte plyn slozeny z N ¢éstic uzavieny v nddobé objemu V. Pfedpokladejte, ze mezi ¢asticemi
existuji slabé parové interakce a systém je popsany Hamiltonidnem

—-
= > o = Zpi - -
H(P17-~~7pn,$1,...,$n)= %-FE U(|$1—$J|)
B i<j

Predpokladejte, ze potencial ma tvar

U = =g @ (=)

pocet castic je velky N > 1. Pfi vypocCtu uzijte aprximaci, Ze interakce mezi ¢dsticemi je dostatecéné
slaba.

1. Zapiste stavovou sumu.

2. Urcete stavovou rovnici (tj. vztah mezi p, V a N).

Vysledky:
1 kT N N?
m a.
(I)Z_N!<V<27rh?> > <1+kTV>

2) <p+ a <§)2> V = NkT

(tato stavova rovnice je na puli cesty k van der Waalsové stavové rovnici. Kdybychom chtéli dojit
k van der Waalsové stavové rovnici, museli bychom zapocist kromé interakce mezi ¢asticemi také
to, ze kazdd ¢éstice zaujimd néjaky objem.)

(M

16. xUvazujte klasicky harmonicky oscildtor v jedné dimenzi popsany Hamiltonidnem H = T + V,
kde T = % je kinetickd energie a V = %mw%:z je potencidlni energie. Predpokladejte, ze systém je
v rovnovédze s tepelnym rezervodrem teploty T a ukazte, ze hodnota kinetické energie (7) a stfedni
hodnota potencidln{ energie (V) jsou obé rovny k7.

17. «xUvaZujte klasicky systém popsany Hamiltonidnem
N 2

Hpi, . pN, @1 an) = L5

1 ka

+U($1...7$N)7

pficemz potencidl U(z1...,xn) je takovy, ze jakmile se libovolnd ze soufadnic blizi nekoneénu nebo
. ~ . y . N ot
minus nekoneénu tak potenciél roste do nekoneéna (dostateénou rychlosti), tj. U(z1 . .., zx) = co.

Predpokladejte, ze systém je v rovnovéze s tepelnym rezervoarem teploty T' a ukazte, ze plati
P2 kT 0H 5 kT
=2 oy Y i
2m; 2 ‘Oz 79

18. xPiedpoklddejte, ze mate N minci, kde N je ndsobek ¢tyt, uréete pravdépodobnost P, /2, Ze polovina
mincf je oto¢ena pannou nahoru (nejpravdépodobnéjsi stav), a pravdépodobnost P /4, Ze étvrtina minci
je otoCena pannou nahoru. Pravdépodobnost, ze dand mince je oto¢ena pannou navrch je stejnd jako

. . , n P w2 < - NN
pravdépodobnost, Ze je oto¢ena orlem navrch. Zapiste vyraz podil % v piipadé, kdy pocet minci je

velky (uzijte Stirlingovu aproximaci). Jaky je tento podil pro N = 10,100, 1000 minc{?

N
Pyyy 2 16\ 4
ysledky: =— | =
Vystediy Py V3 (27)
M

19. x % xV nadobé objemu V je umisténo M ¢astic - primérnd koncentrace Castic je rovna N = 37.
Dand ¢astice se muze nachézet ve viech mistech nddoby se stejnou pravdépodobnosti. Pokud budeme
pozorovat néjakou malou ¢dst nddoby majici objem v, jakd je pravdépodobnost P(m), ze se v ni nachdzi
prévé m Castic?




e Ukazte, ze tato pravdépodobnost je rovna
M v\™ v\M-—m
P(m) = (7) (1 - 7) 1
= (1) 0 .

e Piedpokladejte, ze celkovy pocet ¢astic je velky M > 1, objem ktery pozorujeme je maly v < V
a pozorovany objem obsahuje velmi maly pocet ¢dstic. Ukazte, ze v tomto pfiblizeni lze zapsat
pravdépodobnost pomoci Poissonova rozdéleni

P _ 1 N m _—Nv
(m) = %( v)"e Y.

e Piedpokladejte, ze celkovy pocet castic je velky M > 1, objem ktery pozorujeme je maly ve
srovnani s celkovym objemem v < V' ale dostatecné velky na to aby obsahoval velky pocet ¢astic
m > 1 a aby se pocet ¢dstic v tomto objemu pfilis nelisil od stfedniho poctu &éstic, tj. |m — Nv| <
m. Ukazte, Ze v tomto priblizeni Ize zapsat pravdépodobnost pomoci Gaussova rozdéleni

1 (m — Nv)?
exp [ — }
V2rNv 2Nv

P(m) =

20. xVypoctéte hustotu stavi g(E) (g(E)dE je pocet stavi s energii v intervalu (E, E 4+ dFE)) pro dvou-
dimenzionélni plyn uzavieny v nddobé tvaru ¢tverce s hranami délky L. Uvazujte nésledujici piipady:

1. Plyn je nerelativisticky (£ = %) a naddoba ma nekone¢né tuhé stény.
2. Plyn je nerelativisticky (E = %) a vlnové funkce spliiuje periodické hranié¢ni podminky.
3. Plyn je ultra-relativisticky (F = c|p]) a nddoba m4d nekonecné tuhé stény.

4. Plyn je ultra-relativisticky (E = ¢|p]) a vlnova funkce splituje periodické hrani¢ni podminky.

Porovnejte hustotu stavu v pripadé kdy nddoba méla nekonecné tuhé stény a v piipadé periodickych
hrani¢nich podminek.
Vysledky:

mL?
1), (2 FE)=—
(1), (2) 9(B) = -
L2
2mh?2c?
21. xxUvazujte dvoudimenziondlni nerelativisticky idealni bosonicky plyn pii dostatetné vysokych tep-

lotéch, kdy e*T < 1. Uréete stavovou rovnici, pocitejte pomoci poruchové fady v e*T tak, abyste ziskali
korekci ke stavové rovnici zndmé pro klasicky idedlni plyn. Budete potiebovat integraly

/ ¥dx = —1In(1 —€Y), / — T dz= Lisa(e¥),
0 0

er—Yy —1 er~Yy —1

kde dilogaritmus mé Tayloruv rozvoj
e n

Lig(x)zz%.

1
. o 2N o (D)™ (27R®NN" NET 1 2rh*N
Visledky: et =1 = et =3 = kv ) P v (U Gk

22. Uvazujte dvoudimenziondlni nerelativisticky idedlni fermionovy plyn pti velmi nizké teploté.




1. *Vypoctéte Fermiho energii - energii ¢astic na povrchu Fermiho kruhu. Vypocététe energii vSech
castic za predpokladu, ze vypliuji Fermiho kruh. Vypoctéte tlak fermionového plynu pii nulové

teploté.

2. %xUrcete Gibbsovu volnou energii, chemicky potencidl a najdéte prvni korekci k vyrazu pro tlak
odvozeném v pfedchozim bodé. Budete potiebovat integraly

2

& 1 o0 xT 12 ™
———dr=In(1+¢" ——de~ sy
/O v 1 =l +eh), /0 1Y T
Vysledky:
() Ep= ZHN g NN 121k (N * _ErN
T mv 2 m V' ' 2 m \V 2 V

2 2
(2),u:Ep+len(1—e’%:)NEF—kTe’%E ;p:%g <1+7;<g";> )



